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‘Introduction.

Ce volume a pour but de faciliter au non-expert l'usage de la cohomologie
L-adique J'espére qu'il lui permettra souvent d'éviter le recours aux exposés

touffus de SGA 4 et SGA 5. Il contient aussi quelques résultats nouveaux,

Le premier exposé€, rédigé par J.F. Boutot, survole SGA 4. Il donne les
principaux résultats - avec une généralité minimale, souvent insuffisante pour les
applications - et uné idée de leur démonstration. Pour des résultats complets, ou

des démonstrations détaillées, SGA 4 reste indispensable.

Le "Rapport sur la formule des traces" contient une démonstration compl&-
te de la formule des traces pour 1'endomorphisme de Frobenius. La démonstration est
celle donnée par Grothendieck dams SGA 5, élaguée de tout détail inutile. Ce Rapport
devrait permettre & 1l'utilisateur d'oublier SGA 3, qu'on pourra considérer comme
une série de digression , certaines trés intéressantes. Son existence permettra de
publier prochainement SGA 5 tel quel. Il est complété par 1l'exposé "Applications

de la formule des traces aux sommes trigonométriques' qui explique comment la for-

mule des traces permet 1'étude de sommes trigonométriques, et donne des exemples.

Le public visé par les autres exposés est plus limité, et leur style s'en
ressent, L'exposé "Fonctions L modulo {n et modulo p " @Stune généralisation
"modulaire" du Rapport, basée sur 1'étude SGA 4 XVII 5.5 des puissances symétriques,
L'expos€ "La classe de cohomologie associée & un cycle" définit cette classe dans
divers contextes, et donne la compatibilité entre intersections et cup-produits.
Dans "Dualité" sont rassemblés quelques résultats connus, pour lesquels mamquait
une référence, et quelques compatibilités. L'exposé ''Théorémes de finitude en coho-
mologie L-adique" est nouveau. Il donne notamment, en cohomologie sans supports,

des théorémes de finitude analogues a ceux connus en cchomologie 2 supports compacts.

Pour plus de détails sur les exposés, je renvoie & leur introduction res-

pective.
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Un £il d'Ariane pour SGA 4, se_iz% et SGA 5.

Les exposés I a VI de SGA 4 donneﬁt la théorie générale des topologies

de Grothendieck. Trés détaillés, ils peuvent etre précieux lors de 1'étude de to-
pologies exotiques, telle celle qui donne naissance 2 la cohomologie cristalline.
Pour la topologie étale, si proche de 1'intuition classique, un garde-fou si im-
posant n'est pas nécessaire : il suffit de connattre (par exemple) le livre de
Godement [4], et d'aveir un peu de foi. Autres références possibles : les chapitres
I 2 ITI des notes d'Artin [1], 1'exposé& Bourbaki de Giraud T3] ou [Arcatal I. Les
exposés VII et VIII commencent 1'é€tude de la topologie étale. Ils sont plus détail-.

1és que le chapitre III d'Artin et que [Arcata] II.

L'étude des courbes est la clef de 1la cohomologie é&tale. Elle est com-
mencée par Artin dans 1l'exposé IX de SGA 4 ; des conséquences, quant & la dimen-
sion cohomologiques, sont données dans X. Les points essentiels sont repris dans
[Arcata] III. L'exposé XI n'est pas mécessaire pour la suite ; il contient une

élégante démonstration du théoréme de comparaison entre cohomologie étale et coho-

mologie classique dans le cas particulier des variétés algébriques complexes lisses,

Les exposés XII et XIII prouvent le fondamental théoréme de changement de
base pour un morphisme propre. Ainsi que 1'a remarqué Artin dans (algebraic appro-
ximation of structures over complete local rings, Publ, Math. IHES 36 (196%9)

p. 23-58-§3), son théor2me d'approximation permet de simplifier la démonstration.
Cette voie est suivie dans [Arcata] IV of les multiples dévissages de la démons-
tration ne sont qu'esquissés, et o les applications de 1'exposé XIV ne sont gue
trés bridvement indiquées. Le théordme permet de définir la "cohomeologie 2 supports

1.

compacts", et les foncteurs "images directes supérieures & supports propres" R £

(dont les propriétés se ram@nent & celles des foncteurs images directes supérieures

pour un morphisme propre). C'est le sujet du prolixe exposé XVII ; l'essentiel est

dit dans [Arcata] IV, mais des morceaux de XVII peuvent avoir une utilité indé-

pendante .




Les exposés XV et XVI sont centrés sur le fondamental thé&orame d'acyecli-
cité locale pour les morphismes lisses. L'influence de SGA 7 transparalt dans

1l'exposé paralléle moins détaillé [Arcata] V, qui contient aussi la preuve des ré-

sultats requis de SGA 2.

L'exposé [Arcata] VI est consacré 2 la dualité de Poincaré ; 1l est plus
clair que SGA 4 XVIII mais ne prétend pas dommer une démonstration compléte. Pour
ceux qui tiennent & une démonstration purement algébrique, il est simplifié par
une référence a4 [Dualité] §3 ; il ne contient pas la preuve du formalisme auquel

obéit le morphisme trace (XVIIT §2).

Il existe en cohomologie étale un formalisme de dualité analogue a celui
de la cohomologie cohérente. Pour 1'établir, Grothendieck utilisait la résolution
des singularités et la conjecture de pureté (pour 1'énoncé, voir [Cycle] 2.1.4),
€tablie dans un cadre relatif dans SGA & VI, et -modulo la résolution- en égale
caractéristique dans SGA 4 XIX. Les points-clefs sont établis par une autre méthode,
dans [Th. finitude], pour les schémas de type fini sur un schéma régulier de di-
mension O ou 1 . Divers développements sont donnés dans SGA 5 I. Dans SGA 5 III,
on montre comment ce formalisme implique la tris générale formule des traces de

Lefschetz-Verdier,

On voit que dans la version originale de SGA 5, la formule de Lefschetz-
Verdier n'était établie que conjecturalement. De plus, les termes locaux n'y &taient
pas calculés. Pour 1'application aux fonctions L , ¢e séminaire contient une autre
démonstration, elle compl2te, dans le cas particulier du morphisme de Frobenius.
C'est celle qui figure dans [Rapport]. Autres références ; pour l'énoncé et le
schéma des dévissages : 1'exposé Bourbaki de Grothendiesck [5] ; pour une bréve
description de la réduction (due 3 Grothendieck) du cas crucial 3 un cas déja traité

par Weil, (2] §10 ; pour un traitement L-adique de ce dernier cas, [Cycle] §3

Dans SGA 5, on trouvera encore un traitement détaillé du passage de la
Rf&n-cohomolugie a la ZL-cmhomologie (exposés V et VI, par J.P. Jouanolou), et
du formalisme du morphisme de Frobenius (exposé XV, par C. Houzel. Les exposés X
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:et XII, rédigés par 1. Bucur, domnent le calcul de la caractéristique d'Euler-
Poincaré d'un faisceau sur une courbe, et celui de la trace de 1'endomorphisme de
sa cohomologie défini par certaines correspondances. Dans VII, Jouanolou donne le
calcul de la cohomologie de schémas classiques, et des applications. Par ailleurs,
1'exposé de Serre "Introduction & la théorie de Brauer" a €té repris dans son

l1ivre [6] (32me partie).
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Cohomologie étale: les points de départ,

par P, Deligne, rédigé par J.F., Boutort,

Ce travail reprend 6 exposés donnéspar P, Deligne 2 Arcata en aoGt 1974
(AMS Summer School on algebraic geometry), sous le titre: "Inputs of etale cohomology".
Un 72 exposé est devenu le "rapport sur la formule des traces'", dans ce méme volume,
Le but des exposés é€tait de donner les démonstrations des théorgmes fondamentaux en
cohomologie &tale, débarassées de la gangue de non-sense qui les entoure dans SGA &;
Nous n'avons pas cherché 3 énonecer les théordmes sous leur forme la plus générale,
ni 3 suivre les dévissages, parfois astucileux, que leur démonstration requiert, Nous

avons au contraire mis l'accent sur les cas "irréductibles", qui, tous dévissages

faits, restent a traiter,

Nous espérons que ce texte, gqui ne prétend 2 aucune originalité, aidera

le lecteur 2 consulter avec profit les 3 volumes de SGA 4,

Convention, Nous ne considérerons que des schémas quasi-compacts (= réunion finie
d'ouverts affines) et quasi-séparés(= tels que 1'intersection de deux ouverts affines

est quasi-compacte), et les appellerons simplement schémas,
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Arcata ;. (R |

I. Topologies de Grothendieck,

A l'origine, les topologies de Grothendieck sont apparues comme Sous-—
jacentes 2 sa théorie de la descente (cf SGA 1 VI, VIII); l'usage des théories de

cohomologie correspondantesest plus tardif. La méme démarche est suivie ici:

en formalisant les notions classiques de localisation, de propriété locale et de
recollement (§ 1, 2, 3), on dégage le concept général de topologie de Grothendieck
(§ 6); pour en justifier 1'introduction en géométrie algébrique, on démontre un
théoréme de descente fidelement plate (§ 4), généralisation du classique théoréme 90

de Hilbert (§ 5).

Le lecteur trouvera une exposition plus compléte, mals concise, du
formalisme dans Giraud [5 ]. Les notes de M, Arcin: "Grothendieck topologies" [1]
(chapitres I a IIT) restent également utiles, Les 866 pages des exposés I a VI
de SGA 4 sont précieuses lorsqu'on considire des topologies exotiques, telle celle
qui donne naissance 2 la cohomologie cristalline: pour utiliser la topologie étale,

sl proche de l'intuition classique, il n'est pas indispensable de les lire,

1. Cribles. Soient X un espace topologique et £ : X 2R une fonction 2 valeurs
réelles sur X . La continuité de f est une propriété de nature locale; autrement
dit, si £ est continue sur tout ouvert suffisamment petit de X , £ est continue
sur X tout entier. Pour formaliser la notion de '"propriéts de nature locale"

nous introduirons quelques définitions,

On dit qu'un ensemble W d'ouverts de X est un crible si pour tout
UE€u et VESU, ona VE€U , On dit qu'un crible est couvrant si la réunion de

tous les ouverts appartenant & ce crible est €gale 2 X

10



I = 2 Arcata

Etant donnée une famille {Ui} d'ouverts de X , le crible engendré par
11 est par définition l'ensemble des ouverts U de X tels que U soit conte-

u dans 1'un des Ui *

On dit qu'une propriété P(U) , définie pour tout ouvert U de X , est
locale si, pour tout crible couvrant U de tout ouvert U de X , P(U) est vraie
8l et seulement si P(V) est vraile pour tout V € U . Par exemple, étant donné

£ : X=+R , la propriété "f est continue sur U " est locale,

2, Falsceaux, Précisons la notion de fonction donnée localement sur X .,

(2.1) Point de wue des cribles: Soit U un crible d'ouverts de X . On

appelle fonction donnée u-localement sur X 1la donnée pour tout U £ u d'une

fonction £, sur U telle que, si V< U, on ait £y = futv .

(2.2) Point de vue de lech: §i le crible U est engendré par une famille

d'ouverts Uy de X , se donner une fonction U-localement revient 3 se donner

une fonection fi sur chaque Ui telle gue filuin Uj = fjiuim Gj .

Autrement dit, si Z =|I Ui ., se donner une fonection U-localement re-
vient 2 se donner une fonection sur 2 qui soit constante sur les fibres de la

pProjection naturelle Z = X ,

(2.3) Les fonections continues forment un faisceau; cela signifie que pour tout
crible couwvrant U d'un ouvert V de X et toute fonction donnée U-localement

{fu} telle que chaque £, soit continue sur U , il existe une unique fonction

continue f sur V telle que f£|U = £, Pour tout U & u ,

3 Champs. Précisons maintenant la notion de fibré vectoriel donnd localement

sur X

(3,1) Point de vue des cribles: Soit U un erible d'ouverts de X . On

appelle fibré vectoriel donné U-localement sur ¥ 1les données de

11



Arcata

-3

a) un fibré vectoriel E, sur chaque U e L
b) si VS U , un isomorphisme ovov ¢ Ey —4=——9-EU1V , vérifiant
c) si W VvaU, le diagrame

(=0

U, w

Ey > EULk
Py, w PU,vl“
EV W

commute, c'est-a-dire By = (pU y Testreint a W) s Py w
3 3 >

(3.2) Point de vue de ech: Si le crible u

est engendré par une famille

d'ouverts Ui de X , se donner un fibré vectoriel uU-localement revient 3 se

donner :

a) un fibré vectoriel E, sur chaque U

i - i

1 =11 1 =1 - = ]
b) si Uy =0;N0,=U X U, , un isomorphisme Pyg Eilu 3 ———a—Ejluij, de sorte que

1 ] T
c) si Lijk U, Xy Lj Xy Uy » le diagramme

p !U A
ki' iik
Eglvy g > Bl
LI P L L
Ej|Uijk
' N = o
commute, c'est-a-dire Pri pkj Pyq Sur Uijk .

Autrement dit, si Z =11U1 et si 1w : Z =+ X est la projection naturelle,

se donner un fibré wvectoriel U-localement revient 2 se donner:

a) un fibré vectoriel E sur 2

b) s1 x et y sont deux points de Z tels que m(x) = ni(y)

12



I-4 Arcata

{somorphisme pyx s Ex —_— EY entre les fibres de E en x et en y , dépen-
‘ dant contin@iment de (x, ¥y) et tel que,

¢) si x, v et =z sont trols points de Z tels que m(x) = n(y) = n(z) ,

on alt P, = Py ° Pyy -

(3.3) Un fibré vectoriel E sur X définit un fibré wvectoriel domnné
u-localement Eu : le systeéme des restrictioms EU de E aux objets de u ., Le
fait que la notzan de fibré vectoriel est de nature locale peut s'exprimer ainsi:
pour tout crible couvrant u de X , le foncteur E r Eu , des fibrés vectoriels

sur X dans les fibrés vectoriels donnés u-localement, est une équivalence de

catégories,

(3.4) 51 dans 1. on remplace '"ouvert de X " par ‘'partie de X " , on obtient
la notion de crible de sous-espaces de X , Dans ce cadre aussi on dispose de
théorémes de recollement, Par exemple: soient X wun espace normal et C un crible
de sous-espaces de X engendré par un recouvrement fermé localement fini de X ,

alors le foncteur E +— E , des fibrés vectoriels sur X dans les fibrés wvecto-

c

riels donnés (C-localement est une équivalence de catégories.

En géométrie algébrique, 11 est utile de considérer aussi des "cribles

d'espaces au-dessus de X " ; c'est ce que nous verrons au paragraphe suivant,

4, Descente fidzlement plate,

(4, 1) Dans le cadre des schémas, la topologie de Zariski n'est pas assez fine

pour l'étude des problémes non linéaires et on est amené 2 remplacer dans les

E

définitions précédentes les immersions ouvertes par des morphismes plus généraux.

13
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Arcata G

De ce point de wue, les techniques de descente apparaissent comme des techniques
de localisation. Ainsi 1'énoncé de descente suivant peut s'exprimer en disant que
les propriétés considérées sont de nature locale pour la topologie fidélement plate

[On dit qu'un morphisme de schémas est fid2lement plat s'il est plat est surjectif].

Proposition (4,2). Soient A un anneau et B une A-algdbre fidélement plate,

Alors:

(1) Une suite T = (M' -» M= M") de A-modules est exacte dés que la suite

E{B) qui s'en déduit par extension des scalaires 3 B est exacte.

(ii) Un A-module M est de type fini (resp. de présentation finie, plat,

localement libre de rang fini, inversible (i.e. localement libre de rang un)) das

l'est,

que le B-module H(B)

Démonstration: (i) Le foncteur M M gy €Etant exact (platitude de B ), il

suffit de montrer que, si un A-module N est non nul, N( est non nul, Si N

B)
est non nul, N contient un sous-module monog2ne non nul Afa ; alors N(B)
contient un sous-module monogéne (ﬂfi)(a) = B/a B , mon nul par surjectivité du

morphisme structural ¢ : Spec (B) = Spec (A) [si V(a) est non vide,

w-l(V(g)) = V(a B) est non vide].

(1i1i) Pour toute famille (xi) d'éléments de M(BJ , 11 existe un sous-module

de type fini M' de M tel que M'(B) contienne les x . 81 M est de type

1 (B)

' = T
fini et si les xy engendrent M{B) , on a M (B) M(B) , done M Met M est

de type fini,

gi M(B) est de présentation finle, on peut, d'apreés ce qui précide,
trouver une surjection AT - M . 81 N est le noyau de cette surjection, le
B-module N(B) est de type fini, done N 1l'est, et M est de présentation finie,
L'assertion pour "plat" résulte aussitdt de (1); '"localement libre de rang fini"
signifie '"plat et de présentation finie" et le rang se teste par extension des

scalaires & des corps,

10
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T - 6 Arcata

(4.3) Soient X un schéma et & une classe de X-schémas stable par produit
~  fi{bré sur X . Une classe U C 8 est un crible sur X (relativement 2 s Yosd,
m:fnur tout morphisme ¢ : V =+U de X-schémas, avec U, V € S et UEU,; ona

VEYU . Le crible engendré par une famille [Ui} de X-schémas dans § est la

classe des V € 8 tels qu'il existe un morphisme de X-schémas de V dans 1'un

(4.4) Soit u un crible sur X , On appelle module guasi-cohérent domné
u-localement sur X 1la donnée de
a) un module guasi-cohérent EU sur chaque U €y ,
b) pour tout U € U et pour tout morphisme ¢ : V4 U de X-schémas dans § ,

*
un isomorphisme Ry © Ey > EU » ceux-ci étant tels que

e) si § : W=V est un morphisme de X-schémas dans 8 , le diagramme

commute, c'est-a-dire p , =t pd enp i
@ oy ' ']

Si E est un module quasi-cohérent sur X , on note Eu le module

3
donné y-lecalement wvalant ¢ME sur @ ¢ U=+ X et tel que, pour tout morphisme

: V- U 1'isomorphisme de restriction ¢ soit 1'isomorphisme cancnique

14;

v
= [ # ~ .i.* 2 = -.*
E, = (¢T o J)E > qu =¥ Ey .

Théorégme (&,5) - Soit {Ci] €8 une famille finie de X-schémas plats sur X

telle que X soit la réunion des images des Ui > et soit 1 le erible engendré

par {Ui} . Alors le foncteur E = Eu est une équivalence de la catégorie des

modules quasi-cohérents sur X avec la catégorie des modules quasi-cohérents donnés

U-localement,

11
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Arcata I-7

Démonstration: Nous ne traiterons que le cas ot X est affine et ot | est en-

-

gendré par un X-schéma affine U , fideélement plat sur X . La réduction 2 ce cas

est formelle, On pose X = Spec(A) et U = Spec(B) .

Si le morphisme U = X admet une section, X appartient au crible u

et l'assertion est évidente, Nous nous réduirons 3 ce cas.

s
&
E

Un module quasi-cohérent donné u-localement définit des modules M', M"

et M'' sur U, U xxU et U xxU xxU , et des isomorphismes p : p* M* & M pour

tout morphisme de projection p entre ces espaces; c'est 12 un diagramme cartésien

MM MY 3 M

au-dessus de

U, : U E U xU E U x%

x u XKU .

X

Réciproquement M¥* détermine le module donné y-localement: pour
VEu , il existe @ : V- U et on pose Hﬁ =% M' ; pour @ 0 0y ¢ VU,
on a une identification naturelle ¢} M' = (o; X @)% M" > of M' , et on voit
en utilisant M"' que ces identifications sont compatibles, de sorte gque la défi-
nition est légitime, Bref, i1 revient au m@me de se donner un module u-locale-

ment ou un diagramme M* cartésien sur U, .

Traduisons en termes algébriques: se donnmer M* revient & se donner un

diagramme cartésien de modules

-]

-] o]

—= T
MI a 1 -H" l M" 1

i %

-——ﬁ
au-dessus du diagramme d'anneaux
12
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I-8 Arcata

-] ]
—0 —O,

B 31 B Qh B 31 B =N B @, B
—_— —T

3

2,

[précisons: on 2 ai(bm) = ai(b)- ai(m) , les identités usuelles telles que
2 31 = aoaa sont vraies, et "cartésien'" signifie que les morphismes
o

3t M@ (6@, B) » M" et M'® (B3, B®, B) =» M"' sont des isomorphis-

8,3, B9, B, 3,

mes) .

Le foncteur E = E devient le foncteur qui, 3 un A-module M , assocle

Hi K

x_ -
H—(M@AH_'M®AB®AB M@ABcaAB@aB) .

Il admet pour adjoint 2 droite le foncteur

(' 3 M 3 OM"') s Rer(M' 2 M) .

I1 nous faut prouver que les flaches d'adjonction

-
M o= K,er(M@AB S MR, Bg, B)

et

o
Vi

Ker(M' 3 M) ®, B - M

sont des isomorphismes, D'aprés (4.2)(i), 11l suffit de le prouver aprés un change-

g

ment de base fidélement plat A = A' (B devenant B' = B = A') . Prenant

W

A' = B, ceci nous ramdne au cas o U =+ X admet une section,

5., Un cas particulier: le théoréme 90 de Hilbert.

(5.1) Socient k un corps, k' une extension galoisienne de k et

G = Gal(k'/k) . Alors 1'homomorphisme

17
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1 1
k skk p——

i
Fa

G

x @y —> {x.0ly)}. - G

est bijectif

On en déduit qu'il revient au méme de se donner un module localement
pour le crible engendré par Spec(k') sur Spec(k) ou de se donner un k'-espace

vectoriel muni d'une action semi-linéaire de G , c'est-z-dire:

a) wun k'-espace vectoriel V' ,
b) pour tout g € G , un endomorphisme @, de la structure de groupe de V'
tel que @ (Av) =o() ¢ (v) , pour tout A\ € k' et v € V' , vérifiant la
A '

condition

e) pour tout g, T € G , on a Oy =0, 2@, .

Soit V = V'G le groupe des invariants par cette action de G : c'est

3

un k-espace vectoriel et, d'apras le théorzme (4.5), on a:

Proposition (5.2). - L'inclusion de V dans V' définit un isomorphisme

vek k' ==y

En particulier, si V' est de dimension 1 et si w' € V est non nul,

@, est déterminé par la constante c(g) € k'* telle que ¢ _(v') ¢lg) v' et 1a

condition c¢) s'éerit

elr g) = clr) . 7(elo)) .
D'aprgs la proposition il existe un vecteur invariant non nul v = | v' o E k'

On a donec pour tout g € G,

-1
clg) = yolw ) .
Autrement dit tout l-cocycle de G 2 valeurs dans k'*¥ est un cobord:

Corollaire (5.3) - On a Hl(G, k'#) = 0 .

14
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6. Topologies de Grothendieck. Nous transcrivons maintenant les définitions des

paragraphes précédents dans un cadre abstrait englobant 2 la fois le cas des

espaces topologiques et celui des schémas,

(6.1) Solent S une catégorie et U un objet de & . On appelle crible
gur U un sous-ensemble u de O0b(8/U) tel que si ¢ : V =+ U appartient 2
et si ¢ : W=V est un morphisme dans 8 , alors @ « ¢ : W= U appartient 2
u -
si {@i : Ui -+ U} est une famille de morphismes, le crible engendré
par les U est par définition 1'ensemble des morphismes ¢ : V= U qui se facto--

i

risent 2 travers l'un des ©; -

Si u est un ecrible sur U et si ¢ : V- U est un morphisme, la
restriction W, de y a V est par définition le crible sur V constitué par les

morphismes § : W+ V tels que @ o § : W= U appartienne 2 y .

(6.2) La donnée d'une topologie de Grothendieck sur § consiste en la

dennée pour tout objet U de § d'un ensemble C(U) de cribles sur ©U , dits

cribles couvrants, de telle sorte que les axiomes suivants solent satisfaits:

-,

a) Le crible engendré par l'identité de U est couvrant.

e

b) S1 u est un ecrible couvrant sur U et si V= U est un morphisme, le

crible BV est couvrant,

s e¢) Un crible localement couvrant est couvrant, Autrement dit, si U est un

crible couvrant sur U et si W' est un crible sur U tel gque, pour tout V = U

appartenant & W , 1le crible H!V est couvrant, alors W' est couvrant.

On appelle site 1la donnée d'une catégorie munie d'une topolegie de

Grothendieck.

(6.3) Etant donné un site 2 , on appelle préfaisceau sur § un foncteur

15
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contravariant F de § dans la catégorie
& , on appelle section de F au-dessus de
morphisme V -» U et pour tout s € Z(U) ,

1'image de s dans (V) .

81 L est un crible sur U , on

la donnée, pour tout V - U appartenant 2 u

que, pour tout morphisme W=V , on ait

faisceau si, pour tout objet U de g,

des ensembles,

U les €léments de

F(U)

Pour tout objet

U de

Pour tout

on note 51V (s restreint a

appelle section donnée

svlw =

pour

d'une section

5

S, . On dit que

W

v

v o)

l-localement

<

F

tout crible couwrant

pour toute section donnée u-localement {sv} » il existe une unique

s € F(U) telle que s|v =s pour tout

v 2

On définit de mani2re analogue 1

V=0

es5

appartenant & U

faisceaux abéliens

en

la catégorie des ensembles par celle des groupes abéliens, On montre

(V)

telle

est un

U sur U

section

remplagant

que la

catégorie des faisceaux abéliens sur & est une catégorie abélienne possédant

£

suffisamment d'injectifs., Une suite 3

exacte si, pour tout objet U de 8§ et pour tout s € G(U)

il existe localement t tel que £(t) = s ;: 1.e,

U sur U et pour tout V £ U , une section

f(tv) = g|v .

s'il existe un crible couvrant

tv de F sur

(6.4) Exemples: Nous en avons vu deux plus haut,

a) Soient X un espace topologique et §

v

telle que

telle que

> G E__~ } de faisceaux est

gls) =

la catégorie dont les objets sont

les ouverts de X et les morphismes les inclusions naturelles, La topologile de

Grothendieck sur & correspondant a la topologie usuelle de

laquelle un crible WU sur un ouvert U de

ouverts appartenant 2 ce crible est égale

a

X

est celle pour

falsceaux sur 3 est é&quivalente 2 1la catégorie des faisceaux sur

usuel,

b) Soient X un schéma et & la catégorie des schémas sur

16

20
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On appelle

est couvrant si la réunion des
U . Il est clair que la catégorie des
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ltopolcgie fpqc (fideélement plate quasi-compacte) sur § 1la topologie de Grothen-
dieck pour laquelle un crible sur un X-schéma U est couvrant s'il est engendré

par une famille finie de morphismes plats dont les images recouvrent U ,

(6.5) Cohomologie: On supposera toujours que la catégorie 8 a un objet
final X . Alors on appelle sections globales d'un faisceau abélien & , et on note
T3 ou B°(X, 3) , le groupe @F(X) . Le foncteur F w» T F est un foncteur exact
& gauche de la catégorie des faisceaux abéliens sur § dans la catégorie des
groupes abéliens , on note Hi(x,-) ses dérivés (ou satellites), Ces groupes de
cohomologie représentent les obstructions & passer du local au global., Par défini-
tion, si 0= F =+ G- B = 0 est une suite exacte de faisceaux abéliens,on a une

suite exacte longue de cohomologie:

0 - H2(X, 3 + B(X, @) = 5O(X, ¥) - X, ® - ...

e = HU(X, B) » HY(X, @) » HU(X, ¥) » BT H(X, @) =

(6.5) Etant donné un falsceau abélien F sur 8§ , on appelle F-torseur
un faisceau G muni d'une action F x G-+ G de ¥ telle que localement (aprés

restriction & tous les objets d'un crible couvrant l'objet fimal X ) ¢ muni de

1'action de ¥ soit isomorphe 3 % muni de 1'action canonique JF % §F = F par

translations,

On peut montrer que Hl(X, %) s'interpri2te comme 1'ensemble des

classes & isomorphisme prés de @JF-torseurs,

21
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IT. Topologie é&tale,.

On spécialise les définitions du chapitre précédent au cas de la topolo-
gie étale d'un schéma X (§ 1, 2, 3). La cohomologie correspondante coincide dans
le cas ot X est le spectre d'un corps K avec la cohomologie galoisienne de K

(§ &),

1. Topologie étale. Nous commencerons par quelques rappels sur la notion de

morphisme étale,

Définition (1.1) - Soit A un anneau (commutatif). On dit gu'une A-zlgébre B

est €tale si B est une A-algidbre de présentation finie et si les conditions

€quivalentes suivantes sont vérifiédes:

a) Pour toute A-algdbre C et pour tout idéal de carré nul J de C ,

1'application canonigue

(B,C) = 'F{orn_

How caze 4-a1g(B2C/T)

est une bijection.

b) B _est un A-module plat et nB =0 f{(on note 01 le module des diffé-

/A B/A

rentielles relatives).

¢) Soit B = a[xl,...,xh]fl une présentation de B .,

Alors pour tout idéal premier r de AEXl,...,an contenant I , il existe des

polynBmes Pl""’Pn € I _tels que I. soit engendré par les images de Piovees®

et det(aPifaxj) gx .

[cf. SGA 1, exposé I ou M, RAYNAUD, Anneaux Locaux Henséliens, chapitre V ],

On dit qu'un morphisme de schémas £ : X - S est &tale si pour tout
x € X 1l existe un voisinage ouvert affine U = Spec(A) de £(x) et un voisinage
ouvert affine V = Spec(B) de =x dans X xS U tel gque B soit une A-alggbre

étale,
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(1.2) Exemples: a) Si A est un corps, une A-alg2bre B est étale si et
geulement si c'est un produit fini d'extensions séparables de A .
b) Si X et § sont des schémas de type fini sur € , un morphisme

£ : X=+ S est étale si et seulement si son analytisé £ ;X » 5% est un

{somorphisme local.

Sorite (1.3) - a) (changement de base) Si f : X = S est un morphisme étale,

{1 en est de méme de fs.: X KSS' = S'" pour tout morphisme S' = § ,

b) (composition) Le composé de deux morphismes étales est un morphisme

étale,

c) 81 £ : X=-+ 58 et g : Y -+ 858 sont deux morphismes &tales, tout S-morphisme

de X dans Y est &tale.
d) (descente) Soit £ : X =+ S un morphisme, §'il existe un morphisme fidale-
ment plat S' =+ 5 , tel que fsr PR Xg S' =+ S5' soit étale, alors £ est étale,.
(1.4) Seit X wun schéma, Soit § 1la catégorie des X-schémas étales; d'apras

(1.3.c) tout morphisme de 2 est un morphisme étale, On appelle topologie étale

sur & 1la topologie pour lagquelle un crible sur U est couvrant s'il est engendré

par une famille finie de morphismes @y H Ui = U tels que la réunion des images

des ©; Trecouvre U . On appelle site étale de X , et on note xet + le site

défini par 8 muni de la topologie étale,

2, Exemples de faisceaux.

(2.1) Faisceau constant: Soit C un groupe abélien et supposons pour

simplifier X noethérien, On notera CK (ou m@me C s'il n'y a pas d'ambigufté)
wiwy
le faisceau défini par U+ C - s ol WO(U) est l'ensemble (fini) des compo-

santeés connexes de U . Le cas le plus important sera C =Z/n ., On a donec par

définition 1 (%)
H%(xX, Z/n) =Z/u ° .
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De plus Hl{K, Z/n) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de Z/n-torseurs

(I.6,5), autrement dit de rev&tements étales galoisiens de X de groupe Z/n . En
particulier, si X est connexe et si :1(x) est son groupe fondamental pour un

point base choisi, on a =

Hl(x, Z/n) = Hum(ﬂl(}{), Z/n)

(2,2) Groupe multiplicatif: On notera G < (ou & s'il n'y a pas d'ambi-
m, ] T

) : 11 s'agit bien d'un faisceau gri3ce au

gutté) le faisceau défini par U = T(U, 9

théoréme de descente fiddélement plate (I.4.5). On a par définition
H(x, ¢ ) =8%x, 00" ;
m =X

en particulier si X est réduit, connexe et propre sur un corps algébriquement

clos kK , on a:
(X, ¢ ) =k* .

Proposition (2.3) - On a un isomorphisme:

Hl(x, (13 m) = Plc(X) ,

ot Pic(X) est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X .

Démonstration: Soit # 1le foncteur qui, 3 un faisceau inversible § sur X 4

associe le préfaisceau L£¥ suivant sur xet i pour ¢ : U= X étale,

L (U) = Isch(QU, ot £) .

D'aprés (4,2) (1) et (4.5) (pleine fidélité), ce préfalsceau est un faisceau; c'est
mé&me un £ m—tnrseur. On vérifie aussitdt que

a) le foncteur » est compatible 2 la localisation (étale);

b) il induit une équivalence de la catégorie des faisceaux inversibles
triviaux (i.e. isomorphes 2 gx ) avee la catégorie des G o-torseurs triviaux:

£ est trivial si et seulement si % 1'est,

De plus, d'apr2s (4.2) (ii) et (4.5),
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¢) la notion de faisceau inversible est locale pour la topologle étale,

I1 résulte formellement de a), b), e¢) que # est une équivalence entre

»1a catégorie des falsceaux inversibles sur X et celle des @& o torseurs sur X

wa

et

elle induit 1'isomorphisme cherché. On construit comme suit 1'équivalence inverse:
gl T est un G m-terseur, il existe un recouvrement étale fini [Ui] de X tel
que les torseurs T!Ui soient triviaux; T est alors trivial sur chaque V

étale sur X appartenant au crible U< X  engendré par {Ui} . Sur chaque

veu, TV " correspond & un faisceau inversible £ (par b)) et les £,

constituent un faisceau inversible donné U-localement Su (par a)), Par c),

ce dernier provient d'un faisceau inversible £(T) sur X , et T= £(T) est

1'inverse cherché de x

(2.4) Racines de 1'unité: Pour tout entier n > 0 , on appelle faiseeau des
PP

raclnes n-igmes de l'unité, et on note S le noyau de 1'é€lévation & la puissance
n-izme dans @ _— Si X est un schéma sur un corps séparablement clos k et si

n est inversible dans k , le choix d'une racine primitive n-idme de 1'unité E€ k
définit un isomorphisme i H-gi de Z/n avec | S

La relation entre cohomologie & coefficients dans M, et cohomologie

a4 coefficients dans & = est donnée par la suite exacte de cohomologie déduite

de la

(2.5) Théorie de Kummer. - 8i n est inversible sur X , 1'élévation 2 la

puissance n-iéme dans G = est un épimorphisme de faisceaux, On a donc une suite
exXacte

n - - -
a = n & & Q .

m m

L2
Démonstration: Soient U = X un morphisme étale et a € G T(U) ="T(0,0:) ,

=
Puisque n est inversible sur U , 1'équationm ™ - a=0 est séparable; autre-
ment dit U' = Spec QF:T]H(TE - a) est étale au-dessus de U ., Par ailleurs

T .y & = e =% = -
U 2 ¢ est sur jectif et a admet une racine n-iZme sur U' , d'ol le résultac,

21
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3. Fibres, images directes,

(3.1) On appelle point géométrique de X un morphisme x =+ X , ol x est

le spectre d'un corps séparablement clos k(x) . On le notera abusivement x ,
sous-entendant le morphisme x = X . §i x est 1'image de x dans X , on dit

que x est centré en X ., Si le corps k(x) est une extension algébrique du

corps résiduel k(x) , on dit que X est un point géométrique algébriaue de X ,

On appelle voisinage étale de x un diagramme commutatif

U
_ /q, » 00 U= X est un morphisme étale,
x—>= X

Le localisé striet de X en x est 1'anneau DK = = 1im T(U, QU) s
' D—

la limite inductive étant prise sur les volsinages étales de x . C'est un anneau

local strictement hensélien dont le corps résiduel est 1la clBture séparable du
corps résiduel k(x) de X en x dans k(x) . Il joue le rdle d'anneau local
pour la topologie étale,

(3.2) Etant donné un faisceau F sur X on appelle fibre de F en

t 3
X 1l'ensemble (resp, le groupe,.,.) F- = lim F(U) , la limite inductive étant
—
toujours prise sur les voisinages étales de x .
Pour qu'un homomorphisme de faisceaux F = G soit un mono-/épi-/iso-
morphisme il faut et il suffit qu'il en soit ainsi des homomorphismes F; -» G;
induit sur les fibres en tout point géométrique de X , Si X est de type fini

sur un corps algébriquement clos, 11 suffit qu'il en soit ainsi en les points

rationnels de X

(3.3) Si £ : X Y est un morphisme de schémas et F wun falsceau sur

X s l'image directe fuF de F par f est le faisceau sur vy

St défini par

et

£,F(V) = F(X %, V) pour tout V étale sur Y
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Le foncteur £, : (Faisc. Ab.fxet) -+ (Faisc. Ab..-"‘fet} est exact &
-gm.:che. Ses foncteurs dérivés a droite qu* s'appellent images directes supé-

“rieures, S1 ¥ est un point géométrique de Y , om a

q = q
(RE; F) o B0V X, % F)

1imite inductive prise sur les voisinages étales Vv de y .

- ~S
Soient Q, 7 le localisé strict de Vv en v , ¥ = SpEc(UY =} et
E)

]

’; = X &fr‘}) . On peut étendre F 2 ?et (c'est un cas particulier de la notion
générale d'image Téciproque) de la mani®re suivante: soit T un schéma é&tale sur
;{ , alors il existe un voisinage &tale VvV de ;- et un schéma étale U sur

X ¥ V tel que ﬂl:T' =U xvl'; ; on posera

FU) = 1i F(u v") s
W %

la limite inductive étant prise sur les wvoisinages étales V' de : qul dominent

V . Avec cette définition, on a

(R, F)_ =8i&, F) .
S

*
Le foncteur f a un adjoint 2 gauche £ , le foncteur "image

**

réciproque" . Si x est un point géométrique de X et £(x) son image dans Y ,

% 5t
ona (f F):_: = Ff(;:] ., Cette formule montre que £ est un fonecteur exact, Le

foncteur f, transforme donc faisceau injectif en falsceau injectif, et la suite

* spectrale du foncteur composé T = f, (resp, g, f*) fournit la
v
. Suite spectrale de Leray (3.4). = Soient F un faisceau abélien sur X . et
o f:X =¥ un morphisme de schémas (resp. des morphismes de schémas X I—'> ¥ B Z).
On a une suite spectrale
Ezq = #P(y, R, F) = #P7Uzx, F)
(resp. qu = Rpgﬁi{qf*‘f‘ = Rp*q{gf)* ) %
23
s
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Corollaire (3.5). - §i qu* F =0 pour tout q >0 , on a H (v, £, F) = HP(x, F)
(resp. Rpg*(f*F) = Rp(gf)*F) pour tout p = 0 ,

Cela s'applique en particulier dans le cas suivant:

Proposition (3.6). - Soit £ : X Y un morphisme fini (voire, par passage 2 la

limite, un morphisme entier) et F un faisceau abé&lien sur X . Alors qu*F =0

pour tout gq >0 .,

)

En effet soient ¥ un point géométrique de Y , Y le spectre du

~ ~
localisé strict de Y en y et X =X X, Y ; d'aprgs ce qui précéde, il suffit

Y
q o~ *
de montrer que H'(X, F) = 0 pour tout q > 0 . Or X est le spectre d'un produit
d'anneaux locaux strictement henséliens [ecf, Anneaux locaux henséliens, chapitre I],

— ~
le foncteur T(X , - ) est exact car tout X-schéma étale et surjectif admet une

section, d'olt 1'assertion,

4. Cohomologie galoisienne,

Pour X = Spec(K) 1le spectre d'un corps, nous allons voir que la

cohomologie étale s'identifie 3 la cohomologie galoisienne,

(4.1) Commengons par une analogie topologique, Si K est le corps des
fonctions d'une variété algébrique affine inte2gre Y = Spec(A) sur € , on a
K= 1im aA[1/f] .

£ EA”

Autrement dit X = 1lim U , U parcourant l'ensemble des ouverts de Y , On sait
-

qu'il existe des ouverts de Zariski arbitrairement petits quili pour la topologie
classique sont des XK(rr, 1) . On ne sera donc pas surpris si l'on considére
Spec(K) 1lui-m&me comme un K{(r7, 1) , 1 étant le groupe fondamental (au sens al-
gébrique) de X , autrement dit le groupe de Galois de K/K , ot K est une

cldture séparable de K

24
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(4.2) Plus précisément scient K un corps, K une cl&ture séparable de XK

oL Iet G = cal(K/K) 1le groupe de Galois topologique. A toute K-algébre finie é&tale A

: (prodult fini d'extensions séparables de K) , associons l'ensemble fini Hch(A, B) .
Le groupe de Galols G opére sur cet ensemble & travers un quotient discret (done
fini). §{ A = K[T]/(F) , il s'identifie & 1'ensemble des racines dans K du poly-
n;mg F , La théorie de Galoils, sous la forme que lui a donnée Grothendieck, dit

- que:

Proposition (4.3). - Le foncteur:

 (K-algébres finies étales) =+ (ensembles finis sur lesquels G op2re continiment)

qui 2 une algdbre étale A associe HomK(A, K) est une anti-équivalence de

: catégories,

On en déduit une description analogue des faisceaux pour la topologie

&tale sur Spec(K)

Proposition (4.4). - Le foneteur:
(Faisceaux étales sur Spec(K) ) = (ensembles sur lesguels G opgre continiment)

qui 2 un faisceau F associe sa fibre Fz au point géométrigque Spec(R) est

une équivalence de catégories,

On dit que G opére continfment sur un ensemble E si le fixateur de
tout &lément de E est un sous-groupe ouvert de G . Le foncteur en sens inverse
est décrit de la maniére évidente: soient A une K-algébre fin® étale,

U = Spec(A) et U(K) = Hom,(A, K) le G-ensemble correspondant # A ; alors omn a
m P

F(U) = Hom N

o ens(u(KJ,FR) ;

G

En particulier, si X = Spec(K) , on a F(X) = FE . 81 1'on se

restreint aux faisceaux abéliens, on obtient en passant aux foncteurs dérivés

desg isomorphismes canoniques
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iz, F) = %@, Fo) .

et

Exemples (4.5). - a) Au faisceau constant Z/n correspond Z/n avec action

triviale de G

mt

b) Au faisceau des racines n-iémes de 1'unité [ correspond le groupe

ﬁ;n(ﬁ) des racines n-idmes de l'unité dans K, avec 1'action naturelle de G

-3
c) Au faisceau Gm correspond le groupe K avec l'action naturelle de G
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III. Cohomologie des courbes,

Dans le cas des espaces topologiques, des dévissages utilisant la for-
mule de Kunneth et des décompositions simpliciales permettent de se ramener pour

calculer la cohomologie 2 l'intervalle I = [0, 1] pour lequel on a

B°(1,Z) =z et HNI,Z) =0 pour g>0 .

Dans notre cas, les dévissages aboutiront 2 des objets plus compliqués,
2 savoilr les courbes sur un corps algébriquement clos; nous allons calculer leur
cohomologie dans ce chapitre, La situation est plus complexe que dans le cas

topologique car les groupes de cohomologie sont nuls pour gq > 2 seulement,

‘L'ingrédient essentiel des calculs est la nullité du groupe de Brauer du corps des

fonctions d'une telle courbe (théorgme de Tsen, § 2).

1, Le groupe de Brauer.

Rappelons-en tout d'abord la définitiom classique:

Définition (1.1). - Seit K un corps et A une K-algdbre de dimension finie.

On dit que A _est une algibre simple centrale sur K si les conditions équiva-

lentes suivantes sont vérifiédes:

a) A n'a pas d'idéal bilatére non trivial et son centre est K

b) 11 existe une extension galoisienne finie K'/K telle que AK' =A@ K!

soit isomorphe 2 une algdbre de matrices carrées sur X'

e) A est K-isomorphe & une algibre de matrices carrées sur un corps gauche

de centre K«

Deux telles algeébres sont dites équivalentes si les corps gauches qui
leur sont associss par c) sont K-isomorphes.S5i ces algzbres ont méme dimension,
cela revient 3 dire qu'elles sont K-isomorphes, Le produit tensoriel définit par
Passage au quotient une structure de groupe abélien sur 1l'ensemble des classes
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d'équivalence. C'est ce groupe que l'on appelle classiquement le groupe de Brauer

de K et que l'on note Br(K)

(1.2) On notera Br(n, K) 1l'ensemble des classes de K-isomorphisme de

|

K-algébres A telles qu'il existe une extension galoisienne finie K' de K
pour laquelle Ay est isomorphe 3 1l'algebre Hﬁ(K') des matrices carrées n X m
sur K' . Par définition Br(K) est réunion des sous-ensembles Br(n,K) pour

n EN . Soient K wune cldture algébrique de K et G = Gal(K/K) . L'ensemble

Br(n,K) est l'ensemble des "formes" de Mﬁ(ﬁ) , i1 est donc canoniquement iso-

morphe 2 HI(G, Aut(Mn(ﬁ)}) .

On sait que tout automorphisme de Mn(E) est intérieur. Par consé-
quent le groupe Aut(Mn(i)) s'identifie au groupe linéaire projectif PGL(n, K)

et on a une bilijection canonique:
8 : Br(n,K) % ml(c, PCL(n,R)) .
D'autre part la suite exacte:

= e -
(*) 1 » K = GL(n,K) = PGL(n,K) =-» 1 ,

permet de définir un opérateur cobord:

1 = 2 =%
A, ¢ H (¢, PGL(n,K)) ~—» H (G, K ) .

En composant § et &n , on obtient une application:

n

=
6 ¢ Br(n, K) = HQIG, KJ) .

On vérifie facilement que les applications 6n sont compatibles entre elles et

définissent un homomorphisme de groupes:

& 1 Br(K) = Hz(G, &) .
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: 4
Proposition (1,3) . - L'homomorphisme & : Br(K) = Hz(G, K ) est bijectif.

Cela résulte des deux lemmes suivants:

e 3
Lemme (1.4). - L'application A : Hl(c, PGL(n,K)) = HE(G, K ) est injective,.

D'aprés [14], cor. 2 la prop. I-44, il suffit de vérifier que chaque fois
qu'on tord la suite exacte (#) par un élément de Hl(G,PGL(n,K)) , le H' du groupe
médian est trivial. Ce groupe médian est le groupe des K-points du groupe multipli-

_catif d'une algdbre centrale simple A de rang n2 sur K . Pour prouver que

nl(c, A*i) =0 , on interpréte A¥ comme le groupe des automorphismes du A-module
1ibre L de rang 1, et Hl comme l'ensemble des "formes" de L - des A-modules

de rang n2 sur K , automatiquement libres,

%
Lemme (1.5). Soient a € HZ(G, K2 K' une extension finie de K contenue

- - 2 ¥
dans K , n=[K'{K] , et G'=Gal(K/K'). Si l'image de a dans H (G', K ) est

nulle, =zlors, o _appartient 3 1'image de 5ﬂ

Remarquons tout d'abord qu'on a:

v, £) = uie, ®g kD) .

[D'un point de vue géométrique si 1l'on note x = Spec(K) , x' = Spec(K') et

 :x' =+ x le morphisme canonique, on a RY ﬂ*(mm x') =0 pour g >0 et par
3

9 -~ 119
suite H'(x', Gm,x') H'(x, m, €& ) pour q = 0] .

m,x"

Par ailleurs le choix d'une base de XK' en tant qu'espace wectoriel

sur K permet de définir un homomorphisme
(R 8, K')* - GL(n, K)

qui, 2 un élément x , fait correspondre 1l'endomorphisme de multiplication par =x

de K EK K' . On a alors un diagramme commutatif & lignes exactes:
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- - 3% 35k #*

1 == K = (K 3}( K') = (K@, K') /K - 1
—3 l_ \.j:

1 = K = GL{n, K) - PGL(n,K) - 1

Le lemme résulte du diagramme commutatif que l'on en déduit en passant 2 la cohomo-

logie:

alee, (R 8 K /KD = uE, B) =+ 5, & 8 k™)

A ”
n ®

1 - s
H (G, PGL(n, K)) — HZ(G, K.
La connaissance du groupe de Brauer, en particulier sa nullité, est
extr@mement importante en cohomologie galoisienne comme le montre la propositien

suivante:

Proposition (1.6). - Soient K wun corps, K une cldture algébrique de K et

G = Gal(K/K) . Supposons gque, pour toute extension finie K' de K , on ait

Br(K') = 0 . Alors on a:
(1) 8%e, ) =0 pour tout q > O .

(11) %G, F) =0 pour tout G-module de torsion F et pour tout gq = 2 .

[Pour la démonstration, cf. J.P. SERRE, Corps locaux ou Cohomologie

galoisienne],

2, Le théoréme de Tsen,

Définition (2.1). - On dit qu'un corps K est Cl si tout polynSme homogine

non constant f(xl,...,xn) de degré d <n a un zéro non trivial,

34




IIT - 5 Arcata

. proposition (2.2). - Si um corps K est €, »ona Br(k) =0 .

11 s'agit de montrer que tout corps gauche D de centre K et fini
gur K est égal 2 K . Seient r2 le degré de D sur K et Nrd : D= K
1a norme réduite,
tlacalement pour la topologie étale sur K , D est isomorphe - non canoniquement -
a une algébre de matrices M_ et la norme réduite cofncide avec l'application
déterminant, Celle-ci est bien définie, indépendamment de 1'isomorphisme choisi
‘entre D et Mr car tout automorphisme de Mr est intérieur et deux matrices
gemblables ont m@me déterminant, Cette application définie localement pour la
topologle étale se descend, & cause de son unicité locale, en une application
Ned : D = K] .

Le seul zéro de Nrd est 1'élément nul de D, car, si x #0 , on a
Nrd(x). Nrd(x_l) = 1 , D'autre part, si {el,.,.,e 2] est une base de D sur K
et si x =T x5e; la fonction Nrd(x) s'écrit czmme un polyndme homogéne

er(xl,...,x 2) de degré r [c'est clair localement pour la topologile étale] .,

r

Puisque K est C1 » Oon a r2 =r , c'est-A-dire r =1 et D =K

Théorgme (2,3) (Tsen). - Soient k un corps algébriquement clos et K une

extension de degré de transcendance 1 de k . Alors K est C

Supposons tout d'abord que K = k{(X) . Soit

un polyndme homogéne de degré d < n & coefficients dans k(X) . Quitte 3 multi-

plier les coefficients par un dénominateur commun on peut supposer qu'ils sont

dans kK[X] . Soit alors & = sup dEg(ail...i ) . On cherche un zéro non triwvial
; dans k[x] par la méthode des coefficients i:déterminés en écrivant chaque
< T .
| 1 i=1,...,n) comme un polyndme de degré N en X . Alors 1l'équation
| -
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(T) = 0 devient un systdme d'éguations homogdnes en les n X (N + 1) coefficients

{1

cwps

des polyndmes Ti(X) exprimant la nullité des coefficients du polynéme en X

obtenu en remplacant T; par Ti(x) . Ce polyndme est de degré & + Nd au plus, il i
y a donc § + Nd + 1 équations en n X (N + 1) wvariables, Comme k est algébri-
quement clos ce systéme a une solution non triviale si n(N+1) > Nd + & + 1

> CE

qul sera le cas pour N assez grand si d<n .

I1 est clair que, pour démontrer le théorgme dans le cas général, il
suffit de le démontrer lorsque K est une extension finie d'une extension trans-
cendante pure k(X) de k . Soit f£(T) = f(Tl,...,T ) un polyn8éme homogene de

n
degré d<€<n 3 coefficients dans K . Soient s =[K : k(X)] et €1>-..;8, une

s
base de K sur k(X) . Introduisons de nouvelles wvariables Uij , en nombre sn ,
telles que ;,=E Uij ej . Pour que le polyndme £(TI) ait un zéro non trivial

dans K , il suffit que le polyndme g(Xij) (£(T)) ait un zéro non trivial

= Mg/k
dans k(X) . Or g est un polyndme homogéne de degré sd en sn variables, d'ol

le résultat,

Corollaire (2.4). - Soient k un corps algébriquement clos et K une extension

de degré de transcendance 1 de k . Alors les groupes de cohomologie étale

7%(spec(K), Gm) sont nuls pour tout g > O

3. Cohomologie des courbes lisses.

Dorénavant, et sauf mention expresse du contraire, les groupes de coho-

mologie considérés sont les groupes de cohomologie é&tale,

Proposition (3.1). - Soient k un corps algébriguement clos et X une courbe pro-

jective non singulidre connexe sur k , Alors on a:
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w(x, ¢) =k

m
Hl(K, mm) = Pic(X) ,
#%(x, & ) =0 pour q= 2 .

Soient 7 le point générique de X , j : =+ X le morphisme canonique

et @ le groupe multiplicatif du corps des fractions K(X) de X . Pour
m,T)

" tout point fermé =x de X , soilent ix : x %X 1'immersion canonique et zZ, le

faisceau constant de wvaleur Z sur x , Admsi j, Gm " est le falsceau des

fonctions méromorphes non nulles sur X et 2> ] i Zx le faisceau des divi-
x € X
geurs, on a donc une suite exacte de faisceaux:

() 0O =+ G + 3. € —— ? B %0

q =
Lemme (3.2)., - On a R j*c:m’n 0 pour tout gq > 0 .

Il suffit de montrer gque la fibre de ce faisceau en tout point fermé =x

de X est nulle. S8i '-:3}(_.\i est 1'hensélisé de X en x et K le corps des
]
i~
fractions de O , on a
X,x

Spec(K) = n Xy SPEC{O}{,:{) A,

done (Y j.¢ ) = H¥(spec(x), @) .

1% m,n %

Or K est une extension algébrique de k(X) , donc une extension de degré de

- transcendance 1 de k : 1le lemme résulte de (2,4).

lemme (3.3), - On a qux,j* € ) =0 pour tout q >0 .

ail

En effet de (3,2) et de la suite spectrale de Leray pour j , on déduit:
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HUX, Gy 6 ) =HY(m, & )

pour tout g =z 0 et le deuxi®me membre est nul pour gq > 0 d'aprigs (2.4),.

Lemme (3.4). - On a Hq(x,

& i\m 221) =0 pour tout q >0 .
e X ’
En effet pour tout point fermé x de X , on a R% Z =0 pour

q >0, car i est un morphisme fini (II.3.6), et

B, 1.z ) = 8%, z.) .
bt x x

Le deuxiéme membre est nul pour tout g > 0 , car x est le spectre d'un corps

algébriquement clos [On voit que le lemme est vrai plus généralement pour tout

faisceau "gratte-ciel" sur X ].

On déduit des lemmes précédents et de la suite exacte (%) les égalités:
n¢x, €)=0 pour q=2 |,

et une suite exacte de ecohomologie en bas degré:

o o . o 1
1= H (x,cm) - H (K,J*Gm,ﬂ) - H (X, K% ix_* zzx) - H (x,cml -1

qui n'est autre que la suite exacte:
#*
1 = k¥ = k(X)) = Div(X) = Pie(X) -» 1 .

De la proposition (3.1) on déduit que les groupes de cochomologie de
X 2 wvaleur dans Z/n , n premier & la caractéristique de k , ont une wvaleur

raisonnable:

38




q = 0,1,2 ., Remplagant Z/n

canonigues B (X, py)
B (X, M)
Hz(X,Ipn)

cgnoniquement) a My, -

Odpn"mm

alx, Zz/m) =0

et, en bas degré,

0 = Pic%(x) -

et Pie?(X)
abélienne de dimension £
plication

PAr n est

(car n

Comme le ecorps k

- &

pour

*®
o -+ H(X, ) =k

0= (X, ) » Ple(x) — Pic(X)

s'identifie au groupe des points

sur jective &t son noyau

est inversible dans k )

IIT - 9 Arcatea
de genmre g et si n est inversible dans k , les
q>2 , et libres sur Z/n de rang 1,2g,1 pour

par le groupe isomorphe L‘n , on a des isomorphismes

=,

= pic?(X)
n

=Z/n .

est algébriquement clos, Z/n est isomorphe (non

De la suite exacte de Kummer:

& Q:

et de la propositiom (3.1) , on déduit les égalités:

g >=2 ,

des suites exactes:

4%
B S . B

2
> H(X, p )= 0 .

De plus on a une suite exacte:

Ple(x) —228 - 7z & o

rationnels sur k d'ume variété

la jacobienne de X . Dans un tel groupe, la multi-

est un Z/n Z-module

libre de rang 2g

d'oli le corollaire,

Un dévissage astucieux, utilisant la "méthode de la trace', permet

39




Arcata IIT - 10

d'obtenir en corollaire la

Proposition (3.6) (SGA4 IX 5.7). - Seoient k un corps algébriquement clos, X
une courbe algébrique sur k et F un faisceau de torsion sur X . Alors:

(i) ©On a Hq(K, F) =0 pour gq > 2 .

(11) Si X est affine, on a méme H (X, F) =0 pour ¢ >1 .

Pour la démonstration, ainsi que pour 1l'exposé de la "méthode de la

trace" , nous renvovons i SGA4 IX 5,

4., Déwvissages.

Pour calculer la cohomologie des variétés de dimension > 1 on emploie
des fibrations par des courbes,ce qui permet de se ramener 2 étudier les morphismes
dont les fibres sont de dimension < 1 , Ce principe possidde plusieurs wvariantes,

indiquons-en quelgues-unes.

(4.1) Soient A wune k-algegbre de type fini et S EREETL . des générateurs
U = 1 =
de A . Si l'on pose X, Spec(k) , Xy Specfﬁc{al,...,ai]) » X_ = Spec(a) ,
les inclusions canoniques k[al,...,ai] -+ k{al,...,ai, ai+11 définissent des

morphismes X =X ., = .., =+ X, X dont les fibres sont de dimension = 1 ,

(4.2) Dans le cas d'un morphisme lisse, on peut &tre plus précis, On

appelle fibration élémentaire un morphisme de schémas £ : X = § qui peut

gtre plongé dans un diagramme commutatif

X & >

i
& K\

rhi

i)

40
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j est une immersion ouverte dense ‘dans chaque fibre et

(41) f est lisse et projectif, a fibres géométriques irréductibles

(111) g est un revBtement étale et aucune fibre de g n'est wvide,

On appelle bon voisinage relatif 2 S5 un S-schéma X tel qu'il
-,.axiete des S-schémas X = xn,...,xo = S et des fibrations élémentaires
,1=1,...,mn . On peut montrer [SGA 4, XI, 3.3] que si X est

‘un schéma lisse sur un corps algébriquement clos k tout point rationnel de

Q'x poss2de un voisinage ouvert qui est un bon voisinage (relatif 2 Spec(k) ),

(4.3) On peut dévisser un morphisme propre £ : X » § de la facon

suivante, D'aprgs le lemme de Chow, il existe un diagramme commutatif

X «—I1— %

ot 7 et £ sont des morphismes projectifs, ™ éEtant de plus un isomorphisme
su-dessus d'un ouvert dense de X , Localement sur S , X est un sous-schéma

fermé d'un espace projectif type 'E; :

On dévisse ce dernier en considérant la projection ¢ :'Eg - iPé
qui envoie le point de coordonnées homogines (xo,xl,...,xq) sur (xo, xl} 2
C'est une application rationnelle définie en dehors du fermé Y = PHL2 de P

g
d'équations homogénes x. = ®y =0 . Selt u : P = Eg 1'éclatement 3 centre

¥ ; les fibres de u sont de dimension = 1 . De plus il existe un morphisme

8

naturel v i P = IPl

h

qui prolonge 1'application rationnelle ¢ et v fait
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) i i H 5 i ‘£ n=
de P un MPl-schéma localement isomorphe a l'espace projectif tvpe TP que
g F I : b § 1

1
l'on peut & son tour projeter sur un TP s EEC,

(4.4) On peut balayer une variété projective et lisse X par un pinceau de
5 —
Lefschetz , L'éclaté X de l'intersection de 1l'axe du pinceau avec X se projette

1 - 5 g +
sur TP et les fibres de cette projection sont les sections hyperplanes de X

par les hyperplans du pinceau.
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IV. Théorgme de changement de base pour un morphisme propre.

1. Introduction.

Ce chapftre est consacré 2 la démonstration et aux applications du

Théorgme (1.1). - Solent f : X 2+ 5 un morphisme propre de schémas et F un

faisceau abélien de torsiomn sur X . Alors, quel que soit g = 0 , la fibre de

an*F en un point géométrique s de S est isomorphe a la cohomologie

BUX_,F) de la fibre X_ =X @ Spec k(s) de f en s

Pour £ : X = 5 une application continue propre et séparée (séparée

signifie que la diagonale de X x_. X est fermée) entre espaces topologiques, et

5

F un faisceau abélien sur X , le résultat analogue est bien connu, et élémentaire:
comne f est fermée, les f_l(?] pour V voisinage de s forment un systéme

® 3
fondamental de voisinages de Xs , et on vérifie que H (XS, F) = 1im ®H (U, F) ,
i _

u
pour U parcourant les voisinages de xs . En pratique, Ks a méme un systéme
fondamental ~u de voisinages U dont il est rétracte par déformation et, pour F

* 3
constant, on a done H (XS,F) = H (U, F) ., En termes imagés: la fibre spéciale

avale la fibre générale,

Dans le cas des schémas la démonstration est plus délicate et il est in-
dispensable de supposer que F est de torsion (SGA4 XII 2). Compte tenu de la

description des fibres de qu*F (I1.3.3), le théoréme (1.1) est essentiellement

équivalent au

Théorzme (1,2), - Soient A un anneau local strictement hensélien et S = Spec(A)

Sodent £ : X 8 unm morphisme propre et Xo la fibre fermée de £ ., Alors, pour

Lout faisceau abélien de torsion F sur X et pour tout g =0 , omn a

Q.
B (x,F) =--}Hq{xo+ )
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Par passage 3 la limite on voit qu'il suffit de démontrer le théorame
lorsque A est l'hensélisé strict d'une Z-algdbre de type fini en un idéal
premier. On traite d'abord le cas ¢ =0 ou 1 et F =Z/n (§ 2). Un argument
basé sur la notion de faisceau constructible (§ 3) montre d'ailleurs qu'il suffit
de considérer le cas ol F est constant, D'autre part le dévissage (III. 4.3)
permet de supposer que Ko est une courbe; dans ce cas il ne reste plus qu'a

démontrer le théorgme pour q = 2 (§4),

Entre autres applications (§ 6), le théorgéme permet de définir la notion

de cohomologie 2 support propre (§ 5).

2, Démonstration pour g =0 ou 1 et F =Zfn .,

Le résultat pour g = 0 et F constant est équivalent 2 la proposition

suivante [ théor2me de connexion de Zariski]:

Proposition (2,1), - Soienmt A un anneau local hensélien noethérien et 5 = Spec(A),

Solent f : X = S un morphisme propre et X la fibre fermée de £ |, Alors les

ensembles de composantes connexes ﬁoix) e ﬁo(xo) sont en bijection,

I1 revient au méme de montrer que les ensembles de parties 2 la fois
ouvertes et fermées Of(X) et Of(X ) sont en bijection. On sait que 1l'ensemble
0£(X) correspond bijectivement 2 1'ensemble des idempotents de r(x,ng , de

m&me OE(KOJ correspond bijectivement 2 1'ensemble des idempotents de T{Xo,gx ¥ .
o

Il s'agit donc de montrer que 1l'application canonique

Idem T'(X, 9:{) = Idem r(xo,gxo)

est biljective,

On notera m 1'idéal maximal de A , F(K,gxfﬂ le complété de
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C (X, QK) pour la topologie m-adique et, pour tout entier n z 0 ,

x =X @h Aj5n+1 . Dl'apres le théor2me de finitude pour les morphismes propres
n

(EGA III, 3,2] , T(X, QX) est une A-algdbre finie; comme A est hensélien, il

en résulte que 1l'application canonigque

Idem r(x,gx) = Idem T(X, gx)‘“

est bijective,

D'aprés le théoréme de comparaison pour les morphismes propres

[EGA III, 4.1], l'application canonique

A
T(X,0.) = 1lim T(X_, _qxn)

est bijective, En particulier 1l'application canonique

Idem T(X,O0 Y o i Idem X ,0_)
=X - n —Xn

est bijective, Mais, puisque Xn et Ko ont méme espace topologique sous-jacent,

1l'application canonique

Idem I‘(xn,gxn} = Idem I‘(Ko,gxo)

est bijective pour tout =n , c¢e qul ach2dve la démonstration.
B "
Puisque H (X, Z/n) est en bijection avec 1'ensemble des classes

d'isomorphisme de revBtements &tales galoisiens de X de groupe Z/n , le

théordme pour gq=1 et F =Z/n résulte de la proposition suivante.

EEEEEEEEEEE (2.2), - Soient A un anneau loczl hensélien nosethérien et

S = Spec(A) , Scdent f : X =+ S un morphisme propre et KO la fibre fermée

de f |, Alors le foncteur de restriction

!
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Rev,et, (X) = REV.EE.(XO)

est une équivalence de catégories.

[st X, est connexe et si l'on a choisi un point géométrique de X
comme point base, cela revient & dire que 1'application canonique ﬁl(xo) - ﬁl(K)

sur les groupes fondamentaux (profinis) est bijectiwve].

La proposition (2,1) montre que ce foncteur est pleinement fidéle, En
effet, si X' et X" sont deux rev@tements étales de X , un X-morphisme de X'
dans X" est déterminé par son graphe qui est une partie ouverte et fermée de
1] X“
X Ko

Il s'agit donc de montrer que tout revEtement étale X‘D de Xo

s'étend en un revEtement étale de X ., On sait que les rev@tements é&tales ne

dépendent pas des éléments nilpotents [SGA 1, chap., I], par conséquent X'o se
reléve de maniére unique en un revEtement étale K‘n de xn pour tout n = 0 ,
autrement dit en un revEtement é&tale BEI du schéma formel )E complété de X
le long de Xo . D'apregs le théorzme d'algébrisation des faisceaux cohérents

1
formels de Grothendieck [ théor2me d'existence, EGA TII.5], ¥ est le complété

formel d'un revBtement &tale X' de X =¥ ®A A,

Par passage 3 la limite, il suffit de démontrer la proposition dans le
cas oi A est l'hensélisé d'une Z-algébre de type fini. On peut alors appliquer
le théor2me d'approximation d'Artin au foncteur F: (A-algdbres) - (ensembles)
qui, 2 une A-algegbre B , fait correspondre 1l'ensemble des classes d'isomorphisme
de rev@tements étales de X ®A B . En effet ce foncteur est localement de présen-
tation finie: si B; est un systéme inductif filtrant de A-algdbres et si
B=1lim B; , on a F(B) = i&g& F(Bi} . D'apr2gs le théorgzme d'Artin, étant donné
un élément é € Ff&) , en l'occurrence la classe d'isomorphisme de X' , il
existe & € F(A) ayant méme image que £ dans F(A/m)

. Autrement dit i1

existe un rev@tement é&tale X' de X dont la restrictionm a KD est isomorphe
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Falsceaux constructibles,
Dans ce paragraphe, on considére un schéma noethérien X et on appelle

dgceau sur X un faisceau abélien sur .

est localement constant

par un revétement &tale de X

%1n1tion (3.2)., - On dit qu'un faisceau F sur X est constructible s'il

{fie les conditions équivalentes suivantes:

(1) Il existe une famille finie surjective de sous-schémas Xi de X

soit 1l.c.c..

- is que la restriction de F a Ki

(i1) 1I1 existe une famille finie de morphismes finis Py ¢ x'i -+ X ,

_'Eggr chagque 1 un faisceau constant constructible (= défini par un groupe abélien

fini) €y sur X', , et un monomorphisme F = Tpys € »

On vérifie facilement que la catégorie des faisceaux constructibles
sur X est une catégorie abélienne, De plus, si u : F + ¢ est un homomorphisme

de falsceaux et si F est constructible, le faisceau Im(u) est constructible,

Lemme (3.3). - Tout faisceau de torsion F est limite inductive filtrante de

falsceaux constructibles,

En effet, si j : U= X est un schéma étale de type fini sur X , un
tel que n £ = 0 définit un homomorphisme de faisceaux

4 F dont 1'image (le plus petit sous-faisceau de F dont 2 soit

8 - - .
ection locale) est un sous~faisceau constructible de F , Il est clair que F est

limite inductive de tels sous=faisceaux,

Dé Eion P " 1 po— i GE R
—_Eiﬂi;igi_(3-4)- - Soient € une catégorie abélienne et T un foncteur défini
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sur C a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. On dira que T est

effagable dans C si, pour tout objet A de € et tout o £ T(A) , 1l existe

un monomorphisme u : A= M dans C tel que T(u),ax =0 ,
Lemme (3,5). - Les foncteurs HME, -) pour ¢q > 0 sont effacables dans la

catégorie des faisceaux constructibles sur X

I1 suffit de remarquer que, si F est un faisceau constructible, il
existe nécessairement un entier n > 0 tel que F soit un falsceau de Z/n-modules,
Alors il existe un monomorphisme F € G , o G est un faisceau de Z/n-modules
et HYX, ) =0 pour tout g > 0 . On peut par exemple prendre pour G la
résolution de Godement I i F-

A
1x : X » X est un point géométrique centré en =x , D'apr2s (3.3) G est limite

, ou x parcourt les points de X et

inductive de faisceaux constructibles, d'ol le lemme, car les foncteurs HO(X,.)

commutent aux limites inductives.

Lemme (3.6). - Soit ¢ : T" = T'" un morphisme de foncteurs cohomologiques

définis sur une catégorie abélienne € et & valeurs dans la catégorie des groupes

abéliens. Supposons que 7% est effagable pour q > 0 et solt & un sous-ensemble

d'objets de C tel gue tout objet de (¢ soit contenu dans un objet appartenant

2 € . Alors les conditions suivantes sont égquivalentes:

(1) wH(A) est bijectif pour tout q =0 et tout A E Ob C .

(ii) wc(M) est bijectif et ¢q(M) surjectif pour tout g > 0 et tout

HESR .

(iii) @O(A) est bijectif pour tout A € Ob C et % est effacable pour

tout q >0 .,

La démonstration se fait par récurrence sur g et ne présente pas de

difficultés,
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'i!EEQSition (3.7). - Saoit Ko un sous=schéma de X . Supposons gque, pour tout

ﬁ > 0 et pour tout schéma X' fini sur X , l'application canonique

Bi(x', z/n) -+ wiX!,z/n) ,

od X; =x! xx xo , est bljective pour g = 0 et surjective pour g > 0

" Alors, pour tout faisceau de torsiomn F sur X et pour tout g =20 , l'appli-

'::cation canonique
HY(X, F) = Hq(XD, F)

est bijective,

Par passage 2 la limite, il suffit de démontrer l'assertion pour F
constructible, On applique le lemme (3.6) en prenant pour C la catégorie des
. faisceaux constructibles sur X , 9 = x(x, ) , 79 = Hq(KG,-) et £

1'ensemble des faisceaux constructibles de la forme ﬁp Ci , ol Py ¢ X', =» X
+ 3
b

est un morphisme fini et Ci un faisceau constant fini sur X'

4, Fin de la démonstration.

Par la méthode de fibration par des courbes (ITL4.3), on se raméne 2
démontrer le théoréme en dimension relative € 1 , D'aprés le paragraphe précédent,
11 suffira de montrer que, si S est le spectre d'un anneau local noethérien
strictement hensélien, f : X =+ § un morphisme propre dont la fibre fermée X

est de dimension € 1 et n un entier = O , 1'homomorphisme canonique

BUx, Z/n) = HqCKO,EIn)

eést bljectif pour q =0 et surjectif pour g >0

i Les cas q =0 et 1 ont été vus plus haut et on a quxo, Z/n) =0
Pour g = 3 ; 11 suffit donc de traiter le cas g = 2 ., On peut évidemment supposer
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que n est une puissance d'un nombre premier, Si n =p , o p est la

caractéristique du corps résiduel de 5 , la théorie d'Artin-Schreier montre
5 Facs, % 5 o r B . _ .

qu'en a H (kb, Z/p') =0 , 8L n=4 ,4L #p , on déduit de la théorie de

Kummer un diagramme commutatif
Plc(x) —&— = w(x, ZzL7)
Pic(x ) — = wl(x , Z/L)
o o

ob 1'application 8 est surjective [On 1'a wvu au chapitre III pour une courbe
lisse sur un corps algébriquement clos, mais des arguments similaires s'appliquent

4 n'importe quelle courbe sur un corps séparablement clos].

Pour conclure, il suffira donc de montrer:

Proposition (4,1). - Soient S 1le spectre d'un anneau local noethérien hensélien

et f : X = 5 un morphisme propre dont la fibre fermée XG est de dimension = 1,

Alors l'application canonique de restriction

Pic(X) = Pic (xo)

est surjective [I1 suffit d'ailleurs que le morphisme £ soit séparé de type

fini].

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que X est intégre,
bien que cela ne soit pas nécessaire, Tout faisceau inversible sur Ko est
associé a un diviseur de Cartier (car Xo est une courbe, donc gquasi-projectif),

i1 suffit donc de montrer que 1'application canonique Div(X) - Div(xo) est

surjective,

Tout diviseur sur Xo est combinaison linéaire de diviseurs dont le

support est concentré en un seul point fermé non isclé de Xo . Solent x wumn
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Egulil
to € on,x un é€lément régulier non inversible de gxo,x et DO
e diviseur concentré en x d'équation locale Lo+ Soit U un voisinage ouvert
x dars X tel qu'il existe une section t € T(u, QU) relevant LI Soit

y. le fermé de U d'équation t = 0 ; guitte a prendre U assez petit, on peut
gupposer que X est le seul point de Y N KG . Alors Y est quasi-fini

2 .dessus de S en x ; puisque $§ est le spectre d'un anneau local hensélien,
‘on en déduit que Y = YlJL Y, ol ¥, est fini sur S et ol ¥ ne rencontre

2
X . De plus, comme X est séparé sur § , Yl est fermé dans X
o

Quitte 2 remplacer U par un voisinage ouvert plus petit de x , on

. peut supposer que Y = Yl , autrement dit que Y est fermé dans X . On défimit
alors un diviseur D sur X relevant Do en posant DlK -Y =0 et

DIU = div(t) ce qui a un sens car t est inversible sur U - Y

.

p Remarque (4.2). - Dans le cas o £ est propre, on pourrait aussi faire une
démonstration du méme style que celle de la proposition (2,2). En effet, comme
xo est une courbe, il n'y a pas d'obstruction & relever un faisceau inversible

sur xo aux wvoisinages infinitésimaux Kn de X , donc au complété formel

o
X de X le long de Xo . On conclut alors en appliquant successivement le

théoreme d'existence de Grothendieck et le théoréme d'approximation d'Artin,

5, Cohomologie & support propre,

Définition (5.1), - Soit X un schéma séparé de type fini sur unm corps k

D'aprds un théorame de Magata, il existe un schéma ¥ propre sur k et une

immersion ouverte j : X = X . Pour tout falsceau de torsion F sur X on
Jote 3§, F le prolongement par 0 de F & X et on définit les groupes de

cohomologie a support propre Hj(X,F} eén posant

H:-(x, F) = WUX, j,F) .
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Montrons que cette définition est indépendante de la compactification

j + X=X choisie, Soient Jy 't T il et j, : X = X, deux compactifications,

Alers X s'envoie dans ii % X par x e (jl(x), jzix)) et 1'image fermée X

2 3

de X par cette application est une compactification de X . On a ainsi un dia-

i il
yw
(3::3,2
i >i3
;:N\x\\\$ t////;:‘

X

2

gramme commutatif

|
b
|

X

ol Py et Py les restrictions des projections naturelles 2 X s sont des

3
morphismes propres,

I1 suffir donc de traiter le cas ol on a un diagramme commutatif

e— >

w4

2

P
1
avec p un morphisme propre,.

Lemme (5.2). - On a p*(j2I F) = i F et qu*(jsz) =0 , pour g >0,

Notons tout de suite que le lemme suffit pour conclure, En utilisant
la suite spectrale de Leray du morphisme p , on en déduit qu'on a, pour tout
q=0,

(X F) = 1%(X

1 3® .

22dp1

Pour démontrer le lemme, on raisnne fibre par fibre en utilisant le
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1é théoréme de changement de base (1.1) pour p , Le résultat est immédiat, car,
su~dessus d'un point de X , p est un isomorphisme et, au-dessus d'un point de

=, jng est nul sur la fibre de p .

(5.3) De méme, si £ : X = 8 est un morphisme séparé de type fini de schémas
noethériens, il existe un morphisme propre f: X8 et une immersion ouverte

1 : X~ X . On définit alors les images directes supérieures 2 support propre

gqf! en posant pour tout faisceau de torsion F sur X

On vérifie comme précédemment que cette définition est indépendante de

-la compactification choisie,

Théordme (5.4)., - Soient £ : X = S un morphisme séparé de type fini de schémas

noethériens et F un faisceau de torsion sur X ., Alors la fibre de qulF

en un point géométrique s de S est isomorphe & 1z cchomologie 3 support

q
propre HC(XS, F) de la fibre Ks de f en s |,

C'est une simple variante du théor2me de changement de base pour un

morphisme propre (1.1). Plus généralement, si

< X!

«— g

B

est un diagramme cartésien, on a un isomorphisme canonigque

(5.4.1) (R F) = RrYg' (g'® F) |
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B Applications,

Théoréme d'annulation (6,1}, - Sedient £ : X = § un morphisme séparé de type fini

dont les fibres sont de dimension =S n et F un faisceau de torsion sur X .

Alors on a qulF =0 our g > 2n

D'aprés le théor2me de changement de base, on peut supposer que S est
le spectre d'un corps séparablement clos, 31 dim X = n , il existe un ouvert
affine U de X tel que dim(X-U) < n ; on a alers une suite exacte
0 = FE - F = FK—U =+ 0 et, par récurrence sur n , il suffit de démontrer le
théoréme pour X = U affine, Puis la méthode de fibration par des courbes (III,4.1)
et le théoréme de changement de base permettent de se ramener 3 une courbe sur un

corps séparablement cles pour lequelle on déduit le résultat voulu du théorgme de

Tsen {(cf. III.3.6).

Théoréme de finitude (6.2), - Soient f : X - S un morphisme séparé de type fini

et F un faisceau constructible sur X ., Alors les faisceaux qulF sont

constructibles,

Nous ne considérerons que le cas oli F est annulé par un entier inver-
sible sur X ,

Pour démontrer le théor2me on se ramdne au cas ot F est un faisceau
constant Z/n et ot f : X = S est un morphisme propre et lisse dont les fibres
sont des courbes géométriquement connexes de genre g , Pour n inversible sur
X , les faisceaux qu*F sont alors localement libres de rang fini, nuls pour

g > 2 (6.1). Remplagant Z/n par le faisceau localement isomorphe (sur §) B, » ona

canoniquement
ROE* L, T ”n
(6.2.1) RUE, u = Pie(x/S)
sz* e Z/n .
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mhéordme (6.3) (comparaison avec la cohomologie classique), -

fent £:X » S un morphisme séparé de schémas de type fini sur € , et F

an
soeau de torsion sur X ., Notons par um exposant le foncteur de passage aux
falsgesu cF o - ——— 4E foncteur de passage

an
egpaces topologiques usuels, et par R i les foncteurs dérivés du foncteur image

an
directe 3 support propre par f . On a

an . an _an

(RY£,F) qu[

; En particulier, pour S = un point et F 1le faisceau constant Z/n

5

1l(x, z/n) =~ Hg(xa“ » Z/n) .

Des dévissages utilisant le théoréme de changement de base nous raménent ~
au cas ot X est une courbe propre et lisse, of S = un point, et ot F =Z/n .,
Les groupes de cohomologie considérés sont alors nuls pour gq # 0,1,2, et on in-
voque GAGA: en effet, si X est propre sur € , on a ﬂO(X) = ﬁo{xan) et
-.ﬁl(x) = completé profini de ﬂifxan) , d'oli 1'assertion pour q = 0,1 . Pour q=2 ,
- on utilise la suite exacte de Kummer et le fait que, par GAGA encore, Pic(X) =

Pic(x®™) .

Théordme (6.4) (dimension cohomologique des schémas affines). Soient X

un

schéma affine de type fini sur un corps séparablement clos et F un faisceau de

torsion sur X ., Alors on a HYX, F) = 0 pour g > dim(X)

Pour la trés jolie démonstration nous renvoyons 2 SGA 4, XIV §2 et 3,

Remarque (6.5). - Ce théordme est en quelque sorte un substitut pour la théorie

de Morse, Considérons en effet le cas classique oi X est lisse et affine sur

s N
€ plongé dans un espace affine type c . Alors, pour presque tout point

N
PEC » la fonection '"distance & p" sur X est une fonction de Morse et les

indices de ses points critiques sont plus petits que Jdim(X) Ainsi X est obtenu

Par recollement d'anses d'indice plus petit que dim(X) , d'ols 1'analogue classique

de (6,4),

¥
i
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V. Acyclicité locale des morphismes lisses

Soient X une variété amalytique complexe et £ : X = D un morphisme
de X dans le disque. On note [0, t] le segment de droite fermé d'extrémités O

et t dans D et 30, ] le segment semi-ouvert, Si £ est lisse, 1'inclusion
j o: f_lﬁjo, ] e————— f-l([o, £])

est une équivalence d'homotopie; on peut pousser la fibre spéciale X, = £ (0

dans £_1([0, t]) .

En pratique, pour t assez petit, Ehl(]O, t]) sera un fibré sur

Jo, t] de sorte que 1l'inclusion

x, = £He) &= £170, )

t

sera également une équivalence d'homotopie, On appelle alors morphisme de

cospécialisation la classe d'homotopie d'applications:

_—

cosp: K &——= £ ([0, t]) «——— £'Q 0, £]) < x, .

On peut exprimer cette construction en termes imagés en disant que, pour un

morphisme lisse, la fibre générale avale la fibre spéciale,

Ne supposons plus f nécessairement lisse (mais supposons que
f_l(]O, t]) soit un fibré sur J]0O, t] ). On peut encore définir un morphisme
cosp* en cohomologie deés que JgZ =Z et qu*z =0 pour q >0 . Sous ces

hypothe&ses, la suite spectrale de Leray pour j montre qu'on a
m*(e" o, 1), Zz) &> w10, 1), 2)

#*
et cosp est le morphisme composé:
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cosp* : H¥(X_Z) pd H*(f‘lcjo, ), z) & H*{f"l(l:o,t], Z) - (X, Z)

La fibre de qu*_R en un point x € xo se calcule comme suit, On

-lpreud dans un espace ambiant une boule Be de centre x et de rayon = assez

atit, et pour T assez petit, on pose E =X N B_N f-l(q t) ; c'est la variété

ng cycles évanescents en x ., On a

®RY,z) # B4x n B N £rQo, ne]),z) B uiE, =)

=
rht le morphisme de cospécialisation est défini en cohomologie dés que les variétés
;._ae cycles €vanescents sont acycliques [HO(E, Z) =Z et Hq(E, Z) = 0 pour q > 0],

ce qui s'exprime en disant que £ est localement acyclique,

Ce chapitre est consacré 2 l'analogue de cette situation pour un morphisme

--lisse de schémas et pour la cohomologie étale, Cependant il est indispensable dans

h-r:¢G cadre de se limiter aux coefficients de torsion et d'ordre premier aux caracté-

ristiques résiduelles. Le paragraphe 1 est consacré a des généralités sur les

morphismes localement acycliques et les flaches de cospécialisation. Dans le para-

graphe 2, on démontre qu'un morphisme lisse est localement acyclique, Dans le
pParagraphe 3, on joint ce résultat 3 ceux du chapitre précédent pour en déduire
deux applications: un théoréme de spécialisation des groupes de cohomologie (la
cohomologie des fibres géométriques d'un morphisme propre et lisse est localement
constante) et un théoréme de changement de base par un morphisme lisse,
Dans tout ce qui suit, on fixe un entier n et "schéma" signifie

"schéma sur lequel n est inversible". "Point géométrique" signifiera toujours

"point géométrique algébrique" (II 3,1,) x:Spec(k) = X , avec k algébriquement clos,
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1. Morphismes localement acycliques,

Notation (1.1). - Etant donnés un schéma § et un point géométrique s

.Hds n " n
de S , on notera S le spectre du localisé strict de 5 en s

Définition (1.2). - On dit qu'un point géométrique t de 5 est une

générisation de s s'il est défini par une cldture algébriqe du corps résiduel

» ~g Z
d'un point de S . On dit aussi que s est une spécialisation de t et on

appelle fléche de spécialisation 1le S-morphisme ¢t = EE a

Définition (1.3), - Soit £ : X = 5 un morphisme de schémas., Soient

s un point péométrique de S , t une générisation de s , x un point géométrique
de X au-dessus de s et ‘it = ﬁk X,e € - Alors on dit que Et est une
== 2SR =ik :

variécé de cwycles évanescents de £ au point =x .

On dit que f est localement acveclique si, la cohomolopie réduite de

e

%
toute variété de cvycles &vanescents xt est nulle:

]

(1.3.1) &, z/n) =0,

i,e. HOCXt,ZIn) =Z/n Euq&’:,zm) 0 pour g >0 ,

Lemme (1,4), - Soient £ : X = S un morphisme localement acyeclique et g : §' = S

un morphisme quasi-fini (ou limite projective de morphismes quasi-finis). Alors le

morphisme f£' : X' = 5' déduit de f par changement de base est localement

acyclique,

On vérifie en effet que toute variété de cycles évanescents de f' est

une variété de cycles évanescents de f

Lemme 1,5, Soit £ : X = S un morphisme localement acyclique. Pour tout point géo-

métrigue t de S , donnant lieu 2 un dispgramme cartésien
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Kt —————EJ—————ﬂ> X
l :
£ £ > 8§
Z/n =t e, Z/n et RYelZ/n=0 pour q>0 .
Soient § 1'adhérence de g(t) , 8' le normalisé de § dans k(t) ,

diagramme cartésien

1
X > X! = >

X
. o 4

£ > 81 >

‘Les anneaux locaux de S' sont normaux & corps de fractions séparablement clos,
1ls sont donec strictement henséliens, et l'acyclicité locale de f£' (1.4) fournit

'-1'* Z/n =Z/n , qu** Z/n =0 pour q > 0 ., Pulsque @ est entier, on a alors
R' Z/n=a'y RU'" Z/n =o' %RV, Z/n = % o, RY, 2Z/n = % R%_ z/
* * #* ¥ ¥ 3* * € n o,

et le lemme,

(1.6) Etant donnés un morphisme localement acyclique £ : X - S et une
fléche de spécialisation t = Es , nous allons définir des homomorphismes cano-
niques, dits flaches de cospécialisation

cosp™ H’*E}{t, Z/n) = H*(Xs,an)

3

reliant la cohomologie de la fibre générale Xt = X Xg t et celle de la fibre

Bpéciale XS =¥ X_s
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Considérons le diagramme cartésien

e’ ~
X, —— X e——3x
t s
J i
- s e s
déduit de f par changement de base, D'apreés 1,4, £ est encore localemernt

acyclique, De la définition de 1'acyclicité locale, on tire aussitdt gque la restric-
tion a X des failsceaux Rqe'* Z/n est Z/n pour g=0 , et 0 pour gq > 0 .
Par 1,5, on sait méme que R 'wZ/n =0 pour q >0 , On défi-

nit cosp* comme la flache composée

(1.6.1) B*(X_, Z/n) = B*(X, ¢', Z/n) —> W (X_, Z/n) .

Variante: Soient 5 1'adhérence de =(t) dans B&° , 8' 1le normalisé de §
dans k(t) et X'/S' déduit de X/S par changement de base, Le diagramme (1,6,1)

peut encore s'écrire

H‘“‘(Xt, Z/n) T (X', Z/n)

> H*(xs, Z/n) .

Théorgdme (1.7). - Soient § un schéma localement noethérien, s un point géométrique

de § et f : X- 5 un morphisme, On suppose

a) le morphisme f est localement acyclique,

g
b) pour tout morphisme de spécialisation t =+ § et pour tout q =0 ,

les fladches de cospécialisation Hq(xt, Z/n) = Hq(Xs, #Z/n) sont bijectives,

Alors 1'homomorphisme canonigque (qu* E,ﬂ'n}s - Hq(}(s, Z/n) est bijectif

pour tout q =0
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Pour démontrer le théorgme, i1 est clair qu'on peut supposer § = g2 .

-va en fait montrer que, pour tout faisceau de Z/n#Z-modules F sur S , 1'homo-

hisme canonique cpq(F) : (RIE E¥ F), = Hq(}{s, f¥F) est bijectif,

Tout faisceau de Z/n Z-modules est limite inductive filtrante de faisceaux
-
struc:ibles de Z/n Z-modules (IV,3.3), De plus tout faisceau constructible de

Z[n Z-modules se plonge dans un falsceau de la forme 'ﬁjl* Ck , ofl a: :X - 5

I}

t une famille finie de générisations de s et Cl un Z/n Z-module libre de

. rang fini sur l:)- . D'aprés la définition des flaches de cospécialisation, la

On conclut 3 l'aide d'une wvariante du lemme (IV.3.6):

(1.8)., - Soit C une catégorie abélienne dans laquelle les limites inductives

{ltrantes existent. Soit {p‘ : T" 2 T'" un morphisme de foncteurs cohomologiques

‘ecommutant aux limites inductives filtrantes, définis sur C et & valeurs dans la

catégorie des groupes abéliens., Supposons qu'il existe deux sous-ensembles #& et

@ d'objets de C tels que:

a) tout objet de (€ est limite inductive filtrante d'objets appartenant 3 &

b) tout objet appartenant 3 £ est contenu dans un objet appartenant 2 ¢

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) rpq(A} est bijectif pour tout gq = 0 et tout A € 0b C

(11) gF{M} est bijectif pour tout g =2 0 et tout M E g

T.a démonstration du lemme se fait par passage 3 la limite inductive,

récurrence sur q et application répétée du lemms des cina auv diapramme de suites

eéxactes de cohomologie déduit d'une suite exacte 0 =+ A - M4 A' 20 , avec AE £ ,

MEeg ,A'"E0obe

Lorollaire (1,9) ., - Soient § le spectre d'un anneau local noethérien strictement

hEﬂEglEEE_EE f : X =5 un morphisme localement acyclique. Supposons gue, pour tout
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point géométrique t de § on ait I-Ec{}{t,zz,fn} =Z/n et }Eq{}{t,:zfn) =0 pour

g >0 [autrement dit les fibres géométriques de f sont acycliques], Alors on a

feZ/n = Z/n et qu*zz.»’n =0 pour q > 0

Corollaire (1.10). - Sofent £ : X= Y et g : Y= Z des morphismes de schémas

localement noethériens. Alors, si f et g sont localement acycligques, il en est

de mEme de g ° £ .

On peut supposer que X, Y et Z sont strictement locaux et que £ et
g sont des morphismes locaux. Il s'agit alors de montrer que, si =z est un point
géométrique algébrique de Z , on a HD(XZ, Z/n) =Z/n et quxz, Z/n) = 0 pour

qg>0.

Puisque g est localement acyclique, on a HOCYZ, Zin) =Zfn , et
Hq(Yz, Z/n) =0 pour gq > 0 , Par ailleurs le morphisme £, X = ¥, est locale-
ment acyclique (1.4) et ses fibres géométriques sont acycliques, car ce sont des
variétés de cycles évanescents de £ , D'aprés (1,9), on a donc quz Z/n =0
#*

pour q > 0 . De plus fz* Z/n est constant de fibre Z/n sur Yz . On conclut

2 1l'aide de la suite spectrale de Leray de fz

2. Acyclicité locale d'un morphisme lisse,

Théorgme (2,1), - Un morphisme lisse est localement acyclique,

Seit f : X = S un morphisme lisse, L'assertion est locale pour la
topologle étale sur X et S , on peut donc supposer que X est l'espace affine
type de dimension d sur S , Par passage 3 la limite, on peut supposer que S

est noethérien et la transitivité de 1'acyclicité locale (1,10) montre qu'il suffit

de tralter le cas d = 1
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Soient s un point géométrique de S et x un point géométrique de X
L:é en un point fermé de Xs . I1 s'agit de montrer que les fibres géométriques
] 3 ~s - ~5

‘morphisme X -+ 5 sont acycliques, On posera désormais S = 5 = Spec(A) et

=F° . 0na XSpec A{T} , ot A[T}] est l'hensélisé de A[T] au point T =0

S8i t est un point géométrique de § , la fibre Xt est limite pro-

ective de courbes affines et lisses sur t . On a donc Hq(xt, Z/n) = 0 pour

2> 2 et il suffit de montrer que H°(xt, Z/n) =Z[/n et Hl(xt, Z/n) = 0 pour
premier 2 la caractéristique résiduelle de S . Cela résulte des deux proposi-

ns suivantes,

o

pposition (2,2)., - Soient A un anneau local strictement hensélien, § = Spec(A)

X = Spec A{T} . Alors les fibres géométriques de X - S sont connexes,

On peut se ramener par passage 3 la limite au cas oi A est un hensélisé
 strict d'une Z-algetbre de type fini.

yP
Soient T un point géométrique de S

» localisé en t , et k' wune

‘extension finie séparable de k(t) dans k(t) . On pose t' = Spec(k') et

It. =X xg Spec(k') . Il nous faut vérifier que, quek que sodlent t et t' , X,
est comnexe (par quol on entend connexe et non vide). Soit A' 1le normalisé de A

dans k' , i.e, 1'anneau des &léments de k' entiers sur 1'image de A dans k(t) .
On a a{T} B, A —= = A'({T} : le membre de gauche est en effet hensélien local
(car A' east fini sur A , et local) et limite d'algdbres locales é&tale sur

A'lT] = Al T) EA A' | Le schéma X, , est donc encore la fibre en t' de

X! = Spec(A'{T}) sur S' = Spec(A') . Le schéma local X' est normal, donc

intdgre; son localisé X, , est encore int&gre, a fortiori connexe.
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Proposition (2.3). - Soient A un anneau local strictement hensélien, 5§ = Spec(A)
et X = Spec (a{T}) . Soient T wun point géométrique de S5 et X; la fibre géo-
métrigque correspondante, Alors tout revE@tement étale galoisien de KE d'ordre
premier & la caractéristique du corps résiduel de A est trivial,

Lemme (2.3.1) (*héor2me de pureté de Zariski-Nagata en dimension 2). - Socient C
un_anneau local régulier de dimension 2 et C' wune C-algdbre finie normale étale

au-dessus de l'ouvert complémentaire du point fermé de Spec(C) . Alors C' est

étale sur C ,

En effet C' est normal de dimension 2, donc prof(C') = 2 ., Puisque
prof(C') + dim proj(C') = dim(C) = 2 , on en conclut que C' est libre sur C .
Alors l'ensemble des points de C ot C' est ramifié est défini par une équation,

le diseriminant; puisqu'il ne contient pas de point de hauteur 1, il est vide,

Lemme (2,3,2) (cas particulier du lemme d'Abhyankar). - Soient S = Spec(V) wun

trait, T une uniformisante, 1 le point générique de S5 , X lisse sur S

irréductible, de dimension relative 1, :Eq un revétement étale galoisien de X ,

de degré n inversible sur S , et §; = Spec(v[ﬂlfn}) . Notons par un indice

~
Alors, X se prolonge en un revétement

le changement de base de 5 & 5 Ty

1

étale de Xl .

~ ~—
Seit X, le normalisé de X, dans Klﬂ . Vu la structure des groupes

d'inertie modéréedes anneaux de valuation diserdte localisés de X aux points

1 est étale sur Kl sur la fibre générale,

et aux points génériques de la fibre spéciale, Par 2,.3;1, il est étale partout,

~
génériques de la fibre spéciale Ks y &

2.3.3, Prouvons 2,3, Notons t le point en lequel t est localisé. Il nous est
loisible de remplacer A par le normalisé de A dans une extension finie séparable

k(t') de k(t) dans k(E) (ecf. 2.2). Ceci, et un passage 2 la limite préliminaire,
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 nous permettent de supposer que
“g) A est normal noethériem, et t est le point générique de §

b) Le revétement étale considéré de XE provient d'un rev@tement étale de Kt .

¢) Il provient d'un revEtement é&tale ﬁh de 1l'image réciproque X, d'un ouvert
non vide U de S (résulte de b): t est la limite des U ),

d) Le complément de U est de codimension =2 2 (ceci au prix d'agrandir k(t) ,

par application de 2.3.2 aux anneaux de valuatipn discrete localisés de § en

les points de S-U de codimension 1 dans S5 ; ces points sont en nombre fini).

e) Le revEtement E% est trivial au-dessus du sous-schéma T=0 ., (Ceei quitte 2a

encore agrandir k(t) ).

Lorsque ces conditions sont remplies, nous allons woir que le rev@te-

~F
ment KU est trivial,

Lemme (2,3,4). - Soient A un anneau local strictement hensélien normal et

noethérien, U un ouvert de Spec(A) dont le complément est de codimension = 2

V son image réciproque dans X = Spec(A{T}) et V' un revetement étale de V

.

8i V' est trivial gu-dessus de T = 0 , alors V' est trivial.

Soit B =T(V', 6) . Puisque V' est l'image inverse de V dans
Spec(B) , 11 suffit de voir que B est fini étale sur A{T] (donc décomposé,

puisque A[T} est strictement hensélien). Soit X = allT]] , et notons par =

-~

le changement de base de X 23 X . Le schéma X est fidelement plat sur X

On a donec T(V', &) = B ®ﬂ[T1 AL[T]] , et i1 suffit de voir que cet amneau B est

find étale sur A[[T]]

-~
Soit v~ (resp. V'm) le sous-schéma de V (resp. V') d'équation

m+1

T =0 . Par hypothaése, V'Q est un rev@tement trivial de vo i une somme de
i R-copies de V, + De mé&me pour V'mﬂ."m , pulsque les rev@tements étales sont
F Insensibles aux nilpotents. On en tire

’ @ TW', 8) » 1im T(V' , &) = (1im T(V_, &))"
£ m — m
i- m m
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Par hypoth2se, le complément de U est de profondeur = 2 : on a

R A g et . e o ra1a0n
L(?T,-@) = Al T)/ ™ L) , et @ est un homomorphisme de B dans A[[ 1]

Au-dessus de U , il fournit n sections distinctes de V'/V : V' est donc

trivial, somme de n coples de V , Le complément de V dans X é£tant encore
de codimension = 2 (donc de profondeur = 2) , on en déduit que B = A;ET]E“

d'oli le lemme,

3. Applicationms,
Théor2me (3,1) (spécialisation des groupes de cohomologie), -

Soit f£:X -» S5 un morphisme propre et localement acyclique, par exemple un morphisme

propre et lisse, Alors les faisceaux qu*:ﬁfn sont localement constants cons-

tructibles et pour toute flache de spécialisation t = 5° , les fléches de co-

spécilalisation Hq(xt , Z/n) - Hq(Kc, Z/n) sont bijectives.

Cela résulte immédiatement de la définition des flaches de cospéclalisa-

tion et des théor&mes de finitude et de changement de base pour les morphismes

propres,
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. -est affine, puis par un passage a4 la limite au cas ot X est de type fini sur 8§

vV - 12 Arcata

U ——

X
£ Jf
s

8

) b 54

lisse, Pour tout faisceau F sur X , de torsion et premier aux caracté-

1 ristlgques résiduelles de 5 , on a

g* Rif, F ————= re" (g'* F) .

En prenant un recouvrement guvert de X , on se raméne au cas ou X

;Alurs f se factorise en une Immersion ouverte j : X = X et un morphisme propre
f:X-+5. De la suite spectrale de Leray pour f = j et du théoréme de changement
de base pour les morphismes propres, on déduit qu'il suffit de démontrer le théorime

dans le cas ot X =-» S est une immersion ouverte,

Dans ce cas, si F est de la forme e, C , ol & : t » X est un point
géométrique de X , le théor2me est corollaire de 1,5, Le cas général en résulte par

le lemme 1,8,

Corollaire (3,3). - Soient K/k une extension de corps séparablement clos, X un

k-schéma et n wun entier premier 2 la caractéristique de k ., Alors l'application

Lanonique Hq(xq Z/n) = Hq(XK_ s Z/n) est bijective pour tout gq = 0O

Il suffit de remarquer que X est limite inductive de ﬁ—algébres lisses,

Ihéoréme (3.4) (pureté relative), - Soit un diagramme commutatif
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(3.4.1)

avec f lissepurement de dimension relative N , h lisse purement de dimension

relative N-1 , 1 un plongement fermé et U = X-Y , Pour n premier aux caracté-
ristiques résiduelles de S , on a

g Z/n = Z/n

o 5

R juZ/n = Z{n(-l)Y

RY,Z/n = 0 pour q=2

Dans ces formules, Z/n(-1) désigne le Z/n-dual de M, . 51 & est
une équation locale pour Y , l'isomorphisme 7l i Z/n >=Z/n(-1), est défini par
1'application a :Z/n —> R_Lj* Mo qul envoie 1 sur la classe du b -torseur

des racines niémes de t

La question est de nature locale, Ceci permet de remplacer (X, Y) par

un couple localement isomorphe, par exemple

1 J 1 k I
C—— (R R—
A T > TP T <= T
£
T
avee T = Ag-l et 1 = sectlion & l'infini, Le corollaire 1,9 s'applique a2 g ,

et fournit ng* Z/n =Z/n pour g=0 , O pour q >0 . Pour £ , on a par

ailleurs (IV 6,2,1)

qu*E;"n =Z/n , 0, Z/n(-1) , 0O pour gq > 2 .

On vérifie facllement que J,Z/n =Z/n , et que les qu* Z/n sont

concentrés sur 1(T) pour q > 0 ., La suite spectrale de Leray
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q . Rpf* qu* Z/n = Rpﬂg* Z/n se réduit donc 2

1* RY, Z/n ©
1
i* R j.Z/n 0, ...
2
Z/n 0 Z/n (-1) " :

n“j, Z/n=0 pour gq =2 , et R]'j* Z/n est le prolongement par zéro d'un
faisceau localement libre de rang un sur T (isomorphe, via d2 , 8 Z/n(=-1)).
L'application a , définie plus haut, étant injective (ainsi gqu'on le vérifie fibre

par fibre), c'est un isomorphisme, et ceci prouve 3,4,

3.5. Nous renvoyons & SGA 4 XVI (§ 4 et § 5) pour la démonstration des applications

i suivantes du théorgme d'acyclicité (2,1).

(3,5.1) Soient f : X =S un morphisme de schémas de type fini sur € et F un

faisceau constructible sur X . Alors [

(e, B3 o RUEE™)

(cf IV 6,3; en cohomologie ordinaire, 11 est nécessaire de supposer F constructible

et non seulement de torsion),

(3.5.2) Soient f : X = S un morphisme de schémas de type finl sur un corps k

de caractérisctique O et F un faisceau constructible sur X , Alors, les qu*F

sont également constructibles,

La preuve utilise la résolution des singularités et 3.4, Elle
est généralisée au cas d'un morphisme de type fini de schémas excellents de
caractéristique O dans SGAL XIX §5, Une autre démonstration, indépendante de la
résolution,est donnée dans ce volume (Th. finitude, 1,1), elle s'applique & un

morphisme de schémas de type fini sur un corps ou sur un anneau de Dedekind,
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VI. Dualité de Poincaré

—
Arcata Vi -1 '
1, Introductien

Seoit X wune variété topologique orientée, purement de dimension N , et
supposons que X admette un recouvrement ouvert fini L = (Uiﬁlg 2% ° tel

que les intersections non vides d'ouverts Ui solent homéomorphes & des boules,

Pour une telle variété, le théorézme de dualité de Poincaré peut se présenter ainsi:

A, La cohomologie de X est la cohomologie de Eech correspondant au rev@tement U .,
C'est la cohomologie du complexe

{1} 0 =»Z -Z S

ol Ak={(io,...,ik)1lu-¢,,,< i, et Uioﬂ eean Uikaee} )

B, Pour a €4 ,a= (io,...,ik) , soit Ua = Uioﬂ PR | Uik et soit 1.

1'inclusion de Ua dans X , Le faisceau constant Z sur X admet la résolution

(a gauche)

(2 ... ® . Z-+ &j X = 0

H

*
La cohomologie & support compact HC(X, j Z) n'est autre que la cohomologie

al

2 support propre de la boule (orientée) u, ¢

Hi(x,j|2)= 0 si 1# 0N
c a:

ZZ sl 1i =N

La suite spectrale d'hypercohomologie, pour le complexe (2) et la
cohomologle 2 support propre, affirme donc que Hi(x) est le (i-N)-i2me groupe de

cohomologie d'un complexe
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(3

Ce complexe est le dual du complexe (1), d'ot la dualité de Poincaré,

Les points essentiels de cette construction sont
g) l'existence d'une théorie de cohomologie 2 support propre :
b) le fait que tout point =x d'unme variété X purement de dimension N a un

systéme fondamental de voisinages ouverts U pour lesquels

(4) H:(UJ = (o] pour 1 #N ,

z pour 1 =N |,

La dualité de Poincaré en cohomologie étale peut se construire sur ce
mod2le, Pour X lisse purement de dimension N sur k algébriquement clos,
n inversible sur X et x un peint fermé de X , le point clef est de ecaleuler

la limite projective, étendue aux voilsinages é&tales U de x

- P _
(s5) 1im Hc(u, Z/n) = o si 1 # 2N

Z/n si 1i=2N |,

De mE&me que pour les variétés topologiques 11 faut d'abord
traiter directement le cas d'une boule ouverte (voire simplement celui de 1'inter-
valle J]O, 1[ ), fei 11 faut d'abord traiter directement le cas des courbes (§2 ),
Le théorgme d'acyclicité locale des morphismes lisses permet ensuite de ramener

(5) 2 ce cas particulier (§ 3).

Les isomorphismes (4) et (5) ne sont pas canoniques: ils dépendent du

cholx d'une orientation de X . Pour n inversible sur un schéma X . M. est

n
un faisceau de Z/n-modules libres de rang un., On note Z/n(¥) sa puissance

tensorielle N OTE (N €£Z) , La forme intrinsique de la deuxidme ligne de (5) est
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NI
(5%) 1 4in H;-“(L-,zz;n(:«:)) = z/n

et Z/n(N) s'appelle le faisceau d'orientation de X ; le faisceau Z/n(N)

étant constant, isomorphe & Z/n , on peut le faire sortir du signe H et écrire

plutdc

(5" lim H2N(U, Z/n) =Z/n(-N) ,
— c

et la dualité de Poincaré prendra la forme d'une dualité parfaite, 2 valeurs dans

Z/n(-HN) , entre Hi(}{,.?z.-"n) et HiNﬁi(x,RJ’n) :

2. Le cas des courbes,

(2.1) Solent X une courbe projective et lisse sur k algébriquement clos, et
n inversible sur X . La preuve de IIT 3.5 fournit, pour X connexe, un iso-

morphisme canonique

B2 (R, u) = PLe(®)/nPic(® -2 z/n .

Soient D un diviseur réduit de X et X =X - D

X = > X << = D :

La suite exacte 0= ju_ =p = ig My * 0 et le fait que

Hi(i, i*“n) = Hi(D, b-l“) =0 pour i > Q0 fournissent un isomorphisme

2 _ 2= —~ i P
H (X, u ) =H(ZX, j, pn) —> H (X, pn) — Zfn .
Pour X disconnexe, on a de méme

2 ﬂOCX)
Hc(x, p.n) = &Z/n)

et on définit le morphisme trace comme la somme

2 TTO(K) -
Tr : Hc(x, uy = &/n) —_ s Zfn |,
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Théoreme(2,2)-La forme Tr(a U b) identifie chacun des deux groupes Hi(x, Z/n)

t Hz'i{x, W) au dual (& valeurs dans Z/n ) de 1'autre,
5 £= - auirE.

Preuve transcendante, Si X est une courbe projective et lisse sur un trait § 5

et que j : X X est l'inclusion du complémentaire d'un diviseur D é&tale sur S ”
les cohomologies (resp. les cohomologies & support prupre) des fibres géométriques
spéciales et génériques de ¥X/8 sont "les memes'", i.e. les fibres de faisceaux
localement constants sur 5 , Ceci se déduit des faits analogues pour X et D 3
via la suite exacte 0O = j_,m.f'n + Z/n -+ ZZ.KnD =+ 0 (pour la cohomologile 2
supports propres) et les formules ixZ/n =Z/n , le*R_fn ,-:;Z:fnn(-l)

Rijiz;’n =0 (1= 2) (pour la cohomologle ordinaire) (V 3.4).

Ce principe de spécialisation ramgne 2.2 au ecas ot k est de caracté-
ristique O,Par V 3.3,ce cas se raméne 2 celui ot k =€ . Enfin, pour k =€ ,
les groupes H*fx, Z/n) et ‘H‘;(X, p“) cotncident avec les groupes de meme nom,

calculés pour 1'espace topologique classique xcl et, via 1l'isomorphisme

2miix
= )

Z/n=p : x> exp( s le morphisme trace s'identifie 2 "1'intégration sur

la classe fondamentale", de sorte que 2,2 résulte de la dualité de Poincaré pour X 1
C

(2.3) Preuve algébrique, Pour une preuve trés économique, voir (Dualité §2). En wvoici
une autre, liée 2 l'autodualité de la jacobienne,

Reprenons les notations de 2.1, On peut supposer - &t
on suppose - que X est connexe, Les cas 1=0 ou 2 étant triviaux, on suppose

aussi que 41 = 1 _ Définissons Dﬂm par la suite exacte

O » & = €, * 1, G - 0 (sections de @ congrues 3 1 mod D). Le groupe

1. .= —
H (X,Dﬂ;m) classifie les faisceaux inversibles sur X trivialisés sur D , Clest

le groupe des points de PicD(i) » une extension de Z (le degré) par le groupe

des points d'une jacobienne généralisée de Rosenlicht (correspondant au conducteur 1

!
|

en chaque point de D ) ptcg{i) , elle-m&me extension de la variété abé&lienne

o, =
Pic™(X) par le tore GE’FCG'ﬂ diagonall,

=T
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a) La suite exacte O = j, u_ = _ & XX .. & -0 fournit un
1 n D m D m
isomorphisme
(2.3.1) uh(x, u ) = PLc(®)
c2 D n °

=

b) L'application qui 2 =x € X(k) associe la classe du faisceau inversible &(x)

sur X s trivialisé par 1 sur D , provient d'un morphisme

£ & E— PicD{i) .

Pour la suite, on fixe un point base 0 et on pose fo(x} flx) - £(0) .

Pour tout homomorphisme wv : Pic;(i}n -» Z/n , soit v € Hl(Pic;(i},ZJn)
1'image par v de la classe dans Hl(Picg(f) i Picg(i)n) du torseur défini par

l'extension

o = o= T o=
o - PicD(X)n - PicD{X) —_— PicD(X) -0

La théorie du corps de classe géométrigue (telle qu'exposée dans Serre [15])

montre que l'application v+ ft(;) )

(2.3.2) Hom(P1cO(R)_, Z/n) —> H (X, Z/n)
est un isomorphisme, Pour déduire 2.2 de (2,3.1) (2.3,2), il reste 2 savoir que
(2.3.3) Tr(u U fz(;)) = —v(u) .

Cette compatibilité est prouvée en (Dualité, 3,2.4),

3. Le cas général,

Soient X wune variété algébrique lisse et purement de dimension N ,
sur k algébriquement clos., Pour énoncer le théoréme de dualité de Poincaré, 1l

faut tout d'abord définir le morphisme trace

Tr : E2V(X, Z/a(N)) -»Z/n .

La définition est un dévissage pénible 3 partir du cas des courbes (SGA 4 XVIII

§ 2 J., On a alors
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" Théorzme (3.1),-La forme Tr(a U b) identifie chacun des groupes H"(X, Z/n(N))
Théoreme = c

t HZN_i(K, Z/n) au dual de 1'autre,

—

Soient x € X un point fermé et xx le localisé strict de X en x

Nous posons, pour U parcourant les voisinages étales de =x
Al * —_— *
(1) H (X, Z/n) = 2im H (U, Z/n) .

11 serait préférable de considérer plutdt le pro-objet "1lim" H:(U, Z/n) mais,
les groupes en jeu &tant finis, la différence est inessentielle, Comme on a tenté
de l'expliquer dans l1l'introduction, (3.1) résulte de ce gque

¢ Hi(xx, Z/n) =0 pour 1 # 2N et que
g (2)

—

Tr: HiN(Kx, Z/n(N)) > Z/n est un isomorphisme.

Le cas o =0 est trivial, S1 N >0 , scit Yy le localisé strict en un
point fermé d'un schéma Y lisse purement de dimension N-1 , et soit £ : xx - Yy
un morphisme essentiellement lisse (de dimension relative un), La démonstration uti-
lise la suite spectrale de Leray en cohomologie 2 support propre pour f , pour se
ramener au cas des courbes, Les "cohomologies & support propre" considérées étant
définies comme des limites (1), 1l'existence d'une telle suite spectrale pose divers
probleémes de passage & la limite, traités avec trop de détails dans SGA4L XVIII.
Ici, nous nous contenterons de calculer,

Pour tout point géométrique =z de Y}r , on a

®'s, z/n) = w72, Zz/)
H z c

La fibre géométrique E-l(z) est uneé limite projective de courbes lisses sur un
torps algébriquement clos. Elle vérifie la dualité de Poincaré, Sa cohomologie

ordinaire est donnée par le théoréme d'acyclicité locale pour les morphismes lisses:
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- S |
H(f “(z), Z/n) = Z/n pour 1 =0
0 pour 1 > 0
Par dualité, on a
i, -1
Hcff (z), Z/n) = Z{n(=-1) pour 1 =2
0 pour i # 2 ”

et la suite spectrale de Leray s'écrit

. ; . e A Y

HO(X_, Z/n (N)) = H_ (&y,zzfn(:»-lj) v
On conclut par récurrence sur N

4, Variantes et applications.

On peut construire, en cohomologile étale, un "formalisme de dualité"
(= des foncteurs RE, » RE; , f* . RE! satisfaisant diverses compatibilités et
formules d'adjonction) parallzle a celul qui existe en cohomologie cohérente, Dans
ce langage, les résultats du paragraphe précédents se transcrivent comme suit: si
f : X+ S est lisse et purement de dimension relative N

, et que S = Specl(k) ,

avec k algébriquement clos, alors
!
RE Zfn =2Z/n [2N](N) .
Ce résultat vaut sans hypoth2se sur 5 ., Il admet le

Corollaire.- 31 f est lisse et purement de dimension relative N , et que les

i
falsceaux Rifl Z/n sont localement constants, alors les faisceaux R f, Z/n

sont aussi localement constants, et

i

R7f, Z/n = Hom (RZN-i

£,Z/n(), Z/n) .

En particulier, scus les hypoth2ses du corollaire, les faisceaux
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-nif Z/n sont constructibles, Partant de 13, on peut montrer que, si §
*

est de
type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau de Dedekind, alers, pour tout

morphisme de type fini £ : X = S

et tout faisceau constructible F

sur X ;, les

faisceaux Rif* F sur S5 sont constructibles ( Th, finitude, 1.1).
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RAPPORT SUR LA FORMULE DES TRACES

Dans ce texte, j'ai tenté d'exposer de fagon aussi directe que possible 1la
théorie cchomologique de Grothendieck des fonctioms L . Je suis de tr&s prés cer-
tains des exposés donnés par Grothendieck & 1'IHES au printemps 1966, Dans l'esprit

de ce volume, il ne sera pas fait appel &2 SGA5 - sauf deux références & des passa-

ges de 1'exposé XV, indépendant du reste de ce séminaire.

Dans le §10 (p.81-90) de [17, le lecteur trouvera un résumé de la théorie,

dans le cas crucial des courbes,
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2. QL—faisceaux ........................................................ 7
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-2 - Rapport

1.- Quelques rappels.

1.1- Notations.

P, a, TF, l‘r"q : p est un nombre premier, gq = pf une puissance de p et

¥ une cléture algébrique du corps premier IE'p . Pour toute puissance pn de p

on note T le sous-corps & pn éléments de TF .
n

p
X ,X : On désignera souvent par un symbole affecté d'un indice o un objet
o

sur IF . Le méme symbole, sans o , désigne alors 1l'objet qui s'en déduit par

q
extension des scalaires a2 T . Par exemple, si 39 est un faisceau sur un schéma

X sur 1Fq . Oon note & son image réciproque sur ¥ = XO 2 IF]F B
o
q

F : B8i xo est un schéma sur ]F{l , on appelle morphisme de Frobenius et

on note F 1'endomorphisme de Ko qui "envoie le point de coordonnées x dans celui
de coordonnées x. " : c'est 1'idenrité sur l'espace topologique sous-jacent et, pour

x une section locale du faisceau structural, F¥x = x7

On désigne encore par F 1'endomorphisme de X qui s'en déduit par extension
des scalaires, Sur 1l'ensemble X(F) = XD(IF) des points rationnels de X , F agit
commelasubstitution de Frobenius ¢ € G-al(IF.f’IFq) définie par p(x) = x3 | En par-

. F
ticulier, X }{O(]Fq) .

En cas d'ambiguité, on écrira F(q) plutdt que F

1.2 - Correspondance de Frobenius,

Soient X, un schéma sur ]Fq , et 30 un faisceau sur .‘{0 . J'aime woir
comme suit la correspondance de Frobenius (un F-endomorphisme de 30)
(1.2.1) il i Reee & 3 :
©

On regarde 30 comme le faisceau des sections locales d'un espace [F_ 7

€talé sur KO f.'fﬁﬂ" est un espace algébrique au sens de M, Artin).
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La fonctorialité de F fournit un diagramme commutatif

= F T

Fe -
o )
J/ F l/
X i
Xo o
Parce que [F 1 est étale sur Ko , ce diagramme est cartésien ; il fournit un
i *
]
isomorphisme %1 —> F*7307 4'inverse (1.2.1) . On note encore F¥ les cor-
L, . B

respondances ou morphismes déduits de F par extension des scalaires ou par fonc-

3+
corialité, tels F¥* : Hg(x,m —}Hc(x,s).

Pour une définition en forme, je renvoie 3 SGA 5 XV §1,2. On n'y consideére

que le cas o q = p , mais le cas général se traite de méme,

1.3- La correspondance de Frobenius est fonctorielle en (XD,SO) -

Eo z Xo —_— Ya est un m?rphlsme de Eq- schémas, F, un faisceau sur Xc;éo

5 T = =5 b1 - i
un faisceau sur Yc et u £ Hom( fc‘to'do) Hom{qo’fc*dc) un Eo morphisme de Qo

dans JF_  , on a un diagramme commutatif d'espaces fQF =F £  , et au-dessus un

diagramme commutatif de faisceaux

£
0 u
- e —————
X(} YG 3O QO
F F F# F#*
fo
—————— A e —
KO Yo 39 E‘!0 N

En particulier, la correspondance sur fo*sc déduite de la correspondance de

Frobenius de (X_,F ) est la correspondance de Frobenius de {Yo’fo*so} .

1.4- Le morphisme naturel ¥ ————b—Yo est limite de morphismes étales. Il en résulte
que pour tout faisceau abélien 30 sur Xo , les images réciprogques sur Y des
i

i
R EG*EO sont les R E*s .

Sur Rif*ﬁ , on dispose de
i o i F#* i " 3
a) la correspondance F*R f*g — R E*ﬁ ——— R f*ﬁ déduite par fonctorialité de

la correspondance de Frobenius;
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On déduit de 1.3 que ces correspondances cofncident, Elles induisent le terme

{nitial d'une action de Frobenius sur toute la suite spectrale

Py, R, = wPT x5 .
De méme en cohomologie & support propre, et pour la suite spectrale

#P(y,R9£,3) — nz“‘(x,m

1.5 - Changement de corps fini,

Soient (XD,SO) sur ]Fq’ n un entier, et (Xl,El) sur ]Fn d&duit de

- (Ko,ﬁa} par extension des scalaires. On dispose d'une part de la correspondance de
* 4 —-~ - T
5 H d
Frobenius F(q) Ko A.'Kc - F(q) F(q)':o _ Fo s d'autre partde
F t X, —>X F# : F#
! l :
(@ 1 @) @™ Ch)
ge déduit de la puissance niéme de F(q} par extension des scalaires de ]Fq a

:;l i 31 . On vérifie facilement que F

an ; aprés extension des scalaires 2 T , on a encore la m2me identité

F(qnj = F?q) entre endomorphismes de X et correspondances sur X

81 = est un point fermé de X, , avec [k(x) : IFq: =n , et que
x € xa{]F) = X(IF) est localisé em x , x est un point fixze de F{ a = F?q) .
On note F;’: 1'endomorphisme de 3; induit par F# S A isomorphgsm prés,
(F, F:) ne dépend pas du choix de x . La tracefqel}:c, de F¥ se désigne par

une notation telle que Tr(F;‘n:,S) .
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l.6- Fonction L .

Soit, X  un schéma de type fini sur Eﬁ . On note |XO| l'ensemble de

ses points fermés et, pour x £ ]XD1 , on pose deg(x) = [k(x) : Eh] . 81 3

est un Q?—iaisceau sur Ko (pour cette notion, voir ci-dessous) - ou un faisceau

constructible et plat de modules sur un anneau noethérien commutatif A - on note

L(XD,GOJ la série formelle de terme constant 1, dans Q;::tjj ou dans AfTt1]

-1

deg(x},gj _

) = Tr det (1-1?;2L t

Remarque 1.7.

-

Dans la définition 1.6, on a deg(x) = [k(x) : ]FP, (degré absolu) et non
deg(x) = Tk(x) : Eq] (degré relarif 2 Fq) . Ceci 2 pour effet que LCXO,EO) ne
dépend que du schéma XO et du faisceau 30 , nen de q et du morphisme struc-

turel X —> Spec(Eﬁ) . L'indéterminée t est un avatar de p = .

1.8- Le point de wvue galoisien.

ce n° ne sera pas utilisé dans la suite du rapport. Pour Eo un faisceau
ab&lien sur XO , le groupe de Galois Gal(EVIFq) agit sur T , et par transport
de structure sur Hi(K,E) . En particulier, la substitution de Frobenius p (1.1)
induit un automorphisme, encore noté ¢ , de Hi(x,ﬁ) . La correspondance de

Frobenius définit de son cdté un endomorphisme F# de Hi(x.ﬁ) . On a

(1.8.1) F*_l = (sur Hi(x,ﬁ]ﬁ

Pour le voir, appliquons 1.4 au cas o Yo est un point : Yo = Spec(]Fq)

On trouve gque Hi(X,&) est la fibre, au point géométrique Spec(TF) de Y . de

M 0

lefgﬁ » &t que F#* west la fibre de la correspondance de Frobenius de R

Soit [Rif13°] comme en 1.2 . On a Hi(x,sj = [R'£,5.] (F) et

a) @ agit par transport de structure, via son action sur T

84



- Rapport

b) F¥ est 1l'inverse de F : tRifrﬁo](F3———é~ [Rif,ﬁojﬁﬁ‘} )

On conclut par l'identité F = g de 1,1

Un des intéréts du point de vue galoisien est qu'il permet de raisonner par

transport de structure.
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o= Ei -faisceaux,

La notion de Qz—faisceau est développée en détail dans SGA 5 V, VI . Nous

n'utiliservns que les définitions et résultats ci-dessous.

Définition 2.1.- Scit X wun schéma noethérien. Un Zli-faisceau F sur X est un

systéme projectif de faisceaux 3n (n >0) , avec En un faisceau de

EI{‘,“+1 -modules constructibles (SGA 4 IX §2), e tel que le morphisme de trap-

sition 5_1 — En . se factorise par un iscomorphisme
sition o y

- n —~— -
i
0 ® guaHl B —S—28

On dit que & est lisse si les 311 sont localement constants,

La terminologie de SGA 5 est différente, on y dit

Z,- faisceau constructible pour Z. - faisceau

et

constant tordu constructible pour 1lisse . 4
De m&me, c¢i-dessous, pour les Q{‘-faisceaux. i -

2.2- 81 k est un corps séparablement clos, un faisceau de Zﬂ.‘.a‘{.r'&modules sur
Spec(k) s'identifie 2 un Z/£“module, et le foncteur F—>> Lim 31_[ identifie _,_.

les Z,- faisceaux sur Spec(k) aux Z, modules de type fini. Ceci justifie la dé-

L L
finition suivante : la fibre du E{‘-fai_sceau d en le point géométrique x de X
est le E{—module !_':l';m(c'n)x Q 1
2.3- Supposons X connexe, et soit X un peoint géométrique de X . On sait gque

le foncteur "fibre en x est une é&quivalence de la catégorie des faisceaux loca-
lement constants constructibles de Z/4" -modules avec la catégorie des Z /4" - modules
de type fini munis d'une action continue de ﬂl{x,x)_ Par passage 2 la limite, on

en déduit la proposition suivante,
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Sous les hypothéses ci-dessus, le foncteur "fibre en x" est

‘Proposition 2.4.-

une €quivalence de la catégorie des E{’ -faisceaux lisses sur X _avec celle

des Z, -modules de type fini munis d'une action continue de m,(X,x).

proposition 2.5. - Soit F un EL -faisceau sur un schéma noethérien X . I1_

existe une partition finie de X en parties localement fermées xi telle

que les F|X; soient lisses.

n n+l
Posons gr::} = i 'Jmf{, 3111 pour m>n , et ng‘E = & gr?:i . C'est un

faisceau de modules sur 1l'anneau noethérien grLEfv Z/L[t] , gradué de Z pour

la filtration f-adique. C'est un quotient de grf:; 2 Z/4[t] , donc un fais-

Z/4L

ceau de gr Z -modules constructible (SGA 4 IX §2), et il existe une partition fi-
nie de X en parties localement fermées 'Ki , telle que gr);}'[xi soit localement

constant. Chacun des faisceaux grnﬁl}{ est alors localement constant ainsi que

L

les smlxi , qui en sont des extensions successives,

i

2,6,- 8L F et (G sont deux Zé—faisceaux sur X , on pose

Hom(F, @) = Lim Hom{&n,qn) ; c'est un Z, -module. Puisque Hom(sn,QnJmHam(a‘m,qn)

pour m >n , on a encore

Hom(F,G) = {_i_m {,?J'r_lm Hom(&mqn) .

de sorte que le foncteur [FF——> ”J?,-i_m”zn est pleinement fidile, de la catégorie

—

des 2{. -faisceaux dans celle des pro-faisceaux sur X(= pro-cbjets de la catégorie

des faisceaux sur X) ., On l'utilisers pour identifier les Z,6 -faisceaux 2 cer-
tains pro-faisceaux (ceux tels que chaque sn = 3{J,n+l3 soit un faisceau, et que

Ll
3 — "’.,lm"ﬁn) . On vérifie aisément gque si F = "fim"F , avec 3 un fais-
— “n n

. n
ceau constructible de Z/ 4 -modules, pour que F soit un Z, -faisceau, il faut

i " : +
et il suffit que les systémes projectifs (emn n) En.”,k 1',3n soient essentiellement
- = - ~ e+ .
constants : le syst2me projectif des 3;: = tim "'n/{’( 1I§n vérifie alors les condi-
n

tions de 2.1 , et F = "{g_’.m"ﬁl:
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Dans ce gui suit, nous abandonnons la notation 3 de 2,1 3 si F est un
] n
; i = n - ry Dl
Z, ~faisceau, le faisceau 3 de 2.1 sera noté F® Z/L
2.7.- Dans la catégorie abélienne des pro-faisceaux, la sous-catégorie des Z, -

b 4

faisceaux est stable par noyau, conoyau et extemsion. C'est clair pour les conoyaux,

Pour les noyaux, si f : F —> (G est un morphisme de Z, -faisceaux, on déduit

(&

aisément de 2.4, 2.5 et de Artin-Rees que le systéme projectif des
Ker({f : T ® Z’,U,n —> 48 Z.f{,n) vérifie le critére donné en 2.6 ci-dessus. Il

existe m@me un entier r tel que pout tout n

n-+r

Ker(f) ® Z/2" = Ker(f : 38 Z/2 — g8z @z .

Le cas des extensions est laissé au lecteur,

2.8.- Un R‘,-faisceau 3 est sans torsion si Ker(2 : F—= 3) = 0 . Chaque
3® Z/4" est alors plat sur Z/A" (i.e., 2 fibres des Z/4" -modules libres de
type fini). On déduit de 2.4 , 2.5 que pour tout Z?)—faisceau F il existe un

) . n . 2
entier =0 tel que F/Ker(s ) soit sans torsiom,

2.9.- La catégorie abélienne des q{'—faisceau.x sur X est le quotient de celle

des Z}Afﬂisceaux par la sous-catégorie épaisse de Z ,-faisceaux de torsion. En

termes équivalents, ses objets sont les R!—faisceaux et, notant F ® Q} le E’—

(3

faisceau F , vu comme objet de la catégorie des m;-faisceaux, on a
L

P

Hom(3 ® Q,, G® Q,) = Hom(F,Q 3, ®
> = 1

La fibre d'un m;-faisceau 8@, en un point géométrique x de X est la

Q!J—espace vectoriel de dimension finie 3 ®EL ED{ .

2.10.~ Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps algébriquement clos
kE et F un Q)—faisceau constructible sur X . Seoit JF' un EJL -faisceau cons-

tructible tel que T~ 3' 2 Iﬂr . Nous verrons en (4.11) que

(gim H)(x, 3' ® 24" ) 8, Q

L )d

est un n{-eSpace vectoriel de dimension finie. Il ne dépend que de F , et se
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S te H‘i(x,s) . La preuve n'utilise pas que 4 soit premier 2 la caractéristique,
c

: ce cas nous intéresse.
_ mais seul

2.11.- Dans cet exposé, tous les calculs importants se feront au niveau des

z/ Ln-faisceauxs le passage aux QL-faisceaux ne se faisant qu'en tout dernier lieu.
Bn_ pratique, il est toutefois souvent commode de travailler systématiquement avec
des QL_fgisceaux. Dans les exposés V et VI de SGA 5, Jouanolou donne le formalis-
me qui rend cela possible. Un des résultats essentiels (VI 2.2) est que si

'f : X —=Y est un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens, et JF
un E{’-faisceau sur Y , alors, pour chaque gq , le pro-faisceau

“g,lm"qur(E R ZEZ/S ,c,“) est un E-L -faisceau sur Y . Il démontre méme une propriété
de régularité plus forte (2 la Artin-Rees) pour le systime projectif des

rif (3@ z1™

!

Jouanolou se place méme dans un cadre plus général, englobant le cas trés

utile des E)\—fsisceaux, pour E une extension finie de 0 Ils sont définis

% L °

comme l'ont &té les Qj-faisceaux, avec @ remplacé par E,,E! par 1'anneau G)
A L i

L L
de la valuation ) et Ef!,n par @}!ﬁn , pour 7 une uniformisante., Il
reviendrait au m@me de définir un E}——faisceau comme un qf—faisceau g , muni

d'un homomorphisme B —> End(F) .
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3.- Formule des traces et fonctions L .

On utilise les notations du §l, et # est un nombre premier # p .

Soient X _ un schéma séparé de type fini sur leﬁq =p") et F, un

Qjﬂfaisceau constructible sur XO . L'interprétation cohomologique de Grothendieck

des fonctions L est le théoréme suiwvant

E i+l
. o . £ i sy k=12
Théoréme 3.1.- LCKo,ao) = Liue:(l—F*t ,HC(X,a)} v

Il est obtenu comme conséquence de la formule des traces :

Théorgme 3.2.- Pour tout emtier =n , L Tr[Fn*,Ex) =g (-1)1Tr(F*“,Hi(X,3}).
x € X i

Rappelons briavement la méthode classique pour déduire 3.1 de 3,2, Posons
T = tf ; les deux membres sont des séries formelles en T , de terme constant 1.
Puisque ﬂ, est de caractéristique 0 , 11 suffit de prouver que les dérivé&es lo-

garithmiques I‘E

ar log des deux membres sont égales,

Pour calculer ces dérivées logarithmiques, nous utiliserons la formule
1-&5‘;{ log det(l-f‘l‘)_l = T Tr(eHT? 5
n>o
dont la démonstration (dans un cadre un peu plus général) est rappelée ci-dessous.
&u premier membre, on trouve

Td% log L(X_,3 ) i ' % | ;fk(x) P F T Tr(F:,E) - (kG = F ]
o

- E: ™, 2: Tr(Fn*,Sx}

mn
n>o x € KF

et au second membre

Z ™) (-1)iTr{F*“,Hi(x,3)) ;

n >o

on compare terme 3 terme,
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 Pproposition 3.3.

type fini et f un endomorphisme de M , Pour toute série formelle inver-

- Soient A un anneau commutatif, M n  A-module proijectif de

sible Q , on pose é%{og Q= Q_l. ﬁ% Q . On a

(3.3.1) Té% log det a-fo)7! = E: Te(£%) 17 A
n>o

Soit M' un A-module tel que M & M' soit libre de rang fini, Remplacer
(M,£) par (M& M, f @0) ne change pas les deux membres de 3.3, et nous raméne
au cas oh M est libre. Pour M = “oa , (3.3.1) est une identité algébrique por-
tant sur les coefficients fg de £ ., Par le principe de prolongement des iden-
tités algébriques, il suffit de la vérifier pour A un corps algébriquement clos
de caractéristique 0 ., Les deux membres &tant additifs en M dans une extension

o+ M - M- M' 5> 0 , il suffit méme de ne traiter que le cas od M est de rang

1 . 8i £ est la multiplication par a, (3.3.1) se réduit alors & la formule

d =15 _ n._n
Tz log ((lraT) ) = o ; 0 drl .
Corolliaire 3.4. - Soient n un entier, et f(n} 1'endomorphisme

(gsevenx )= (E(x J,x,..0,x ) de M . Ona

(n)

(3.4.1) det(1-f T%) = det (1-f T) .

Procédant comme en 3,3, on se raméne & supposer que A est de caractéris-

tique 0 . Il suffit alors de vérifier que les dérivées logarithmiques ~Té% log

des deux membres sont é&gales. On a

d

T3 log det(l-f T) = -n Tné%ﬁ log det(1-£ T") = n ¥ Tc(£ ™™ ,
m > 0

d

~T g log dee(1-2™1y = ¢ pp(eImy @ .
m > o
et on observe que
Tr(f(n)m) =0 si nTm
(n)nm _m
Tr(f ) =n Te(£) "
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Remarque 3.5.- Pour A =Q, ; (3.4.1) est le cas particulier X, = Spec{E‘n} de
3 q
3.1, Utilisant cette identité, il est facile de vérifier directement que le second

membre de 3,1 est indépendant de 9 , et du morphisme structural Xo — Spec{Eﬁ).

Remarque 3.6.- 8i J : X, S XU est une compactification de X . ona
L(XO,3U) = L(Eo,jTEO) et HE(X,E) = Hl(g;jTﬁﬁ . Ceci ramine 3.1 au cas propre, et

explique 1'usage de la cohomologie & supports propres, Pour X propre, 3.2 a la
forme d'une formule des traces de Lefschetz. On notera que les termes locaux

Tr(Fn*,f}x) (x e KFn} ne dépendent que de la fibre de F en x , et ne sont pas
affectés de multiplicité. Pour X et F lisses,cela correspond au fait que le graphe de

F est transverse 3 la diagonale (puisque dF =0 ).

Remarque 3.7.- Si on admet le formalisme des Q,-faisceaux (cf. 2,11 3 4} f£dat
disposer de la suite spectrale de Leray et du théorégme de changement de base pour
les images directes supérieures qui } , il est facile de ramener la preuve de

3.1, 3.2 au cas ob Xo est une courbe lisse et oit 30 est lisse. Ceci est clai-

rement expliqué dans [ 2 7] §5 (pour 3.1 ; 3.2 se traite de mlme).

3.8.- On dispose de deux méthodes pour prouver 3.2..

A, Lefschetz-Verdier : Si xo est propre (cf, 3.6), la formule des traces géné-

rale de Lefschetz-Verdier permet d'exprimer le second membre de 3.2 comme une

. Fo
somme de termes locaux, un pour chaque point de X

. Dans la version originale
de SGA 5, cette formule n'était prouvée que modulo la résolution des singularités.
Le lecteur trouvera une preuve inconditionnelle dans la version définitive, Damns

le cas des courbes, cas auquel on peut se réduire (3.7), les ingrédients de la

démonstration étaient d'ailleurs tous disponibles.

Pour déduire 3.2 de la formule de Lefschetz-Verdier, il faut pouvoir en cal-
culer les termes locaux. Pour une courbe et l'endomorphisme de Frobenius, cela
avait &té fait par Artin et Verdier (voir J.L. Verdier, the Lefschetz fixed point
theorem in etale cohomology, Proc. of a conf. on Local Fields, Driebergen (Springer

Verlag 1967) et la version définitive de SGA 5),
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"~ B. Nielsen-Wecken : Une méthode inspirée des travaux de Nielsen et Wecken permet

de ramener 3.2. 2 un cas particulier prouvé par Weil ; c'est ce qui sera expliqué

dans les paragraphes suivants,
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. " n ;
4.- Réduction 2 des théorémes en Z/ / -cohomologie.

Nous prouverons 3.2 par passage 2 la limite & partir d'un théoréme analogue
en Z/ an—cohomologie. L'énoncer présente la difficulté suivante. Soient X, un

schéma séparé de type fini sur Eﬁ (B F, un faisceau plat et constructible de
Z/ 2"-modules, Ses fibres sont des Zif{nAdeules libres de type fini, et le membre
de gauche de 3.2 a donc un sens (c'est un &lément de Zf,fH . Par contre, les
Hi(X,E} ne seront en général pas libres, de sorte que le membre de droite n'est

pas défini. Obvier 2 cette difficulté est 1l'un des usages essentiels faits par

Grothendieck de la théorie des catégories dérivées.

4.1.- Pour la définition de la catégorie dérivée D(Q) d'une catégorie abé&lienne
@ , et celle des sous-catégorie D'(G) , D (@) , D°(Q) je renvoie au texte de
Verdier dans ce volume., Pour /i, un anneau, on &crit D(A) au lieu de D(catégo-
rie des A-modules A gauche ) ; pour X wun site, on é€ecrit D{(X,A) au lieu de
D{catégorie des faisceaux de N-modules & gauche), De méme pour D+ , etc,,.

Le signe R (resp L , ou L) indique un foncteur dérivé droit (resp.
gauche), Par exemple, :g indique le foncteur dérivé du produit temsoriel : pour
K dans D (A°) et L dans D (A) (hc anneau opposé a fp) , K-i L se calcule
comme suit : on prend des quasi-isomorphismes K' —=> K et L' —= 1 , avec
K' et L' bornés supérieurement et 1'un d'eux 2 composantes plates, et le simple

complexe s(K' ﬁh L') associé au complexe double K' sﬁ LY .

4,2,.- M8me pour traiter le seul cas de la Z/ Ln-cohomologie, nous aurons besoin de
la théorie des traces d'endomorphismes de modules sur des anneaux non nécessairement
commutatifs (des algébres de groupes finis =Z/ LnEGE) . Ces traces ont &té intro-
duites par Stallings et Hattori ; e¢f. le récent article de H, Bass : Euler charac-

teristies and characters of discrete groups, Inv. Math. 35 (1976) p. 155-196.

Soit A wun anneau (2 unité, mais non nécessairement commutatif). On

désigne
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le quotient du groupe additif de A\ par le sous-groupe engendré par les

—mutateurs ab-ba . Si £ est un endomorphisme du A-module 2 gauche libre ﬁn
i L] i— »

e matrice fi , on note Tr(f) 1'image de Ifi dans A® . si £ et g sont

£ A =
deux homomorphismes An —;————€> hm , on vérifie aussitdt que Tr(fg)= Trlgf) .
2

Soit f wun endomorphisme d'un A-module projectif de type fini P , Eeri-
a cela signifie choisir un mo-
dule P' , et un isomorphisme a: PP *2;—9-An » soit encore choisir un ho-
momorphisme a : P ————5-AF , et une rétraction b : An ——>= P (prendre
P' = Ker(b)) . Soit f' = glf an)a-l = afb . On pose Tr(f) = Tr(£f') . Ccet €1&-
ment de A® ne dépend que de £ : si un autre choix P ——= A" est fait, on a

d

—_—
a = a(de)(ba) , d'on

TR(afb) = Tr(adcbafb) = Tr{cbafbad) = Tr(cfd)

$i f est un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini Z/2 -gradué,

de composantes fi : pd e —— P1 , On pose
Tr(E) = Tr(£) - Te(f) .

§'11 y a risque d'ambiguité, on écrira plutst Tr(f;P) . Si les homomorphismes

P -—E—} Q sont homogenes, on vérifie aussitdt par réduction au cas libre que

g

(4.2.1) Tr(fg) = Tr((-1)9¢8f-deg s 4

81 f est un endomorphisme d'un j-module Z/2 -gradué filtré (P,F) de

filtration finie, compatible & la graduation, et que les Gr;(P) sont projectifs de

type fini, alors P est projectif de type fini, et
(4.2.2.) Tr(£;P) = T Tr(f ;cr;ma
(scinder 1a filtration pour se ramener au cas d'une somme directe).

4.3.- Un module Z- gradué sera considéré comme Z/2 -gradué par la parité du degré.

En Particulier, si £ est un endomorphisme d'un complexe borné de p-modules pro-
jectifs de type fini, on pose
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(4-3.1.) Te(£) = TC-1F Tr(eY) .
D'aprés 4.2.1., si f est homotope 3 zéro, Tr(f) =0 :
(4.3.2.) f =dH + Hd => Tr(f) =0
Soit Kparf(ﬁ) la catégorie d'objets les complexes bornés de fp-modules pro-

jectifs de type fini, et de fléches les morphismes de complexes pris a homotopie preés

Le foncteur K {A) —— D(pA) est pleinement fidéle. On note (A) son

parf D9arf

image essentielle, Les formules (4.2.1)(4.3.2.) permettent de définir Tr(f) pour

f un endomorphisme de K £ Ob DP (n) (et cette trace ne dépend que de la classe

arf
d'isomorphie de (K,f)) .

4.4,- Rappelons que la catégorie dérivée filtrée DF(G) d'une catégorie abé&lienne
G est la catégorie déduite de celle des complexes d'objets filtrés de filtration
finie de (@ en inversant les gquasi-isomorphismes filtrés (= morphismes de complexes

filtrés induisant un quasi-isomorphisme sur le gradué associé), On dispose de fonc-

teurs "complexe sous-jacent" : DF(G) —= D(G) : (K,F) —= K et "pléme compo-

sante du gradué" : DF(G) — D(Q) : (K,F) ——— Gr;(K) .

Soit KF (A) 1la catégorie d'objets les complexes bornés filtrés de fil-

parf

tration finie (K,F) avec des Gr;(Kq) projectifs de type fini, et de flaches les
morphismes de complexes respectant la filtration, pris & une homotopie respectant

la filtration prés. Le foncteur (A —= DF(]) est pleinement fiddle ; son

KFparf
image essentielle DFparf(A) est formée des (K,F) danmns DF(}) , tels gque les

P . "
GrP(h) soient dans Dparf(ﬂ} et presque tous nuls ; si (K,F) est dans DFparf(h)’
alors K est dans Dparf(h} 3
D'aprés 4,2.2., si f est un endomorphisme de (K,F) € 0b DFparf(h} , on a
(4.4.1) Tr(£,K) = £ Tr(£,6ro(K)) .
P

4.5.- Soient ) un anneau, et K € Ob D (A) ., On dit que K est de

Tor-dimension € ¥ si pour tout A-module 2 droite N , les hypertors
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L
ui(N gh K) sont nuls pour i < -r , Tl est dit de Tor-dimension finie si cette

condition est vérifiée pour un r .

On emploie la mEme terminologie pour un complexe de faisceaux

K € 0b D (X, 1)

femme &4.5.1.- Scient /| un anneau noethérien & gauche, et K &€ Ob D (A) ., Pour
A ————————

que K soit dans DP (A) , il faut et il suffit qu'il soit de

arf

Tor-dimension finie et que les Hl(K) soient de type fini.

Quitte 2 remplacer K par un complexe isomorphe (dams D (pA)) , on peut
gupposer K borné supérieurement et & composantes libres de type fini (ef, 4.7. ci-
dessous). Si K est de Tor-dimension < r , les H (K) sont nule pour i <-r

R T/Im(d) admet la résolution libre

-r-1

(... —=>K —— K") ——= K T /Im(d)

-r=k.

I
et pour tout fA-module & droite N , H N 3ﬁx) e ¢ SPK) = TorkCN,Kr/Im d)

pour k >1 .

Par hypothése, ces groupes sont nuls ; le module K?/Im d est donc plat de

présentation finie, i.e. projectif de type fini. Le quotient
+2
0 —= K Im(d) —=> KT —=2 K —s .

de K est quasi-isomorphe & X , et ceci montre que K £ Ob Dparf(h) .

Proposition-définition 4.6.- Soient X un schéma neethérien, et [, un anneau noe-

thérien & gauche, On note D:tf(K,h) la sous-catégorie de D (X,A) formée

des complexes K wvérifiant les conditions équivalentes suivantes

i) K est isomorphe (dans D (X,)\)) 2 un complexe borné de faisceaux de

fi-modules plats et constructibles.
;3 - i s s = i .
ii} K est de Tor-dimension finie et les faisceaux H (KD sont constructi-
E bles,
—_—
[
83
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Méme argument gqu'en 4.5., 3 partir du lemme suivant.

i ) i .
Lemme &.7.- 8i un complexe de faisceaux de A-modules est tel que les H (K) soient

constructibles, et nuls pour i grand, il existe un quasi-isomorphisme

K' —=> K , avec K' borné supérieurement 3 composantes constructibles et

plates.

On construit K' en se propageant de droite 24 gauche, Pour un m tel que
i A " 5 i 2 £
les ﬂl(K) (i >m) soient nuls, on prend XK' =0 pour i > m .Supposons ensuite

déja construits les K'® pour i >n

gl - A oo S

gl iy, :

avec ﬁ;{K') E— ﬂ;(K} pour i >n+l , et Ker(d) —> ﬂ?+l(K) surjectif en

degré n + 1 . D&finissons des faisceaux A et B par le diagramme cartésien
K" — K" /Im(d) ——> Rer(d)
A—"—=p Ker (d) a

Alors, B est constructible, wu est surjectif, et pour avancer d'un pas,

il suffit de construire K plat et constructible et v : K" ——>> A tel que uv

soit surjectif. Que ce soit possible est garanti par le lemme suivant.

Lemme 4.8.- Soit v : A——=> B un épimorphisme de faisceaux de A-modules, avec B

constructible. I1 existe alors u : K——> A avec K plat et constructi-

ble et wvu un épimorphisme.

Le faisceau A est quotient d'une somme de faisceaux de la forme o,
pour U ——> X &Etale. Puisque B est noethérien (SGA 4 IX 2.10), une somme

finie de ceux-ci s'envoie dé&j2 sur B , d'od le lemme.
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‘Théordme 4.9.- Soit F : X ——> Y wun morphisme séparé de type fini de schémas

b

noethériens, 8i K £ 0b Dctf

b
(X,A) , alors Rf,K € Ob Dctf(Y”"') v

Rappelons que si X ed o £ 5¢ est une compactification relative de
X/Y , on a par définition Rf! = Rg;ojl , ot RE* est le foncteur dérivé du
foncteur f* . Cette formule raméne la preuve de 4.9 au cas o f est propre, Pour
£ propre, £, est de dimension cohomologique finie ; ceci permet de dé&finir RE,,

gur la catégorie dérivée tout entiére, et aussi comme un foncteur
RESD (X,A) —>D (¥,N) .
Par composition, on définit de m@me en général

RE DT(X,A) —= D7 (Y, M) i

L

Pour tout A-module 2 droite N , on a (preuve donnée ci-dessous)
i . L
(4.9.1) N® Rf, K—=REf (N® K) .
Déduisons 4.9, de (4.9.1.).
a) La suite spectrale

B9 = £,83 (k) = 1P e K ,

et le théoréme de finitude pour Rf, , montrent que Rf K £ 0b Dbfx,h) et est &

cohomologie constructible, Reste & prouver la Tor-dimension finie (4.6,).

b) Si K est de Tor-dimenmsion < -r , il en est de méme pour Rf K

L ; s
¢ :
on a H'(N® RfK) = gl(qu{N ® K)) et, dans la suite spectrale ci-dessus pour

N® K , les qu sont nuls pour 9 < r -a fortieri pour p#+g < r -

Frouveons 4.9.1., en restant au niveau des complexes,

a) Utilisant la formule de défin

P

tion th = Rf o0 jl , on se raméne a supposer f

propre,
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b) Représentons K ar un complexe borné supérieurement 2 composantes acycli-
f | 4 35 E L

S P - £ o E x -
ques pour £ Rrr”;(q =0 pour p>0 . Ona alors REK~ f K . Il n'est pos-
sible de travailler ainsi avec des complexes bornés supérieurement que parce que

£, est de dimension cohomologique finie.

c¢) 8i L wun fi-module & droite libre, on a apf*(L 2 k%) =1 2 Rpf*Kq : cltest tri-

vial pour A 1libre de type fini, et le cas général s'en déduit par passage & la

limite, Le faisceau L ® Kq est acyclique pour f* , et f%{L 2 Kq} =L 8 f*Kq .
b @

d) Soit N, wune résolution libre de N , Ona N® K-~ i(N* ® K) (complexe

simple associé au complexe double N, & K) . D'aprés c) ,

L L
RE (N 8 R) ~ RE_(8(N, 8 K))~E (S(NBK))~ s(NB £, K)~ N & REK

soit la formule annoncée,

Lorsque Y est le spectre d'un corps séparablement clos, le foncteur RE,

s'identifie 2 un foncteur noté RT, * Db (X,A) ——>D

ctf ()

parf

Théoréme &.10.- Avec les notations du §1, soient XO un schéma séparé de type fini

sur Ea » €t A un anneau noethérien de torsion, tué par un entier premier

E_ p . Soit Kc £ Ob Dﬁtf(xo,h) . Avec la définition 4,3, des traces, on
a pour tout n
n#* b T Ze
(4.10) L o Tr(F ,:{x} = Tr(F ,RLC(I{,K}) .

x € X

Dans la fin de ce §, nous allons déduire 3.2, de 4,10., et prouver 2.10.

4.11.- Preuve de 2.10.- Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps algé-

briquement clos k , et soit G un nfwfaisceau sur X , D'aprés 2.8. on peut

1'écrire sous la forme Gg=¢@ Q, , avec F un Z;-faisceau sans torsion, Posons

n+l

K. = BCORE @ et hye pemne™thy

n+l

D'aprés 4.9., on a K, € Ob Dp (Z/1 ), et il résulte de 4,9.,1 que la flache na-

ar £

turelle
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i
: o
(ﬁ-.ll.l) Kn 321.‘{-!!4—1 zZ/L— K‘Kl-]_ "

est un isomorphisme. Le probleéme de la définition de cette flache est discuté en

4,12

On peut maintenant invoquer SGA 5 XV 3.3 (p. 31, 1-2 & la fin ; ce passage

‘est indépendant du rest de SGA 5) pour réaliser chaque Kn par un complexe borné de

n+l

z/ 4 -modules libres de type fini, et les fléches 4.11.1 par des isomorphismes de

complexes

W
R @z/i ——>K, 4 .

Soit K 1le complexe {,_:i;m Kn . C'est un complexe borné de Z, -modules libres, et

L

K, ~ K &y z/2* | on a

E

BH(K) = 2im BU(K) ;

(tout syst2me projectif de groupes finis vérifie en effet la condition de Mittag-

Leffler), et H (K) est un Z, -module de type fini, On a

i

i LA
H (X,0) = (4im H' (K )) szén‘ :

c'est un Q! -espace vectoriel de dimension finie

4.12.- La fléche (4.11.1) .- Pour définir la fladche 4,11.1, on ne peut pas procéder

comme en 4.9., i.e, résoudre Rf{n par un complexe de Z/ 1,n+1—modules libres,
puisqu'on veut construire un isomorphisme dans Dparf(Z&{ {n} . La flgche wvoulue est
un cas particulier de la fléche d'extension des scalaires suivante.

(#) Soit A —= A' un homomorphisme d'anneaux noe thériens de torsion. Pour X wun
schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, et K € Obctf{.‘{,f\) , on a un

isomorphisme

L - L
RT.(¥%,K) 8, A' ——> RT_(X,k 8, A"

Des fliches plus générales sont construites dans SGA 4 XVII 4.2.12 . La mé-

thode est 1a suivante
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a) La définition de R—c et la formule j, (K& A') = (j, K} A' pour une immersion

ouverte nous raménent au cas oa X est propre.

b) Pour X propre, il s'agit de remplacer K par un complexe borné & composantes

acycliques pour le foncteur , et de fibre en tout point géométrigque (ou seule-

ment en tout point fermé) homotope & un complexe de A-modules plats Pour un tel

i}
complexe, on a T{X,K) ~ RT(X,K) et K Epﬁ' ~ K® A" ; la flgche (4,11,1) est dé-
finie comme la composition
L L
RT(X,K) 28, A" —> T(X,K) BN —> T(X.R 8, A") «=— RU(X,K 2,A") .

¢) 11 reste 3 montrer qu'il est possible de remplacer K par un complexe du type
voulu (SGA 4 XVII 4.2.10). On remplace d'abord K par un complexe borné & compo-
santes plates (4.6), puis on en prend une résolution flasque canonigue tronguée

(ceci ne modifie pas le type d'homotopie des complexes fibres, et on tronque assez
loin pour que soit wérifiée la condition d'acyclicité pour T (i.e. au-dela de la

dimension cohomologique de T9).

4.13.- Preuve de 3.2,- Pour simplifier les notations, nous ne traiterons que le cas

n=1 de 3,2, Le cas général s'en déduit en remplagant ]Fq par ]Fqn , et Xo par
X 2 iy q + 0m 1'obtient aussi en remplagant ci-dessous F par FORI
9 9
Soient donc Xo séparé de type fini sur IE‘q s et C_;o un m&—faisceau sur
Xo . On a Qo = 30 ® ﬂ]{’ » pour ZE.{ -faisceau sans torsion convenable 30 . Soit

B - RT_(X,53 2 2/ +£™) . Les morphismes de Frobenius induisent des morphismes

—_ n+1
R WS K, (dans Dparf(m:"{, ))

qui se déduisent les uns des autres via les isomorphismes &4.11.1.

Réalisons comme en 4.11 les K, et les isomorphismes 4.11.1 au niveau des
complexes, Le passage déj2 cité de SGA 5 XV 3.3 permet de réaliser les morphismes
F* par des endomorphismes de complexes, encore notés F#* , qui se réduisent les

uns sur les autres. On note encore F¥* leur limite projective, et les endomorphis-

mes qui s'en déduisent, Puisque Hi(x,q) = Hi(K) 2 ﬂ{‘ = Hi(l{% Q{,) , on a (avec
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a convention de signe de .1)

Tr(F*, HE(X,Q = Tr(F*, K* @ Q,) = Tr(F¥,K*) = Lim Tr(F*,K* ) =

n

4im Tr(F*,RT (X,3 ® z/ ")) |
n

n+1

Appliquons 4,10 a3 3 S Z/ g (vu comme complexe réduit au degré 0), pour

o
A= Z/ ,g,n+1 . On trouve que

o+l

) = Tr(F*,3 ® Z/ 4

Tr(F#,RT_(X,3® Z/ 1 ),

Tr(F*.Qx) mod {,n+1 "

et 3.2. en résulte par passage & la limite.

2le]

103




Rapport S

5.- La méthode de Nielsen-Wecken.

Dans ce chapitre, nous prouvons deux cas particuliemsde 4,10, Le cas géné-

ral sera considéré au chapitre suivant.

Lemme 5.1.- Le théoréme 4,10 est vrai pour }’.o de dimension O

En dimension O , la formule (4,10.1) wvaut pour toute correspondance, et

non seulement pour les itéré&s d'un Frobenius. Elle est un cas particulier de 1'énon-
cé suivant (appliqué 2 X(TF) , K et aux F*) |

(#) Soit X un ensemble fini, F : X —>X , K € 0b Dparf(}{,ﬁ)etF*:F*‘K—é B
On a

T g Tr(F;,Kx) = Tr({F#,T(X,K)) .
x & X

on a T(X,K) = %X Kx , et la formule résulte de ce que pour tout morphis-

" v = 3] X
Kx i - % 7 K , de matrice u , on a Tr(u) 'I'r(ux) .

me u
x x X € X

D
x € X

Lemme 5.2.- Soient ) un anneau noethérien de torsion, tué€ par une puissance du

nombre premier 4 # p , Xo une courbe projective, lisse et connexe sur
]FCI s 3 UO"—>XD un ouvert dense de ){o et GfJ un faisceau locale-

ment constant de p-modules projectifs sur U, . 0Ona

- Tr(F*,Gx) = Tr(F*,RTC(U,G)} )
x U

Plus précisément, nous déduirons 5.2 du

Théoréme 5.3.- Soient X une courbe projective non singulidre sur un corps algé-

briquement clos k,f un endomorphisme 3 points fixes isol&s de X et

v(f) le nombre de points fixes de f , chacun étant compté avec sa multi-

plicité : v(f) est le nombre d'intersection du graphe de f avec la dia-

gonale de X x X , Alors, pour ! premier 2 1l'exposant caractéristique de

k , on a

vig) = £ (- Telenutx,g,)) .
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Ce théorgme est df 2 Weil ([47, n® 43,66 et 68) et la démonstration de Weil
.est reproduite dans Lang [3] (VI §3 th.6 combiné avec VII §1 th.3). On peut aussi le

-.déduire du formalisme de la classe de cohomologie associfes & un cycle ([Cycleld 7.

Corollaire 5.4.- Soit j : US——> X un ouvert dense de X , tel que

£l =u . siles points fixes de f dans X-U sont de multiplicité unm,

alors le nombre vU(f} de points fixes de f dans U (chacun compté&

avec sa multiplicité) est

vy = & = e Tr(£%,H_(U,R,)) .

Soit F 1'ensemble fini X-U ., La suite exacte de cohomologie définie par

la suite exacte courte 0 —> j, QJ QL = QLF >0 :

2 5 Hi(U,ﬂ{’) s Hi(x,qt) _— H"'(F,Q,) —E’:»

fournit, avec la convention de signe de 3.1,

'I‘r(f*,Hg(U,n}{’)) = ‘I‘r(f*,H*(x,ﬂ!‘r)) - Tr(f*,H*(F,ﬂr)) = v(E) - Tr(f*.l}f)

La trace de f£¥* sur Qf

est le nombre VF(f) de points fixes de f dans F :

1'hypothese de multiplicité unassure donc que
Tr(f*,Hg(U,Qé)) = vw(£f) - VF(E) = vuff)

comme promis.

La preuve de 5.2. utilise quelques lemmes que nous allons développer mainte-

nant sur un cas particulier des traces non commutatives 4.2.- Pour abréger, nous
dirons projectif pour projectif de type fini,
5.5.- Soient A un anneau, et H un groupe fini, L'application T ah.h ———> classe

de Ao de 1'algébre de groupe ATH] dans . s'annule sur les commutateurs

ab-ba de A[H] . Elle se factorise donec par

e+ ATH — 8
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Si F est un endomorphisme d'un ATH]-module projectif P , on pose
P L K ] P

H = o -
T (F) = g T oo (F)

ot au second membre figure la trace 4.2. Pour éviter des ambiguités, on éerira par-

fois cette trace Tr?(F,P) .

Proposition 5.6.- Tr (F) = |u| . Tr?(F) .
I |3

Les propriétés formelles des traces nous raménent & ne traiter que le cas

ot P = A[H] . L'endomorphisme F est alors la multiplication & droite par un &1&-
. I = H = -

ment Lah.h de A[H] , et Trﬂ(F) = [H‘ae . Trﬂ{F) = a3

5.7- BSoient A un anneau commutatif et /I une A-algébre. La multiplication par

un élément de A passe au quotient pour définir une structure de A-module sur hh
5i H est un groupe fini, P un A[H]-module projectif et M un A[H]-module,
projectif en tant que J-module, on sait que le j-module P SAM ,muni de 1'action

diagonale de H , est un A[H]-module projectif, En effet
a) Il suffit de le vérifier par P = A[H]

b) Le A-module P 8,M , muni de l'action de H définie par son action sur le pre-

*

mier facteur, est clairement un A[H]-module projectif ; notons le (P 8AM)'
c¢) L'application h®8 m —=>h 8 h_lm induit un isomorphisme
(5.7.1) A[H] @M —> (A[H] 8,10)" .

Proposition 5.8.- Avec les notations précédentes, si u est un endomorphisme de P

et v un endomorphisme de M , on a

H H
Trh(u 8 v) = TrA(u).TrAﬁv}

On se raméne & supposer que P = A[H] ; l'endomorphisme u est alors la
multiplication & droite m, Par un élément x = zahh de A[H] . L'isomorphisme

1

(5.7.1) transforme u® v en Taym ® h™ v , de trace ae.TrA(v) ;
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5.9,- Soient G un groupe extension de Z par un groupe fini H

1 > H > G > I > 1 .
et G+ l1'image inverse de W ., Soient A un anneau, et P un h[G+]—modu1e, pro-
jectif en tant que A[H}-module. Si g € G+ , on note Zg le centralisateur de g

dans H ; la multiplication par g est un endomorphisme de P , wvu comme
Z
ﬂIzg]'module . P é&tant A[Zg]—projectif, une trace Trhg(g) est définie, D'aprés

5.6., on a

Z
(5.9.1) T, (2) = |z_|.7t Ble)

el
Supposons que [/ soit une algébre sur un anneau commutatif A , Pour P un

A[G+]—module, projectif en tant que A[H]-module et M wun h{G+j—module, projectif

en tant que f-module, le h[G+]-module P @M (action diagonale de ¢7) est pro-

.

jectif en tant que A[H]-module et d'aprés 5.8., pour tout g £ G , on a

z z
g - g
(5.9.2) Tz, (g,P ®M) = Tr, (g,P).Trh(g,M)

5.10.~- Scient P un h[G+]—module, projectif en tant que p[H]-module, et PH les

coinvariants de H dans P , C'est un j-module projectif. L'action de g € G+

passe au quotient, et définit un endomorphisme de PH qui ne dépend que de 1'image

de g dans W . Nous notons F 1'action des &léments g € G+ d'image 1

Proposition 5.11.- Trﬁ(F,PH) = gga Irhg(g,P) » o gg& désigne une somme &tendue

aux classes de H-conjugaison d'é€léments de G d'image 1 dans N

Aprgs multiplication par |H| , cette formule peut se vérifier comme suit :

|2, CF2) = e, (T, 6.2) = Tr,( T, g,p) = gt AL - I ‘e
-Tr, (F, P, Ale51 8Py T, g1 8 ggl [Zg| Trh(g,P) 651 !H].Trh (g,P).
’
Choisissons un €lément g € e d'image 1 dans I , et soit ¢ 1'auto-
morphisme A[H] induit par 1'automorphisme adg de H . Il revient au méme de
- se donner un ﬂfGLﬂamodule, ou un A[H]-module muni d'un endomorphisme o -linéaire
Y i on fait agir gnh par ¥ . Dans ce langage, la formule 5.11 prend la forme:
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Tr (v,B.) = 7' Tr, 'B(hv,P) , of
i H h A

Rapport - 28 -
pour P un A[H]-module projectif et pour Yy un endomorphisme O -linéaire de P ,

-— 2

T est une somme sur les classesde adg -conjugaison dans H (orbites de H a- '
.
X

gissant sur lui-méme par les xFH—> hxadg{h)_l) i

Sous cette forme, les propriétés des traces nous raménent aussitdt au cas

o P = A[H] . L'endomorphisme Y a alors la forme x+—> glx) a , avec

a = 7ah dans A[H] . I1 suffit de traiter le cas universel od les a, sont des
indéterminées, Dans ce cas, N = Z< a, >, € (polyndmes non commutatifs) et AR
est sans torsion : on obtient 5,11 par 1'argument du début et division par [H]| .

On peut aussi calculer directement.

Remarque 5.11.1.- Tout ce qui a &té dit ci-dessus s'applique aussi bien aux modules

Z/2 -gradués, ou aux complexes de modules (cf. 4.2, 4.3) .

5.12.- Reprenons les notations de 5.2, et soit A = Zfa81 , n é&tant assez grand
pour que [\ soit une A-algébre, Soit £ : Vo — = U, un rev@tement fini étale et
connexe de Uo , galoisien de groupe de Galois H , et tel que le faisceau

E*Go soit constant, On note M la valeur constante H°(v°,f*co) de G, c'est

un MA[H]-module, projectif en tant que A-module,

, est un

Le faisceau £ A sur UO , muni de l'action naturelle de H
faisceau localement libre (de rang un) de A[H]-modules. Le complexe RI_(U,f.A)
est donc objet de (A[H]) . Il est muni d'un endomorphisme de Frobenius F¥

Dparf

#
Pour l'action naturelle de H sur f_f Go , le morphisme trace

*
£.£f Go ————b-Go se factorise par un isomorphisme
(£,876 ), —>
I G H G, .

*
Par ailleurs, on a f*f Gu = fﬁH = fA ®A M (avec action diagonale de H) .
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L'isomorphisme

Gy = (E, A @M, = (LA &yl
ge dérive (4.12) en un isomorphisme
RT (U,6) ~ (RT (U,£,4) ®,M) ehEH]'ﬂ .

L'endomorphisme F¥* du membre de gauche se déduit de 1'endomorphisme F*
de RI‘CKU,E*M . Le complexe de A[H]-modules RT_(U,f,A) , muni de F* , peut
-+
gtre vu comme un complexe de A[G+]-modules, pour G =H x I . Les formules 5.10

et 5.9.2., amplifiées par 5.11.1, fournissent donc

z
Tr(P*,R_T‘c(U,G)) =z Tr h(hr*, RT (U, £,4)).Tr,(h, M)

n o8 A
e od T' est une somme sur les classes de conjugaison dans H . De plus,

T z, G
|2 |.Tr, “(hF#,RT (U, £,A4)) = Tr (Fh™") " ,RT_(V,A)) .

Cette formule reste vraie pour A = Eﬁ'fn » avec m de plus en plus grand., Passant
Z
2 la limite, on trouve gue TrAh(hF*,RTE(U,E*ﬁ}) vaut

1 i -1.% i
TE;T-Z(-I} TeCirh ), HCCV,NL))
(un élément de z) , et

(5.12.1) Tr(F*,RT (U,6)) = ©' _1_ 7e((rn™H)¥, 5¥v,0,). e, (000 .
c c. L A
h IZhE
5.13.- 11 reste maintenant 2 appliquer 5.4 (noter que si V est la complétion pro-
., les points fixes de thl sont tous de multiplicité

Jective non singulidre de V

un), On peut le faire sans aucun calcul :

A, 851 U =¢ |, Tr(F*,R:—‘C(U.G)) =0 .

En effet, FhL n'a pas de point fixe sur V , 5.4. montre que

i -1, % i
Z(-1)" Tr((rh 1) i Hi(v,m))) = 0 et on applique 5.12.1
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B. Dans le cas général, soit § : U' = U - v ©——= U . La filtration
j,j*C—c = GD de Cn induit une filtration de RTC(U,G} de quotients successifs
F
RT.(U',6) et Rr_(U ,6) . D'aprds 4.4.1 et 5.1, on a
Tr(F*,R‘_“C{U,G)} = Tr(F*,R_—c(U‘,GH -+ T Tr{F#*,G_) .

x € UF

F

et, puisque U' =g , le premier terme au second membre est 0O
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6.- Fin de la preuve de 4.10.

Prouvons 4,10., sous les hypothéses additionnelles que 1'anneau /i est
gnnulé par une puissance d'un nombre premier £ #p , et que n =1 ., Le cas gé-

néral en résultera : décomposer [\ en ses composantes J-primaires (£ parcourant

les nombres prerniers), et remplacer F'-'i par Fq“ " }{o par XO &E_q ]Fqn ¥
" b
Pour XD séparé de type fini sur ]Fq , et K.o £ 0b Dctf(xo’h} ., posons
T'(Xé,KO) = T p Tr(F%,K)
x € X

et

T"(KB,Kb) = Tr(F*,RTE(K,K}) 2
I1 faut prouver l'identité
. n - "
[ & xo,KD) T (XO,KO} T (XO,KO) .

On commence par observer que T' et T" (notés génériquement T) obé&issent & un

mBme formalisme

(A) si j : UOQ-% X, est un ouvert de X =, de fermé complémentaire Y_ , on

a
T(X KD = T(U_,K [u)) + T(Y_,K_ [Y ) .

C'est clair pour T' , Pour T" , on observe que la filtration

0c j,j% K, < Ko de Ko induit une filtration de RTC(X,K) , de guotients succes-

sifs R‘;‘C(U,K) et R'I_"C(Y,K) , €t on invogque 4.4.1 [plus exactement énoncé
Ku » muni de la filtration dite, définit un objet de DF(X,A) par application
de R‘;"c » on en déduit un objet de Dpparf(‘ﬂ‘) . auquel RI‘C(X,K') est sous-jacent,

et de gradué comme dit ]

(B) si KO e€st un complexe borné & composantes constructibles et plates,

e SR . . §
1(RG.L°) m(-1) T(ac,hol
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C'est clair pour T' ; pour T" , on applique 1'argument ci-dessus 3 la filtration
bete de Kﬂ ; pour obtenir
Wl m S g o > SRR -
T"(X ,K. ) = IT"(X ,KT=1i]) = £(=1)" T"(X ,K ) ¥
o’"o (. L o’o

(C) Pour £ : KO —_— YD un morphisme, on a
™"(X ,K. ) = T"(Y ,Rf K )
o (o] (e ] [=]

et la m@me identité wvaut pour T' si les fibres de f aux points rationnels de Yo

vérifiant (1 ; f-l(y),Ko]f_l(y)) : on utilise que

r — " -1 =
T'(X_,K)) = T g T'(E (y),Kc]f 1(:;)}
y €Y
et

RT _(Y,Rf K) = RT _(X,K) 5
c ' =

Utilisant ce formalisme, et 4,7., on raméne la preuve de 4,10 aux deux par-

ticuliers 5,1. et 5,2.
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FONCTIONS L MODULO -",n ET MODULOD p.

Dans cet exposé, je prouve une formule znalogue au théorzme du rapport sur

la formule des traces (ce volume ; cité "Rapport" par la suite) pour un anneau de

coefficients A qui soit de torsion premier & p , ou un corps de caractéristique

Un usage essentiel sera fait de SGA 4 XVII 5.5 .

P .
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1.1.- Soit A un anneau commutatif. Pour une liste des propriétés des foncteurs
TF—, (A-modules) ——> (A-Modules), je renvoie & SGA 4 XVII 5.5.1 et 2. Rappelons
geulement que pour M plat (en fait, seul le cas o M est projectif de type fini

pous intéresse), on a

3
n
™M = (@ M) i {tenseurs symétriques de degré n) .

1.2.- Soient X un S-schéma, x“/s la puissance fibrée niég& de X et = la
projection de x"/s sur (anS)fgn = Sym;(x) (supposé exister). Si G est un
faisceau de A-modules sur X , le produit tensoriel externe de n copies de

G :éé G , est un faisceau Sn—équivariant sur x“fs . Nous aurons & faire usage du
foncteur rn externe de SGA 4 XVII 5.5.7 2 9 . Rappelons seulement que pour G

un faisceau de A-modules plats (en fait, seul le cas constructible et plat nous in-

"~ téresse), on a

n L

T_‘ext(G) =TTy ¥ae
Lemme 1.3.- Pour S = Spec(k) , avec k algébriguement clos, X une somme finie
de copies de § , et G un faisceau plat de A-modules sur X , on a

T(syml(X), Tg, (6)) = TT(X,6)

En effet,
( n n n H %1 n = %1 g gn
™ ™ = T & T = TAX/ = T -
Syms(:-:}, ext(G” _(Symsth), T, & G) (X /5, BG) (» T(X,6))
= 4RI ;
l.4.- Nous aurons 2 utiliser les dérivés des foncteurs non additifs T et Tgﬁt .

La théorie de tels foncteurs dérivés est due & Dold et Puppe (Homologie
nicht additiver Funktoren, Anwendungen. Ann, Inst. Fourier XI 1961, p. 201-312).

Pour des rappels plus complets que ceux donnés ci-dessous, je renveoie 3 SGA 4 XVII

5.5.3,
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Seit (¢ wune catégorie abélienne (voire une catégorie additive ofi tout en-
domorphisme idempotent soit la projection sur un facteur direct)., Notons N le
foncteur de normalisation N : (complexes cosimpliciaux d'objets de (G) —m—>
(complexes différentiels d'objets de O , avec Ki =0 pour 1 < 0) . C'est une
équivalence de catégories, Ainsi que son inverse, elle transforme morphismes homo-
topes en morphismes homotopes. §5i T est un foncteur G —> R , et si K est
un complexe d'objets de (¢ , & degrés positifs (Ki =0 pour i < 0) , on pose

TK = NT N 'K

Exemple 1.5.~ Si K est réduit 3 M en degré 0O , TK est réduit a TM en de-

gré O

1.6.- 8i K est un complexe borné, 2 degrés positifs, de A-module projectifs de

type fini, le complexe de A-modules an a les m@mes propriétés.

Notons D=O (A)la sous-catégorie de D (A) (Rapport 4.3.) formée des
parf parf
complexes de Tor-dimension < O .On voit gque Tn induit un foncteur
no, >0 - >0
LF ¢ D;arf(A) — D;arfu’) .

Pour la définition analogue, mais plus compliquée, de Lfn

ext @ Je renvoie

a SGA 4 XVIT 5.5.14.

1.7.- Soient K wun complexe borné de A-modules projectifs de type fini, et u un

endomorphisme de K ., On note det(l-ut,K) 1la série formelle de terme constant 1
i i

det(l-ut,K) =1T-det(l-ut,K1)(_1) :

i

On laisse au lecteur la vérification des propriétés suivantes,

(1.7.1) Soit F une filtration finie stable par u , telle que les GIE(KQ) soient

projectifs de type fini, Alors

det(1l-ut,K) =“|;|’ del:(l-ut,GrIp,(F)} ;
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(1.7.2) Si on translate K de q crans vers la gauche, on a

203
det(l-ut,K[q]) = det{l-ut,K)

proposition 1.8.- Soit wu un endomorphisme d'un complexe borné, a depgrés positifs,

de A-modules projectifs de type fini, On a

(1.8.1) det(1-ut,K)™F = T Tr(u, k)"

n

Notons D(u,K) le second membre de (1.8.1)

Lemme 1.9.- Soit u un endomorphisme d'une

suite exacte courte de complexes bornés

2 degrés > 0 _de A-modules projectifs de type fini
(8] > K' > K = K" > 0 R
on a D(u,K) = D(u,K') . D(u,K") .
Si O > M' > M > M > 0

est une suite exacte courte scin-

n ; . . .
dable de A-modules, T M a une filtration naturelle, de quotients successifs les

rln' ® TJM” (i+j =n) . D&s lors, an admet une filtration naturelle,

_ITiKr 2 N_lTjK”} (L + § = n)

de quotients
successifs les complexes N(N » canoniquement homotopes

aux complexes simples g(?igls T'K") déduit des complexes doubles TiK' 2 ?AKﬁ s et

Tr(u,TnK) = T Tr{u,TiK'i.Tr(u,ij")
i+j=n

d'olt le lemme. De 1.9., on tire par récurrence :

Lemme 1.10.- Soit F une filtration finie stable par u de K

, telle que les

Gti(Kq] soient projectifs de type fini. Alors,

D(u,K) =T1‘a(u.cx§(x>> .
P

Lemme 1.11.- Soient u un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini

gt Ml-q] le complexe réduit 3 M en degré

q . On 2
q
D(u,M(-q7]) = (¥ Tr{u,"nﬂ)t“)("l} (g > 0)
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D'aprés 1.5., c¢'est vrai pour q =0 . Procédons par récurrence, il reste

a4 montrer que

Dlu,M[-q7) . D(u,M-(q+1)7)

I
et

Cette formule résulte de 1.9, appliqué cu complexe K réduit a2 M en degrés q

et q+l f(avec d = 1Id) , et & sa filtration b2te

R B0 M) — = L W—— M) —(, . M — 8..J)

En effet, K est homotope 2 0O . Dans la catégorie dérivée, on a donc

Tn(KJ = TBCO) : Opour n > 0 et Apour n =0 , et D(u,K) = 1

1.12 - Prouvons 1.8. D'aprés 1.10 appliqué & la filtration "be2te" de K par les

sous-complexes

gt e

on a

q
DCu,K) =T, K[-a]) =(; 15y TT (& Tetu, TR DIH D
q 2 q

Il reste & prouver que pour u un endomorphisme d'un module projectif de type fini

M, on a

(1.12.1) det(l—ut,‘b{)-l =7 Trle, Tt

S§i u=0 , les deux membres valent 1 ., Ajoutant & M un module N sur lequel
u=0 , et appliquant 1.9 , on se raméne 3 supposer que M est libre. Prenons-en
une base, Il s'agit alors de prouver des identités algébriques entre les coordonnées
de u . Le principe de prolongement des identités algébriques nous raméne A supposser
que A est un corps algébriquement clos. Le module M admet alors une filtration
stable par u 2 quotients successifs de rang 1

, et 1.10 nous raméne au cas od

M est de rang 1. La formule 1.12.1 se raméne alors 2 1'identité

1
l1-at

n_n
sprat

114

118




- 6 = Fonction L mod.2™

 Corollaire 1.13.- Scient u et u' des endomorphismes de complexes bormnés K et
-—--___-_-_-_

K' de A-modules projectifs de type fini. Si, dans la catégorie dérivée, K , muni

de u , est isomorphe a2 K' , muni de u' , alors

det(l-ut,K) = det(l-u't,K"') 3

Appligquant 1.7.2, on se raméne 2 supposer que K et K' sont & degrés
positifs. On observe alors que le second membre de 1.8 posséde la propriété d'in-

wvariance voulue.

1.14,- Ce corollaire permet de définir det(l-ut,K) pour u un endomorphisme de
K € 0Ob Dparf(a) . Cette construction est ad hoc ; en fait, pour v un automor-
phisme de L € Ob Dparf(ﬂ) » on peut définir det(v) € p* | et det(l-ut,K) s'ob-

tient pour v = l-ut , A = A[[t]] et L =K S0 5
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2.- Le Théoréme,

2.1.- Reprenens les notaticons de Rapport, §1 . Pour A un anneau noethérien

commutatif de torsion, Ko un schéma séparé de type fini sur Eﬁ et

K €0bD (KD&Aﬁ , on pose

o - ctf
Lex k) = 11 det(1-pacd88(x) y-1
o o X
x € |X |
o
(L.7,113 et Rapport 1.5,1.6 ).
Théoréme 2.2.- Dans chacun des deux cas suivants
a) A est de torsion premigére & p ;
b) A est réduit et de caractéristique p
on a
% =5
(2.2,1) L(X_,K ) = det(1-F t°, RT_(X,K))7T
Remargue 2.3.- Dans le cas a), la méthode de Rapport §3 permet de déduire de la

formule des traces (Rapport 4.10) que les dérivées logarithmiques des deux membres
de 2,2.1 sont é&gales, L'anneau A é&tant de torsion, cela ne suffit pas pour prou-

ver 2.2,
Remarque 2.4.- Si A est un corps, on a
i gy
L(X _,K) _[;I-L(xo,ﬂ (k)

et la suite spectrale qu = HE(K,ES(K]) == HELQ(X,K) montre gque

= n
det(1-F*c",RT_(X,K)) ='];rdet(1-F*:f,H: x,x) P =J'|;dec(1-r*tf,i{2(x,gq(K}))(_l)

Ceci ram@ne 2.2 (pour A wun corps) au cas particulier suivant,
(2.4.1) si Go est un faisceau constructible de A-espaces vectoriels, on a

n-+1
L(x_,6.) = I] det(1-F*ef,uP(x,0)) -1 .
n
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-§EEE£RHE_3;2A" Il -est facile de ré&duire le cas b) 2 celui ol A est un corps (voire

méme un corps fini) de caractéristique p . cf 4,2 .

Remarque 2.6.- Le cas particulier de b) ot A= Z/p , et o K est réduit au fais-
ceau constsnt Z/p en degré 0 :

n+l
tdeg(x))-l 1)

2(X,t) = M a- a'[;{‘det(l-r‘*tf,ugix,:»zfp))(‘ (mod p)

x € !xo|

. avalt &té prouvé par N, Katz (SGA 7 XXII 3.1). Sa méthode, toute différente de celle

suivie ici, part de la théorie p-adique de Dwork de Z(Ko,t) .

Remarque 2.7.- Contrairement & ce que j'avais imprudemment affirmé 2 des amis, on

ne peut pas dans b) omettre 1'hypoth#se "A réduit". Pour un contre exemple, cf, 4.5.

2.8.- Plan de la preuve de 2.2.- Une translation sur les degrés (1.7.2) nous ramine

4 supposer gque K0 est un complexe borné, 2 degré positifs, de faisceaux de A-modules

constructibles et plats. On a alors RTE(X,K) £ 0b nglf(ﬁ) (Rapport, preuve 4,9,b)).

Nous allons utiliser 1.8 pour développer les deux membres de (2.2.1.) en série de
puissances de T = tf . L'égalité des coefficients de T" se déduira de SGA 4

XVII 5.5.21 et d'une formule des traces sur Sym (X) : dans le cas a), la formule
(Rapport 4.10 ), et dans le cas b) une formule qui sera prouvée dans le chapitre
suivant, Il y a lieu de se ramener au préalable au cas ol les puissances symétriques
de X existent (par exemple au cas ol X, est affine) 2 1'aide des propriétés de
multiplicativité en Xc des deux membres de 2.2,1 : pour Uo un ouvert de KO i

de fermé complémentaire Y , ona L{X ,£)=1LU_,K).L{Y ,K) et la formule
o o’ o o’ o o*o

analogue pour le membre de droite résulte de (1.7.1) par 1la méthode de (Rapport §6

(A))

2.9.- Le Cas o X, est fini,

La multiplicativité en XO des deux membres de 2.2.1 raméne ce cas &

celui op X, = S?EC(Fqk) . Revenant aux définitions, on veit que (2,2.1) égquivaut

alors 2 Rapport 3.4,
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2.10.- lLe premier membre.

_ % _n,, ndeg(x)
L(X_,K_) 1T T Tr(FE, TR0

X £ |)(O'|:'|.

=

Le coefficient de T" est donc la somme, étendue 2 celles des combinaisons liné-

0
aires formelles L n_.x (nx 20 , les n  presque tous nuls) d'éléments
%X £ |X ] =
de 1}:0! telles que @ ¥ nx:k(x} : T_F‘q'_’ =n , des produits
nx
(2.10.1) TT e te*, r 00
w X
Pour x £ |x°1 » notons (x) 1le o-cycle des [k(x) : IE‘q" points de X

au-dessus de x (une orbite de F), L'application T B XF——>7F nx.(x]' identifie
les combinaisons linéaires formelles comme ci-dessus, avec T n‘{[k(x) : ]Fq] =n ,
aux o-cycles effectifs de degré n de X fixes sous F , soit encore aux points

fixes de F dans Sym ' (X) . Le coefficient de T" dans LCXD,KO) apparaft ainsi

comme une somme de produits (2,10.1), indenée par Sym“(x)F . Plus précisément,

on a
Lemme 2.11. - L(X ,K ) = T b Tr(F*, 11", K) T®
—_— oo br! F x? Cext z
n x € Sym (X)
Pour Yc un sous-schéma fini de plus en plus grand de XU » On a
L(X ,K ) = £im L(Y_,K ) ,
o (=] o (a]
i.e., pour tout m , il existe un sous-schéma fini zo { xo tel que si YO = zD N

L(X ,K.) et L(Y ,K |Y ) soient congrusmod ™ . I1 suffit que Z contienne
o’ o e’ olo o

les points fermés de degré < m . Le mBme fait valant pour le membre de droite,
il suffit de prouver 2.1l pour xc_ fini, On a alors

o — =l = .. no_
L(X_,K)) =, jdet(1-F*T,T(X,K)) 1.8 S(Ir(F, T TX,KDT =

o 1.3

=5 Tr(F*,l"(Sy‘mn(X),T:xt(K) Yo = % 3

# n n
Tr(F_,T (K)) T
o — symn(x) x""ext

F
(par la formule des traces dans le cas trivial d'un ensemble fini),
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12 .- Le second membre.- D'aprés 1.8 et SGA 4 XVII 5.5.21, on a

~1
det(1-F¥T,RT (X,K)) = T Tr(F*,LT"RT (X,K)DT" = £ Tr(F*,RT_(sym”(X),T°_ KT,
n n exkt

2.13.- Le théorzme équivaut donc aux formules des traces
rer AT IR ) < T Gl
x ESymn(K) xexc

l:nans le cas a), elles résultent de Rapport 4,10. La formule analogue dans le cas b)

" gers prouvée au §4
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3.- Théorie d'Artin-Scheier.

3.1,.- Dans ce qui suit, un faisceau cohérent sur un schéma § sera toujours re-

gardé comme un faisceau sur Sé: . Soit S un schéma de caractéristique p > 0

Si G est un faisceau localement constant de Z/p -vectoriels de rang fini,

G =6 SEprG est un faisceau cohé&érent localement libre sur § . On notera

wh

tant 1'endomorphisme £ — P de & que son produit tensoriel avec 1l'identité

de G : 3% :G —=0G . La théorie d'Artin-Scheier (SGA & IX 3.5) affirme que la

suite

0 > Z/p > 2-log 8]

est exacte., Par tensorisation avec G , on trouve une suite exacte

0 > G »q ——L 3 g 0

3.2.- Supposons que S soit un ouvert dans un schéma noethérien 8 . Soient

j: 8 ©&—=35 1le morphisme d'inclusion, et I un faisceau d'idéaux qui définit

le fermé complémentaire 5§ - S ., Notons encore § le prolongement par fonctoria-

lité de & 2 3,0

Lemme 3.3.- 11 existe des prolongements cohérents -ac: j*q de G tels que

€3.3.1) #(g) c 1.¢ .

S5i G est un tel prolongement, la suite

(3.3.2) o 3,6 >G—t-1.¢ > 0

est exacte.

a)_Existence : Soit Q' < j, .G wun prolongement cohérent de G 2 S . Pour tout n,

n
on a 8(1"G') c 1P 8(G') . Soit m assez grand pour que Incp"l)-li(Q') < g

et posons G =1"G' . ona 3@ c P73(q") = I.In.In(P—l)-lé{q') = I.Inq’ =1 a .
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b) Noyau de -1 : Sur S , l'assertion résulte de 3.1 ; il reste 2 vérifier qu'une

gection de x de Ker($-1) , sur U étale sur S , s'annule

dans un voisinage de 1'image réciproque de S5-8 . Puisque x = §(x) , on a en

effet par (3.3.1) =x € IG ; de plus, x € I“ﬁ = x = 3(x) ¢ é(In_c_,) & IRPE &6

n- N
x est dans tous les I (G , donc nul au voisinage de S-§

B

¢) Surjectivité de &-1 : On peut supposer s affine, et écrire (§ comme quotient

de @n ; & se reléve alors en une application p-linéaire '5 % @n—--:;. @n , et il
suffit de vérifier la surjectivité de '}; = B

s::1 "\Il‘—l
L s
G

n z 2 n
Le faisceau & est le faisceau des sections locales du schfma en groupes Ga , Bt

o
—

e
—

L= "(__@:,

’; - 1 est induit par un homomorphisme de G: dans is: . Cet homomorphisme est
étale., Pour vérifier qu'il est surjectif, il suffit de le woir aprés tout changement
de base Spec{k) —= S (k algébriquement clos) et sur k algébriquement clos,
tout homomorphisme €tale entre groupes connexes de méme dimension est surjectif.
Enfin, un morphisme &tale et surjectif de S-schémas induit un épimorphisme entre

les faisceaux correspondant sur Set

3.4.- Frobenius et Frobenius.

Le morphisme de Frobenius absolu Fabs : 8 —> 5 est l'identité sur

l'espace topologique sous-jacent 2 S , et f —> £ sur le faisceau structural,
Pour U/S €tale, on a un isomorphisme canonique F:bs U=1U: le diagramme
F

U
L
s

est cartésien, L'endomorphisme de site annelé (Sét,@-} —> (5_,.8) défini par
F

abs

N
[

abs

n €

\

abg Peut donc &tre décrit comme suit
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= r-_,: i. -
(Fabs est 1l'identité sur Séc H
11 'homomorphisme F";hsf’;‘- =&t——=% est %
Avec cette description, pour tout faisceau étale G sur S5 , la correspondance de

Frobenius P:bsc —= G est l'identité.

Se donner un morphisme p-linéaire de faisceaux quasi-cchérents u : M—=>1n
sur S revient 3 se donner un morphisme linéaire u' : F:bs M—>n . En parti=-

culier, avec les notations de 3.5., 1'homomorphisme & : g —= ( <correspond &

' = P

absd G .

Lemme 3.5.- Avec les notations de 3.4., le diagramme

F¥ e

abs G
‘l & J’
G

#* e
F'.511::15 q

est commutatif,

Il suffit de le vérifier localement. On peut donc supposer G constant,

auquel cas le lemme est é&vident.

La méme théorie vaut pour les puissances de Fabs .

. . £
3.6.- Supposons maintenant que 8 soit un schéma sur ]Fq (g = p) et conformément
aux conventions de Rapport §1, écrivons SD’EO’GO’Qc’ao au lieu de S5,... Le

lemme 3.5., pour F:bs = F 3 So — SO , donne un diagramme commutatif

g — *( —_ ]
F*G e F (J!Go) i G,

l R

A« 1 L e v
Go Go G > Go

0

puis, par extension des scalaires de T a TF et passage & la cohomologie

q
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*

— +* —
F*(j,6) ——————> 3G H¥(S,3,6) ———= u%(5, 3,0
l l et L
F*G > G H*(E,'(_}) HeSe—=—— H*(g,‘@
odt 1a seconde ligne est obtenue par extension des scalaires de T a T de

N 3 r el -]
1 'endomorphisme IFq ~linéaire & de H*(SB,(;,O}
La théorie d'Artin-Scheier fournit une suite exacte longue

——=13E,5,00 — 'GP -G —>

odt 5 est l'extension p-linéaire a H*(E,E_{) = H*(EO,E{)] ®]F F de 1'endomorphisme

T q
p-linéaire § de H*(SO,Q}) .

3.7.- /81 Ea est propre sur ]Fq , les Hi(E,E,) sont de dimension finie et

$-1 est surjectif (cf. 3.6 b)). On a done
Hi(S,G) = Ker(s-1 : Hi(E,_@ —>ch§,@) ;

et F* est induit par l'extension - linéaire 2 Hifg,_(-:,) = Hi{Eg,ao}zm F de
1'endomorphisme ]Fq -linéaire ﬁf de Hifgﬂ,ao} .

Appliquant le lemme 3.8, ci-dessous, on en déduit 1'identité
(3.7.1) Tr(F*,Hi(S,G)} = Tr(@f,ni@o,au})

Lemme 3.8.- Soit & un endomorphisme p-linéaire d'un espace vectoriel V

sur

Fql g00x) =4P8(x) . on pose F = § (F est linfaire) et on note encore & et

F les extensions respectivement p-linéaire et linéaire de ¢ et F & V B F
q
Alors, F stabilise Ker(z - 1) c V B F et
q
Tr(F,Ker(3-1)) = Tr{F,V) = Tr{F, V 8]1, F)
q
Sur V¥ sc,IF F , ona F§=4F : 1'endomorphisme p-linéaire F3-%F
q

1
5 annule sur VvV | donc partout. Ecrivons WV = V'V |, avec F inversible sur V'
€t nilpotent sur W' . La

a théorie des endomorphismes p-linéaires assure que
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Ker(-1) 3Fq F—————= ¥ 3]Fa F oo

Puisgque Tr(F,Vv') =0 , on a donc

Tr(F,Ker(%-1)) = Tr(F,Ker(s-1) SE F) = Tr(F,V'SF F) = Tel{F,V 3}_ F )
P q q

[}

Tr(F, V) .
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4,- Formule des traces modulo p .
G- —— —

Théor2me 4.1.- Soient XB un schéma séparé de type fini sur Eﬁ , 4 un anneau
——‘"_"_-'_._— B

noethérien commutatif réduit et de caractéristique p , et

K, € Ob Dctf(KO,A) . On a
(4.1.1.) L p Tr(FK) = Tr(P*,RT (X,K))
x € X

4.2.,- Réduction au cas o A est un corps fini., Un argument standard de passage

—

2 la limite nous raméne au cas oli A est de type fini sur Z/p . Pour chaque

idéal maximal m de A , l'image de chagque membre de (3.1.1.) dans A/m est don-
L

née par la m&me formule, avec Kb remplacé par Kc Eékﬁfm £ 0b Dctf(XO,Afm) (pour

le second membre, cf Rapport 4.12). Les A/m €tant finis, et 1'intersection des

idéaux maximaux de A é&tant réduite & 0 , on obtient la réduction annoncée.

4,3.- Réduction au cas of A = Z/p . Supposons que A soit un corps £ini, et no-

tons T,(K ) et T,(K ) les deux membres de (3.1.1.). Si, par restriction des

scalaires, on regarde KO comme un complexe de faisceaux de Z/p- modules, on a

(Ko} =

T'ZJ,P T, (KD

Iep 1z /)

et de méme pour T" . 51 (3.1.1.) vaut pour A = Z/p , on a donc

(4.3.1.) Trﬁmfpjri{xa) - TrA’,(RFP)TR(KO) .

J'affirme que, pour tout ) € A , on a meme

(4,.3,2) (‘»,,“EA(KG}) = T p)(}..TR{Ko)) ;

TCarzip) Talr(z/

et done TA(KOI = T;{Ko) . C'est clair pour )} =0 ., Pour 3 inversible, notons
ALX)  1'image réciproque sur X du faisceau de A-modules libre de rang un sur
SPEC(Fq) pour lequel F# = ) . La formule (4.3.2.) n'est autre que (4,3,1,) pour

Al 2
») 2K,
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4,4,~- La méthode de Rapport §6, raméne maintenant 4.1, & 1l'énomcé suivant,

Théoréme &.1.his -Scient EO une courbe projective et lisse, j : SDC——>-§

(o]

un ouvert dense de § et Go un faisceau localement constant de Z/p -espaces

o ==
vectoriels de rang fini sur Se . On a
(4.4.1) T Tr(F#,6_) = T(-1)'Tr(F*,8:(5,6))
N S 4 5 c
x £ 5 i
Preuve : Appliquons 3.3, & (SG,EO,GO} . Le prolongement cohérent Eo de QO

dont 3.3. garantit 1l'existence est localement libre car il est sans torsion (on a

E_ & j*qo)* et que Sc— est régulier de dimension un, L'endomorphisme g-linéaire

- de Go peut s'interpréter comme un morphisme
. FEE >
wots PG QO

I1 se factorise par I , pour I définissant le fermé S - 8 . Soit
v i §,G, ——)60 1'unique prolongement de 1'application naturelle

Go —_— Qo = Go @ZJPG . Le diagramme

A ) el G
F*JTGG JTGO
(4.4.2) l Fiby l'v
- u ==
F*Cfo > Gy

est commutatif.
Enfin, notons uF¥* 1'application composée
H#(5,3) > u%(3,pi) —2—> u#(5,3)
ona par (3.7.1.)

(4.4.3.) Tr(F#,H1(5,6)) = Tr(ur%,u'(5,3))

Pour chaque point fermé i, : xS—>s de §

— [ g—
» posons @ = ixq . La

formule des traces de Lefschetz en cochomologie cohérente ("Woodshole fixed point

formula), appliqué 3 F et u , dit que
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Tr{u .G
Ch.bub.) s(-Dite(urr, 1 (3,9 = = e 32 4
i X £

_F =
s det(l-dPx)

Au second membre

a) puisque dF =0 , les dénominateurs wvalent 1 ;

=F _F . ) = R
§'-s" , l'endomorphisme u_ de Qx est nul, donc aussi Tr(ux,qx) i

M

b) pour =

¢) pour x £ SF 4,44 fournit une contribution

Tr(ux,ﬁx) = Tt(Fg,Gx) F
L'identité (4.4.1.) résulte donc de (4.4.3.) (4.4.4.) .

4.5.— Un contre-exemple. On montre par un exemple qu'on ne peut pas, dans 4.1.,

" omettre 1'hypoth2se que A soit réduit,

Soit Y la courbe elliptique sur F pour laquelle les valeurs propres

2

de Frobenius sont +|-2° . Elle a 3 points rationnels, et est supersingulidre, L'in-
volution g : x —> -x n'a donc qu'un seul point fixe, le point 0 . Le quotient

de Yo par C© est une droite projective ; celui de YG - 0 par ¢ est donc une
droite affine ﬂé , et YO - 0 est un rev@tement double non ramifi& de &i %

n
=
=]

~.—.:Y~0—-3nh1 s T
o (o]

Le faisceau ,Z/2 est un module libre de rang unm sur l'algébre A du
groupe a deux €léments {1,0} sur Z/2 ., Cette algeébre est isomorphe & celle des

nombres duaux sur Z/2
Le faisceau de A-meodules 74 Z/2 est notre exemple

e |
a) On a H¥(A" ,m, 2/ 2) = H*(Y - 0, Z/2) . Puisque Y_  est supersingulidre, on a

i
H'(Y,Z/2)=0 pour i >0 , et la suite exacte longue

—>H_(Y - 0,Z/2) —> H (v,2/2) —> ' ({0},2/2) —>
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montre que H#(Y - 0,Z/2)=0 . On a donc dgl& T2 2

'Er_(F*,Rf'_(.&il, TLZ/2))=0
23 [ad 3

b) Puisque Y - 0

a deux points rationnels, en 1'un des points rationnels de

ﬁo , la substitution de Frobenius est 1l'identité,

et en 1'autre, c'est < ., On a
donc
= Tr(F®*, 7 Z/2) =1 + ¢ 5
3
x £ @lF
et 1 +aoc#0 :
. . 2 .
L'égquation du revétement T est ¥y - ¥y = X "
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La classe de cohomologie associde 2 un cycle.

par A. Grothendieck, rédigé par P. Deligne.

Cet exposé est inspiré de notes de Grothendieck, qui formaient un &tat O

de SGA 5 IV. On y définit la classe de cohomologie d'un cycle X dans un schéma
géparé lisse de type fini sur un corps et on prouve gque l'intersection correspond

au cup-produit.

Le Chapitre 1 contient quelques sorites généraux., Au Chapitre 2, on défimit
1a classe d'un cycle, dans plusieurs situations plus générales que celle dite plus
haut. La principale compatibilité non considérée est celle entre image directe d'un
cycle et morphisme tracg en cohomologie. Au Chapitre 3, on déduit de ce formalisme
la formule des traces de Lefschetz pour un endomorphisme & points fixes isoclés d'un
schéma propre et lisse sur k algébriquement clos - et pour un endomorphisme de

Frobenius d'une courbe.
Nous faisons les conventions suivantes:

1) "schéma" signifie schéma noethérien séparé (ceci est largement une hypothése de
commodité).

2) Dans le Chapitre 2, on fixe un entier n , et n est inversible sur tous les
schémas considérés,

3) Dans le Chapitre 3, on fixe un nombre premier £ , et [ est inversible sur

tous les schémas considérés, La cohomologie utilisée est toujours la cohomologie

L ~adique :

HE(X) = @, B8, Zim 5 (x,z/1™) ;
)

Classes de cohomologie de cycles, morphismes traces, ... sont définis par passage 3

la limite 2 partir du cas de coefficients finis Z/4% (cf SGA 5 VI).
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= - Cycle

- 1. Cohomologie & support et cup-produits.

Ce paragraphe contient des rappels de topologie générale, que le lecteur

est invité 2 ne consulter qu'au fur et 2 mesure des besoins.

1.1. H1 et torseurs.

1.1.1. - Soit F wun faisceau abélien sur un site X . On sait que Hl(K,F) clas-
gifie les F-torseurs sur X . Nous normaliserons (= choisirons le signe) de 1'iso-
morphisme (ensemble des classes d'isomorphie de F-torseurs) ————3—Hl(x,F) de telle
gorte gque pour toute suite exacte 0 —> F = —5—> H—=> 0 et tout

h € #2(X,H) , le F-torseur s-l(h) < G , sur lequel F agit par

(£,x) —> al(f) + x , soit de classe 3ah .

1.1.2. - Soit P un F-torseur, Si (Ui} est un recouvrement ouvert de X , et

py une section de P sur Ui , on associe & P le coecycle de Cech

0
(p.. € H (Ui x Uj,F)) .

P;s: T Pj = Py ij

1]

S§i1, selon la régle usuelle, on définit 1'application ﬁ*(X,F) —> H®(X,F) de
telle sorte que ce soit un morphisme de 3-foncteurs, 1'image de
(Pij) £ ﬁl(X,F} dans Hl(X,F) est la classe de P , telle que normalisée par

1.1.1.

!' 1.1.3. - La défintion de H#(X,F) est 1la suivanteipour F# une résolution 2
composantes acycliques de F , Hi(x,r) = Hi?TX,F*J . La structure de »foncteur
s'obtient en associant 2 une suite exacte courte de faisceaux une suite exacte courte
de résolutions qui reste exacte aprés application du fonecteur T ., §i F# est une

résolution de F , 1'homomorphisme de connection 3 associé 2z

) F pP =S parEdy g

induit 1'opposé de 1'isomorphisme de définition HY(X,F) = gi’&“;r}d)
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1.1.4, - Soit U wune partie ocuverte de X (un sous-faisceau du faisceau final) et
" P 2 Ly, e

soit D 1le "fermé complémentaire". On sait que !{D(K,F) classifie les F-torssurs

sur X , trivialisés sur U . Pour toute suite exacte courte

0—=>F 2L =>c—>u35—=>0 , 8t toute section & support dans D

h E H.g{x,ﬂ) . le torseur 5_lth} , trivialisé sur U par la section O , a pour

classe 32h |
La suite exacte longue de cohomologie & support
e =2 H;(X,F} — gl — vl 2> ..,
est définie & partir de la suite de foncteurs

0——>T‘Dﬁ,-?—a-?(u, ) == 0

(exacte sur les faisceaux injectifs). Pour toute section f & HD(U,F} x
af € }%(K,F} est la classe du torseur trivial F , trivialisé sur U par la sec-

tiom £ .
I 1.1.5, — Seit j : U=——>> ¥ ., 81 F s'injecte dans Jjgi*F , la suite exacte
Qi——2F —2 J, 1% —2 J i¥F/F —>0
fournit 3 Ho(j*j*FfF) = Hg(j*j*FfF) %HI]')(K,F) . L'application composée
12(u,F) = HU(K,j*j*F) == HO(x,j*j*FfF) 2 Hé(K,F)
est 1l'opposée de 1l'application considérée en 1.1.4.

1.1.6. - On rappelle que si £ est un faisceau inversible sur un schéma X , le
Em—torseur correspondant est le faisceau Isonl,f£) , sur lequel l;m agit par

(3,£) V> f o (3.) = 3f . On rappelle aussi que si D est un diviseur de Cartier
sur X , et j : US> X 1'inclusion de l'ouvert complémentaire, le faisceau
inversible @(D) est le sous-faisceau de 148y formé des sections locales s telles
que sf soit dans G‘X , pour f une équation locale de D .,

132

136



-5 - Cycle

1.2 Cup-produits.

Dans ce numéro, nous développons quelques remarques sur les cup-produits
en cohomclogie & support qui nous reservirons, dans [Dualité], pour relier

dualité de Poincaré des courbes et autodualité de la jacobienne.

1.2.1.- Soient X un site, ¥ wune partie fermée de X , et F,G deux faisceaux
abéliens sur X . Par exemple : X un schéma, T wun sous-schéma fermé et F,G

des faisceaux sur X _ . Définissons un produit

2. 1.1 '__‘Y(K,F) & T(y,q) —> TY(X,F 2 G)

Le produit d'une section s , & support dans Y , de F par une section ¢t de

€ sur Y s'obtient comme suit : localement sur X,t est la restriction 3 ¥
d'une section t' de G sur X , et on forme le produit s & t' . Il est 3 sup-
i port dans Y , et ne dépend pas du choix de t' , ce qui légitime et permet de glo-

baliser la définitien.

Soit i : Y&—>X le morphisme d'inclusion. L'analogue local de (1.2.1.1)

est le produit,
'
Q2325 i'F® i ——=i'(FR Q)
dont (1.2,1.1.) se déduit par application de T(¥, ),

1.2.2.- Dérivons ces fléches. Soient K,L et M dans la catégorie dérivée, et
I
une application bilinfaire K ® L —= M ., Par dérivation de (1.2.1.1.), on en

déduit
IL
(1.2.2.1.) RT,(X,K) 8 RT(Y.,L) —> RT (X, )
induisant
(1-2,2,2,) H,];,.(X_.K) 2 Hj('f,L) S Hsfﬁj)(x.?'f}

{le cup-produit). La flache locale (1.2.1.2.) fournit
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I
L] = 1
(1.2.2:3.3 Ri K® i¥L —= Ri M :

dont (1.2.2.1) se déduit par application de RT(Y, ).

1.2.3.- Ci-dessus, j'ai passé sous silence les conflits qu'entratne 1'usage dans
L

une méme formule de dérivations 2 droite (RT) et 2 gauche (8 ).
a) Au numéro suivant, les dérivés droits considérés seront tous de dimension coho-
mologique finie, Ceci permet de travailler systématiquement dans les catégories dé-
rivées D . Pour disposer de complexes & la fois plats et flasques, on utilise les
résolutions flasques canoniques comme en SGA 4 XVII.
b) Pour une théorie plus générale, il cesse d'8tre tenable d'interpréter les appli-
1L

cations bilinéaires de K et L dans M comme des morphismes de K & L dans

L
M . Par exemple, RTY(K,K) ® RIU(Y,L) n'est pas défini si les deux facteurs sont

+ -+
dans D . Une sclution est de travailler dans D , de définir

Bil(K,L;M) = {__j;m Hem(E' ® L',M') X

oli 1la limite est prise sur les quasi-isomorphismes K' —= K i B ﬂt,—L, M —= M
(x',L',M' bornés inférieurement) et od Hom est pour "morphisme de complexes, 2
homotopie prés", et d'utiliser systématiquement de telles applications bilinéaires,

sans jamais mentionner de & .

1.2.4., - Deuxigme théme,

Soit U un ouvert de X et j : US> X le morphisme d'inclusion.
Pour K dans la catégorie dérivée, sur U , on pose RT,(U,X) = Rr(X,j,K) . Pour

L
K,L et M sur U , et une application bilinfaire K® L —> M

, on veut définir

I
L2.4.1.) RI{U,K) & Rr,_(U,L) —> RT ((u,M) .

Au niveau des faisceaux, et de leurs sections globales, un tel produit se déduit de
1'isomorphisme j,F® j,G —— j,(F ® G) , mais il faut prendre garde au fait que

RT) n'est en général pas le dérivé du foncteur T(X,j! s
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Oon commence par définir

L L
Rj,K® 1, L<— 3§ (R® L) —> j,M

Appliquant RT(X, ) , on trouve

L 1L
RT(U,K) ® RT"(U,L) = RT(X,Rj K) ® RT‘(K,j!L) —_— R‘:"(X,j!M)

Ici encore, le conflit entre la gauche et la droite se résoudra au numé-

ro suivant en travaillant dans D .
1.2.5 Coda.

Soient j : US—> X une partie ouverte et i:Y > U une partie fer-
mée de U . Soit ? un fermé de X tel gque ¥ N U=Y (par exemple, le complé-
'
ment de U-Y). Soit K sur U . On pose nry,(u,xj = R, (Y,Ri"K) oft RI; est

relatif 2 1'inclusion de Y dans Y . Pour tout ouvert V de U , contenant

I REYi(H,K) s'envoie dans RT'(V,K) : si on note encore i 1'inclusion de Y

dans X , j celle de ¥ dans Y et k celle de V dans X , on a

! '
R1'K = j#Ri k,(k¥K) , d'od un morphisme jIRilK ———5~Rirk'(k*K) . Lui appliquant

BRr(Y, ), on trouve RTy,(U,K) —> RT3(k,k¥K) ——> RT(k,k*K) = RT, (V,K)

2
Pour K,L,M sur U , et une application bilinfaire K& L —> M , on

veut définir

(1.2.5.1.) Hy(U,K) @ HY(Y,L) — 1y, ™(U, )

(ce dernier groupe lui-méme s'envoyant dans HT+m(V,M) ). Dans la catégorie dérivée,

il s'agit de dé&finir

L
(r.2.5:2.) R“Y(U,K} 2 Rp, (Y,L) —> RTYI(U,M)

N e S 1
On identifie R.Y(U:K} a2 RI(Y,Ri*K) Le produit cherché est alors du type (1.2.4.1)

.- -
relatif au produit local (1.2.2.3) sur Y : Ri‘K® L —> Ri‘M
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1.2.6. - Ci-dessus, on a déroulé le sorite absolu, On a un sorite relatif paralléle,

avee T remplacé par £ pour f wun morphisme X —> 5 .

*

1.3. La ré&gle de Koszul.

Soient A un anneau commutatif, et (vi)i £y Une famille finie de

A-modules gradués (ou Z/2 -gradués), Rappelons la définition du produit tensoriel

gradué ® V, , au sens de la régle de Koszul (cf. SGA & XVII 1.1). Pour chaque
i €T

ordre total a sur I , on va définir un module V{(a) . On wva aussi définir un sys-

time transitif d'isomorphismes o : V(b) —=> y(a) et le produit tensoriel gra-

dué des V. sera la '"valeur commune" 2imV(a) de ce syst2me de modules. On prend

a) wla) = @ 1le (produit-tensoriel ordinaire des modules non gradués sous-
iel,
jacents aux V,) .
B N,
b) si les x; €V, sont homogénes, on prend mab(g xi) = (-1)"8 *; , o N est

la somme des deg(x,) deg(xj) &étendue aux couples (i,j) tels que i <_j et

i>.3 .

Exemple 1 : Premons I = {1,2] et soient a 1l'ordre od 1 <2 , b 1l'ordre od

1l >2 . Scient vy [ Vi , homogénes , et notons Vi 2 vy

dans V(a) (resp V(b)) . Om

(resp v, ® vl) 1'image
dans le produit temsoriel gradué du produit des vy

a

deg(vl)deg(vzl

v, & v, = (=1) Vo, 2 vy

(régle de Koszul).
Exemple 2 : 8i les vi sont tous de degré 1, on a, reliant le module sous-jacent

au produit tensoriel gradué, et le produit tensoriel ordinaire des modules ]Vi1

sous-jacents aux Vi , un isomeorphisme canonique

- Izl 4
l® v;| =8lv,l8, » z .
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Exemple 3 : Pour A un corps, et X, une famille finie d'espaces, la formule de
—

Kunneth s'écrit H¥QTX, ,A) =@ H*(X;,A) .

Soit Vv 1le dual gradué de V ., L'application canonigue

g B 5 ] WVev=ve v ——=a

est v' @ vrH—=v'(v) .

On suppose maintenant que A est un corps, et on ne considére que des

espaces vectoriels de dimension finie, L'isomorphisme canonique
(1.3.2.) W& Vv — Hom(V,W)

est Ww® v —> (v +—= w.v'(v)). Via cet isomorphisme, la composition
Hom(Y,2) ® Hom(X,Y) — Hom(X,Z) s'identifie au morphisme induit par (1.3.1)

zgyY 2Y® X —>z® 1.

La trace de f : V—=V (nulle pour f homogéne de degré # 0) est

1'image de f par

(1.3.4) Tr : Hom(V,V) <55 V @ v =vaev A .

1.3.

On vérifie aisément que, pour £ de degré O

¥

(1.3.5) Te(£,v) = (-1 Te(e, vh)

Si on exprime que les deux morphismes composés de morphismes 1.3.1

VEeEVeEW eW —>k commutent, on trouve que, pour f : V—>W et

B : W —>=V homogeénes, on a

(1.3.6) Te(£g) = (-1)9%°8 £ deg g o (.

Lrrmaer
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2, La classe de cohomologie associde & un cycle.
2,1. - La classe d'un diviseur.
2,1.1, - Soit D un diviseur de Cartier dans un schéma X . Hors de D , le fais-

ceau inversible (D) est trivialisé par la section 1. La classe <c4(D) de D |,

dans Hé{x,ﬁm) , est la classe du Em—torseur trivialisé sur X-D correspondant

(L:l.6et 1:1.:4)

Seit 3 : HL(X—D,EH) N— H;+1(X,Em) le morphisme 1,1.4. Si D admet
une équation globale f , la multiplication par f est un isomorphisme de @&(D)
trivialisé par 1 sur X-D , avee 6 , trivialisé& par £ sur X-D . D'aprés

1.1.4 , on a donc
(2.1.1.1) cL(D) = 3f .

Pour tout morphisme u : X' —= X tel que u¥*D soit encore un divi-
-1 . " "

seur de Cartier (i,e,, u "D disjoint de Ass(X')),on a cif{u®*d) = uxci(D) . Si
on voulait une telle fonctorialité pour tout morphisme wu , il faudrait considérer

non pas des diviseurs de Cartier, mais plus généralement des faisceaux inversibles

munis d'une section.

Rappelons que l'entier n est dorénavant supposé inversible sur les

schémas considéré&s. Soit 3 : i(K,E ) ——== i+1(K,= ) le cobord pour la suite
m Hy Yn

exacte de Kummer O ——> W, —l Em rd Gm >0 .

Définition 2.1.2. - La classe cf{ D de D dans Hg(x,un) est 3ci(D) .

Quand il n'y aura pas de risque de confusion, on omettra la mention de

n .
2.1.3. - Le diagramme
0 ) A |
H (x-n,sm)_ = HD(K,Gm]
3 3
H1(X-D, ) 2 > chx,un)
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est anticommutatif, Si D admet une équation globale £ , an(D) est donc 1'op-
posé de 1'image par 2 de la classe dans HI(X—D,UR) du W, -torseur des racines

niémes de f

Proposition 2.1.4. - Soit i 1'inclusion de D dans X , Si D et X sont ré-

'
guliers, les faisceaux de cohomologie & support Rpi'un sont nuls pour p = 0,1 |,

2.1 o
et R = Z/n , engendré par c{n(D) .

Il suffit de prouver que, pour X strictement local et D dé&fini par
’ = 2
un paramétre régulier, on a Hg(k,uh) =0 pour p = 0,1 et Hn(x,¢n) = Z/n en-
gendré par ci4(D) . Notant par un ~ la cohomologie réduite, on a
ﬁp‘l(x-n,un} — HE(X,UH) . L'assertion pour p = 0,1 exprime que D ne dis-

connecte par X , et pour p = 2 résulte, via 2,1.3, du lemme d'Abhyankar.

Ceci est un analogue partiel du théoréme relatif (Arcata, V 3.4) .
1
Grothendieck conjecture que les Rpi'un sont nuls pour p # 2 , du moins pour X

excellent (conjecture de pureté), mais ceci n'est connu gu'en caractéristique 0O
J P q q

(SGA 4 XIX).

Compatibilité fondamentale 2.1.5. -Scdlent X wune courbe lisse sur un corps algé-

briquement clos k, P un point fermé de X et Tr le composé

2 2 Tr
Hp(X,y ) —> Hc(x='~'*n) ==%im: i O0xa
Tr ci(B) =1 &

Soicr X 1la courbe projective et lisse complétant X . La formule ex-

Prime que le faisceau inversible @&(P) sur X est de degré 1

2.2 .- Mé&thode cohomologique.

2.2.1.~ Seit X un schéma (noethérien). Rappelons qu'un sous-schéma Y de X

est dit d'intersection compléte locale, de codimension ¢ , si, localement (sur
1 Y ), il est dé&fini par une suite réguliére de ¢ équations dans X ., Pour X le
i s :
L) Spectre d'un anneau local A d'idé€al maximal m et Y d'idéal a , cela signifie
e gl . =
que  Ext™(a/a,A) = 0 pour i < dim{a/ma) = ¢ , et toute suite d'éléments de a ,
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d'image dans a/ma une base de a/ma ., est une suite réguliére d'équatiocns pour

¥ ..

2.2,2 - Soit i : YS&—= X d'intersection compl&te locale, de codimension ¢

On se propose de définir une classe fondamentale locale <c4(Y) qui soit une sec-
tion globale du faisceau de cohomologie & support chi!EEn(c] (rappelons que
®c

Z/in(c) = o

Localement, Y est l'intersection d'une suite de c¢ diviseurs Di , et
on définit cl(¥) comme le cup-produit des cL(Di) . Chagque c{(Di) est a sup-
port dans Di , leur produit est & support dans Y . Que, localement, ce produit

ne dépende pas du choix des Di ,» résulte de 2.2.3 ci-dessous et des propriétés

d'invariance suivantes

a) compatibilité & la localisatiom ;

b) indépendance de 1'ordre des D, (les cL(Di} sont de degré 2 , pair,donc le

cup-produit est commutatif)

c) le produit ne dépend que du "drapeau" D,= Dy n D, 2 ...=2 Y .

Pour prouver ¢), on note 1l'existence d'un produit (variante de 1.2.1)

* i 3 :
Hgltx) 2 1{31 - chnl) 2...8 H¥(D, N...N D__,) —> HF(X) ;
le produit des c{(Di) est encore le produit des (cL(Di) restreint 2
T -~ - 0 ¢ n f
D, M. 'Di-l} (cL(Dl i a el Di) dans D, ceDy 4 ) [

»

Lemme 2,2,3. - Soient A un anneau local d'idéal maximal m et u = (ul...uc)

v . (vl...vc) deux suites régulidres engendrant le m@me idéal a ., Il existe alors

une suite w, (1 < i € N) de telles suites, les reliant, telle que w,
iLke ¥y =1 s —i+1

duise de W, par une permutation, ou en ne changeant que le dernier &lément.

se dé-

Puisqu'on dispose des permutations, il reviendrait au m@me de se permettre
de changer un seul élément, plutdt que le dermier. Par 2.2.1, on se raméne alors 2a

vérifier que, dans 1l'espace vectoriel a/ma , on peut passer d'une base & une
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autre par une suite de permutations et de changements de base ne modifiant qu'un
seul wecteur. Le groupe lin&aire est en effet engendré par les matrices diagonales,

glémentaires et de permutation.

2.2.4 - Les mEmes méthodes permettent de définir une classe fondamentale locale pour
tout ¥ — X localement définissable par ¢ équations (12 ou moins d'équations

suffisent, la classe est nulle).

2.2.5 - On peut passer d'une telle classe fondamentale locale, dans
H°(y,;{2ci!zafn(c}) , & une classe fondamentale globale, dans H,?C(X,Zf’n(c)ﬁ S

lorsqu'on dispose de résultats de semi-pureté

1
Proposition 2.2.6 - (i) Si RPi'Z/m =0 pour p < 2c , alors

u§°cx,mn(c))"’—>HD(Y,R"—“i’mn(c)) .

() Soit Z une partie fermée de Y , de complément V dans Y , et k 1'inclu-

1
gion de Z dans X . Si RPk' Z/n = 0 pour p < 2¢ , alors

nf,“(x,zzfn(cn“—e»uff(x,zefn(c)) .

!
51 RPx Z/n= 0 pour p <2c + 1 , cette fléche est un isomorphisme.

(] ]
L'hypothése RFi‘Z/n =0 équivaut 2 RPi ' Z/nle) = 0 . Ceeci dit, (i) se

|
lit sur la suite spectrale BP(¥,R%) = H%Hl(x, . 8 k, est l'inclusion de
' 11
Z dans Y , oma k = ik , d'ot Rk Z/n = R.kiRi" , et la suite exacte longue

de cohomologie pour 2 < Y fournit une suite exacte longue
' i
—— Hi(z,gk'z;n(c}} — H,f,(x,z:.fn(ci} — H,(X,Z/nlc)) ——>

dont (i) résulte.

Amplification 2,2.7 - La proposition 2.2.6 reste valable pour i un quelconque

morphisme séparé de type fini, et 2c un entier (positif ou négatif) quelconque,

) 2 !
POur autant qu'on y remplace I—Lf,c(K,EE:_.-’nLc)'} par H SR Z/ale)) , et de wlme

pour H
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Les résultats de semi-pureté suivants résultent de SGA 2 XIV 1.8, 1.10,

1.15. Nous rappellerons leur preuve.

Rappel 2.2.8 - Soit un morphisme de S-schémas séparés de type fini

¥ > X

£ 4 .

On suppose X lisse, purement de dimension relative N et que Y est fibre par

fibre de dimension <d , Soit e = N-d ,

1
(1) ona RPi'Z/a =0 pour p < 2c¢ ; de méme pour Z/n remplacé par un faisceau

g*F .

(i) 8i, au dessus d'un ouvert dense U de § , Y est fibre par fibre de dimension

1
<d ,ona RPi'Z/n =0 pour p < 2¢ . Si de plus le complément Z de U ne

'
disconnecte pas localement S , on a RPi'Z/n =0 pour p < 2c + 1

' (|
Puisque Rg F = g*F(N)[2N] , la formule de transitivité Ri Rg = Rf
' = '
montre que chﬂi (g*F) = 0 & R 2d+qf (F) . Ceci nous raméne 3 &tudier £ , i.e,
2 supposer que X = § . L'assertion (i) est alors SGA & XVIII 3.17.
Soit Y' 1'image inverse de Z dans Y

v =S '
fl lf .
s 2 z

1
D'aprés (i), les RPf Z/n sont 2 support dans Y' opour p < -2d4l ; et la suite
b

1 ! 1
spectrale R% ' R°f' == Raw(fv)' montre qu'ils cofncident avec les
1 1
RP(fv) ' Z/n = RP(uf) ' zZ/n . Appliquant (i) &4 Y'/Z et a la suite spectrale
b ! - !
R¥fF R u => Ra+b(uf) » on trouve que (i) résulte de 1la nullité de Rbu‘zzfu

pour b =0 , ou b =0et 1l selon le cas .
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2.2.9 - Grothendieck conjecture 1'analogue absolu suivant de 2.2.8 (conjecture de
semi-pureté - une conséquence de la conjecture de pureté) : pour Y de codimension
> ¢ dans X régulier, on a HYJ'(X,E.’n) =0 pour i < 2¢c , tout au moins si X

est excellent.

2.2.10 - On est maintenant & pied d'oceuvre pour définir la classe d'un cycle Y de

codimension ¢ dans X 1lisse sur un corps k . On écrit Y = EdiYi , o les
Y, seont réduits irréductibles. Un ouvert U, de Y, , de complémentaire de co-
dimension > c , est alors d'intersection compl2te locale dans X . Ceci permet
de définir la classe fondamentale locale de Ui . D'aprés 2.2.6 et 2.2,8, celle-ci
provient d'une unique classe fondamentale cL(Yi) = Hﬁ?(x,zfm(c)) , et on pose

i

ed(y) = Edic{,(Yi) € H

?“ (x,Z/a(c)) .

X
2.2.11 - En géométrie analytique compllxe, une construction de Baum, Fulton et

Mac Pherson (Riemann-Roch for singular varieties, Publ. Math. IHES 45 (1975) p. 10l1-
146 - IV 4) permet de définir sans restriction la classe de cochomologie d'une inter-
section compléte locale Y X, Supposons Y purement de codimension ¢, et soit n le
fibré vectoriel sur Y fibré normal de Y dans X . Ses sections locales sont celles de
(J}sz , d'ot 9 est le faisceau d'idéaux de Y , Rappelons que le faisceau des fonc-
tions C~ sur X est d&fini localement, en terme de plongements locaux de X dans c" 4
comme la restriction & ¥ du gquotient du faisceau des fonctions c® sur " par 1'idéal
engendré par les parties réelles et imaginaires des é€quations qui définissent X . Le
fibré 1 se prolonge en un fibré wvectoriel complexe c® N sur un voisinage U de Y dans
X , et pour U assez petit, il existe des sections f de N , de lieu des zéros Y , et

telles que, sur Y , df : n —=> N soit l'identité&é. Deux choix de N et f sont homoto-

pes sur U assez petit,
La classe de cohomologie <c¢ci(U) de la section O de N (notée

Z: U—> N) est définie : U est d'intersection compléte locale dans N , et

£ 0 Je !
R'Z Z=0 pour i #2c, R°2Z=2 , On dispose de ©* : HE(N,Z ) —> H¥(X,Z)

€L Oon pose

'
i
L

|
|
1
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La m&me construction marche d&s qu'on a sur un sous-espace analytique Y
de X 1la structure normale suivante : un faisceau localement libre C de rang c¢

sur Y_ . , et un épimorphisme C  —=> ‘”J'Jved .

2.3. Méthode homologigue.

2.3.1. - Soit f : Y —=> S un morphisme plat de type fini, 2 fibres de dimension

< d , Dans SGA 4 XVIII 2.9, nous avons défini un morphisme trace
24 _
(2.3.1.1.) Tr; : R f,Z/ald) —=> Z/n §

; i1
On a RLEIZZIn(d}z 0 pour i >2d , et R £ Z/n=0 pour i < -2d . Ceci, et

!
1'adjonction entre RE, et RI" , fournissent des isomorphismes
(2.3.1.2) Hom(R2%£, Z/n(d), Z/n) = Hom(RE ,Z/n(d),Z/n [-247)
' 0 -2d _!
= Hom(Z/n, Rf Z/n(-d) [-247) = H (¥,R £ Z/n)

Au moins pour S un point, l'image de 'Erf dans les deux derniers groupes mérite le nom

de classe fondamentale de Y (en homologie).

On note encore I‘rf 1l'image de 'rrf dans le second groupe, et les morphismes

qui s'en déduisent par fonctorialité, Par exemple, pour Y/S propre, le morphisme
¢Z.5.1.3% 1 (v, Zz/n(d)) = mi(s,RE, Z/n(a)) — v 72%s,z2/0)

Supposons Y contenu dans X lisse sur S , purement de dimension rela-

tive N , et posons € = N-d .
= : —> X
£ g
s
On a RE = Ri!Rg! . et ‘Rg!&;’n = Z/n(-N) [-2N] . La classe fondamentale de Y

| 2
s'identifie 2 un élément de HD(Y,Ri'E;‘n(cJ[}Ic]) = HYC(X,E/n(C)) , la classe

c4,(¥) de Y dans X . Nous verrons plus loin qu'elle ne dépend que de Y X ,

non de la projection de X sur § .et que pour Y d'intersection compléte locale,

elle induit la classe locale du numéro précédent.
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Explicitons 1'isomorphisme
128X, Z2/n(e)) —— Hom(r?%¢, Z2/n(4), Z/n)
qui transforme <¢i(Y) en Tr, : via les isomorphismes
H2S (X, Z/n(e)) = oS (Ri'Z/n(e)) = Hom (Z/n(a)[2d] , Ri'Z/a(®)[2N])
= Hom (Z/n(d)[2d], ,Z/n(M[28]) ,

c'est la ligne supérieure de

aic — Hom(Rf,zin(d[m],Rf!Ri"E!n(m{znp L) Hom(Rf, Z/n(d) [2d7,Z/n)
(3 Tr, (2) ”
Tr
Hom(Rg,Z/n(d)Y2d] ,Rg,Z/n(NY2N]) —E Hom(Rg,Z/n(d)X2d],,Z/n)

1

ot (1) est la fl2che d'adjonction Rf Rf’ ——> Id ., La commutativité (2) exprime
1 1 1

gue 1'isomorphisme Rf = Ri Rg est défini par adjonction. Enfin, la fléche dé-

duite de (3)

24 2N

H.f,c(x,zaa’n(r.)) 8 R g!.E/n(dJ——bR g, Z/n(N)

s'interpréte comme un cup-produit (ef. 1.2) .
P-p

Définition 2.3.2 - La classe ci(Y) € H,f,c(X,Z&!'n(c)) a pour propriété caractéris-

tigque que, pour toute section locale u de defqzr’n(d) , on_a

Trf(u) = I‘rg(cl;_,(‘f) w u)

Du fait que ci(Y) ait déja une image Ir, dans Hom(Rf Z/n(d)X2d7,Z/n),
la formule 2.3.2 vaut pour les flaches déduites de Tr, par foncterialité, Par
exemple, pour X sur S propre et u £ H¥(Y,Z/n) , la formule vaut dans

H*(S,Z/n(-d)). Pour v € H#(X,Z/n) , elle donne

S

Trf(i*v} = Trg(c{.(Y) o v

ot le cup-produit peut se calculer dans H#*{(X,Z /n)
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2.3.3 - Nous allons définir le morphisme trace, et donc la classe ci, (Y) . sous

des hypothéses plus générales. Soit donc un diagramme

e 2 X
£ g
s
avec g lisse, purement de dimension relative N et Y fermé dans X , fibre
par fibre de dimension < d . On munit de plus Y d'un "poids" u du type sui-
vant @ u £ D:arf % est un complexe borné de faisceaux de ®-modules sur X , de

Tor-dimension finie sur S ({(ou sur X ,cela revient au méme) et dont les fais—

ceaux de cohomologie soient cohérents et & support dans Y ., On se propose de dé-

2d

finir un morphisme Tr_ : R, Z/n(d) —=> Z/n . Pour Y plat sur S et

M
", H(SY » ce sera le morphisme trace précédent. En général, il ne dépend que des
longueurs de 3 aux points génériques y des composantes irré&ductibles de

¥ (agy(n) = E(~131Lgﬁl(n}y} . Enfin, on notera ci(Y,x) 1la classe & support dans

Y telle que

(2.3.3.1) Trg(cL(Y.x) v u) = Tr (u) )

f.u

2.3.4 - La constructiomn de Trf 5 est paralléle a celle de SGA 4 XVIII § 2 ; nous
2

n'en indiquerons que les grandes lignes.

A.d = 0 (f quasi-fini) ., Soit x un point géométrique de Y », S son image dans
5., %) l'image réciproque de x sur le localisé strict de X en x "
L

R(x)s = M) EGS Sk(s) son image réciproque sur la fibre géométrique em s , et
n{x) = E(_l)idimk(sjﬁi(x(x)s) . La fonetion x ——> n(x) est une pondération de

f , et on prend le morphisme trace correspondant (SGA & XVIT 6.2.5). La pondération

nix) , et Tr sont de formation compatible & tout changement de base.

f.n

B. Cas général ., 5i wu : Z —> Ad

g est tel que ui soit quasi-fini, on pose

Tr = TEd 0.0 . Ce morphisme trace est clairement compatible & tout chan-
f,un AS ui, ¥
gement de base S'/S . Pour prouver qu'il ne depend pas de u , on’peut donc sup-

poser que S est le spectre d'un corps algébriquement clos k . Soient dans ce
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Yi les composantes irréductibles de ¥ , et Lgi la longueur de ¥ au

point générique de Yi < St oy est 1l'inclusion de (Yi)red dans Y , on a

+*
o

(2.3.4.1) TEy , = LLEy Tr

Y.

£fau ired/s

:(cette formule résulte de la formule analogue et facile pour Trui)

Ceci définit Trf 5 localement sur Y ; on procéde ensuite comme en
s

bscA 4 XVIII 2.9 .

'é]gmmﬂ 2,3.5 -8i g=g'g" : X —E£ s> 5" —E>5 5 | avec g' et g" lisse et pu-

. rement de dimension relative N' et N' , et que Y est encore, sur S'

par fibre de codimension > ¢ , alors la classe ci(¥,) est la méme, calculée

terme de g ou de g .

Soient f£' = g"i et d' = d-N' . La formule Trg = Trg. Trg“ (sGA 4

11 2.9 Var 3) assure la commutativité de

aiiz,zz;’n(c))

Homg , (Rf]Z/n(d' Y 2d'],Rg)Z/n (X" 2N"]) —> Homsr(f{zd £1Z/n ,Z/n)

11
LRE;(N'} lrrg‘o th 2,

Homg (RE, Z/n(d) 2d7,Rg}Z/n(NX2N]) ——— tom (R*%¢, 2/n ,z/n)

tandis que la formule analogue et facile & vérifier Trf = Trg1Tr_,
JK I

i est Tr ., L'assertion en résulte,
Ehim E.u

assure
]

que 1'image de Tr

mme 2.3.6 - 5i Y est un diviseur dans X , la classe 2.3.2 cofncide avec la

classe 2,1.2

Par semi-pureté (2.2.6(1) et 2,2,8(1)), le probléme est local sur Y ;
utilisant 2.3.5 pour remplacer 8§ par S§' convenable, ceci nous permet de suppo-
BET que N =1 Utilisant & nouveau la semi-pureté (2.2,6(i) et 2.2.8 (Hi)) i1

suffi g ; -z A . .
ffit de prouver 2,3.6 au-dessus des points générigues de § . Une localisation

€tale nous ram: z . L i
aous raméne alors a4 supposer § spectre d'un corps algébriquement clos k
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les classes2.3.2 et 2.1.2 étant chacune additive en Y , ceci nous raméne au cas
ou ¥ est un point fermé sur une courbe lisse sur k . Que la proprifté carac-

téristique 2.3.2 soit vérifide est alors la compatibilité fondamentale 2.1.5 .

Lemme 2.3.7 - La formation de ci(Y,n) est compatible 3 tout chansement de base

s'/s
Résulte de la mEme assertion pour les morphismes trace,
P I

Théoréme 2.3.8 - (1) ct(¥,x) ne dépend que de Y — X et des longueurs de

aux points génériquesde Y . Cette classe est additive en % . Pour u = GY et

Y _d'intersection compléte locale, elle induit la classe locale 2,2.2,

(i) Soit un diagramme commutatif

' u

A ——— X
£1 S ——— £
avec X' 1lisse sur S§' . Si u_lCY) est encore fibre par fibre de codimen-

sion > c , alors

et Cu~20Y), L) = uker(y,s) .

(iii) Soit ¥Y' = X fibre par fibre de codimension >c' , u' un poids sur Y'

et supposons que Y N Y' soit fibre par fibre de codimension > e+e' |, Alors

i
Y NY¥', n® 1") = cL(¥,a) w clY', ') .

(2.3.8.1) - Etant donné Y c X/S comme dit, il résulte de la semi-purecé (2.2,.6)
(2.2.8) que pour vérifier que deux classes dans H;C(X,Z,’n(c)) cofncident,

il suffit de le wérifier localement aux points génériques de Y , voire

me&me aprés tout changement de base s —= 5 (s point géométrique générique

de § ), aux points génériques de Y .
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:"-'(2 3.8.2) Preuve de (i) pour S = §' et u un plongement ferm&.

Par localisation (2.3.8.1) on peut supposer que X' est 1'image réci-

L]
ue de la section O par un morphisme lisse v : X —> AN

preq S

P s x

v

,
U e %

0

> A > 8 -

wm =
-

N
On applique 2.3.5 2 g = v et 2.3.7 au changement de base 3§ —}As .

L
2 ha

# on a
S »

(2.3.8.3) Dans une situation produit : X = KIXSKII’Y = Y1xstg",;,_ =g
et (¥, 1) = en(¥',n') u er(¥",%") (cup-produit extérieur, i.e.

pr‘ru{.(Y',x') u priclly",x") ) .

Des propriétés fonctorielles de Trg (SGA 4 XVIII 2.12) résulte la com-

mutativité de

) LL] 1
¢ ® Hf[ﬁ —> Hom (Rf; Z/n(d'Y2d4"'],Rg; Z/n(N')2K']) & ...—> Homsmzd LiZ/n,zZ/ne. ..

|

w — Hom (R, Z/n(d)X2d],Rg, Z/n(NY2N]) —————— Hom (R°“f, Z/n, Z/n)

et on vérifie que Trf est 1'image de Irf. ® Trf.. d'ott 1'assertion,

Preuve de (i) : (2.3.7) et un changement de base préliminaire nous raménent 2 sup- '
poser que § = §' | Factorisons u par son graphe

pr
x' Id,uwd oy x 2 oy

Ceci nous améne & traiter séparément pry, justiciable de (2,3.8.3) pour X' = X',
»' 'Gx. (avec ca(¥') =1 ¢ HO(K,RHn)) » et (Id,u) ; justiciable de (2.3.8.2).

Preuve de (i) : Soit £ 1 X —=>Xx xs}{ l'inclusion diagonale. On utilise la for-

mule 5*(‘{1 Xg Yz} =¥, NY, pour se ramener 2 (2.3.8.2) et (2.3.8.3).

|
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Preuve de (i) : Le changement de base S;ea — = 5 remplace X par xred ; ceci
SIeuve oo Ax) & re

nous raméne 2 suppeser X et § réduits, ne localisation au voisinage des points
gén€riques de Y nour raméne ensuite au cas of ¥ oq ©st irréductible er 1'in-
=

tersection compléte de ¢ diviseurs Di . La méme localisation, et la définition

ed
ot Lg est la longueur de x au point générique de Y . D'aprés (iv), on a donc

de Tr dans le cas quasi-fini, montre ensuite que eci(Y¥,y) = &g,clered.G? ),
r
el {¥,n) = 2g.mmret(D, .6 )
i i Di

et on conclut par 2.3.6,

Remarque 2.3.9 : Pour S le spectre d'un corps, et la classe d'un cycle étant dé-
P P

finie comme en 2,2.10, l'assertion (iii) dit que, si deux cycles Y' et ¥" se

coupent avec la bonne dimension, alors

ef(Y' NY") =ea(¥') U ctly") |,

curvu que les multiplicités des composantes de Y' N ¥" soient calculées comme
P mp

sommes alternées de Tor.

Remarque 2.3.10 : Soit X/Spec(k) , k algébriquement clos. Si deux cycles de co-

dimension ¢ dans X sont algébriquement é&quivalents, il résulte de 1'existence
de la théorie relative ci-dessus que les images dans Hzc(x,EWh(cJ) de leurs
classes sont les fibres, en deux points de § connexe convenable, d'une section

2

sur 8 du faisceau constant HzC(X,EJn(c)) (le faisceau R cf*Efn(c) pour

f = pr, : X ¥ 8 —2> 8) : deux cycles algébriquement équivalents ont méme classe

dans H2%(X,Z/n(c)) .
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3, Application : la formule des traces de Lefschetz dans le cas propre et lisse,

3,1, - Soient X et Y des variétés alpébriques propres et lisses sur un corps
alsébriquement clos k , purement de dimensions N et M . Via l'isomorphisme
de Kunneth H¥(X x ¥) = H*(X) ® H*(Y) , le morphisme trace

H¥(X x Y)(M) —> H#(X) n'est autre que H¥(X) ® (le morphisme trace

g (y) (M) —> Q{;) . Le morphisme étant homogéne de degré pair, il n'y a pas de

prgbléme de signe., On le note j:f b

3.2. - Une classe n &€ qu(x ®x ¥Y)(q) définit un morphisme de degré 2(q-N)

ey ° H¥{(Y) (N-q) — H¥(X) , par la formule
=
g HL r.przs

Proposition 3.3 - Soient p et gq deux entiers., avec p +q =N+ M , et

e € 2P (x x ¥)(p) , me€ 129(x ¥x Y)(q) . La trace de Mgy Syx° H¥(X) —= H#*(X)

&tant entendue au sens 1.3, on a alors

'I‘rxx,f(ﬁ.s) - Tr(r,KYer SJH¥(X)) .

Pour exorciser les signes, il y a intér&t 2 ne retenir de la graduation
de H¥ gque la Z/2 -graduation sous-jacente. Pour éviter de trainer avec soi les
twist 2 la Tate, on fixe de plus un isomorphisme QJCI) =®Q, . Soit Oy 1'homo-

morphisme H*¥(y) —= u*(yy (un isomorphisme) rendant commutatif le diagramme

H#(Y) ® H#(Y) ————— > ya(y) — L o E{
GYSI
ue(y) @ H#(Y) 127 T,
L'application Nyy ©St l'image de 7 par
HE(X x ¥) = H#(X) ® H*(y) l& H#(X) 8 H#(Y) =1-=3==2 Hom(H*(Y) ,H#(X)) s

e 3 N - " " =
t de meme pour e , La définition 13.4 de la trace raméne alors 3.3 3 la formule

T g Try @ Tr, .

151

155




Cycle

Remarque 3.4 - La preuve de 3.4 n'utilise pas que Ty

phismes. Elle wautr sans

lisse, il est diffi

appliquer 3.3 ,

Remarque 3.5 - 81 =, 7

et B sur X v ¥ , de

alors Tr sineg) est
X w XY

somme alternée de Tor

Proposition 3.,6. - Pour

Bc X xY 5 fini sur X

Mxy

D'aprgs 3.2 et (2.3.3.1) pour

Ny (=)

Le cas le plus important est celui o B

tion f : X —=>¥ .

Corollaire 3.7 - Soit

gébriquement clos k .

la trace Z(-l)iTr(f*,Hi

avec sa multiplicité.

Dans 3.5, on prend A = graphe de 1'identité, B = graphe de £

applique 3.3, 3.6

Corollaire

tension des scalaires de

H#(Y)

Dans ce cas,

On _suppose que les points fixes de f

= e

et g soient des isomor-

supposer X et Y lisses., Toutefois, en dehors du cas

de trouwver des classes de cohomologie auxquelles on veuille

sont les classes de cohomologie de cycles algébriques A

codimension p et g , et que A M B est de dimension O i

la multiplicité d'intersection A.B , calculé&e par une

(2.3.9).

q9 =M et 7 =ci(B) la classe d'un sous-schéma

est la composée

, 1'application
pry

———> H#*(B)

™y

Tr
—Bm—a H#(X)

W o= GB , on a en effet

s Tig i Y’,x(c{,(B).prﬁs) (pr;‘_ﬁ) 7

= Trgx

est le graphe d'une applica-

3.6 montre que

= 3
Txy £ y

un endomorphisme de X opropre et lisse sur un corps al-

sont isclés, Alors,

3.8 -Sgient X

F(-l)ifr(f*,Hi(x})

On peut remplacer

l'ouvert de X o X

est lisse de dimension 1, et

(X))

est le nombre de points fixes de f

» chacun compté

et on

une courbe sur k algébriquement clos, déduite par ex-

xo sur EE , et £ 1le morphisme de Frobenius. Alors,

est le nombre de points fixes de £ .

X par X , donec supposer X réduite. Soit U

red

U 1a complétion projective
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et 1isse de U . Les suites exactes longues de cohomologie pour Xx,U) et

(v.,u) donnent

Tr(f*,ug(x)) = 'r:(f*,ﬂg-(u)} 4 Tr(f*,ng(x-u))

et

Te(£2,H2(T)) = Tr(E%,HE(U)) + Tr(f,HE(U-U))

Les mémes formules valent pour les nombres de points fixes., La formule 3.8 é&tant
claire pour un schéma de dimension 0 , ceci raméne & prouver 3.8 pour E' . Ce
cas est justiciable de 3.7. Le fait que df = 0 pgarantit que les points fixes

sont tous de multiplicité un.

Remarque 3.9 - Pour X de dimension <1 sur k algébriquement clos, et
£ :X—=>X tel que df =0 , il n'est pas difficile de vérifier que 3.8 est

encore valable.

!
.'
E
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DUALTTE

On trouvera dans cet exposé quelques théorémes et compatibilités. tous
relatifs & la dualité de Poincaré. Au paragraphe 1, le théoréme de bidualité locale
en dimension 1 (SGA 5 I 5.1) et guelques calculs de duaux,

Au paragraphe 2, une démonstration trias économique de la dualité de Poincaré sur
les courbes, que m'a apprise M. Artin. Au paragraphe 3, une compatibilicé qui fait
le lien entre deux définitions de 1'accouplement qui donne lieu i la dualité de

Poincaré pour les courbes : par cup-preduit, ou par autodualité de la jacobienne,

Au paragraphe 4, enfin, la preuve de la compatibilité du titre,

Dans tout 1'exposé, les schémas seront noethériens et séparés, et n est

un entier inversible sur tous les schémas considérés,
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- 2 - Dualitée

1. Bidualité€ locale, en dimension 1.

1.1 - Soit S wun schéma régulier purement de dimension 1. Nous nous proposons
de montrer que le complexe réduit & Z/n en degré O est dualisant, i.e. que pour
K € ObD:(SrZ’Uﬂ) (c pour comstructible), si om pose DK=R Hom(K,Z/n) , alors
DK est encore constructible & cohomologie bornée, et que le morphisme canonique

a de K dans DDK est un isomorphisme.
Pour K dans D , et L quelconque, on a

I
Hom(K ® L,Z/n) = Hom(L,Hom(K,Z/a) .

Le morphisme de K dans DDK est dé&fini en supposant DK dans D~ ; si
L
B: DK® K—> Z/n est l'accouplement canonique, il est défini par l'accouplement

L L )
K@DK=DK®K—%E!:1 .
1.2 - Soit f : X ——> S un morphisme séparé de type fini. Posons
! =
K = Rf Z/n . Pour K € 0bD (X,Z/n) , on pose DK =R Hc:m(l(,k’.x) . L'adjonction

1
entre Rf, et Rf assure que

1
Rf*DK = Rf* R Hom(K,Rf Z/n) = R Hcm(Rf'K,EIn) = DRE K

L'accouplement correspondant entre RE,K et Rf DK est le composé

L L
RE,K ® Rf,DK — Rf, (K 8 DK) —— Rf Rf Z/n ——> Z/n

la symétrie de cette description montre que, pour f propre, le diagramme

Rf K > DDRE_K
(1.2.1) 5

R _DDK DRE_DXK

€St commutatif,

|
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51 £ est 1l'inclusion d'un point fermé, on sait gque Rf!Zan=R.-"nf_-1]’_'-2"_-
soit, & torsion et décalage prés, Z/n , Sur le spectre d'un corps, ce complexe
est dualisant (dualité de Pontrjagin pour les Z/n- modules). D'apreés 1.2.1, on a
donc K —= DDK pour K de la forme Rf_,L - et donc lorsque le support de

H*¥K est fini.

Théorgme 1.3 - Scient j : US—=> S un ouvert dense de § et F un faisceau lo-

calement constant constructible de Z/n- modules sur U . On a Dj,F = j,DF ,

i.e. Hom(j,F,Z/n) = jHom(F,Z/n) et Ext(,EZ/n) = 0 pour i >0 .

Sur U , Extl(j_,_EWnJ =0 pour i >0 , car F est localement constant (et
Z/n un Z/n-module injectif), tandis que pour i = 0 c'est le dual F de F .
On vérifie que Hom(j,F,Z/n)= j F , et il reste & vérifier la nullité des

Ext (i > 0) en les points de S - U . Le probléme est local en ces points, Ceci

nous raméne A supposer que S est un trait strictement local et, que U est ré-
duit 2 son point générique 7 . Seit I = Gal(m/n) . Le faisceau F s'identifie

au module galoisien Fﬁ , et la fibre spéciale de J,F & P;I .

Seit i 1'inclusion du point fermé s, et appliquons D aux suites exactes

. B I
0 > §,F > j,F > 1,71 —> 0
0 —~—>3‘TF-I > gl —s i ;[-I 0

1% n ¥ n 2

On obtient un morphisme de triangles

. Ly . s o
:.*(FE )y (-V[-2] ——>Dj F —> RjF

| l

: Iy I "
1, (F=2) (-1 [-2] ——> (Fo ) — R3] ;;I .

La suite exacte longue dé&duite de la premiére ligne fournit la nullité des

Ext (i > 2) et, prenant la fibre en s , on trouve
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1 ~
o —> (@'py ) —> H (1,F) — (F;WI) (=1) ——3 (_}_I_ZDJ*F)S —s b

I

N W
0o — = a(nE 2@ () —s o
| |
(F I)V = (F—v) posant M = F-=Y il faut finalement vérifier que
Pl.lisque ; = I £l - » 1
1 oo 1
B (XyM)i———2H (I,MI)

si p est 1'exposant caractéristique résiduel, I est extension d'un groupe iso-
morphe 2 ﬁp. "({,j-_m)_l Z/m par un p-groupe P . Puisque P est premier & 1'or-
dre de M , on a mI:I (;,H) =0 (i >0) et (HI)P = (MP}I . Ceci permet de remplacer
M par MP et I par I/P . On a enfin un isomorphisme fonctoriel Hl(ﬁp.,M) o

f{coinvariants de ﬁp' dans M), d'od le théoréme.

Théor2gme 1.4 - Pour K € Cb D:(S,E/n) , ona K——— DDK .

Par dévissage, on se raméne 3 supposer que K est réduit & un faiscean
‘constructible F en degré O , et que F est soit 2 support fimi (1.2), soit
de la forme _-'|“_F1 comme en 1.3 . Dans ce second cas, 1.3 nous raméne & la bi-

dualité locale pour F localement constant sur U

o
bt}
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2. La dualité de Poincaré pour les courbes, d'aprés M, Artin.

2.4 = Soit X wune courbe projective et lisse sur k algébriquement clos. On
pose KX = Z/n(1l)X2]1 et, pour K £ Ob D:Cx,zjn) ; DK=R§35(K,KKJ . Pour M
un Z/n-module, on pose aussi DM = Hom(M,Z/n) ; de mme pour les complexes de
modules. Le morphisme trace HO(X,K}:} —= Z/n , eou RT‘(X,K_X) —_Zn , dé-
finit un accouplement RT(X,XK) g-‘ RT(X,DK) —> Z/n . La dualité de Poincaré
entre cohomologie et cohomologie 2 supports propres d'un ouvert j i U= A de

X dit que, pour K = j,Z/n , cet accouplement identifie chaque facteur au dual de

1'autre.

J'expose ci-dessous une démonstration, qui m'a £té communiquée par
b
M. Artin, de ce que pour K € Ob DC(X,Z!/n) , cet accouplement est toujours par-

fait, i.e. dé&finit un isomorphisme
(2.1.1) RT(X,K) ———> DRT(X,DK) :
Pour tout faisceau constructible F posons
‘il (X,F) = Z/n -dual de H-i(X,DF) .

Que (2.1.1) soit un isomorphisme é&quivaut au

Théoréme 2.2 - Pour F un faisceau constructible de Z/n -modules, on a

(2.2.1) B x,F) —=» wlix,m "

Lemme 2.3 - Soit f : ¥ —= ¥ un morphisme génériquement &tale entre courbes

1
lisses sur k . On a KX = f'“'](_Y = Rf'K.Y , avec Trf pour fléche d'adjonction

RERE'K, —> K,

On se ram#ne a vérifier que pour f fini, on a
'
f*Rf'KY = Mom(f*z/n,xv) est f£.Z/n , avec Trp pour flzche d'adjonction,

La nullité des Exti(i > 0) résulte de 1.3, et 1'assertion en résulte.
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!
On peut dire, plus explicitement, que RE’ est le foncteur dérivé du
1 i1
foncteur LR = Hom(f,EU,F) et que 1.3 implique la nullité des R £ Z/n

pour i >0 .

Corollaire 2.4 - Soit f : X' ——> X un morphisme génériquement &€tale de courbes
Corollaire 2.4 Soil

projectives et lisses sur k . On_a 'HI(X,E*F) = ‘HL(X',F) ; cet isomorphisme

est fonctoriel et le diagramme

i ik
H (X, £_F) H (X, £_F)

Hi(X',F)

v

w x',E)

W

est commutatif.

L'isomorphisme est donné par 1.2 : Df_F = f_DF

2.5 - Prouvons 2.2, 5i F est réduit 3 Z/n en un point, prolongé par 0 , on
a HH#(DF) = Ext*fF,Kx) = Z/n en degré 0 , et dans 1'accouplement
H#(F) ® H*(DF) —= Z/n , ona 1® 1 —>1 (Cycle, 2.1.5) : la dualité est par-

faite, Le cas ot F est & support fini se traite de meme.

Pour F constructible quelconque, A le sous-faisceau de ses sections

& support fini, et G = F/A , la suite exacte

(2.5,1) 8] > A

W
rq
(2]
)

(2]

fournit un diagramme
(2.5.2) 0—4,-1-!0(1{,3)--———}5{0(}(,1‘“) —:-»Ha(x.c) —20
L ! |
0 —> "I, —s ' rx.0) — '1ox,4) —s WO, F) —> '1%.6) —> o

et des isomorphismes compatibles H (X,F) ——> H (X,6) , 'H (X,F) —> 'l (X,Q)
4 #0,~1) .81 §:U—>X estun ouvert sur lequel F est localement cons-

tant, on a une suite exacte
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Dualité -7 =

(2.5.3) QO —=> 66— J, )% F —=> B —> 0

sid

i P o
avec B & support fini, Puisque ‘Hl(x,j%j*l?) = DH” l{}:,j*{j*-‘F) 1)} d'aprés 1.3,

i

cet 'H 0 pour i <0 et (2.5.2) et la suite exacte longue définie par (2.5.3)

i ; i
montrent que 'H est toujours nul pour i <0 .

8i F =2Z/n , le théoréme est vrai pour i = Q et 2 . Ceci exprime que,
2 — / ” .
pour X connexe, le morphisme trace : H (X,L.;nj —> Z/n est un isomorphisme.

D'aprés 2.4, le théoréme reste vrai pour i =0 et F = E#Z.r'n 5

Pour F & nouveau quelconque et G comme plus haut, il existe

f: X' =—>2X comme en 2.4 tel que & se plonge dans f*ZZ/n
0 —>6——=fZ/n—>qQq——>0 .

Changeant X' en un X"/X' , on peut supposer gue HJ'(!{,G} — Hl(x,f*Efn) =

Hi (X',Z/n) est nul pour i > 0 . Considérons alors

0 = 2,0 = 1%, z/m) = 10x,Q) = 1l x,0) 2> 5l &', z/n) - lx,Q) - ...

A T

0 —= 'uo(x,c) > 'Ho(x',z,fnn: 'HD(}E,Q)—> 'Hl(X,G) e 'Hltx',zzfn)a» 'H]'(X,Q} 2 o races

L'isomorphisme en 'H.OCX'} fournit HO(X,G) — 'HO(X,G) , et la méme
injectivité pour F (2.5.2). On applique cela a Q pour trouver que
HOEX,G) — 'HO(X,G) - De méme pour F (2,5.2). Appliqué 3 Q , cela donne
B (X,6) —= 'HI(X,G] . On applique cela 2 Hl(x',ﬁ.fn) . Ce groupe ayant méme ordre
que 'Hl(X',Ea’n} = D(Hl(x',Z;'n)(l}) » On trouve un isomorphisme, et
H]'(K,G} _ 'Hl(x,c) - De m&me pour F . Pour i = 2 , on sait déja que
Hz(x',mfn}—'L}- rHE(K'.EJ’n) » et on procidde de mEme, puis on s'arr&te, faute de

combattants,
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3, Dualité de Poincaré pour les courbes.

Dans ce paragraphe, nous prouvons la compatibilité (Arcata VI 2.3.3) .

3. = Les notations sont celles de (Arcata VI 2.3) : X est une courbe projec-
tive, lisse et connexe sur un corps algébriquement clos k , D est un diviseur

réduit sur X , 0 un point de X =X - D

- G ; F

et picD(X) = H (X,Dmm) ol Dtm est le faisceau des sections de Em congrues 2
1 O,z g 1o

1 mod D . On rappelle que Hcﬁx,un) = PicD(X)n , et que x —> @m(x) définit

une application canonique f : X —= Picn(i} . On pose fo{x) = £f(x) - £(0) :

X — Picg(iJ ‘

Notons encore j 1'inclusion de X x X dans X x X . La diagonale A
de X x X est fermfe dans X x X ; elle définit une classe dans

- _ Z = .
Hi(x w X,pn) = Hi(x x X,j!pn) . On note ¢ son image dans H (X x X,J!un)

La formule de Kunneth assure que
B#(X xX,§,u) = H¥(X,Z/n) @ XX, § ) = B¥(X,Z/0) @ BE(X,u ) .

Nous nous proposons de calculer la (1,1)-composante de ¢

Bl cnlixzime L X,u ) =tk o, )

OO © . O,z
=H (X.chn<x)n) ’
La suite exacte

n
& ——ide Picg()-{)n S— picg(ﬁ) s B Picg(i) ——= 0

fait de Picg{i} un Picg(i]n —~torseur sur Picg(i) . Notons, wu 12 classe, dans

. 1 1 B o ; ;
H (x'HC(X,;n)) =H (K,PLCD{X)n) ., de son image réciproque par EO .
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151

Propesition 3.2 - Avec les notations précédentes, < = - u
Soit e 1la différence des images dans H (X y g’jt*q) des classes de
cohomologie de 4 et X x [0} . La classe de X x [0} étant de type de Kunneth

i | I HE
¢ = e

(0,2) , ona . Soit la suite spectrale de Leray pour

pry K ox X —=1X et le faisceau Jyu,
PL .. P g o o il q , Pley . = i
E2 H (X.R prlﬁ_‘]!un) =H {X’Hc{x’m” == H (X » x,_],_n)

Elle dégéngre : c'est le produit tensoriel de H#(X) par la suite spectrale de

Leray (triviale) pour X —> Spec(k) et le faisceau j'un . Le diviseur

A - X x{o0} est fibre par fibre de degré 0 , de sorte que 1'image de e dans
502 est nulle. On peut donc parler de son image e dans El“l, et i1 nous faut
montrer que 5 = =~ & z

Soit G sur X x X le sous-faisceau de i;m formé des sections locales

dont la restriction au sous-schéma X x D est 1 . On a encore une suite exacte
£352:1) 0—-};‘,%—%@——}5—}0
et e est l'imagepar 3 de la classe e, £ H]'{K x X,6) du faisceau inversible

6(a - X x {0}) trivialisé par 1 sur X ¥ D .

L'image directe par Rpr du triangle distingué défini par (2.2.1) est

14+
un triangle distingué
{3.2.2) L‘,‘»Rr.il'l_n_.‘lH_;,ﬂ—}Rprzﬂ_ﬂ —-%Rprz,tt_G—L}»
et le diagramme
B (X x %,G) ) > n2(x X Xy3y)
|1 [
a

1 2 .
H (X, Rpr, 4G) > HO(X, Rpry i)

est commutatif : notre probléme devient celui d'identifier l1'image dans

gll . H]‘(K,Hi(}(,ph)} (1'image dans E%? geant nulle) de l'image par
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1 2 ;
3(3.2.2) ° H™(X ,Rpry ,6) —> E (X, Rpr ,j,u ) de la classe, encore notée e »

qui correspond 2 e, par (1) .

Le faisceau Rlprl*G est défini par le schéma en groupe sur X image
réciprogue du groupe algébrique PicD(i) sur Spec(k) , et l'image de e dans

10(x, R pr,6) = Hom(X,Pic (X)) est £,

Représentons le triangle (3.,2.2) comme défini par une suite exacte courte

de complexes de faisceaux,

8] = A > B > C > 0 *
Soit B' 1le sous-faisceau de

Te lB = T Eoﬁi{er(d) —3>0 i

cbtenu en remplagant B'l = Ker(d) par 1'image réciproque, par
Ker(d) —}_lil(B) - Picn(f) sur X , de Picg(i) sur X . Scient A' = AN B'

et C' 1l'image de B' , On a a.‘=-|-<1

(A) , et C' se déduit de C comme

B' de B ., d'ot un diagramme commutatif de suites exactes courtes

0o—> 4 > B > > 0
o —> ‘!'511-\ = i' > [' > 0
(3.2.2) 0 —> HL(X,y )F1] — PicO(D)F1] —> Pic)(R)F1] —> 0

od la dernigre ligne doit &tre vue comme une suite exactes de complexes de fais-

ceaux réduits au degré 1 sur X , On a

e ]
a) e € H°(X,a) provient de e = I‘.z(}(, T 1&) (car son image dans EOE est nulle).

On cherche 1'image & de e dans Hzﬂx.'.-!i{x,

N sl 1
L;n}_-l_.}—h {xThCEx,L“H

R VI e
b) € € HAX,C) provient de e IIHI(X,C') , car son image fo dans

HD(}: Pic_ (X)) : D oo Dp= . ~
' pt est dans H (Z&,Pw_cD(}\}} . On peut prendre e = 3e

m

1

1
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c) On a done e = afo , ot B est défini par (3.2.2), et ol on utilise les iso-

. 2. - L, A 3 . .
morphismes usuels ® ( X,F[-17) = H (X,F) . Ces isomorphismes anticommutent &
& , de sorte que e = -1f0 ., pour 3 défini par la suite exacte

0 —= nz(x,uﬁ) E—— Picg(i'} E— Picg(:‘{} —0
On conclut par (Cycles, 1.1.1).

3.3 - Pour tout homomorphisme ¢ : Hi(X,uh) —= Z/n , soit =(u) £ Hlﬂx,Efn}
l'image de u par o : H (XH.(X,u)) —>H (X,Z/a) . Si x € H.(X,u) , le

cup-produit s{u) _ x est dans H:fx,uh) . On se propose de prouver que

Proposition 3.4 - Trlplu) o x) = wix) :

Cette identité se déduit, par application de ¢ ,de
(3.4.1) Triu U x) = x
ot Tr est cette fois 1'application

e : BAX,ENEX, W) © ) — BEX, )

e et Hn ¢ Hn g
de sorte que X > Tr(u |J x) est 1l'application composée
(3.4.2) BLX,u 05235 wlanlx,u)) @ (G ) <= wNx,z/a) @ HY (X, el (%, 10)
Q Hi(}:,un) 2 Hi(x,p.n) S ld.. Ht(}(,pn)

ot (1) est donné par a 8 b ® ¢ ——=> (a _ c) ® b

Exprimons ce morphisme en terme du morphisme trace
3 &
Tr : HC(X X Xrun23 —_— Hi(x,un) relatif & la seconde projection. Pour
3
x €H, , Tr(x) se calcule ainsi : de ses composantes de Kunneth, on ne garde que

celle de type (2,1) , et on applique Tr : Hg{x,un} —_— 2 .
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Notons wu' 1'image de wu par 1l'application

gl x,ml(x,u)) < W,z /me nlxy) = 1t a,z/m) @ 1R, ,u)
— Hz(x « X,Z/n ® j.uh) . Vu la relation entre Kunneth et cup-produit, on a |
Trlu u x) = -Tr(u' u prfx) N
Le second cup-produit est celui de [Cycle] 1.2.4 :
B x X,z2/0% 5y0) @ HU(K x Z,3,4, ® Z/n) —s 1 (X « Xodgry, ® 3y10) .

Le signe - provient de la permutation de deux symboles de degré 1 dans (1). Puisque

cl’l o~ pr¥x ont méme (2,1)-composante de Kunneth, et que u'= cl'l

¢ o prix et 1

1

»

on a

Tr{u U x) = Trlec | pr{m) .

Le cup-produit & droite peut cette fois s'interpréter comme le cup-produit (Cycle
2. 1
1.2.5) de ci(A) € H,(X x X,u ) par pryx € H (A, ) . Sur A , on a

PTy =pr, d'ofn

]
L]

Tr{ ¢ |y prf‘x) = Tri{ce(a) U prf‘x) = Trict({p) U pr;x) = Tr(ce(a)) U x
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4. - Compatibilitcé SGA 4 XVIII 3.1.10.3.

Dans SGA 4 XVIII, en proie au découragement, je n'ai pas vérifié 1la
compatibilicé du titre. Bien qu'elle s'avére n'étre que fumée, je me crois tenu de
réparer ici cette lacune., Pour f : X —= § s€éparé de type fini, il s'agissait
de vérifier que le morphisme d'adjonction : Rf1Rf!L —> 1L est compatible & toute
localisation &tale k : V—> S , Désignant par k et f plusieurs fléches,

comme ci-dessous, il s'agit de vérifier une commutativite -

. .
Xy —k ox k*Rf RE'L oM g) > kL {
| lf

: ) _
v—E o3 RE,RE k¥L ad] > kHL . 3

Au niveau des complexes, la commutativité voulue s'dcrit (loc.cit.) ,g
|
k*ei£'L > kL,
|I$9
f;f!k*L > k#L .

On la vérifie composante par composante, ce qui ramdne 3 une compatibilité analogue,
pour L un faisceau et pour chacune des paires de foncteurs adjoints (fi,f?) .
notés simplement :E't et f! - La flache (1) est définie & partir de 1'isomorphisme
(2) : k*E, = f,k* , et d'un morphisme (3) : kg — i qui s'en déduit. Dans
loc.cit, on introduit d'abord un morphisme (&) : k£, —> f‘k! déduit de (2) par
adjonction de k#* = k! et de k, : kL —> k!flk*k' = k!k*frk! —aEky 5 et
on déduit (3) de (4) par adjonction., Il revient au méme de déduire (3) de (2) par

1 1 ! 1 1 1 !
adjonction de f et £ k#f — £ £,k = E k*E £ — £ k¥

Ecrivant k pour k* et omettant L » la commutativité est alors celle

du bord extérieur de

] ] 1 1 I )
kf £ —> £,kf —> £, £ £ kf — £ £ ke £
I_t ' L
KE, £ <— £ £ kE £
L 4 ‘ t"} '
ko £,k ;
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1 1 1
En premigre ligne, on trouve un homomorphisme kf!f — f!f'kf!f' , défini
' !
parce que kf £ est de la forme £ X (X = kf’) ; il admet pour rétraction le
morphisme d'adjonction en seconde ligne, et la commutativité du carré inférieur est

ia fonctorialité de ce morphisme d'adjonction.
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Applications de la formule des traces aux sommes trigonométrigues.

Dans cet exposé, j'explique comment la formule des traces permet 'de cal-
culer ou d'étudier diverses sommes trigonométriques et comment, jointe & la conjec-

ture de Weil, elle peut permettre de les majorer,

Les deux premiers paragraphes donnent un "mode d'empleoi" de ces outils.
Le paragraphe 3 est un exposé&, dans un langage cohomologique, des résultats de
Weil sur les sommes 3 1 wariable. Les paragraphes 4 3 6 forment une é&tude détaillée
des sommes de Gauss et de Jacobi - ¥y inclus les ré&sultats anciens et récents de
Weil sur les caractares de Hecke définis par des sommes de Jacobi. Au paragraphe-T,
nous étudions une généralisation a plusieurs variables des sommes de Kloosterman.
Enfin, au paragraphe 8, on trouvera quelques indications sur d'autres usages qui

ont &té faits ou peuvent &tre faits de ces méthodes.

Sommaire
1. Principes........... TR U B S T e e e L e R 2
el i e b W R e e A T e 16
3. Sommes & ‘utie VaTiable....:vuiiiiiey i ien s e R T
4. Sommes de Gauss et sommes de JECODL..:..uuinenninaunesnnsnnnnnnn.. 29
v CATACTREER e HOCke .oy it i i vt o ncempimmsinsominimissaie smiareib s s/ere s s e e as 41
6. Les caractdres de Hecke dé&finis par les sommes de Jacobi,............. 46
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Notations.

0.1 - On utilise les notations de Rapport , paragraphe 1, On aura souvent &
considérer une extension finie EanZIF de Eq . On notera par un indice 0 un
objet sur Fq , 8t par un indice 1 un objet sur Eqn . Remplacer un indice 0

par un indice 1 (resp. supprimer l'indice) signifie qu'on é&tend les scalaires 2

F (resp. &2 TF ) .

q
0.2 - On désigne par . un nombre premier # p . Nous utilisons librement le
langage des anfaisceaux, ainsi que celui des El-faisceaux, pour E_  une exten-

sion finie de g, (cf. Rapport, paragraphe 2 et spécialement 2.11).

0.3 - Soit H¥ un espace vectoriel gradué. Si T est un endomorphisme de H¥*

on pose (cf. Cycle, 1.3.5)

Tr(T,H%) = (-1 Te(T,Eh) :
1. - Principes.
1.1 - Soient xo un schéma séparé de type fini sur Eq , El une extension
finie de QL et zb un Ek+fsisceau sur KO . La formule des traces dit que
(1.1.1) T o TeE® = 2D lretrrrl(x,3)

x € X

Avec la notation 0.3, le membre de droite s'écrit simplement Tr(F*,H:(X.E))

Cette formule des traces pour les El—faisceaux peut soit &tre déduite de
Rapport 4.10 par passage & la limite (cf. Rapport 4.11 & 4.13) , scit &tre déduite
de la formule des traces pour les Q, -faisceaux {(Rapport 3.2) par la méthode de

(Fonctions I mod. 4" - I

Nous allons interpréter diverses sommeés trigonométriques comme le membre

de gauche de (1.1.1), pour XD et 30 convenables.
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1.2 - Seit A un groupe fini., Un A-torseur sur un schéma X est un faisceau
T sur X , muni d'une action 2 droite de A + qui, localement (pour la topologie I
étale) sur X » ©st isomorphe au faisceau constant A sur lequel A agit par trans-

lation & droite.

Si 7 : A—>3B est un homomorphisme, et T un A-torseur, il existe 3
isomorphisme unique pr2s un et un seul B-torseur T(T) , muni d'un morphisme de

faisceaux 7 : T —=>3 7(T) tel que

€1.2.1) Tlta) = (e)=(a) .

Si T est un A-torseur sur X » €t 5 une représentation lin€aire de
A p: A—=>GL{V) (V espace vectoriel de dimension finie sur E ), il exis-

te 2 isomorphisme unique prés un seul E,-faisceau F .+ lisse de rang dim(V) |,

A

muni d'un morphisme de faisceaux
(1.2.2) o : T—>IsoV,3)

tel que plta) = p(t) p(a) . On le note po(T) . Pour v : A —> B et g une

représentation de B , on a un isomorphisme canonique plr(T)) = (prX(T) .

Dans ce paragraphe (sauf 1'appendice), on ne considare que le cas ot A
est commutatif et ot V = Ek ! p est un caractére A h——>-E? » et p(T) un
El-faisceau lisse de rang un. Le morphisme 1.2.2 s'interpr2te comme un morphisme

partout non nul

(1.2.3) p ¢ T ———>p(T)
tel que p(ta) = p(a).plt) =
1.3 - Scient S unschéma, G un schéma en groupe commutatif sur S , et G' une

extension de schémas en groupes commutatifs sur §

0—>aA—>¢ T—=¢—=0 :

Le faisceau T des sections locales de 1r est alors un A-torseur sur G
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8i X est un schéma sur § , et f,g deux S-morphismes de X dans €,

du fait que T est défini par une extension, on a un isomorphisme canonique
(1.3.1) (f4+g)¥*T = £¥T + g¥*T .

A gauche, f + g est la somme de £ et g , au sens de la loi de groupe C¢ ; 2

droite, + désigne une somme de torseurs.

8i £ : X —> G se factorise par G' , f#T est trivial (et une fac-
torisation donne une trivialisation):2 isomorphisme (non unique) pras, le A-torseur
f¥T ne dépend que de 1l'image de f dans HomS(X,G)/n HomS(X,G‘) : il est donné

par le morphisme 3 dans la suite exacte

Hom(X,G') —= Hom(X,G) _a} Hl(K,A) :

Nous appliquerons ces constructions aux suites exactes de Kummer

o] > Uy f‘Em > Em > 0 , et aux torseurs de Lang.

1.4 - Le torseur de Lang. Soit GO un groupe algébrique commutatif connexe sur

Fq (pour le cas non commutatif, voir 1'appendice). La loi de groupe est notée

multiplicativement , L'isogénie de Lang

£ : Go‘—_}GD : X_ﬁ'Fx.x-l

est €tale ; son image, un sous-groupe ouvert de GO , ne peut &tre que GO Iui-
mdme ; son noyau est le groupe fini GD(Fq) . Le torseur de Lang L est le
GO(Fq}rorSEur sur G, défini par la suite exacte
(1.4.1) £

4 0———:»:;0(1Fq) > Gq > G, a .
Notation : On note encore 1 et £ (ou L(q} et £(q) ) les objects déduits de
L et

£ par extension du corps de base, En cas de besoin, on précisera par umn in-

dice 0 ou 1
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Exemples : Pour G, = G? ou tEWI » les suites (1.4.1) s'écrivent
.‘{qA—.\.
b 2 } —
(1.4.,2) £ -———ﬁb'Ee = Ea > Ga (8]
z1-1
( ) —
(1.4.3) 0 — 4 E_ L > 0
1.5 - Calculons 1l'endomorphisme F¥* de la fibre du torseur de Lang en
v £ GF = GO(IFq} . 81 g £ é’._l("v) =G , ona Fg= Fg.g_l.g = vg . Dés lors

(Rapport, 1.2)

- -1
(1.5.1) sur LG ~ £7(y) , F* est g —> gy
.2 i " = n : =i
1.6 Sur Fqn s L 1d;a:j1flté F(q“) F(q} entre endomorphismes de G, im
. - L i 3 "
plique qw;e £(q“} = ‘t{q) o j_1=r'|'01_='(‘:” . Sur Go(]F n) ,F(q) agit comme 1'élément
q i
X —> x de Gall(F n,f']Fq) . Sur GO(IF ad s WF{q) est donc le composé de
13 z P .
la norme GO(JFqn)*—b- GU(]Fq) et de 1'inclusion Go(]Pq):: GD(]Fqn) : le diagramme
£
0 ——=> G (F ) > G (q™ G )
0 n - | s =
1 n-1 :
(1.6.1) N LAY
0 ——= G (F.) > G o) ¢ 0
0" g i T , N

est commutatif. Dans le langage des torseurs, ceci fournit un isomorphisme canonique

entre GO(I‘q) -torseurs sur Gl

(L.6.2} NL =L

(g™ ) )

Définition 1.7 : Soient fo P Xy hﬁGO un morphisme et ¥ : GO(Fq} —:’-E*f

un caractire. On pose Fx.£y) = X (££(Ly(G)) = £3x (L, (G,))

On a les propriétés de fonctorialité suivantes

a) 3(X'f0) est bimultiplicatif en y et f£

o
(1.7.1) E(x.f'.fg) = 3(x,f6) 2 ztx,fg) s
] " = "Zi ] "
{(1.72.2) Fly 'y ,fu) Fx ,EOJ ® F(y ,fo) :
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Cela résulte de la définition de (T), pour T un torseur, joint 2 (1.3.1) pour

(1.7.1).

b) Pour gy : ¥, —> X, un morphisme, on a
- -

(1.7.3) a(x,foogc}) gozﬁx, f(} )

En particulier, 3(x,f03 = fgﬁix) » o F(x) désigne IF(y,Id, )~

0
¢) Pour ug 3 GD —}'HO un morphisme, et vy : HO(IFQJ—}E{' , on a
(1.7.4) E(x,uofoﬂ = F(x uo,fo)
d) Pour G, = 1-2{1 Gé » X de coordonnées ¥y, (i € 1) et f, de coordonnées fé .
il résulte de (1.7.1)2a(1.7.4) que
(1.7.5) Hxfg) = @ Iﬁ(xi,fé) ;

MNoter le X-l dans la définition 1.7 . Il assure gue, pour x £ XF y

on ait sur Eﬂx,f())x
#* =
(1.7.6) F¥ ‘;.;_ED(:-:)
(utiliser que la fibre en x dumorphisme 1.2.'2, paur3=y\-1,comute & F;f' » B 1.5.1),

51 &y, fo)l est le faisceau déduit de &'(\,{.fo} par extension du corps

de base 2 T a » on déduit de 1.6.2 gque

q
(1.7.7) Fx:£5); = F(X o N, ) :
1.8 - Abus de notations (i) : Si = est une notation pour l'application composée
Xf, ¢ :-:O(Jrqn-——> Ef , on écrira parfois B(E) au lieu de 3(y, f,) . Grace 2

(1.7.1) 2 (1.7.5), on ne risque guére d'ambiguit&. Par exemple :

. a) on écrit Fly) pour E{X’Idﬂ ) (notation dé€j3 utilisée en 1.7 b))
Q

b) i = B £
on écrit F(xf,) pour .,vtx.;t.}‘)

c) avec - 4 - 3 - : - =1
avec les notations de 1.7 d), on écrit FT X, £ pour Fly,f)
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Avec cette notation, (1.7.4) exprime que 1'éeriture Fly u”f”} n'est
pas ambigug, (1.7.1) (1.7.2) (1.7.5) expriment une multiplicativité de FE) en
= , et (1,7.6) se récrict F#* ==(x) sur HHE)_ .

. -~
(i) Si X est un schéma sur une extension k de ]Pq , et gque f est un
morphisme de X dans G0 SIFqk , on notera encore F(y,£) , F(xf) ., ou F(y)
(pour £ wune inclusion) 1l'image réciproque par f du E, -faisceau déduit de
A
3&"1(1.0{(;0)) par extension des scalaires de T & k .81 f, est le composé
X %’-GO 31;, k —> GO , c'est encore le 3(x,f0) de 1.7 ., Pour k est une
q

extension finie de ]Fq , on a Jlxf) = Tj(xbik”},qf) i

Appliquant 1,1.1 & 1.7.6 et 1.7.7, on trouve :

Scheolie 1.9 : Soient So un schéma séparé de type fini sur qu , G un_groupe

algébrique commutatif connexe sur ]Fq ,fo : SO — GD un morphisme et

X : G (F )—=E* _, On a
0" "gq * E—

(1.9.1) Z xE (s) = Tr(F*,Hg(s,'.}(x,foj))
SES,(F ) g

et, pour tout entier n >1

(1.9.2) X s ol £ (s) = Tr(F*™, u%(s,5(x,£))) .
T, LN c 0
0 " q" q
Remarque 1.9.3 : Prenons pour G, un produit. Avec les notations de 1.7 d) et 1.8 ¢,

la formule 1.9.2 devient

i n - i
Z M0 N ”Fq(fo(s)) = Tr(F# ,Hg(s,a(g Xifo”) .

i F
ses (F ) 1 o
9
Remarque 1.9.4 : Prenons Gy = {e} . La formule (1.9.1) devient
Is(F )| = 2 1 = Tr(F#,H%(5,Q,))
% s€5,(F )

I1 est rare qu'on puisse explicitement calculer le membre de droite de

(1.9.1). Voieci un exemple amusant, avec GO = {e}
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Exemple 1.10 : Une gquadrique projective non singuligre de dimension impaire sur

¥ ale méme nombre de points rationnels que 1'espace projectif sur Eﬁ de la
q -

méme dimension.
meme oimE -

§i, sur €, X est une hypersurface guadrique mon singuliére dans 1'es-
pace projectif EZN , et Y un hyperplan, on sait que pour i < 2dim(X)=2dim(¥)
ljes inclusions x> P°Y «— 5y induisent des isomorphismes (en cohomologie

ordinaire)
nlx, ) «—— nt(p?V ) —— nlv,@

Par spécialisation, il en résulte que si Xé est une hypersurface qua-

drique non singuligre dans 1'espace projectif PgN sur Fq s BE Yé un hyper-
plan, les inclusioms K6CL——ﬁb‘EgN 45————3Y5 induisent des isomorphismes

Hi(I{',Q{.) -{“—Hiimzﬂ,n{-)h——“-'—:-ui('f’,q{) .

Ces isomorphismes commutent 2 F¥* , et on applique la formule des traces,.

1.11 - On peut aussi utiliser la formule des traces pour comprendre les formules
classigques donnant le nombre de points rationnels des groupes linéaires sur les

corps finis, et ceux de certains espaces homogénes (voir le paragraphe 8).

L.X2 - On dispose d'un dictionnaire permettant de traduire en termes cohomologi-
ques divers types de manipulations classiques sur les sommes trigonométriques. Ce
dictionnaire sera donné au paragraphe 2. L'énoncé cohomologique é&tant plus "géomé-
trique', il pourra parfois s'appliquer & des situations oft 1'argument classique ne
s'applique qu'aprés une extension du corps fini de base. Voiciun exemple (un cas

particulier d'un théor&me de Kazhdan).

. Supposons gqu'il existe une

Théoréme 1.13 (Kazhdan) : Soit XG un schéma sur Eq

., et un morphisme f ¢+ X —>=> Y% de schémas sur F

action p de Ea sur X

faisant de X un §_ -torseur sur Y . Alors, le nombre de points rationnels de
X, est divisible par q
175
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Supposons d'abord que p , Y et f soient définis sur Fq .

Argument classique : Les fibres de f : XO{EE)‘——qﬁb YO{EE) ont toutes g €&lé-

ments : FXO(}ﬁJ| = q.

YD(qu| , d'of la divisibilité,

Traduction cchomologique : Les faisceaux images directes supérieures RLEIQJ sont
8 3
R°EQ, =0 pour 1 # 2
2
RE;Q, =98,(-1) i

La suite spectrale de Leray de £ dégénére donc en un isomorphisme
i i-2
HC(X,Q{) H_ (Y,ﬂi}(—l} :

Pour comprendre l'effet d'un twist & la Tate sur les valeurs propres de Frobenius,
le plus commode est d'utiliser le point de vue galoisien (Rapport 1.8), et de noter
que la substitution de Frobenius g agit sur QL(l) par multiplication par gq .
Les valeurs propres de F¥* sur HECK’QL) sont donc les produits par gq des wva-

leurs propres de F* agissant sur Hz—sz,ﬂL) . On sait que celles-ci sont des

entiers algébriques (SGA 7 XXI 5.2.2) ; das lors

(#) les valeurs propres de F¥* agissant sur H:(X,Q)) sont des entiers algébriques

divisibles par gq .

Descente : Revenons aux hypothdses du théor2me. Pour n convenable, on peut supposer

que p ,Y¥Y et £ sont définis sur E‘n . Le morphisme de Frobenius relatif a F =

igme q

étant la puissance n de celui relatif a Fq , 1'énoncé () pour le schéma

sur T - déduirt de KO par extension des scalaires nous fournit :
q

igmes

(¥) les puissances n des valeurs propres de F# agissant sur H;(K,QL) sont

des entiers algébriques divisibles par qrl .

Cette assertion implique (#). Le nombre de points rationnels de KD , Soit

2(-1)1TF(F*,H1(X,QL)) » est donc un entier algébrique divisible par gq . Ceci impli-

que qu'il soit divisible par q en tant qu'entier rationnel,
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1.14 - La formule 1.9.3 contr8le la dépendance en n de la somme trigonométrique
gu membre de gauche. Elle implique des identités entre une somme trigonométrique

et celles qui s'en déduisent par "extemsion des scalaires". La plus célébre de ces
jdentités est celle de Hasse-Davenport : soient ¥ : Fg'-———> C¥ et

¥ Eq--—*—ﬁb g* des caracteres, Y non trivial, et définissons la somme de

gauss T(%,¥) par

(1.14.1) Ty, ¥) =- 3 ‘i’(x)x_l(X) ;
x € TF#*
q
Théoréme 1.15 (Hasse-Davenport): On a
i T
(1.15.1) 'r(-goN.F /F_ YoTrp sy ) = 1N, ¥)
g o & 9

Soient E c € un corps de nombres contenant les valeurs de y et ¥

et E) le complété de E en une place de caractéristique L # p

(1.15.1) est une identité dans E . Il revient au m&me de la prouver dans U

. L'identité

el

ou dans E} . Nous la prouverons dans E) , en regardant vy et Y comme & va-

leurs dans ET 2

On applique 1.9.3 pour Xo - Em sur Eﬁ et G0 = Em ® Eﬂ . Les

Hi(Em,E(xr1¥)) sont nuls pour i # 1 , et le Hi est de dimension 1 (4.2).

(] " 2 W [ .
D'aprgs 1.9.3, T(yx o hf_nfmq, Y o TrIF nfE') est 1'unique valeur propre de

(F")®  sur Hi , et (1.1%5.1) en résulted

Des exemples analogues sont donnés dans Weil [77 (App V, 3% &4.)

.

1.16 = Un E_-faisceau EO sur XO est dit ponctuellement de poids n si

pour tout point fermé x £ |x01 , les valeurs propres de Ff (Rapport 1.2) sont

des nombres algébriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue
n/z

L » of 9, est le nombre d'é€léments de ki(x) . Le théoréme suivant sera démon=
tré dans (P, Deligne - La conjecture de Weil II - en préparation).
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Théoréme 1.17 : Si 5. est ponctuellement de poids n , pour toute wvaleur propre

— 0

z 2 = i 4 . . . .
a de 1'endomorphisme F#* de HC[X,J} » 11 existe un entier m < n+i tel que

. . . n m/ 2
les conjugués complexes de @ soient tous de valeur absolue q

Les faisceaux considérés en 1.9 sont de poids O . Le théoréme fournit

donc pour la somme 1.9.1 (ou plutdt, pour tous ses conjugués complexes) la majora-

tion
3 = - i o= - if2
L. 270 2 T % (E G| < ) dim vI(S,5G7 x,£)).q _
s €8 (F ) 1 i
0" q
Remarques 1.18 : a) Si dim S = n , pour tout E,-faisceau § sur S5 , on a
(43

HztS,E) =0 pour i £ [0,2n] =

b) Le groupe HSCS,E} est le groupe des sections globales de ¥ sur S dont le

support est propre, 51 § est connexe, non complet, et § lisse, ou bien si §

est connexe, 3F lisse de rang un, et non constant, ce groupe est nul.

c) Si S est lisse purement de dimension n , et 3 lisse, la dualité de

g v
HZn l(X,E J(2n) sont duaux

Poincaré dit que les espaces vectoriels Hz(K,E) et
1'un de 1'autre (pour l'effet d'un twist 3 1a Tate sur les valeurs propres de

Frobenius, cf. la 22me partie de la preuve de 1.13)

d) Si dim S =n , la dualité de Poincaré permet de calculer comme suit

Hin(S,S) : on prend un ouvert U de Sred ,» dont le complémentaire est de dimen-

sion < n , lisse purement de dimension n , et sur lequel F est lisse, On a
2n . ~ 2n " 2

alors Hc (u,3 ————~§-HC (8,% , car dans la suite exacte longue de cohomologie,

Hz(S—U,E) =0 pour i = 2n,2n-1 , Par Poincaré, on a donc

w2%s, 3 ~ 1%, 8 el .
Supposens U connexe, et soit u un point géométrique de U . Le "sys-
téme local"” & correspond 3 une représentation de nl(U,u) sur 3 et

wltU,u) u

HO(U,Sy) est (3:) = (ﬁsh}ﬁltu’u)f'(dual des coinvariants), On a donc

178

182




= )2 = Sommes trig.

2n - -
H_ (8,3 ~ ( u}ﬂl(U,u}(-zn) i
e) Ces remarques permettent souvent le calcul de bo et b2n . Calculer les autres
b, peut etre difficile, Si b, =0 et que b, . #0 , la majoration (1.17.1)

est une majoration 2 la Lang-Weil, avec, pour g grand, un gain en \[q par rapport
a la majoration triviale en O(qn) . On prendra toutefois garde que la majoration

(1.17.1) n'implique pas formellement la majoration triviale

T (s < |s. (7)) "
s € 5o(F,) % 9°=9

dont il peut &tre utile de tenir compte (cf, la preuve de 3.8).

J'explique ci-dessous une méthode pour prouver que bi =0 pour i #¥ n
nfz)

Quand elle s'applique, elle fournit une estimation en 0f(gq . La constante im-

plicite dans 0O est bn = (-1)“1(5,3q7xif1)) et peut 8tre difficile & calculer.

Proposition 1.19 : Scient X un schéma propre sur un corps algébriquement clos k ,
oz X &—= X wun ouvert de X et F un E, -faisceau sur X ., On suppese que

a) (j*a')x=o pour x € X - X , 1i.e. 3y F—> j,5 :

b) R'j,F =0 pour i >0

Alors, les applications

H (X, — 0 (X, 3

sont des isomorphismes.

-I Les hypothises a) b) signifient que j,5 — > Rj,F , d'on
e 3 o Eies o o o o= » i
HOOGL® = H (X,],® — B (R, =0 (X,35 .
 J
P Autrement dit, la suite spectrale de Leray pour j
e = wP(X,rY, 3 = w?Tx,®

3y v 2 : E :
d€g€ndre, par b) en des isomorphismes

e -
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(R, 3,3 —> 0 (X,® ,

tandis que, par a)
£ro fos 5 o . .
H (X,5) = H (X,j,3) —= H (X,1,5

Exemple 1.19.1 : Si X ‘est une courbe, ou si X est lisse, X le complément d'un

diviseur 2 croisements normaux et JF modérément ramifié, 1'hypothése a) de 1.19

(pas d'invariants sous la monodromie locale) implique 1 'hypothé&se b)

Proposition 1.20 : Scient xo un schéma affine lisse purement de dimension n sur

Eﬁ et 30 un Ek-faisceau lisse ponctuellement de poids m sur KD - On suppose
que les applications Hz(x,ﬁ) ——= H'(X,3) sont des isomorphismes (cf. 1.17) .

Alors, Hzix,s) =0 pour i #n , et les conjugués complexes des valeurs propres
2
de F#* sur HE(X,&) sont de waleur absolue q(m+n)f_ .

La dualité de Poincaré met en dualité H.(X,3) (resp. B (X,3)) avec

zn_lﬂx,g(n)]} . D'aprés SGA 4 XIV 3.2, les H  sans sup-

HZn-x(x,sr(n)) (resp. H
port sont nuls pour i > n . Par duslité, les Hé sont nuls pour i < n ; puisque
Hi(X,E} —_ Hi(X,E} » €es groupes sont nuls pour i # n . Appliquons 1.15 a

30

valeurs propres de F¥ sur H:(X,E) = HE(X,3v(n)f vérifient

et a 3; (n) (de poids -m-2n) . On trouve que les conjugués complexes g des

q(m+n)f2

la] < et

|0-_1| x q((-m~2n)+n);‘2 = q-(mn)/z

d'od l'assertion.

Remarque 1.21 : Le dernier argument montre que si Ko eést un schéma séparé lisse

sur Fq s gue Sb est un El—faisceau lisse ponctuellement de poids m sur xo
et que H;(K,E) — HL(X,$), alors les conjugués complexes des valeurs propres
de F¥* sur HE(X.E) sont de wvaleur absolue q(m+i},2 :
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endice - L'isogénie de Lang dans le cas non commutatif.

.-&

1.22 = Soient GO un groupe algébrique connexe sur 'IE"q et £ le morphisme
-1 . ! . _
x —> Fx.x de Go dans lui-m&me., C'est un morphisme de G{.‘r espaces homogénes,
gi 2 la source on fait agir GO par tramslation a gauche x—> (y > xy) , au
1

put par xH—> (y —> Fx.y.x ) . On a &(xy) = &(x) pour vy € GO(IE'Q) , et £

induit un isomorphisme GOIGOCIFq) —=> 8y

Comme dans le cas commutatif, £ fait donc de GO un GD('!Fq)-torseur
sur Gy le torseur de Lang L «..8% GD(]Fq)ﬁ GL(n,E}) est une repré-

gentation linéaire de GO(]Fq) , nous noterons Jl(p) le El-faisceau p(L) (1.2).

1.23 - Soit v € cf = GO(FQ> , et calculons 1'endomorphisme F# de EEQ)Y .

Soit g € G tel que £(g) =y , d'odr un repére plg) EIscm(E;,ﬁip)Y) . Pour

n

eEER

, on a
Flp(g)(e)) = p(Fg)(e) = plye)(e) = plg.g lyg)(e)
On verra que g_l'\,-"g = Go(]Fq) , d'of

Flplg)(e)) = p(g)p(g-lYg}(e) et

= - -1
(1.23.1) ole) ED o) = ple ve) :
plg) identifie 1'inverse de F# en Y & 1'automorphisme g(g-lyg) de E

Reste 3 comprendre ce qu'est g_l\(g !

leme 1.26 : (1) Si Fe.g” €Gy(F) , ena g (Fe.g™ e =g P& € Go(F)

. . -1
(ii) Soient v € GO(IE‘CL} . et g tel que Fg.g = v . La classe de conjugai-
son de ' = g-IFg dans GO(]Fq] ne dépend que de celle de =+ .
(111) L'application ';induite par v W= v' , de 1'ensemble CCLIFq)h des classes
‘EE—MLM GO(IE‘q) dans lui-méme, est bijective. Son inverse est

! ; .
l'application' pour le groupe opposé.
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(i) Si v =Fg.g € GU{EE} , les identités Fg = g et Fy = v donnent
. R | “1.=1_, . ‘
F(g Fg) = (Fg) FFg =g vy Flyg) =g 'y FyFg = g Fg , de sorte que
g Fg € GD(]Fq)
2 = 3 -1 _
(ii) Pour o,y € CO_(]Fq} , les g tels que Fg.g = v forment une classe 3

droite sous GO{EE} , et si Fg,g-l =y , on a F(aga-l}(agaul)_L = ava_! . Pour

¥ parcourant une classe de conjugaison dans GD(IE'q) , les g tels que Fg.g'l=v

parcourent donc une double classe sous GO(EE) , et ' = g "Fg parcourt une

classe de conjugaison.

(iii) Enfin, 1l'inverse de Fg.g-1 o g_ng est g_nglﬁ Fg.gﬂl =

1,25 = La formule 1.23.1 peut se lire, bridvement : F¥ en vy est s(v')_l

$i y appartient & la composante neutre de son centralisateur, on peut prendre g

dans Z(y) . On a alors vy = +v' . Si cette condition n'est pas remplie, v et

Y peuvent ne pas &tre conjugués,

1.26 Un exemple - Pour Gy = SL(2) , g impair, qa € ]F;‘— ]E";J:'*2 et ¥ 1la classe

(]

de conjugaison de =1(1+N) , avec N2 =0 , ¥ est la classe de conjugaison de

-1.(1+aN) , de sorte que ' # vy si N #0 .
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2. Dictionnaire.

Une manipulation élémentaire sur les sommes trigonométriques peut sou-
vent &tre vue comme le reflet, via la formule des traces, d'un énoncé cohomologique.
pans ce paragraphe, j'énumére de tels énoncés, et leur reflet ; il portent le méme

pnuméro, augmenté d'ume * pour 1'énoncé cohomelogique,

2.1 - "Une somme d'entiers algébriques est un entier algébrique'" admet pour
analogue cohomologique le théorgme suivant, prouvé dans SGA 7 XXI 5.2.2 (cf. 1'u-

sage de 2.1¥ en 1.13).

Théoréme 2.1% : Socient }[D un schéma séparé de type fini sur ]Fq et 30 un

E -faisceau sur KO . Si, pour tout x £ 1x0| » les valeurs propres de F: sur
= -

Eb sont des entiers algébriques, alors les valeurs propres de F#* sur Hi{x,a)

sont des entiers algébriques.

2.2 = D'autres résultats d'intégralités sont prouvés dans SGA 7 XXI (5.2.2 et

5.4) @ si dim(XO) <n , et que g est une valeur propre de F¥ sur Hz(K,SJ,

a) sous les hypothéses de 2.1% , et si i >mn , alors ql*n divise g ;

b) si les inverses des waleurs propres des Fz sont des entiers algébriques, alors

=F inf(n,i) -1
&

a est entier, sauf en p . Plus précisement, ¢ est un entier al-

gébrique,

Pour les faisceaux considérés en 1.9, les valeurs propres des F? sont

des racines de 1'unité, de sorte gque les hypothéses du thécrime et celle de b)

ci-dessus sont vérifiées,

'
'

2.3 - Soient f : A —> B une application d'un ensemble fini dans un autre,
€t £ wune fonctionm sur A . On a
(2.3.1) ¥ g e Y 2 e(a) ;
a €A beg £(a)=b
183
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2.,3% - Scient £ : X —> ¥ un morphisme de schémas séparés de type fini sur
k  algébriquement clos, et F un E}—faisceau sur X , La suite spectrale de Leray

de f en cohomclogie & support propre s'écrit

(2.3.1)% EpY = wO(v,RYE ® = wPx,m .
Soient fG 3 XO — YO un morphisme de schémas séparés de type fini
sur ]Fq et F, un E)-faisceau sur X, . On a entre (2.3.1) et (2.3.1)* 1la

compatibilité suivante.

a) Le faisceau qurE se déduit par extension des scalaires de Tq a F du

faisceau quo'so sur YO . En tant que tel, il est muni d'une correspondance de

Frobenius F* : F*qurﬁ ————b-qu,ﬁ . Elle se déduit par fonctorialité de RE,

de la correspondance de Frobenius de F : c'est le composé
rerle, 5 ——> R Prg —=— pl. 5 .
b) La formule des traces pour 30 s'écrit
(1) > Tr(F%,3,) = Tr(F*,H%(X,3)  ;
x € Ko(Fq)

celle pour qu|3 s'éerit

(2) > Tr(F*,RYE B = Te(F*,ux(y,Ri, 3) .
4 y €Y, (F ) y y '

On a, pour vy £ Y(F), (quIS)y = Hg(f"l(y),S) , et si y € YG(Eﬁ) 5
Tr(F;,quT:}) = I‘r(}"*,'ﬂg(f_l(y).ﬁ)) .

d'olt par la formule des traces sur la fibre

™

e T R | q
Xg(Fq)Tr(F:,aOJ r(-1) 'I‘r(F;:,R f!;;) .

flx)=y

X

"om
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Prenant la somme alternée des identités (2q) , on trouve donc

(2) Z Z Te(F%,3,) = To(F*,H*(Y,R¥E, 3)
y € YOUFq) x € xotnvq)
fix)=y

L'é€galité des membres de gauche de (1) et (2) résulte de (2.3.1), celle
des membres de droite de (2.3.1)* (compte tenu du fait que F¥ est un endomorphis-

me de toute la suite spectrale).

2.4 = Soient (A une famille finie d'ensembles finis, A = _rr Ai s E:

i)i.EI

une fonction sur hi , et ¢ 1la fonction a*———€>1ﬁ%(ai) sur A , On a

(2.4.1) > = 11 3 e@) .

5 i

a £ A iegel aiEAi
2.4% - Soient (Xi)i €1 une famille finie de schémas séparés de type fini sur
k algébriquement clos, X = ‘TT Ki, Si un Ei«faisceau sur Xi et F 1le pro-

ig€l1
duit tensoriel externe _Egjﬁi = f%? pri(ﬁi) des 31 . On a la formule de
iel iEI
Kunneth
(2.4.1)% He(X,®) = O uw(x_,3,) .
(3 jer & V1

Si on wveut un isomorphisme (2.4.1)% canonique, et indépendant du choix
d'un ordre total sur I , il faut prendre au membre de droite le produit tensoriel

gradué au sens de la régle de Koszul (Cycle, 1.3).
2.5 - Soient A un ensemble fini, B une partie de A et ¢ wune fonction

(2.5.1) 2 ela) = 2 ela)+ 9 e@

a gaA a € A-B aEB

2.5% - Soient X un schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, ¥

"

un sous-schéma fermé et F un E_ -faisceau sur X , On & une suite exacte longue

de cohomulogie

(2.5.1)% cow =23 HI(X-Y,5) —> H_ (X, —> H_(1,5 —=> ...
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Plus généralement, si on part d'une filtration finie de X par des par-

ties fermées X lp € Z ; on suppose gque X =X , Que X =X our

p P PP q 5 pil " P P
assez petit, et gue Kp =@ pour p assez grand), on a une suite spectrale
(2.5.2)% EPY =Pz - x .5 =-» w?Tx,m) .

i § e P p+1 c

2.6 - Soient A un ensemble fini, (ai)i e um recouvrement fini de A et
¢ wune fonection sur A ., Pour Jc I , soit AJ l'intersection des Aj(j g3,
On a
(2.6.1) Y MY wowe .

Jo1I a EﬂJ
2.6% - Soient X wun schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos,

(Xi)i €1 Un recouvrement fermé (resp. ouvert) fini de X par des sous-schémas, et

F un E}—faiscaau sur X ., Pour Jc I , soit XJ 1'intersection des

Xj(j € J) . On a des suites spectrales respectives (de Leray)

(2.6.1)% B B alax.w e, Rlz7 = 1P x, 3)
|3|=p+1 >0

(2.6.2)% 9 = D wx.me |ﬁ1z"—g-np+q<x,a) .
EJI‘]."P}O c J Z c

Si J =@ n'était pas exclus, on aurait de méme des suites spectrales convergeant
- 13123 5 .
vers O . Les facteurs Z~ sont 12 pour nous dispenser de choisir un ordre

total sur I

2.7 - Soient A un groupe commutatif fimi, et N A Er un caractére

non trivial. On a

(2.7.1) 2 xa&) =0 .

On prouvera l'analogue cohomologique de (2.7.1) en en transposant la

preuve suivante : si x €A , aFr—> xa est une permutation de A , et
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Z xla) = Z wixa) = y(x) Z y(a) , d'ofr
a € A a € A a £ A

(x(x)-1) Z yla) =0 5
a £ A

et i1 existe par hypothése x tel que X{x}"l #0 a

Théoreme 2.7%* - Scient GO un groupe algébrique commutatif connexe sur ]F‘l et

¥ i Go(rq)ﬁ E{ un caractére non trivial, On a

(2.7.1)*% H-BC*(G,S(X}) =0 :

Pour x un point rationnel de G , notons tx la translation
e, (8) = xg de G . La formule £t = t. .f exprime que (tx,t‘t(x)] est un au-
tomorphisme du diagrame G £ 5 (¢ muni du torseur de Lang). Soit plg)
1'automorphisme de (G,3(y)) qui s'en déduit, Pour g € GD(]I-'q) , i.e. pour

£(g) = e , c'est 1'identité sur G , et la multiplication par X(g)-l sur  F(y) .

Notons pH(g) 1'automorphisme de Hg(G,E(x)} déduit de plg) . Un ar-
gument d'homotopie (lemme 2.8 ci-dessous) montre que 9}1(5) = pH(e) , donc est
1'identité. D'autre part, pour g € GO(]FqJ ) pH(g) est la multiplication par

('x_l(g) : sur H#*¥(G,3(y)), la multiplication par (X-l(g)—l) est nulle, Prenant g
tel que «(g) # 1 , on obtient 2.7% .

lemme 2.8 - Soient X et Y deux schémas sur k algébriquement clos., avec X

séparé de type fini et Y connexe. Soient F un faisceau sur X et (p,g) une

famille d'endomorphismes de (X,3) paramétrée par Y

O

Y % ok ¥y X , €8t un Y-morphisme, et

"

c:*pr:;-'a' iy, pr‘ga‘- un morphisme de faisceaux B

On suppose gue p est propre. Pour v € Y(k) , soit QH(yl'ﬁ' 1 'endomorphisme de

H¥(X,F) induit par p : X —=>X et = :

= £t € ;3—‘."1} . Alors, ;H(y)* est

indépendant de ¥

En effet, Rpprllpr?z*z est le faisceau constant sur Y de wvaleur
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P(x,® ., et By Uy est la fibre en y de 1'endomorphisme
RUpr, pri@ o= RPpr. , o*pr#3 —=—> RPpr.  prid
PRI (PERE — > Rpr;  o¥prys PY] (PEES

de ce faisceau,

Remarque 2.9 - Scient G—O un groupe algébrique connexe sur T et
G, (F_)
% GO(Eq)-ﬁ————i GL(V) une représentation linéaire telle que V BT a .

(o -
(e

On a encore Hg(G,s(L)) =0 .
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3, Sommes 2 une variable,

3.1 = Weil est le premier 2 avoir appliqué des méthodes "cohomologiques" a
1'&étude des sommes trigonométriques A une variable ; puisqu'il avait prouvé l'analo-
gue de 1'hypothése de Riemann pour les fonctions L d'Artin sur les corps de fonc-
tions, ces méthodes lui fournissaient d'excellentes estimations (en O(racine car-
rée du nombre de termes)), et le comportement de ces sommes par "extension du corps

de base'.

L'essentiel de ce paragraphe est un exposé, dans un langage cohomologique,

de ses résultats.

3.2 = Les méthodes cohomologiques aménent ici & calculer des groupes

Hi(x,a} , pour Eh un El—faisceau sur une courbe XD sur Eﬁ . Ces groupes

sont nuls pour i # 0,1,2 et pour i = 0,2 , ils ont une interprétation simple
(1.18 a)blc)). De plus, la caractéristique d'Euler-Poincaré

¥ (B = (-1 aim Hi(x,a) (par ailleurs é&gale & (3 = w(-1)1aim Hi(x,a)) peut
etre calculée en terme de X , de rang de F aux points génériques de X , et

des propriétés de ramification de F . Le ré&sultat essentiel est le suivant.

Soient X wune courbe projective lisse et connexe, de genre g , sur un

corps algébriquement clos k , X un ouvert dense de X , le complément d'un en-
semble fini S de points et § un E)—Eaisceau lisse sur X . Soient

%(X) = 2-2g- 45 1la caractéristique d'Euler-Poincaré de X , et rg(® le rang

de F ., Pour chague point s € S , on définit un entier SwS(G) , le conducteur

de Swan, mesurant la ramification sauvage de 3F et

3

) ¢ _ . i
' 3.2.1) XCCE) = rg(F).x (X - Swsiq) ;

z
s £€8§

(Séminairve Bourbaki 286, Février 1965).

3.3 - Soient ¥ , j : XS—=> X et T comme en 3.2. Le théorzme de dualité
; . ; iz . 2-1,=
de Poincaré admet la forme trés maniable : HL(X,J*E et H 1(X.j*(E"(1}} sont

duaux 1'un de 1'autre (Dualité 1.3).
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3.4 - Faisons k = TF » &t supposons que X,X et 3 proviennent de

b3 et sur T . 51 &

30 : 2 5 devient trivial sur un rev@tement fini de xn

X
0’70
Weil a prouvé que les conjugués complexes des valeurs propres de F#* sur

if2
q

Hl(i,j*ﬁ) sont de valeur absolue . De tels faisceaux 3

g Correspondent aux

fonctions L d'Artin sur le corps de fonctions de EO

3.5 - Sous les memes hypothZses, ou plus généralement si E, est le complété

en une place ) d'un corps de nombres E et que 3 appartient & un syst2me

o}

compatible infini de représentations v-adiques (v place de E), on peut calculer
i

)( 1)

v det(-F*,H (X, 3)
i

“0

trivial sur un rev@tement fini de Xy c'est l'expression de la constante de

. Ceci est expliqué dans [2]. Pour 3

2 partir d'informations locales sur L2Z] 5

1'équation fonctionnelle d'une fonction L d'Artin comme produit de constantes
P

locales.

Exemple 3.5 - Soit ¥ le caractéare exp(2:1 Tt(Fé/Fp)) de Fq ; on a
¥(aP-a) = 0 . soient X, wune courbe projective lisse absolument irréductible de
genre g sur Fq ; et f wune fonction rationmelle sur XO ; i.e. un morphisme
{ iy xo ————b-IJ » non identiquement &gal 2 = . On s'intéresse 3 la somme
5. = }: Y(E(x)) .
xexo(rq)
F(x)#e

Cette somme est nulle pour f de la forme g?-g . Ceci suggére de modifier la

somme s% comme suit :

a) pour tout point fermé s de xo , on pose vx(f) = ordre du pole de £ en =x

si f(x) = =« vx{f) = 0 sinon, et vﬁ(f) = inf vx(f+gp-g) (borne inférieure sur

g) .

b) Si vg(f) =0 , que x € xoirq} , et que f + gP-g est régulier en X , on

pose Y¥(£(x)) = ¥((£+gP-g)(x)) . On pose enfin
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’
(3.5.1) 8 = T
xEKO(]Fq)
ot ' indique que la somme est &tendue aux x tels que v:(f) =0 .
Oon a Sf = Sf+gp—g . On se propose de vérifier que si f n'est pas de la

forme Ep-3+cte » alors

(3.5.2) IS¢ < (28-2 + 2 [k(x): ¥ ] Qv N2

v;{f)#ﬂ

On commence par passer du complexe au f-adique, en remplagant ¥ par un .

caractére de la forme ?DoTr]Fq/]Fp , avec *D 5 Fp‘-’———-> E;f . Pour
j: UOC———b-KO 1'inclusion de l'ouvert ot f # = , on prouve alors gque

(3.5.3) B = E(—l)iTr(F*,Hi(K-j*E(?f))) :

La formule des traces raméne cet é&noncé aux suivants (pour = ¢ xO(Fq)) g
a) 51 v:(f) =0 , alors F; sur j*S(?f] est w{f(x)) 2

b) 51 wv#(f) # 0 , alors j, J(¥f) se ramifie en x : (143(¢E))z =0 .

La formule a) résulte de 1.7.6 si vx(f) =0 , et on se ramdne i ce cas

en remplagant f par f+gp-g2 2 isomorphisme prés, ceci ne change pas 3Z(¥f)
P P ge p o

sur 1l'ouvert ot f et g sont réguliers (1.3).
La formule b) résulte de
(3.5.4) wa'é(f:,‘f} = vg(f) ¥

Apre¢s réduction au cas on v (£) = ve(f) (d'on p [ v (£)) et extension des scalai-

Tes &4 T , cette formule est dans (J.P Serre, Sur les corps locaux 3 corps résiduel

algébriquement clos, Bull. SMF 89 (1961) p. 105-154, n®4.4).
Enfin, on vérifie que le faisceau J(¥f) sur U est non constant si f

- te . : s _— R
a forme g?—g4c : puisque Y, est injectifr, la trivialité de

'
n'est pas de 1

S¥f) = F¢ ) (1.8(i1)) équivaut 3 celle du ]Fq -torseur d'équation
'fp-'I‘_j_ = 0 . - — 5 " 4 oo £ s o o 4
sur U . 5'i1 érairt trivial, le torseur sur U, de méme équation

L
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- 25 .
serait 1'image réciprogque d'un IFC -torseur sur Spectl}'-'q" . d'éguation
TP—T—l =0 , le FP -torseur d'équation TP—T—(E—R) = 0 sur ED serait trivial
et f serait donc de la forme gp—géi . Les Hlfx,j*E(?fj) sont done nuls pour
i #1 , la formule (3.5.3) se réduit a
- 1 e
€3.5.5) Sp = ~Tr(Fe,H (X,],5(¥£)))
31 » 1 3 . . L Z ri 2 3
et, d'aprés 3.2.1 et 3.5.4, ce H est de dimension (2g-2+ Tkix): ¥ 1 (l-l-v&(f)))
va(£) >0 4 2
x
et —Sf est somme de ce nombre de valeurs propres de F* , chacune de wvaleurs ab-
1/2
solues complexes q i
3.6 - Supposons que, pour un automorphisme o de X , on ait

0]

flox) = -f(x) .

La somme Sf est alors réelle. Si g est involutif, la dualité de Poincaré permet

de dire un peu plus : si on pose 35, = j*E(?f),Q0=j*3(T(—f)) , on a

a) 3, et QO sont en dualité.

b) g*ab_—:L—ﬁ-qo et G*QD —_— Eb , pour des isomorphismes naturels tels que le

s = 2o SO e o ~ 4 ¥7% Z
composé 3, (™) 3, > g QO /-Eb soit 1'identité.

c) L'accouplement 30 ? QO —_— E} vérifie g*(f.g) = o*(£).o%(g) 2

1
Passant 3 la cchomologie, on trouve que Hl(K,E) et H (X,3) sont en

dualité parfaite a wvaleur dans EkCl} , et que la forme bilinéaire p.o%B sur

s e el

Hlix,3) est altern€e : g¥#* agit trivialement sur El(l) , et
a.0%8 = o*(qg.o*B) = o¥q.§ = -B.o%a i

On en conclut que Hlix,ﬁ} est de dimension paire (on vérifie d'ailleurs facilement

que chaque v*(f) non nul est impair) et que les valeurs propres de F#* sur

HI(X,E} sont groupées en paires a et 4gq/a
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Exemple 3.7 - Ceci s'applique aux sommes de Kloosterman E: ?(x+§) (faire
Exempe- ==~ -

XETF

X = nﬂ;f = x+§ ;,0x=-x ; les pbles de f sont 0O et e ,q et en chacun d'eux
Q

veE(f)=1 ; le Hl est de dimension -242+42=2 ), On a donc (pour a # 0)
x

> exp(ZL v jp ) = -(@ D), a@=aq .
= p F _/F

y=a g2 P

X, ¥ETF 4

q

Ce résultat est da & L. Carlitz (Kloosterman sums and finite field extension, Acta

Arith. 16 (1969/70) p. 179-193, MR 40 4213) .

Voici maintenant une application d'une méthode de Lang-Weil.

Proposition 3.8 - Soit P EiEq[Xl,...,Xn] un polyndme & n wvariable, de degré d,

dont on suppose gqu'il n'est pas de la forme Qp-q+cte

2ﬂirr
P

. Posant encore

¥(x) = expl (x)) _on a_

¥ /T,
ol

> YP(x;,...,x )| < (d-1)q" Z .

xiE:Fq

On a pour le membre de gauche l'estimation triviale q“ . I1 suffit donc
de prouver 3.8 lorsque d-1 < q]"f2 ; supposons seulement que d < g+l , et soit

P4 la partie homogine de degré d de P . Rappelons le

N T ¥
Lemme 3.9 - Une hypersurface de degré d dans T (r > 1) ne peut passer par tout

les points rationnels sur E& que si d > g+l

On procéde par récurrence : s'il existe un hyperplan rationnel non en-

tigrement contenu dans 1'hypersurface (tel n'est pas le cas pour r = 1) , on

applique 1'hypothiése de récurrence & la trace de 1'hypersurface sur cet hyperplan.

Sinon, le degré d est > le nombre d'hyperplans rationnel, > q+l

Distinguons maintenant deux cas.

Cas 1 pld - Appliquant le lemme & P‘1 s+ on veit que, quitte & faire un changement

linéaire de wvariables, on peut sSupposer que Pdil,o,...,ﬂ)#o + 1.e. que le coeffi-
cign lj A
cient de XL dans P est non mul . Un pelyndme & 1 variable
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d
S(X) = O a X"
i=0
avec a, # 0 (pfd) n'est jamais de la forme QP-IC}H:I:e , et l'estimation 3.5.2 se '

réduic a
IZ'{(S(}:)]I e et e

Appliquant cette estimation aux sommes partielles obtenues en ne faisant varier que

x; , om trouve
| (n-1) 1/2
= W -
E: YP(xl,...,xn) . E ) 3 ,P(xl,...,xn < q (d-1)q
ST 1
comme promis.
Cas 2 pl|d (d >0) - si P, est une puissance p "™ | remplacer P par

P~(Pd—P3;p) ne change pas la somme considérée, et abaisse le degré : on se déba-
rasse de ce cas en procédant par récurrence sur d . Sinon, la différentielle de

Pd n'est pas identiquement nulle ; appliquant 3.9, on peut supposer, quitte 3 faire

un changement linfaire de wvariables, qu'elle n'est pas nulle au point (1,0,...,0)

Si on écrit

d-i
2, goxl 6 SRR, S5

e

cela signifie que la forme linéaire 5, n'est pas identiquement nulle.

d 1/p,d/p
La forme 50 est une constante, et remplagant P par p-(soxl-so X X
on peut supposer qu'elle est nulle. Soit enfin -} le coefficient de Xg_l dans P.

Pour KopaweeaXy fixes, on a

_ d-1
P(Xl,xz,...,xn) = (Sl(xz,...,xn)-x)xl +termes de plus bas degré en Xl

et si Sl(xz,...,xn) # 3 , on a donc
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< (a-2)q*"2

[le‘f?(xla a“we ,xn}

Au total,

Emtsenip |8 Eortroemp|e T [Eeermd
ey | & T _‘,xnm!;l i

s(xz,...

< (de)gP 12 o1

n-1

<q +(qn_1- n-2 1/2

q “)(d-2)q

< (::1—1)(;,“-3"’2

Un autre résultat de cette nature est donné par R.A. Smith (Mathematika

17 (1970) p. 328-332).
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4. - Sommes de Gauss et sommes de Jacobi.
4.1 - Soient k un corps fini de caractéristique p ; y un caractére de k#
et Y un caractére non trivial du groupe additif de k . Nous prendrons pour dé-

finition des sommes de Gauss
(4.1.1) ) = =2 vy )
xE k#
(noter le signe). Classiguement, ¥ et ¥ sont 3 valeurs complexes. Nous les
prendrons & wvaleurs dans E? (cf. la preuve de 1.15). Regardons -7(y.,¥) comme

une somme sur les points rationmnels du schéma Ei'n sur k ., D'aprés le paragraphe

1, on a -7(x,¥) = Tr(F*,H"g(Gm,E(":")(_l)) . De plus

Proposition 4.2 - La cohomologie de Gm & coefficient dans Ef'ifx_l} vérifie

- ; 1 _
(i) H =0 pour i#1 , et dim H 1 .

(ii) F#* , agissant sur Hi » st la multiplication par ~{y,¥)

(1iii) 8i y est non trivial, on a Hg%}l* .
Preuve : Pour tout n premier 3 p , notons Kn le M, torseur sur Em défini
n
par la suite exacte de Kummer O > u, > Gm = 7-Em >0 .81 k a g
éléments, on a sur k : = k¥ , et le torseur de Lang sur & /k est K )
qu_l m q-1
N -1 . =2
Dés lors, &y ) = X(Kq_l) . L'assertion 4.2 (ii) résulte de {(i)(iii), eux-mémes

contenus dans 1'énoncé gfométrique suivant, od F(v) désigne le faisceau sur
EmfF déduit par extension des scalaires de k 3 T de F¥) sur g /k (1.8

[ 1= (0 1) [

Proposition 4.3 - Soit ®E o —— E? . La cohomologie de Em 4 coefficient dans

]

Fy) ® x(K_ ) vérifie

(i) Hi =0 pour i # 1, et dim Hi =1 .

(ii) 8i v est nom trivial, on a HE ——> u*
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preuve : Le faisceau F(¥) est la restriction 2 B d'un faisceau localement cons-
— m

tant sur Ea , sauvagement ramifié & 1'infini, de conducteur de Swan 1., Le fais-
cesu x(K ) est constant si yx=1; si yx#1 , il est ramifi€é en 0 et = ,

modérément.

Le faisceau JF(v) & x(KnJ est donc ramifié & 1'es ; appliquant 1.18 ble),
on trouve que H:(Em,‘&(‘&f) 2 x(l(n)) =0 pour i #1 . 8Si y¥ 1 , il est ramifié

en 0 et o et (ii) résulte de 1,19.1.

Les conducteurs de Swan sont © en O et 1 en = , D'aprés 3.2.1, la

caractéristique d'Euler-Poincaré est donc -1 et ceci achéve la démonstration,

Remarque 4.4 - Si y est non trivial, 4.2 (iii) et la dualité de Poincaré montrent
que H‘];(Bm, 3(‘?1"1)) et Hl(ﬁm,ﬁﬂ?_lx)) sont en dualité (dualité 2 valeurs dans

E}L{-l)) . On a donec e(x,v).'r(x_l,‘i-'-l)=q s el |7y |=q

4.5 - Si k est une extension de degré N de qu , on peut aussi regarder

(4.1.1) comme une somme & N variables sur ]I-"q . Soit plus généralement k wune

algébre é&tale sur ]Fq , de degré N sur Fq . C'est un produits de corps ki ¥
de degré N.‘i_ sur ]F=1 , et on pose
% -
(4.5.1) sl =, (-DTHFD .
C'est la signature de la permutation de S = HcmF (k,F) induite par la substitu-
q
tion de Frobenius m £ Gal(]F/IE‘q) .
{ Soient VY : ]Fq% E# un caractére non trivial, et v : k¥ —> E;i- :
) 3 \

On pose

. Sy = N " -1
(4.5.2) n‘(‘("’} = (-1) Z ¥Try e (6) ox T (x) i

q x € ki# 9

51 % a pour coordomnnées les X ki’f—}E;}* , on a l'identité criviale
(4.5.3) > LY S = = 3

r, O0%) SO (g 0TEy g
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Aprés quelques préliminaires, n

cohomologique des sommes (4.5.2). En 4.12,

31

ous dennerons en 4,10 une interprétation

nous interpreterons 1'identité de Hasse-

Davenport comme une forme tordue (cf.1.12) du cas particulier suivant de (4.5.3)

. N

: N
. = i 2 * c - ; N W=l ¥
pour k Tq , €0 % un caractére de Fq , on a .Ea (y o 3kFE‘ MBS I EVES"S R
4.6 - Rappelons que pour M wun module projectif de type fini sur un anneau A ,
le foncteur Spec(B) +—> M ®,B , des schémas affines sur Spec(A) dans (Ens)
est représenté par le schéma affine V(M') (notations des ECA) . le spectre de
Symxfﬁv). Si M= An , c'est 1'espace affine type de dimension n .
Supposons que M soit une A-algdbre & unité, et posons V = Vv(MY) . Par
définition, pour toute extension B de A , 1'ensemble V(B) des points de V
4 coordonnées dans B est M 333 . Le foncteur B+—=> M %AB &tant 3 valeurs
dans les anneaux 4 unité, V est un schéma en anneaux & unités sur Spec(A) . Les

morphismes norme et trace

dent donc & des morphismes de schéma N

considérer les schémas dé&duits de

a) v=

b) W est 1l'hyperplan d'é&quation

c) P est 1'hyperplan & 1'infini V-{0}/&  de l'espace affine V sur Spec(a)

Si Q est 1l'hyperplan 2 1'infini

espaces projectifs

Q P sur

Wit C——— = y=

M 3hB — B

v

est 1l'ouvert des éléments inversibles de

T=20

de

Spec(A)

sont fonctoriels en B

et T de VWV dans Ea

suivant

Vv (un schéma en

et W¥ =W [ v+

W

s WH/E et V#E_ sont
m m

]

ils correspon-

Nous aurons a

groupes pour ,)

>

des ouverts des

W-{0} ————= v-{o0}

(4.6.1) m o = o ™
* C—..._-’., L el T
W me V*fﬂm Q > P
Si M= AI » I un ensemble fini, alors V‘:;E; , ~rn$ sy VE/BE est
b m
le tore B;/(Bm diagonal) , N et T s'&crivant %, etzz:x , et Q est donc

1'hyperplan projectif d'équatianxi =0 de P
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Le cas qui nous intéresse est celui o M est fini &tale sur A . La

description précédente vaut alors localement sur Spec(A) (pour 1la topologie &tale)
. N 7 :

et on peut écrire V¥ = Em s, pour I un faisceau localement constant d'ensembles

¢inis sur Spec(A) . Si par exemple A est un corps, de cldture algébrique A ,

et que M est une A-algébre séparable, on pose I = Hom (M,A) , et, sur A ,

ona V m.pI . Via cet isomorphisme, N et T s'écrivent [ X et:E:xi '
a

4.7 - Torseur de Kummer, Soient § wun schéma, n un entier inversible sur § et

G un schéma en groupes commutatifs 2 fibres connexes (noté multiplicativement) sur

§ . La suite

est exacte., Elle définit un Gn-torseur Kn(G) (ou simplement Kﬂ) sur G . Pour
¥t Gn ———§-E§ un homomorphisme du S-faisceau étale Gn dans le faisceau cons-

" =1
tant E; , ‘on note xn(g) le El—faxsceau % (Kn) .

Les torseurs Kn forment un systéme projectif de torseurs sous le sys-
. . o d
t2me projectif de groupes Gn (morphismes de transition xt+—> x :Gnd ***?'Gn) .

Ceci exprime la commutativité des diagrammes

xnd
0 > Gnd > G > G > 0
d d
x X
B
o] > G > G z G = 0
n
On a done ¥ . (y) = H (v o xd)
n X “nd " R
[
4.8 - Appliquons la construction 4.6 pour A = Eﬁ , et M=k une algdbre
étale sur T . Conformément aux conventions générales, on notera avec un indice

q

Q les Iﬁ -schémas notés V,V¥,... en 4.6. Les mémes lettres sans indice dési-

gnént les schémas sur TF qui s'en déduisent par extension des scalaires.

\_r
On pose I = Hom(k,F) , d'oa V ~ Li et T s'éeric (x_) !—‘:réa:-:‘_

[

Dés lors,
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(4.8.1) HwoTr, ,.. )= T#3(Y) = g prF(y)
k/TF i i
9
. I 1 ; . 3
Puisque V¥ ~ E, . un caractére vy de Vi'm L, : @ valeurs dans E»
s'écrit comme une famille (ﬂ-"-i)iﬂl de caractéres de y_ indénée par I . Elle
o - -1
est définie sur F, si, pour tout o £ Gal(l?/!?q} »ona x_ =y o0 . Elle
1 -
définit alors un E} -faisceaun }Ln((};_i)i EI) sur VS . Si le produit des ¥; est
.- " . . - . y . s
trivial, vy se factorise par un caractére de (VO.I}m]n et ]-in((xi)i EI} est 1'i
mage réciproque d'un faisceau, noté de mEme, sur VS‘me . Cette construction se

compare comme sSuit au torseur de Lang.

Lemme 4.9 (i) : Pour n assez divisible, on a un diagramme commutatif
_
# = 4% =,
0 —> (Uo)n VO ":a"o 0
0—> k¥ —> vz L > vs >0 ; |

si y est un caractére vy : k* —> E'{ ., on a Fiy) = }Ln('x_o-r) .

(ii) Pour n assez divisible, r identifie k* aux coinvariants de Gal(F/F)

I
i C
agissant sur Vn B 5

(

e

ii) Pour k wun corps, N = [k:]Fq] ; wWE€ I un plongewment de k dans T , et

n= qN—l s la composante d'indice w de ¥ o 7 est yo u.i_l

(iv) S8i +« est non trivial sur chaque facteur de k , les (y o 'r)i sont tous

non triviaux.

Il suffit de prouver le lemme lorsque k est un corps, de degré N sur

]Fq . Dans ce cas, n est "assez divisible" si qN-lln . Choisissons un plonge-

ment @ de k dans ]Fq ; I s'identifie alors a Z/N : a i g€ Z/N corres-
i

pond w; = Luq . Via 1'isomorphisme Vg(]F) = :IF‘"-‘I , on a

a) x € k# correspond 2 (mi(x)} € I[-‘*I 3

q
b) Fl(x;) )= (x5 )

ieEz/N i€Z/N :
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L "
U:; caractére y = (x;) de V¥~  sera défini sur F,oosi
X = 'X.O(xq Yy (€ Z) . Si qN—lin , il y a q“«-l tels caractéres : %o se
=i
factorise par U o , et détermine les X - Pour prouver (ii), il suffit donc

q -1
de vérifier (i) et (iii) (ou son corollaire (iv)) qui assure que yvH—>yorT

est injectif.

Prouvons (i) et (iii), pour n = qN-l . Notons additivement le groupe

des endomorphismes de V# ~ I;; : en particulier, notons n 1'opérateur

x+—>x" . 8i g est 1l'opérateur de permutation circulaire (xi) — (xi_

1_)’

on a qN—l - (qa)N—l = (qu—l)((qa)mu1+...+l) . Ceci détermine T : on a
i
-r(('xi)) = Ti. x3 j) » et 1'application induite de (V¥) ~ dans k¥* s'écrit

0<j<N =~ i
[al ci-dessus) (xi1 l—}-ﬂu}cc_li : de 1a résulte (iii).

Proposition 4.10 - La cohomologie de V¥ a coefficient dans G(X-l.'-;r'rrk’,? )
T q

vérifie

(i)l{;=0 our i # N , tdimﬂg‘l

(ii) Sur H: , F# est la multiplication par F Cx, %) .
q

(iii) Si + est non triwvial sur chaque facteur de k , on a Hg' —= {e

Appliquons 4.9 (i) : sur T , 8i y o 7 = I:Xi)i.EI 56

F(y) = Hn((x'i}i EI) . Les points (i) et (iii) résultent donc de 1'énoncé plus géo-
métrique suivant {pour (iii), appliquer 4.9 (iv)) et (ii) en résulte par la for-

mule des traces :

Propositi . - i i = | -
ition 4.11 Soit (X‘i}iEI une famille de caractére de _n(]f') . La coho
2 I
mol %o e . ). v P 3
ogle de V* ~ & 2 coefficient dans X ((y,). EI) ® (v Trk’,ﬁq) vérifie
& i )
(1) B, = 0 pour i # N , et dim Hg w ko

A ’ e
(ii) Si les ¥; Sont tous non triviaux, on a H¥ —> H¥
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W .
On a Wi - GI K (Cy.)) =2 pray (K (B D)) et
m ? Mnt Wy : I ' Tm
Y o TrE_,k) = T#3(¥) = 8 pr?E{?) . Ceci permet d'appliquer la formule de Kunneth,
a i
et 4.11 résulte de 4.3.
4,12 - De 2.4% et (Cycle, 1.3 exemple 2), on tire aussi que le groupe des permu-

T

4 i f N 7 . 5
tations o de I telles gue X4 yﬂi(L € I) agit sur H_ par multiplication
par la signature =(g) . Nous allons en déduire une seconde preuve de 1'identité

de Hasse-Davenport,

Si +y est un caractdre de F;' , le fait que, sur ¥ , N s'gerit
(xi) F——a-ﬁxi fournit : Fly o N) = N*F(y) = 8 prfE(?) et la formule de Kunneth
i

fournit :
e o -1,4,@1
Hg(v*,d(x oN.¥woTr) ) /—~_/ Hg(ﬂm,ﬁﬂx w)) y

olt, au membre de droite, le produit tensoriel est pris au sens 2.4% . Puisque
Hi(Em,E{TX_I)) est de dimension 1 . sa puissance tensorielle L , au sens or-
dinaire, ne dépend que du cardinal n de I . Appliquant (Cycle 1.3 Ex.2) , on

obtient un isomorphisme canonique
( ) B, By *3 e a0yt Azt
4.12.1) H_(V,3(y "oN) B T*#3(¥)) ~ H_(B_,3(¥x ")) e, \Z .

Pour calculer l'action de F# , le plus commode est d'adopter le point de vue
galoisien et de dire que l'isomorphisme 4.12.1 étant canonique, il est compatible
4 l'action par transport de structure de Gal(]FfEh} . 81 g(k) est la signature
de la permutation ¢ de I , on trouve que

-1 N -1
T]Fq(x o Nkﬁrq > ¥) = Trlyp LH_(V¥,N*F(x ") @ T*3(¥))

= c00Tr (o L HLE, 3 TN = ctor(nY soit
(4.12.2) "
qu(x o Nk."l’q »¥) = elk)rly,¥) "

Si k est un corps, g est une permutation circulaire de I |,

e(k) = (~1)N+1 » et on retrouve l'identité de Hasse-Davenport :
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N+1 W
m(y o Nkqu ¥ o Trkffq) = (-1) TFq (x o Nkqu 2¥) = 1l %) E

Lemme 4,13 : Pour x or = (."-i}i g1 Comme en 4.9(i), les conditions suivantes sont

éguivalentes

(i) XIF; est triwvial (ii) Le produit des %; est trivial
5 = = i i ' i 4 .
(1ii) Ty }{n((xill est image réciproque d'un (unique) faisceau sur V ;"I;m

(iv) L'image réciproque de F(y) sur & (envoyé& dans V# 32 partir du morphisme

struetural ]Fq —> k ) est triviale.

(1) == (iii) On regarde v comme un caractére de V*,f{;m(]E‘q} = k*;‘]F:_i , et on

prend Fl(yx) sur V*ll;m .

(i1) == (iii) De meme, on regarde (y;) comme un caractire de (ve/g )
L'unicité dans (iii) résulte de ce que V¥ est un fibré a fibres connexes sur

wl-f[,'m , et (iii) == (iv) est trivial.
(iv) == (i),(ii) : Cette image réciproque est 3(3([]?:) et ]in(nxi)

4.14 - Scoient k une algébre é&tale sur ]Fq , de dimension N+1 et y un ca-

ractére non trivial de k¥ trivial suIIE‘g. La somme de Jacobi J(y) est défin¥ par

N-l 2 -1
(4.14.1) TG = I e X G

Tr(x)=01

Le cas le plus souvent considéré est celui od k est la somme de N&I

copes de ]I-‘q ; ¥ correspond alors & 1) caractéres Xg?+++1¥%g DNon tous tri-
viaux de l?:;' , de produit €gal 3 1 . Dans ce cas, une section du quotient
k*:"JFéE de k#* est l'ensemble des CxD,...,xN) g waitl avee x_= 1 ; pour un

= .

tel x | 1a condition Tr(x)=0 s'é@crit i :-:i=-1. La somme de Jacobi s'écrit donc
1

(4.14.2) T = (-t D o R PR

xl,...,xNEJF:!-*

xg=-1

On a2 entre sommes de Gauss et sommes de Jacobi 1'identité suivante,
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Propeosition 4.15 - Pour y comme ci-dessus et ¥ un caractére additif nmon trivial

de Fq , on a

qlly) =7 (a¥)

TF
g
Dans le cas particulier o k = F: ,» cette formule se récrit par 4.5.3
(4.15.1) a3t = 1] (0,

plus souvent €crit sous la forme

N

- N-1 -1 _ =1 vl -

X (-1)I(x) = (-1) 5 : TT«_,{i (x;) = 7lyg . ¥) IiTtxi,.
1" N

-1

5 =

e

X

Preuve de 4,15

(0= Y ool o= 2 e 1Y

F, x € k# " Gk*f]l?a }LEFE“:’(} Trx) .
La somme Z ¥() Trx) wvaut gq-1 si Tri{x) =0 , et -1 si Tr(x) # Q0 . Das
1€IE

lors,

TF (y¥) = (-1)N+1(q E::: x(x)_l - E ) x(x)_l)
q xEk*!F: xEk*i’E;

Le second terme au second membre est nul, car somme des valeurs d'um caractdre, et

4.15 en résulte,

La proposition 4.15 se transpose ainsi en cohomologie :

Proposition 4.16 - La cohomologie de W*/Em (4.6,4.8) a coefficient dans E(Xfl)

vérifie

(1) H:_: =0 pour i # N-1 , et dim HN_I =1

= C

(ii) Sur HS_I » F* est la multiplication par J(y) .
Cite) B eat canoniquement isomorphe 2 HN+1(V*,3(X-1.YoTr L)
c 3 klﬁh
204

208




- 38 - Sommes trig.

L'assertion (ii) résulte de (i) et de la formule des traces ; (i) et (iii)

résultent de 4.11 et de 1'énoncé plus géométrique suivant .

Proposition 4.17 - Soit (xi}i g1 une famille de caractéres non tous triviaux de

uﬂ(r) , de produit 1 . Alors, Hz_l(w*lﬂm,ﬁm((yi}i_EI)J est c¢anonigquement iso-

i+l ,
morphe & H_ (V*’*‘m“":i)iex)@ :;(yrerq))(l) ;

La premigre ligne de 4,15 devient (- comme en 4.6.1)

i i .. , ST
(&£.17.1) R n!(xn((xi}ier) 2 Fl¥ 'rrk“Fq)) = }‘n("i)iex) ® R, 3y rerq)

(sur V*[cm) . Calculons les faisceéaux Rinlﬁ(?ftrkfﬁ.) = RiF,T*ﬁ(Y) . Soit
! a !

V. "’:?JD —— VO 1'éclaté de ‘JD en {0} . Dans le diagramme
a
-~ \i"o
vo-{o} >V, >V,
(4.17.2)
™ i
PO

m est une fibration de fibre des droites é&pointées, V est le fibré en droites

0
correspondant, et Z, = v;l(o) sa section O . Le faisceau T#3Z(¥) sur Vy-{0}

se prolonge en (Tvo)*ﬁf?) sur ﬁb , et la restriction de ce faisceau 2 20

est le faisceau constant E) , car TOVO est nul sur ZO . La suite exacte longue

de cohomologie & support propre s'&crit donc

(4.17.3) —> Rm, T*3(y) —> R'5 (TV)*H¥) —= (E, pour i=0 , O sinon) —>

(] z .___l U g de W =

E L'image réciproque (QO} est 1'éclaté WO g ©n 0 Tevo

s'annule sur ﬁb ; on a donc (Tw)#3(¢) = E. sur —_I(QO) et, — étant un

A

i fibré en droites

(4.17.4) Rl:r(Tv)*Gf?)|Q = 0 pour i ® 2

kE_}(‘l) pour i = 2 =
Si x €P , x&Q , la droite D = Y(x) est envoyé isomorphiquement
*Ur &, par Tv ; on a done (2.7%)
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H#E(D, Tv)#F(¥)) = H=(g_,F(¥)) =0 et
[ a
(4.17.5) R (Tv)#3(¥) = (0 pour i # 2
E.(-1) pour i = 2 5
S St

Conjuguant 4,17.3 et 4.17.5, on trouwe enfin

(4.17.6) R'm, T*F(Y) = 0 pour i #1,2
E} pour i =1

= i =2 .
Ek{ 1)Q pour i

4.18 - Calculons la cohomologie 2 support propre du faisceau K_((y,))®T*3(y)
sur V# A 1l'aide de la suite spectrale de Leray de 1 : V# —> V*!Bm . Appli-

quant (4.17.1) et (4,17.6), on trouve comme termes initiaux les

i § i 22
ED’" = HO(V#/B_ X (x,)) =0 (ear (yx,) #1 ) et les ED*" = vP(ww/B_,¥ _(x, ) (-1)) .

La suite spectrale se réduit & un isomorphisme, et 4.17 en résulte.

4.19 - Les faisceaux Hhc(“i)i GI) ont un sens sur n'importe gquel corps, voire
sur n'importe quel schéma de base. Ceci va nous permettre de généraliser 4.16(i).
Avec les notations de 4.6, supposons M fini &tale partout de rang N sur A ,

et seit n un entier inversible dans A . On note a la projection de w*{:m sur
Spec(A) . Soit aussi y un caractére (morphisme de faisceaux) + : (V*fﬂm)n—ﬁﬁi s
et Kn(x) le faisceau correspondant. Localement pour la topologie é&tale, on peut

regarder comme une famille de caract2res (x.) de , de produit trivial.
X X1 €1 Hn

ropositi : (1) 8i y est (en tout point) non trivial. on a

Ria,(xni-x)) =0 pour i # N-1 , et RN-la,(}{n(x)) est lisse, de rang 1 .

(ii) Un automorphisme o de M gqui respecte X agit sur ce RNhla' par multipli-

—

cation par la signature e(g) de o , vu comme permutation de I

(iii) 8i les %; Sont tous non triviaux, on a Ra, — Ra, 5

Preuve : le schéma w*fnm est le complément d'un diviseur 3 croisements normaux
relatif dans le schéma Q , propre et lisse sur Specl(A) , et X (x) est
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localement constant sur W*me , & ramification modérée a 1l'infini. Il en ré&sulte
que les RiaIr et Ris* sont lisses, de formation compatible & tout changement

de base. Un argument standard nous raméne alors & supposer que A est un corps

fini, et (i) résulte de 4,17 et 4.11(1i). Pour prouver (ii), on utilise que 1l'action de
g est compatible 2 1'isomorphisme 4.17 < et 4.12 . Pour (iii), on note gque

si les %4 sont tous non triviaux, alors Hnix) sur W*!Gm =Q est rami-

fié le long de chaque diviseur 2 1'infini, et 1.19.1 .
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5. Caractéres de Hecke,

5.1 - Soient F un corps de nombres (de degré fini sur Q) et K un corps
de caractéristique O ., Voici diverses facon équivalentes de dire ce qu'est un

homomorphisme algébrique g : F¥ —= k#

(i) Soit e; une base de F sur § . L'homomorphisme g est algébrique s'il est

donné par une formule g(fxl'ei) = A(xD) , ot A€ kXY .

Ceci signifie que g cofncide sur F#* avec une application rationnelle

définie sur k de (Em) dans B, . Par densité de Zariski de F* , et le

Rp/n
fait qu'un homomorphisme birationnel est partout défini, une telle application est

un homomorphisme de schémas en groupes
(ii) g est induit par un homomorphisme de k-schémas en groupes

Rqu;m) qu —>E <

Si k est un corps de nombre, la propriété d'adjonction de la restric-

tion des scalaires R montre que ceci équivaut a

(iii) (k corps de nombres) g est induit par un homomorphisme de Q-schémas en

groupes : RF[Q(Em) —= R (Em) A

k/qQ
Soient Kk wune cldture algébrique de k , et I = Hom(F,k) . Sur &k ,

I

le groupe des caractires de R'ancnm} est Z » de base les plongements de F

dans &k . Les caractéres définis sur k sont ceux invariants par Gal(k/k)

[

on peut les décrire soit comme ceux envoyant F# dans k¥*c k ; Soit en terme
des orbites de Gal(k/k) dans T » correspondant elle-m#me aux facteurs de

Fe k .

|I n
(iv) @ est de la forme a =, ¢ W | Les familles d'exposants (n ) permises
W
]

sont celles telles gque nw = 11mr pour gy et dans la m@me orbite de

0n
Gal(k/k) . Ce sont encore celles telle que TT?{V) ek pour tout x € F .
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) Posonsm_F @k = jig}Fj , les Fj étant des corps. Alors, g s'écrit

j
a 'TT“FJ.fk )

Dans le cas particulier ot k contient une cl&ture normale de F , ces
n
expressions deviennent P = TTm W ; ot w parcourt les [F:@] plongements de
F dans k .
5.2 - Supposons que k soit un corps de nombres, et soit g wun homomorphisme

algébrique de F#* dand k¥ . Tl existe alors un et un seul homomorphisme, encore

noté o , du groupe I(F) des idéaux fractionnaires de F dans celui de k

tel que o((x)) = (alx)) . L'unicité résulte de ce que tout idéal a une puissance
qui est wun idéal principal, et de ce que 1I(k) est sans torsion. Pour prouver

m.
l'existence, on utilise par exemple 5.1(wv) : on a gla) -TTNF J((a)) :

J!k

5.3 = Rappelons la définition des caract&res de Hecke algébriques, appelés par

Weil caract2res de Hecke (ou : griussencharaktere) de type ho . Soient F un
corps de nombres, m un idéal de F (i,e., de l'anneau des entiers de F ), Im

le groupe des idéaux fractionnaires de F premiers 8 m , et k un corps de

caractéristique O ., Un homomorphisme vy : I, —> k¥ est un caractére de Hecke
algébrique (de conducteur < m) s'il existe un homomorphisme algébrigue

xﬂlg t F¥ —> k¥ vérifiant

(#) Pour x € F# , premier 2 m , totalement positif et = 1{mod m) . on a

x(x)) = xelg(x) :

Par densité de 1'ensemble des =x de (%) ¥ *ﬂlg est entiédrement déter-

miné par y ., C'est la partie algébrique de ¥ . 81 y((x)) = Xﬁlgix} pour x

totalement positif et = 1(mod m')

;» % Se prolonge en un caractére de Hecke de
conducteur < inf(m,m') : Im+m' —> k¥ | On identifiera les caractéres de Hecke

qui cofncident sur leur domaine commun de définition, et on appelle conducteur de

¥ le plus petit m' el que y soit de conducteur < m'
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Remarque 5.4 : Si un caractére de Hecke algébrique ¥ prend ses valeurs dans un
sous-corps k' de k , c'est déji un caractire de Hecke & valeurs dans k' : il
suffit de voir que Xaig: | RFchnm} —> % est déja défini sur k' , et ceci
résulte de la densité de Zariski dans RFIQ{Eﬂ) de 1l'ensemble des x totalement
positif = 1(m). On pour toujours prendre pour k' un sous-corps de k de degré

fini sur Q.

5.5 - 51 ¢ est une unité totalement positive = I(mod m) , en a
¥a13(9> = x((e)) =1 . L'homomorphisme Xalg se factorise donc par le quotient
T de RF[W(Em) par 1'adhérence de Zariski du groupe E C F# des unités tota-

lement positives = 1(mod m) §

D'apr2s Serre [5]I1§3, si k est une cl8ture algébrique de @ , et que
n,.

m est assez grand, les caractéres TTWIL de RFIQ(EmJ de la forme Xa1g SOnt

caractérisés comme suit : il doit exister un entier N , le poids de (ou de

xﬂlg) » tel que pour tout &lément g de Gal(k/B) conjugué i la conjugaison

complexe, on ait n+n_=N _, 8Bi F

B 1 est le plus grand sous-corps de F qui

soilt une extension quadratique totalement imaginaire d'un corps totalement réel

A b
s 2 =

’ :
Fl s cela revient 2 dire que xﬂlg est de la forme % @ NFKFI , et que

_ N
% By = (Nplm) .

§i x est de poids N , pour tout idéal a de F , y(a) est un nombre
algébrique dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue N(a)Niz

([57XI183 prop. 2).

— e e

5.6 - Pour k wun corps de nombres fixé , des conditions supplémentaires sont

imposées & xﬂlg . Pour tout idéal a de F opremier au conducteur, on a en effet

b L

(5.6.1) xalg{a) = (yx(a)) ;

de sorte que Xalg(a} est principal. Puisque le groupe des idéaux fractionnaire de

k est sous torsion, il suffit de prouver la puissance RN (5.6.1) , n# 0

NS

convenable ; ceci permet de remplacer a par a®” ,» donc de supposer a = (x) |,

e

avec X totalement positif = 1(mod m) . Il ne reste qu'a utiliser les dé&éfinitionms.
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Ceci, joint & 5.5, montre que xﬂlg détermine la norme des Xﬂa) en

toutes les places de k .

o Le groupe Sm de Serre pourrait 8tre caractérisé comme é&tant le groupe
de type multiplicatif dont le groupe des caractéres (sur n'importe quel corps) est
le groupe des caractéres de Hecke algébriques de conducteur < m (ecf, T57II 2.1 et

2.2). 5a relation avec les représentations L-adiques est expliquée en [57II 2.3.

Théoréme 5.8 ([57]) : Soit + un caractére de Hecke algébrique de F dans EX 5

Il existe alors un (et un seul) homomor-

pour Ek une extension finie de ﬂ& .

phisme ¥, : cal(F/F)*P —>E , tel que

(i) est non ramifié en dehors du conducteur £ de <y et de |
%, £ R ===

(i1) Pour p un idéal premier de F _premier 3 £ et 3 41 , et FP € Gal(F/F)3P

le Frobenius géométrique emn p , on a

Xl(Fp} = v(p) .

5.9 - Dans la fin de ce paragraphe, nous donnerons un critére pour qu'une re-
présentation A-adique provienne ainsi d'un caractire de Hecke, et, au paragraphe
suivant, nous 1'appliquerons aux sommes de Jacobi. Nous retrouverons ainsi, un peu
généralisés des résultats de Weil [8] [9], avec la seconde partie de la démonstra-

tion de Weil remplacée par un argument de cohomologie f-adigue.

Ih€oréme 5.10 : Soient F de k deux corps de nombres, 3 une place de k de

caractéristique £ , et Xy cal(F/F)3P ——> k¥ un homomorphisme., non ramifié&

en dehors de £ et d'un ensemble fini S5 de places. On suppose qu'il existe un

ensemble T de places (contenant S et les places au-dessus de 4 ), de densité

0 , et un homomorphisme algébrique %o ! F#——> k¥* tels que

(1) Pour &k une cléture algébrique de k Fi# —— i &— = Lu est du

%o
Lype considéré en 5.5, de poids N
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(ii)} pour p premier & T , 1_{Fp) est dans k¥ (Xa(Fp)) =i,

i/2
les conjugués complexes de gj(Fp) sont de wvaleur absolue (Np)h"

Alors, X, est défini (5.8) par un caract2re de Hecke algébrique de F

a4 valeurs dans k , de partie algébrique Xa

Soit %' wun caractire de Hecke algébrique 2 valeurs dans une extension
galoisienne finie k' de k

dir T , on peut supposer gue le conducteur de =<' est & support dans T

3! une place de k' au-dessus de 3 , X, 1 le composé Gal(F/F)3P e k§ —> k¥

et K{' : Gal(f/F)ab ———3'k;? défini par ' (5.8). Posons
1 -1 !
E= X}\rcx)‘l
L'hypothese (ii), et 5.5, 5.6, 5.8 assurent que pour p $ T - .00 a

g(Fp) € k'¥ , et que, dans tous les complétés de k', ce nombre est de norme 1 .
Il en résulte que e(FP) appartient au groupe (fini) |3 racines de 1l'unité de

k' . D'apras le théor@me de densité de dgbotarev, et 1'hypotheése de densité faite
sur T , les Fp(p ¢ T) sont denses dans Gal(f/F)ab , de sorte que

elg) € u pour tout ¢ € Gal(f/F)ah : le caract@re =z est un caract2re d'ordre
fini Gal(ilF)ab —= u . D'aprés la théorie du corps de classe, il correspond a
un caractiére d'ordre fini du groupe des classes d'id2les de F

, 1.e, & un carac-

teére de Hecke algébrique de partie algébrique triviale. Corrigeant ¥' par ce ca-

ractére, on se raméne 3 supposer gque Xl' = xir , et il reste & montrer gque «y' ,
a2 priori 3 valeurs dans k' , est en fait 2 valeurs dans k . Si g € Cal(k'/Kk)
' et X'U cofncident sur tout idéal premier p € T , puisque

' (p) = ];,CFP) = Xi'(Fp) € k* |, Les caractéres X1 et yﬂ,a cofncident donc

sur une partie dense de Gal(?/F)ab , donc sont &gaux, de sorte que

x' =y : ¥' est 4 valeurs dans k
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6. - Les caractéres de Hecke définis par les sommes de Jacobi.

1L'idée de ce paragraphe est la suivante, Soit une somme de Gauss
(x,¥) . Elle-méme, et le faisceau correspondant 3(&?1Y) sont deux fois liés

2 la caractéristique p , et au corps de base Fq :
a) car il y apparatt le caractére additif V¥ , et le faisceau J(¥)

b) car J(y) est défini & partir de la suite exacte de Lang

o] > k¥ > Vi > W > 0

Deux difficultés si on veut relever sur umn corps de nombres F les constructions
cohomologiques correspondantes, et trouver des représentations f-adiguesde

cal(F/F) on les valeurs propres de Frobenius soient dessommes de Causs.

S8i +y est trivial sur E: ; la somme T (x%,¥) est indépendante de
¥ , et est gq fois une somme de Jacobi. Celle-ci es;lliée a4 la cohomologie de
H*!Em , & valeurs dans un faisceau déduit de  : ¥ , et la difficulté a), ont
disparu . Pour résoudre b), il suffit de décrire les faisceaux utilisés 2 1'aide

de suites exactes de Kummer (qui ont un sens en toute caractéristique). C'est pos-

sible grce 2 4.9,

Une fois trouvées les représentations Z-adiques, on utilise 5.10 et le

théor2me de Stickelberger pour montrer qu'elles proviennent de caractéres de Hecke

algébriques,

6.1 - Si E est un corps, de cl&ture algébrique E , et que 3 est un carac-
teére d'ordre divisant n de ud(ﬁ) » on mote 3 1le caractire de ;n(E) tel que
L et o) induisent le méme caractére de Z(ljf = 2im y_(E) . De méme pour 3

un caractére de ﬁ(l}ﬁ

Soient F et k deux corps de nombres, F une cldture algébrique de

F 4 I wun ensemble fini muni d'une action de Gal(F/F) et 3 = G cqp unme
tamille de caract2res A o 2(1}1_:' —= k¥ . On suppose que 3. # 1(i € I) , que
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le produit des }. est trivial et que la famille 3 @est défini sur F , i.e.
: i

T

que pour tout g £ Gal(F/F) ., on a 1:{1) = }iu 3

L'ensemble galoisien I est l'ensemble des homomorphisme dans F d'une
algébre E séparable sur F ., Si C est l'ensemble des orbites de Gal(F/F)
dans I , on a une décomposition de E en produit de corps E = f:nE-CE"' , o @
s'identifie & 1l'ensemble des plongements de ECi dans F . Si les caractires Ay

. g 3 ; igmes
pour ig€qg , sont d'ordre d , le corps ECL eontient les racines d’::L de

1 et il existe Ay F Mg (Ec) “———> k¥ tel que, si 1 € q@ correspond au plonge-
a

= . - -1
ment g. -de Eu dans F , on ait g XK= Eaci
a

6.2 - Scient n >0 wun multiple des da_ s+ T 1l'ensemble des places de F
o E/F se ramifie ou qui divisent n , y une place de k de caractéristique
résiduelle 4 , et A 1'anneau des &léments de F entiers en dehors de T et
4 . La clBture intégrale M de A dans E est finie &tale de rang N = |IL sur

A . Avec les notations de 4.6, 4.8, les sile définissent

; % — ¥
y. = (W fﬂm)n—}k*._ku .

n

Soit a 1la projection de W*!Em sur Spec(A) . D'apris 4.20, le fais-

ceau RN_za,Hn(n}) est lisse de rang un ; il définit une représentation f-adique
p = ab
Ju[]] : Gal(F/F) —3 ke

(ou simplement ju ) non ramifiée en dehors de T et &

6.3 - Caleculons ju(FP) . D'aprés 4.20, il suffit de le faire apriés ré&duction
modulo p . Seient done £ = A/p , e = M/pM , et E 1la cldture algébrique de £
définie par une place de F au-dessus de p . On a encore I = Homf(e,f) . Aprés

réduction, nl admet encore une description 6.1 :

a) Soit D 1l'ensemble des orbites de Gal(f/f) dams I . La décomposition de e

en produit de corps s'écrit e = AE;EGS , ol les ci(ié 8) s'identifient aux
plongements de eS dans £ |, Pour 8 £€D , on note al(g8) 1'élément de C
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contenant § et dq = da.(5) . Soit

(=]

A
) o~ d(g)
3,.5 : uds(ea) e %B(EQ(B}) e %
b) Si i € 1 correspond au plongement g3 de -t:5 dans f , la réduction
- =1
oy : # d 2 = 5 .
da“i . U-d.atf} —_— e d_e}‘:l. es \Bc o,

i 1 bre d'€léments d , = , et
Soient qE e nombre ments de eE Xg @ 1}'8 e
x 1 e¥ —> k¥ de coordonnées les xs . Sur l'espace affine sur A/p défini
par e (4.6), ou plutdt sur le tore e'g ., on a des isomorphismes
= . -1 - -1 =
“u((ﬁ)‘i)ie B) = hdS((;\_so Ui }J'-E'S) HQE_I((XB o o )i EI) 3(3(8) (4.9). Sur e# ,
on a denc Hn((nii)ieg = F(x) et cet isomorphisme se descend 3 la réduction

mod p de V*/Em . D&s lors

Proposition 6.4 - Avec les notations de 6.2 et 6.3, jLL(FP) est la somme de Jacobi

J(y) .
Récrivons les formules liant “‘i)iEI El (xﬁ)_SEB: pour i EBca ,

g A5 = A 9 3 la : “da(Ec.) —_— L

by = réduction de g : t Uy (e83 —> k#

{qe'l)’rda

I

%5 =q5~llﬁ : xfﬁlsfx eg_‘_}k* )

Théoréme 6.5 - La représentation ju est définie par un caractére de Hecke algé-

brique de F 2 valeurs dans k# .

Nous le vérifierons 2 1'aide de 5.10, On rejoint ici la démonstration de

Weil [8] 9], par 1'usage du théor2me de Stickelberger, et je ne donnerai que quel-

ques indications.

6.6 - Etant donné j : Gal(F/F) —= k# |, et une extension finie F'/F , omn
A

vérifie 2 1'aide de 5.10 que j est défini par un caractére de Hecke si et seule-

ment si j

Gal(F/F') 1'est. Cette remarque permet dans 6.5 de se réduire au cas

ab is s P : ) ig
U Galois agit trivialement sur I , et oid F contient les racines n-""c° de
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n
1'unité. On peut ensuite se réduire au cas ot F = Q1) , puis prendre k = F
a,

3 1 .
Dans ¢e cas, chaque aty oSt défini par a; £ Z/n : c'est xbFb—>x : QT okl
On a a, =0 , et a, #0 .

i i

6.7 = Dans un corps de nombres, les places de degré 1 forment toujours un en-

semble de densité O . En appliquant 5.10, on peut donc négliger les autres, et

n'utiliser Stickelberger que pour un corps premier, Soient donc p premier,

0<a<p-1 , % : ]I‘;———b ﬂlg le caractére "relévement multiplicatif" et
g = - Z Ta;xe n () , pour £ wune racine plémﬁ de 1 . Notons encore x J:
* P :
RET .
P ¥
l'entier dans [0,p-1] relevant x , et développons gx = (14+m™ par la formule
-1 o i
du bindme. On trouve g = —E Air.l' avec Ai = }Zu , de réduction mod p 1la somme v
i=0 %
=5 . op b divisibl b= i i §
<« EF* i . Pour non divisible par p-1 , on a xEFeX = 0O .81 i<a, &
p i
(’;) est un polynBme en x de degré i <a , d'on Ay = O(mod p) . De meéme, i
i 4

=1
AL'= -%(mcd p) , et g m% ¢ la valuation de g estdonnée par v(g)/v(p)ﬁ .

6.8 - Seit oi(i € Z/n*) 1'élément de Gal(l}(\?'l)il]) tel que ci(g) = gl pour
gn-L » &t notons additivement le groupe des homomorphisme algébriques
Wf':}l)*-—) Q{‘:‘rl)* . Pour ) comme en 6.6, défini par une famille (ai}iEl
d'entiers mod n , non nuls et de somme nulle 5.10, 4.15.1 et 6.7 montrent que

j'l-'-
norme, sa partie algébrique est donnée par

3] est défini par un caractire de Hecke algé€brique j[a]l et que, si N est la

ia,
(6.8.1) (Nj{aD),; = : 2 {—nl} c:r;.:1
& ie(z/n)* jer

o { } est la partie fractionnaire,

n
6.9 - Le cas le plus intéressant est celui o F — Q(1) , et ol la famille
des phi ©St construite comme suit :
n
a) On prend une famille finie (Aj )jEJ’ d'orbites de Gal(Q(\1)/F) = Hec (Z/n)*
dans Z/n . On suppose que A. # {0} et que Z Z a=0
! J€I a€ay
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b) On prend I = j%%JAj ; Galois agit sur chaque Aj

et, si i € 1 correspond 3 a € A, = (Z/n)#*®

n n oy
¢) On prend F S g L ko= Rly1 4

a
nxi(x) x -

on vérifie a 1'aide de 4,20 qu'un ju général (relatif a F., ) se déduit

1
n
d'un ] comme ci-dessus (pour F o Q1) , F extension de F ) par restriction

- 1

a Gal(F/F;) et multiplication par un caractdre d'ordre deux,

Pour a € Gal(k/Q) =(Z/n)¥ , a transformé la famille des hj en celle
des aA, . Si a €H , la famille des ﬂj est donc préservée, et les ju(FP)
]

gont invariant par H

Proposition 6.10 - Sous les hypothéses de 6.9, ju est défini par un caractére de

Hecke algébrique de F & wvaleurs dans F .

n
Faisons & nouveau F = ﬂ(fl} , et considérons les caractéres de Hecke

j[a] définis par une famille (ai)i.EI &y €EZ/n , a; # 0, Ehi =0 . Le théo-
réme suivant a &té obtenu indépendamment par Vishik.
Théoréme 6.11 - Tout caractére de Hecke algébrique de g(?l) a une puissance dans

le proupe engendré par les j[a] et la norme,

Puisqu'on travaille "& torsion prés", seule compte la partie algébrique
des caractéres de Hecke considérés, Appliquant 6.8.1 aux jfal , avec a = un &1é&-

ment de Z/n répété n fois, on se raméne au lemme suiwvant

Lemme 6,12 - Notons zijS les éléments de 1'algébre de groupe Q[(Z/n)¥] , et
soit X le scus-groupe de ceux tels gque xj - x"j = c= . Alors, X est engendré

Bur @ par N = Egj et par les g_ = E{La}cfi {a € Z/n,a # 0)
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Tant X que Y = <N ,(ga) > sont des idéaux de l'algébre du groupe,
et il suffic de vérifier qu'ils sont annulés par les mémes caractiéres complexes
¥ de (Z/n)* | Ceci revient a dire qu'un caractaire impair (y(j)=-x{(-3)) n'an-

nule jamais tous les 2, - 8i y est primitif, on a
\((gl) =Zﬁ X_l(i) = -L{y,0) # 0

Dans le cas général, si y provient d'un caractiére primitif de (Z/d)#

X(gn;’d} se raméne & une somme analogue sur (Z/d)* , d'od le lemme.
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7.- Sommes de Kloosterman généralisées.

7.1 - Soient ]Fq un corps fini & g éléments, et ¥ un caract2re additif

pon triwvial. Dans ce paragraphe, nous faisons une &tude cohomologique des sommes

de Kloosterman généralisées

(7.1.1) K = : YO +. . .4x ) (n >1) .

a X 0. .X_=a
L] 1 n

Pour a=0 , cette somme est &élémentaire (cf. 7.7)
n-1
(7,1.2) Kn’0=(—l) .

Le cas inté&ressant est celui ot a # 0 . Les %, sont alors dans ]F:_: . Nous
prouverons dans ce cas une majoration

n-1
(7.1.3) |k | <nqgZ .

n,a -

Nos outils essentiels seront les énoncés cohomologiques de reflet les

identités suivantes

(7.1.4) K -Z ¥(x,) : ma/x, YO+ LA )
n,a £ Hpe o RTalx) n
= erF: ?(X}K‘n-l,a;’x {a#0, n>2)
(7.1.5) ZK =Z : _ \?(Zx.) = : ?(Zx.) =0
4 mn,a a Kq..X_Ta i By ek i
1 n 1 n
(7.1.6) Pour +« un caractére non trivial de ]F;‘ 5
N
_ o " o ’—1 w3 H
/_‘X(a)Kn,a xl,Z.,xnx( :,i),_(in} C=7lx "ot

(somme de Gauss) :

e e

Soient k wune algébre &tale de degré n sur T et =(k) comme en

(4.5.1). Posons

k'r"-.-a = x Z(}:.\=a ¥ Tr(x)

K.fli?q
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On a encore

(7.2.1) K o= -1 00
G7.2.23 .aZiLK‘a =0
_ n =1 e -
(7.2.3) gxia)lt.k’a = Dy Ny )
Par inversion de Fourier sur ]F:E , on en déduit une expression de

Kk = en terme de sommes de Gauss
e = -1
Ke,a ™ 31 %Xfa)b;rg L B
S 5 N > :
(7.2.4) (-l}nKk,a e l:e,(k) +X¥ IX(S}TTq (y o hk;"Eq .':)]

L'identité de Hasse-Davenport permet maintenant de comparer K‘k - a
»

I{n,a = l<'JE' ard :
q

(7.2.5) K.kra = s(k)l(n’a n

Je ne connais pas d'interprétation cohomologique de (7.2.4), mais j'en

donnerai une de 7.2.5., Revenons aux sommes Kn a

7.3 - Soit F une cl&ture algébrique de ]Fq et, pour a € F s Soit Vz_l 5

ou simplement V_ , 1'hypersurface de A" d'équation Xy ... X =a . Comme

d'habitude, nous regarderons ¥ comme étant 3 valeurs f-adiques plutdt gque complexes

Avec la notation 1.8 (ii), (7.1.3) se dé&duit du

Théoréme 7.4 - La cohomologie de ‘U':'l 3 wvaleurs dans 3(“[(in)} vérifie

(i) Hi =0 pour i # mn-1 3
(11) Bf ——>H* ;
1

(iii) pour a # 0 , dim H:_ =n

]
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(iv) pour a =0 , Hc est canoniquement isomorphe 2 ’E.‘1 :

75 = Comme d'habitude, ce théor2me contr8le aussi la dépendance de Kn . en

g : pour chaque a £ F;' , il existe n ga{eurs propres de Frobenius

Opsevesly de valeur absolue complexe g ,» telles que

E ¥ o Tr(in} = (-I)HFI [ar;—l-...-l- U,lel

X, .eeXh =4
n

1
x, g F

m

q
Pour n pair, x —> -x est une involution de Ve » qui transforme
#%(y¥) en son duzal. Raisonnant comme en 3.6 , on en déduit une forme alternée non

dégénérée canonique sur H:_I(Va,E(YJ} , & valeurs dans (-{n-1)) et le

2,

Corollaire 7.6 - Avec les notations de 7.5, si n est pair, les a; se groupent

en % paires de racines o, de produit Egal & qn_l &

7.7 = Vérifions le cas a =0 de 7.4 . L'hypersurface ?D est la réunion
des hyperplans de cocordonnée x; =0 . Calculons la suite spectrale de Leray
(2.6.1)% de ce recouvrement de vo , pour la cohomologie avec ou sans support a

coefficient dans F(¥) . D'aprés 2.7%, tous les termes imitiaux sont nuls, sauf
la cohomologie de 1'intersection {0} de tous les hyperplans de coordonmnée. L3
o] 6]

subsiste un isomorphisme H —— =" = E} qui justifie 7.4.

Nous prouverons 7.4 et 7.8 ci-dessous par une récurrence simultanée sur
n , en nous appuyant sur la suite spectrale dont (7.1.4) est le reflet, Ceci exige

un contrdle de la dépendance en a de B om *
L]

Soit qr: AT ——= A l'application "produit des coordonnées", et g 1la

somme des coordonnées. Les hypersurfaces v, seont les fibres de qr

Théorgme 7.8. - (i) Le faisceau Rnnlﬂ}3t¥:] est lisse de ramg n sur m;—f&?
(ii) son prolongement par 0O ‘sur i est 1l'image directe de sa restriction &
al- 1o
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(iii) en ©O , la moncdromie est unipotente, avec un seul bloc de Jordan

(iv) en = , 1'inertie sauvage agit sans point fixe # 0 , et le conducteur de

Swan vaut 1 ,
(v) on a R;n]ﬁf?c) — Rlﬂ¥5(Yﬂ) (nul pour i # n-1) :

Preuve de ce que 7.4 (pour une wvaleur donnée de n) implique 7.8 (pour la me@me

valeur de n).

La fibre de Rl-n'fﬁ(‘t’cr) en a est H;(Ve,ﬁ(‘fc)) , et sur 1l'ouvert dense

ﬂl

ott les lelsi‘y-lg) sont localement constants celle de R1W*G(¥s) est

Hl(va,ﬁ(?c))(Th. Finitude, 2.1). L'hypothese 7.4(n) nous fournit donc le
Lemme 7.9 - (i) Ry, 3(¥o) = 0 pour i # n-1 .

(ii) Pour i = n-1 , la fibre de ce faisceau en tout point a # 0 est de rang

constant n . Ean O , elle est de rang 1 .,

(iii) Sur un ouvert demse U , on a Ri‘n', Fy) — Riﬂ*ﬁ(?l

7.10 - Nous allons maintenant utiliser la suite spectrale de Leray de w ,

pour la cohomologie avec ou sans support, 3 coefficients dans JF(¥g) . L'aboutis-

sement est connu @ H:Gﬁn,E(‘fc}) = g*(A",3(¥g)) =0 (2.7%) . En cohomologie a sup-

port propre, 7.9 (i) assure que qu =0 pour gq # n-1 ., Les termes E2 sont donc
tous nuls
(7.10.1) HE(&I,Rn_lWrS(‘FG)) =0 .

Pour p =0 , ceci signifie que Rn_l11'|3(‘fc) est sans section a support

ponctuel., Vu la constance de rang 7.9 (ii), on en déduit

(7.10.2) Le faisceau Rn-lm&'(\ycﬁ sir Al est 1tsse sur Al -{o} , et est

un sous-faisceau de 1l'image directe (§ de sa restriction 2 xikl -{o} .
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La suite exacte longue de cohomologie de

0 —> Rn'l']T! FHy¥o) > G >3 >0

ot le support de 0 est concentré en Q , donne

Ho(aLg) —> 3, —> Hi(.ﬁl,n“'l-m F¥a)) .

Les termes extr8mes &tant nuls, 92 =0 et

(7.10.3) anl‘n'rzﬂ‘fc) est 1'image directe de sa restriction & l@_}‘_{o]

Soit j 1l'inclusion de .L’Al dans P . La version "catéporie dérivée"

des suites spectrales de Leray est

H¥ (JP1 » 3R, F(¥o) = H¥ @l sRyr, F¥o)) = ug(fa“. F(¥a))

(]
o

B PLRiRI,I(0)) = B (AL R, 3(0)) = m¥(A" 3(vo))

[l
jor

Soit A 1le mapping cylinder de j!an,:f(\f'cr} —> Rj By, 5(¥o) . D'apreés 7.9 (iii},
les faisceaux de cohomologie de ce complexe de faiscesux sont 2 support fini.
D'autre part, la suite exacte longue de cohomologie du triangle
(j!Rr]T!E(‘?S‘).Rj*RjT*E(YU],Q) montre que B*(]Pl..-_'\.} =0 , 0Ona

'.H*flPl,ﬁJ = HO(IPl,ii*(L\.)) ., et finalement A = 0
3 Ry, H¥o) ——> Rj R, F¥o)

En particulier, Ry, 3(¥c) = R, F(¥o) et, ces complexes de faisceaux

n'ayant qu'un faisceau de cohomologie non nul,
(7.10.4) jRW, 3(¥g) ———> j Rm, F¥a) .

Ceci compléte la preuve de (i) (ii) (v).
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7.11 - Saient Sw” et Sw
Rn'l—EEF£:) . D a xciRn-lﬂls(?:))
(3,2.1) se réduit 2

0 s 1 Sw‘,l__:I ~ SwGn =1

un de ces conducteurs wvaut O

9]

7.12 - Soit G un faisceau de rang 1 sur
(g = hh(x)) et non constant (y # 1) .
ve = = leg ) = A" —="1(0)

Gauss, et 4.11 (ii) nous donne

{(7.12.1)

La suite spectrale de Leray de 17

(7.10.1)

E
m

Le faisceau

les conducteurs de Swan en

(ramification modérée) 1'autre wvaut

3(yo) & G

H¥(V#, G B 3(Yo)) ——> H¥(ve, =G ® FHyo))

Q0 et en = de

et la formule d'Euler-Poincaré

1

, du type kummérien &.7

sSur

est alors du type rencontré dans 1l'étude des sommes de

transforme cet énoncé en

(7.12.2) HE(B,, G ® R I, 3ve)) — > ux(s_, g ® RV I H(¥0)) .

Soit 1 1'inclusion de Bm dans El , 8t A le mapping cylinder de
5 1,(g® R I 3¥)) —> Ri(g® " 'm3(¥e))  (on R™Im = r%ln) | Rai-
sonnant comme en 7.10, on déduit de (7.12.2) que A =0 . En particulier

(7.12.3) En 0 et en = 1'inertie

En ceci wvaut méme si

tie sauvage agit sans point fixe, En

d'aprés 7.11, on a 1 et la

L]

Sw
©

En 0 , (7.12.3) impose 2

étre unipotente. D'apries (7.10.3) et

achéve la preuve de 7.8 (n)

agit sans point

G

particulier,

est triwvial

i

la

ramification en

la ramification

7.9 (i1),
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(7.10.4), de sorte que 1'iner-

ramification est sauvage ;

0 est modérée,
- modérée - de R 3 yo)
seul bloc de Jordan. Ceci
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7.13 - Pour m = 1 , 7.4 est trivial. Pour achever la preuve de 7.4 et 7.8, il
nous reste & prouver que 7.8, pour une valeur donnée de =n , implique 7.4, pour

n+l . Le cas a=0 ayant été traité (7.7), on suppose que a#0 . On écrira

x® pour les coordonnée s de An+l . Soient g = Xg va ———5-5m , T 1'in-
n
1

volution x k> ax™ de E_ , et soit comme plus haut = le produit des coor-

xo,..-p

données : A" —>ﬂ1 ;» 8t g leur somme. On notera F(¥g) 1le faisceau

n+1l

E(Y(Ixi)J tant sur A que sur A" .

-+
7.14 - Ecrivons la suite spectrale de Leray de g , Le faisceau @(¥g) sur A" 2

étant produit tensoriel externe des faisceaux F(¥) sur ﬁ; et F(¥a) sur m“ I

on trouve (ecf. 7.1.4)
- £ e p+q it
,qu = uh (g, 3(¥) Q) ~r ™, Byo)) == HE (v _,F(vo))

"5 = wP(g, 3(¢) @ ~rn,3(¥0)) =s vP UV, 3(¥0))

Par hypothése, Rq—lﬁf?s)—;:-b-wa*3(?c) , et ce faisceau est nul pour q # n-1

Le faisceau F(v) sur Bm est sauvagement ramifié en = et non ramifié en 0O
tandis que T*wa,E(?c) est sauvagement ramifi& en O (sans invariant sous 1'i-

nertie sauvage, de conducteur de Swan 1) et modérément ramifié en = . Leur produit

tensoriel est donc
a) sauvagement ramifié en 0 &t = . Sans invariant sous l'inertie sauvage ;
b) de conducteur de Swan 1 en 0 et n (le rang de Rqﬂlﬁ(?)) en w .,

On a 'E;q _ "qu , et 'qu =0 sauf pour p=1 et g =n-1 . La formule

d'Euler-Poincaré donne enfin
. P
dim 'an = 14n ;
ceci achive la démonstration.

Remarque 7.15.- L'isomorphisme obtenu en 7.14.
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(7.15.1) BOW", 5
L a

permet,

propres o, de Fr

n-1

R m, H¥5) appart

L-adiques. Ceci no

que (cf£.[ 2] 9.5

a) les constantes

la cohomologie de

b) en tout point,

correspondante du
Le résul

(7.15.2) de

Remarque 7.16 - Po

n impair, on en déduit par 7.4 (ii) et dualité de Poincaré une forme bilinéaire
symétrique sur H:'l(q:*l'g(?)) , & valeurs dans ﬁffl—n} - Relativement 2 cette
forme, F est une similitude orthogonale de multiplicateur gq" % , et qu
appartient au grouﬁgﬂgpécial orthogonal, d'aprégs 7.15.2 . Une des valeurs propres
de F est donc q % » et les autres se rangent par paires de racines ¢ , @
de produit qn_l i

Pour n =3 , L. Carlitz [11 a obtenu un résultat plus précis, équiva-

lent 2 la proposit

Proposition 7.17 -
phisme

H2
c

Ya)d

avec les notations de 7.5

- 59

= F(¥s))

1 i e e S
ch;m_.._-.(:)@ #R

, de calculer le produit det(F) des wvaleurs

obenius, Le formalisme de [2] s'appligue, puisque Fv) et

iennent 2 des systémes compatibles infinis de représentations

us raméne & des problémes locaux, gqu'on peut simplifier en notant

)

n-1

globales pour FH(¥) et ¥R H'S(?) sont aisées & calculer,

ces faisceaux étant de nature triviale,

pour l'un ou l'autre de ces faisceaux, la représentation £ -adique

groupe de décomposition a une semi-simplifiée non ramifiée.

tat, pour la somme 3 n wvariables, est que
n{n-1)
n-1, n-1 _ . _ 2
t(F,H.C (‘Ja L, e ) q .
ur p =2 , 1le faisceau FH(¥) est orthogonal, Pour a # 0 et

ion suivante.

Trp !Ez(x)
Pour p =2 , et w¥(x) = (-1) 1 , on a un isomor-
2z 1
(V2,3 ¥o)) = sym’wl(vl,5(¢0)) .
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La puissance tensorielle seconde de Hi;?;,a(?o)) est
szl ¥ V;,:E(\fc) B F(¥g)) (Kunneth), la symmétrie X ® y —> y ® X se représen-
c a

tant géométriquement comme -—T¥# o 1 est 1'automorphisme (x,y) —> (y,x) de

v xV . 8i X' est le quotient de V; ® vi par {Id,v} et 1 la projection

a a

de vl % vi sur X' , le groupe Symzﬂi(vi,3(¥c)3 s'identifie donc & la coho-
a

mologie de X' 2 coefficient danms la partie antiinvariante par =~ de

m(F(vg) @ F(¥o)) . Notons s 1la fonction sur X' telle que sm = gpr, +0pr
3

1 2l
on a SH(¥o) B Flyg) = 3(?(cprl+c3pr2)) = F(y¥sr) = #3(¥s) (isomorphisme compatible

a2 7 ). Sur l'image m(pa) de la diagonale, le faisceau d'antiinvariants cherchés
est donc nul, tandis que sur le complément X = X'-m(pA) , c'est le produit ten-
soriel de F(¥s) par e(P) , pour ¢ 1'unique caractére d'ordre 2 de {1.7} ,

et P le {1,7]—torseur sur X qu'est le revetement double induit par

1 1
v, xV, - On a

(7.17.1) Symzﬂz(?;,E(‘fc)) = B2(x,3vs) @ e(P)) .

1 1
Calculons X , s et (P) . Sur va ¥ Va » posons x1=x10prl N

1 ' = P §
X, = xzoprl. xl = xIOprz, xz xchrz . On a 1%, xlxz a8 . Identifioms
fonctions sur X' et fonctions sur X invariante par T . Soient sl=x1+xi :

Sy = Xy + X5 o Py

est défini dans X' par sy £0 s, #0 . Sur X , on a donc P; = asls;l

et (s,,s,) ddentifie X & B x B . Bur X
1'72 m m

= xlxl » Py x2x2 . On a slp2 -~ as, , szpl = as, et X

le revétement P admet pour
¥ 2 -
équation T -s,T 4—a31521 (prendre pour T 1la coordonnée X ). 81 T =35t

1 5
. 2 -1 -1 _ ; -1 -1 .
cela se récrit t -t + as_ s On a done g(P) = 3(@(&51 s, )) . Puisque

1 2 %
§ = s,+s, , on a Flvs) 8 () = 5(?(sl*sz+as£15£l) et le second membre de 7.17.1

s'identifie au préemier membre de 7.17.

Lo L - .
Remarque - Hc(va,a(¥c)) est aussi le premier groupe de cohomologie de la courbe

elliptique complé&étée de la courbe affine d'équation

[}

{yz-y ®,HE,

<
L!—:l:{z :

=2

]
A

fon invariant modulaire est j =

it
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Remarque 7.18 - Pour +y wun caractére multiplicacif de F# , et a # 0 , la

méthode de 7.14 s'applique a 1'étude de la somme

8§ = E 1(x0)¥(x0+...* x)

Kowo X =d

8] n
(remplacer le faisceau JF(v¥) sur Em par F(y.¥)) . On trouve encore une cohomo-
2
logie de dimension n+l , et |[8] < (n+1)qnj“ . De telles sommes ont &é& consi-

dérées par Salié et Mordell. (Mordell, Some exponential sums, Proc. Int. Conf. on

number theory, Moscow sept. 1971, p.30-34).
On peut espérer que nos méthodes permettent aussi d'étudier les sommes

sk-x,a = N(x)=a X{x)¥ Trlx)

(k alggbre étale sur E& , a € Far . % caractére de k#) , L'analogue de 7.4

(pour a # 0 ) devrait &tre wvrai. !

7.19 - Le groupe symétrique Sm agit sur A" en respectant va et 1'applica-
tion ¢ , donc aussi le faisceau H(¥g) , image réciproque par ¢ du faisceau
F(v) sur Ga . Il s'agit donec sur Hg-l(Va,ﬁ(?g)) . La formule 7.2.5 admet 1'in-

terprétation cohomologique suivante

Proposition 7.20 - L'action de 8 sur Hz_l(va,s(?c)) est la multiplication par

le caractére signe

Ceci revient 3 montrer qu'une transposition T agit par multiplication
par -1 . Puisque Tz =1 , T ne peut avoir pour valeur propres que +l1 . Soit
Vv /7 1le quotient de vV, pour {[Id,r]}] . L'application g , donc le faisceau
F(¥g) , passent au quotient, et le sous-espace de H:_I(VE,E(?)} fixe par T est

Hg 1(Vaf7,3(?5)) . Il nous faut prouver que cette cohomologie est nulle.

Supposons que a # 0 , Pour ~+ = (1,2) 1le quotient Vafv s'identifie

2 B x En-2

5 2 » avec pour application de passage au quotient

(xlsﬂz,x3....,xn) —_ (xl - xz.x3,...,xn) . En effet, x, et x sont déterminés

1 2
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a 1'ordre pré&s par Xy + X, et xlx2 bad a/xa...xn . En ces coordonnées
(t,%5.---»%,) + le faisceau s'€erit J(y(tdxgh...4x)) = F(¥(£)) @ Fylxyt...x D).

La formule de Kunneth, et Hg(!a,Q(?)) =0 , fournissent donc la nullité demandée,

Pour a =0 , on peut déduire 7.20 du calcul 7.7

.

7.21 - Les sommes Kn a de ce paragraphe ont &té é&tudiées par S . Sperber, dans

sa thase, et dans (p-adic hypergeometric functions I, II, & paraitre) par des mé-
thodes p-adiques inspirées de Dwork et de 1'article de Bombieri (on exponential sums

in finite fields, Ann. J, Math, 88 (1966)). Pour p # 2 , ces méthodes lui donnent

la dépendance en ¢ 7.5 , 1'équation fonctionnelle a; = qnplﬁTl entre les va-

leurs propres de Frobenius pour les sommes K _ et K . si b= (-1)" a (ecf.7.6),
2 2

et la valeur 7.15 du produit des racines. Pour p > n+3 , il détermine de plus les
valuations p-adiques des racines, Le résultat est trés beau : si on range les racines

z -i o
a dans un ordre convenable, avee 0 < i <n , les aiq sont des unités. Les

i

restrictions sur p ne sont sans doute pas essentielles.
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8. - Autres applications.
8.1 - L'identité 1.9.4 peut parfois &tre utilisée pour calculer le nombre de '
points rationnels d'une variété algébrique sur Tq . Dans la plupart des cas ol

un' résultat exact a €té obtenu, la cohomologie s'exprime en terme de cycles algé-
briques ; tel est le cas pour les surfaces rationnelles, les quadriques, les in-
tersections lisses de deux quadriques de dimension impaire, les variétés de dra-

peaux..., Ce n'est toutefois pas toujours le cas ; dans le trés bel article de

Lusztig : "Coxeter orbits and eigenspaces of Frobenius (Inv. Math.,2 paraftre)", 5

les cycles algébriques n'apparaissent pas.

8.2 - Pour les groupes réductifs, la cohomologie peut se calculer en se rele-
vant en caractéristique 0 : si B est un sous-groupe de Borel de G , G est un
B-torseur sur G/B ; la cochomologie de la variété projective et lisse G/B est
invariante par spécialisation, et on utilise la suite spectrale de Leray de

G —> G/B pour prouver le mfme résultat pour G . Elle s'exprime commodément

en terme du tore maximal T de G et de 1l'action du groupe de Weil W sur T
(pour la définition du tore maximal, cf. Bourbaki, Lie VIIT §5 Rmg 2 ou [3] p.105).
C'est 1'algébre extérieure de sa partie primitive, qui cofncide & un décalage prés
avec le quotient I(H*(BG,QL}) de la cohomologie de BG formé des "&léments in-
décomposables", et H*(BG’QL) = H*(BT,EL)w . 81 X est le groupe des caract2res

de T , on a au total
H#%(G,R,) = AlI(sym*(x ® @, (-1)D[-1]) .

Si G est défini sur un corps fini ]Fq F Gal(]F;"I‘q) agit sur X et cet iso-
morphisme est compatible 3 Galois. Passant de 12 2 la cohomologie 2 supports pro-
pres, on trouve les formules classiques pour le nombre de points rationnels de @G .

Si F#% : X —> X est défini par le morphisme de Frobenius F : T —=>T , et

que degG(F} est le degré qdimc de F: G——>G , on a
(8.2.1) 6o(F )| = dego(F).dec(1-F#7", 1(sym*(x @ ™)) .
230

234



- 64 - Sommes trig.

La méme formule vaut pour les groupes de Ree et de Suzuki ; ces groupes
sont de la forme GF (6 ré&ductif, F2 un Frobenius), et il suffit de vérifier

que la formule des traces de Lefschetz est vraie pour F agissant sur G , Si
B est un sous-groupe de Borel stable par F , on le vérifie directement pour F
agissant sur B , et pour l'action sur G/B , propre et lisse, on peut invogquer

les théorémes généraux.

8.3 - La formule des traces a &té utilisée par Deligne-Lusztig [37, Kazhdan
[4] et Springer [67 dans 1'&tude des représentations complexes des groupes finis
Go(mq) , pour GO réductif sur Fq . Les travaux de Kazhdan et Springer con-
tiennent des exemples admirables de comment la formule des traces permet le "pro-
longement analytique'" d'une situation déployée a4 une situation non déployée (c¢f.

1.13).
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Théorémes de finitude en cohomologie f-adique

1. - Enoncé des théorémes.

Dans tout cet exposé, § sera un schéma noethérien et A un anneau noe-
thérien & gauche, de torsion annulé par un entier inversible sur § . Notre ré-

sultat principal est le suivant,

Théor2me 1.1 - On suppose S régulier de dimension © ou 1 . Soient

f : X—>7Y un morphisme de S-schémas de type fini et ¥ un faisceau construc-

; i
tible de A-modules & gauche sur X . Alors, les faisceaux R fﬁg sont construc-

tibles.
La preuve sera donnée au paragraphe 2 et en 3.10.

Remarque 1.2 - En caractéristique 0 , ce résultat est moins général que SGA &
XIX paragraphe 5, qui prouve la conclusion du théoréme pour tout morphisme de type
fini de schémas excellents de caractéristique (0 , La démonstration de SGA 4 XIX
utilise d'une part la résolution des singularités, d'autre part que les schémas
soient d'égale caractéristique (pour pouvoir dé&duire de la résolution le "théorame

de pureté"),

Remarque 1.3 - Nous dirons qu'un complexe K £ ObD(X,A) est constructible si ses
faisceaux de cohomologie sontconstructibles et nous noterons avec un indice c¢ la
sous-catégorie de D(X,A) (ou D+,D—.Db} formée des complexes constructibles.
Dans le langage des catégories dérivées, que nous utiliserons librement, 1.1 dit

que Rf“ s D?(X,Aj e D*(?’Aj envoie D: dans D: . Explicitons

a) Pour K réduit 2 un faisceau T en deszré O

Cé dérivé implique donc le théoréme.

b) Dans 1'autre sens, on invogue la sulte spectrale
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Th. finitude 2

*?“ = R WP(K) = ¥ RE, K

Parler le langage des catégories dérivées i 1'avantage de remplacer PAT une

simple formule de transitivité R(fg), = Rf_Rg, une suite spectrale de Leray I
P9 _ pP 9 p+q

E_? =R EfR'g, =%R (fg),

Sous les hypothéses de 1,1, il résulte de SGA 4 X que Rf, est de dimension

- - b
cohomologique finie. Cela permet ci-dessus de remplacer D par D,D eu D .

1.4 - Les idées de la démonstration.

a) La dualité de Poincaré permet de traiter le cas ol X est lisse, F 1localement
constant, et Y = § ., L'hypothése de dimension apparaft pour calculer des RHom

sur S5 .

b) On factorise £ en gj : g propre et j plongement ouvert., On a RE, = Rg*Rj* et
le théoréme de finitude pour les morphismes propres contrdle Rg, . Dévissant, on
se raméne 2 supposer X lisse, 3 localement constant, £ un plongement ocuvert

et Y opropre sur S5

c¢) Une récurrence sur dim X (avec changement de S ) permet, grosso modo, de sup-
poser le théorgme wrai en dehors d'une partie de Y finie sur S . Notant

a : X—>S5 et b: ¥ —>58 1les morphismes structuraux, on montre alors que si
le théoréme était faux pour JF et Rf, , il le serait aussi pour 3F et

Rb REf = Ra, : contradiction.

Corollaire 1.5 - Sous les hypoth&ses du théoréme, les catégories DCEK,a) et

DC(Y,A) sont transformées 1'une en 1'autre par les 4 opérations Rf* s REp 5 £
| !

RE .

Rf* est traité ci-dessus, Rf, en 5GA 4 XVII 5.3, f# est clair. Reste
1
Rf' . Le probléme est local, ce qui permet de supposer que f se factorise en
i
xe—=z Sy (1 plongement fermé et g lisse, purement de dimension rela-

! 1 [
tive n ). La dualité de Poincaré Rg K(n)[2n] et la transitivité Rf = Ri Rg
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-3 - Th. finitude

pous raménent & prouver 1.5 pour i ., Pour tout L € D{Z,A) , si j est 1l'in-
r - -
clusion dans Z de U =2-X , i Ri'L est le mapping cylinder de K —> Rj J#K

et 1.5 pour i résulte de 1.1 pour j .

Corollaire 1.6 - Soit X comme dans le théoréme, et supposons A commutatif.
—

i F et G sont des faisceaux comnstructibles de A-modules sur X

Alors, si 3 . les

. . -~ -+
Ext;(gJ}} sont constructibles: R¥om envoie D_(X,A) x D (X,A) dans D_(X,A)

Par dévissage de F ,; on se raméne & supposer F de la forme j|G&

(j : ¥ S ——= X un plongement localement fermé et El localement constant sur Y ).

On & alors

[ 3
Rnc-m(j!slq) = Ri, Hom(Sl,Rj G

d'apreés 1.3, nous sommes ramenés au cas ol F est localement constant - voire
constant puisque le probléme est local. Pour F localement constant constructible,
on a Hom(&,q}x = Bom(ak,qx) , et de mBme pour RHom . Pour ¥ constant, on
peut donc calculer les Exti 34 1'aide d'une résolution projective de type fini de

i " ) 5
sa valeur constante, et les £&xt sont constructibles si § 1'est - d'on le

corollaire,.

Remarque 1.7 - Puisque RE* est de dimension cohomologique finie, il transforme
complexes de Tor-dimension finie (resp. < d) en complexes de Tor-dimension finie
(resp. < d) (sSGA 4 XVII 5.2.11). SGA & XVII 5.2.10 et la preuve de 1.5 montrent
alers que la Tor-dimension finie est stable par les 4 opérations RE,,, Rf,,E%,Rf!

Une wvariante de celle de 1.6 (dévisser K selon une partition de X pour suppo-

ser les faisceaux de cohomologie localement constants, puis se localiser pour rem-
placer K par un complexe fini de faisceaux localement libres de type fini) montre
alors que, pour A commutatif, R¥om induit
b " B oo, o
RM¥om : D _(X,A) x D__{X;A} ——= D _(%,4)
cLt =53 tr
Gt E

< ¢ tor-dimension finie).

239

T



Th. finitude o NS

1.8 - BSous les hypoth&sesdu théorgme, la m@me méthode nous permet de prouver un

- - ¥ P ] s ot Y . .
théoréme de bidualité locale K —= DDK (paragraphe 4), Nous prouvons aussi un
théoréme de [initude pour les faisceaux de cycles &vanescents. Pour § qgquelcongue,

on obtient encore un théoréme "générigue"

Théoréme 1.9 - Spit F : X —> ¥ un morphisme de S-schémas de type fini et 3 un

faisceau constructible de A-medules sur X . Il existe un ouvert dense U de §

tel gue

J i et —at.
(i) Au-dessus de U , les R f*G sont constructibles, et nuls sauf un nombre fini

d'entre eux.

i

(ii) La formation des R £,F est compatible 3 tout changement de base §' —> UcS.

Pour S5 1le spectre d'un corps, ona U =8

S5i S est le spectre d'un corps, un argument de passage 2 la limite fournit
. i ; .
la compatibilité aux S-changements de base des R f, pour tout morphisme quasi-com-

pact quasi-séparé de S-schémas et tout faisceau F

Corollaire 1.10 - Scient X un schéma de type fini sur k séparablement clos et

™

¥ un faisceau constructible de A-modules. Alors, les H (X,3) sont de type fini.

C'est le cas particulier § = Spec(k) , ¥ = 5§

Corollaire 1.11 - Socient X et Y deux schémas de type fini sur k séparablement

clos et K £ Db D_(X,Ao) , L €0b D (Y,A) des complexes de faisceaux de modules

3 droite et 3 gauche, La fléche de Kunneth

1

L
RT{X,K) & RT(Y,L) —= RT(X x ¥,prik @ prgL)

est un isomorphisme.

On procéde comme en SGA 4 XVII 5.4.3 :
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wil Th. finitude
Pfl
XY > X
1132:2 a
' B > Spec(k)
changeant de base par b , on trouve que Rprzﬁprfx est b¥RT(X,K) ., On a alors
(cf SGA 4 XVII 5.2.11 et preuve)
o L

RT(X x Y,pri‘“K = prgL) = R__‘(Y,Rprz_}{prTK 2 pr'lzf'l.)} =
I I L
= R';“(Y,(R‘prz*prfl() 2 L) = RT(Y,b*RT(X,K) ® L) = RT(X,K) 2 RT(Y,L)
1.12 - Enfin, comme contre-partie locale de 1.9 (ii), nous prouverons un théo-

reéme d'acyclicité locale générique (2.13).
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2.- Théorémes générigues,

Dans ce paragraphe, nous prouwvons 1.9 et le théorime d'acyclicité locale

générique 2.13 . Pour prouver 1.9, on se ram@ne aussitBt 2 supposer § intégre, '

Seit T son point générique.

2.1 - Nous commencerons par prouver 1.9 sous les hypothéses additionnelles sui-
vantes : X est lisse sur S , purement de dimension relative n , A = Z/m i
& est localement constant et Y =S . Seit F = Hom(F,Z/m) . Nous allons mon-

i i
trer que si les R fTS‘ sont localement constants, les conclusions de 1.9 valent
pour U = 8§ . Rappelons que si § est un faisceau localement constant construc—
i &5 g .
tible, les Ext (£,3) se calculent fibre par fibre, et sont constructibles si G

l'est. Rappelons aussi que Z/m est un Z/m- module injectif, et est le module

dualisant, de sorte que % = R ¥om(3',Z/m) . La dualité de Poincaré
'
Rf R Hom(K,Rf L) = R ¥om(Rf K,L) .
1
pour K = F ., L =2Z/m , RfL= Z/m[2n](n) , fournit donc
2n-1i

R £.5 = Hom(Rif,:}' sZ/m) (-n) |

Le faisceau au second membre est localement constant, de formation compatible

2 tout changement de base -d'obu 1'assertion.

2.2 - Prouvons 1.9 sous les hypoth2ses additionnelles : X est lisse sur 8

o

est localement constant et Y = § .

a) Décomposant X en composantes connexes; On se raméne & supposer qu'il est pu-

rement d'une dimension relative n sur §

b) Décomposant A en produit, on se raméne 2 supposer que LmA =0 , avec &
i . ; . e k.

premier inversible sur S ; on filtre aleors 3 par les L5 pour se ramener,

par la suite spectrale correspondante, au cas oi L¥F = 0 . On peut alors remplacer

A par A/IA et supposer que 4A =0 .
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¢) Remplagant S par U convenable, on peut supposer qu'il existe un revétement
galoisien fini étale xlfx , de groupe de Galeis G , telle gque 1l'image réci-
proque 31 de F sur Xl soit un faisceau constant, de wvaleur constante F

Notant £ la projection de X, sur 8 , on a alors

R

rR't 3

£
5 = ez e,

12 E =

On dispose aussi de la suite spectrale de Hochschild-Serre (ou : de Leray pour le

recouvrement KIIK}

P | - p+gq
H°(G,RVE, .5,) =» RV T .

. . . i,
D'aprés 2.1, on peut supposer, quitte 2 rétrécir U, que les R :I*EI£ sont lo-
calement constants, de formation compatible & tout changement de base., La m@me

propriété vaut alors pour les le*ﬁ . Enfin, si 7 est un point géométrique lo-

i
calisé au point générique 1 de § , les R f*E sont presque tous nuls, car

les (Rif*g)- = Hi(x-,ﬁ) le sont.
Eal e

2.3 - Prouvons par récurrence sur n que

(*)n Les ceonclusions de 1.9 sont vraies lorsque dimX¥_ < n et que f est un plon-

gement ouvert d'image dense.

Pour n =0 , quitte a rétrécir S , ona X =¥ : (*}D est évident,

Supposons {*)n_l , et prouvons (*)n . Dans (%) _1 » on peut remplacer "plon-

gement ouvert" par "plongement" comme on le voit en factorisant en plongement ou-

vert et plongement fermé.

Lemme 2.4 - Quitte 3 rétrécir § , les conclusions de 1.9 valent au-dessus de

Y' =Y , le complément Y de Y’ £tant fini sur § .

1
s - n
L'assertion est locale sur Y , qu'on peut supposer affine : Y — %s .
L'hyptohiése de récurrence (#) _, s'applique 2
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y

o
&)

1

5 tel que les conclu-

Il existe donc pour chaque i un ouvert dense Ui de /A
" = .
sions de 1.9 wvalent au-dessus de PT; (Di) ; elle valent au-dessus de la réunion

des przl(Ui) , et 2.4 en résulte,

2.6 - Prouvons (*)n pour X lisse sur S et §F localement constant sur X .
Le probléme étant local sur ¥ , on peut supposer Y affine, puis projectif

(remplacer Y par son adhérence dans un espace projectif). Soient 1 : ¥, == ¥

1
et j : ¥' —= Y garantis par 2.4.

b= = — ¥ > ¥
a
1
s

quitte & rétrécir S , on sait que j*Rf*s est constructible, de formation com-

patible a tout changement de base en § ; on sait aussi que Ra F = Rb*Rf*E est

constructible, de formation compatible & tout changement de base,
Appliquons Rb* au triangle défini par la suite exacte

(1) 0—= 3 iMEF—>RETF —> {,IMEIF—>0

on obtient un triangle

(2) —> Rb_j,j*R{ F —> Ra F—> bl*i*Rf*E —_—

dans lequel les deux premiers termes sont constructibles, de formation compatible
& tout changement de base en S (pour le ler, d'apris le théoréme de finitude pour
le morphisme propre b). Il en va donc de mEme pour le troisizme. Puisque bl est

fini, on en déduit que i¥*Rf &  est constructible de formation compatible 3 tout

changement de Base en S , et de m&me pour RE.F par (1).
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2.7 - Prouvons (*)n en général. On commence par se ramener au cas ol dans X
existe un ouvert dense V lisse sur § . Pour § spectre d'un corps parfait, il
suffit de remplacer X par X ., (et Y par Yred} . En général, il faut rape-

tisser S , faire un changement de base fini radiciel et surjectif §' —= 5

et remplacer X et Y par X et X . La topologie &tale £tant insensible

red red

aux morphismes finis radiciels et surjectifs, ceci est innocent. Quitte 2 rétrécir

v , on peut supposer JF localement constant sur V

v e

Définissons A par le triangle
(1) — > F— > Ri g —> A —> .

Les faisceaux de cohomologie de # sont & suppert dans X-V , et dim(X-V)T{ n .
L'hypothése de récurrence permet donc de supposer que RE_A est constructible,

Appliquons Rf, au triangle (1) ; on trouve un triangle
—> REF——=> RI£j) J¥F ——> REf_p —>

dans lequel deux des sommets sont constructibles de formation compatible & tout

changement de base en § ., Le troisi®me 1'est donc également,

2.8 - Prouvons 1.9. Le probléme est local sur Y , qu'on peut supposer affine, 4
Prenant un recouvrement affine de X et invoquant sa suite spectrale de Leray,

on se raméne & aveir X é&galement affine, Tout ceci pour assurer qu'on puisse

factoriser f en un plongement ouvert suivi d'un morphisme propre : f = gj
d'or Rf = Rg R}, . Le plongement ouvert est justiciable d'um (*}n » le mor-
phisme propre du théoréme de finitude.

Les corollaires suivants se prouvent comme au paragraphe 1,
Corollaire 2.9 - Sous les hypothdses du théoréme, pour K dans DEVK_A) ou

- PPN
ﬂtrY,A) respectivement, il existe un cuvert non vide U de § au-dessus duquel

'
MaK o, REK, %K, RE'K soient dan

h
=
-
.
e
-
7]
=
-
=)
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compatible 3 tout changement de base §' —= U — §

Corollaire 2.10 - Scit X comme dans le théor2me, et supposons A commutatif,
Alors, si F et 1 sont des faisceaux constructibles de A-modules sur X
au-dessus d'un ouvert dense U de § , les EN:;(E,QJ sont encore constructibles,
de formation compatible & tout changement de base §' —=>Uc S .

2,11 - S5i x est un point géométrique d'un schéma X , nous noterons X

l'henselisé strict de X en x . Pour f : X —>§ et t un point géométrique

de S5 , nous noterons X, la fibre gé€ométrique de X en t . Enfin, pour =x =

un point géométrique de X , et t un point géométrigque de sf(x) . (Xx)t est

la fibre en t _de }{x — Sf(x) .

Définition 2.12 - Soient £ : X ——> S et K € Ob D (X,A) . On dit que £ est
localement acyclique en x , rel., K , si pour tout point gfométrique t de SE(x) §
ona K = R‘(XK,KJ e R“(Xx,t,K) . On dit que f est localement acyclique,

rel. K , si c'est vrai pour tout x , et universellement localement acyclique,

rel. K , si cela reste vrai aprés tout changement de base §' —> 5§ ,

Théoréme 2.13 - Soit f : X —> S un morphisme de type fini et 5§ constructible

sur X . 1] existe un ouvert demse U de § au-dessus dugquel f est universel-

lement localement acyclique, rel., JF

Nous admettrons le résultat suivant, prouve dans l'appendice.

Lemme 2,14 - Soit X —> 8§ —==>s§, . Si g est lisse, et f universellement

localement acyclique rel. K , alors gf 1l'est aussi.

On se raméne 3 supposer § intégre, de point générique v , et on pro-
céde par récurrence sur dim X_ . On commence par déduire de 1'hypoth@se de ré-

currence que

(A) Quitte A rétrécir § , il existe T X , fini sur § , tel que f soit

universellement localement acyclique en dehors de T
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Cette question étant locale, on se localise sur X et on factorise f en
X g Aé —= 5 . L'hypothése de récurrence s'applique 3 u et on conclut

par 2.14 et les arguments habituels.

Pour prouver le théoréme, on peut supposer X propre, puisque le probléme
est local., On rétrécit § pour que les le*ﬁ soient localement constants et

que (A) soit applicable, et on utilise le lemme suivant.

Lemme 2.15 - Secient f : X ——=> § , propre, et F constructible. On suppose que
Lemme £._.2 = =22~

les le*3 sont localement constants et que, en dehors de T o X fini sur S

»

f soit localement acyclique rel. & JF . Alors, f est localement acyclique

rel. &8 &

Soient s wun peint géométrique de S5 , s5 le localisé strict de S8 en s
et t un point géométrique de SS . Soient X(s) 1'image réciproque de X sur

s ! . g - [ E
ss s J = xt ————5-3(8} et 1 : Xs — X(s) . Notant encore 3§ 1'image réci
proque de F sur X(sl ou Xt s 11 faut prouver que i#F — i*Ri*E . Soit
Il le mapping cylinder de cetre application. Ses faisceaux de cohomologie sont 2
support dans Ts . Pour prouver que A =0 , il suffit donc de prouver que
RT(XS,&) =0 . C'est 13 le mapping cylinder de (Rf%S)S = Rf(xs,i*g) —_—
RT(X_, i#R I3 = RT(X_y,RI, 3 = RT(X_,3) = (R,F)_ . Ce morphisme de spéciali-

sation est par hypothése un isomorphisme, et A =0 .

Corollaire 2.16 - Pour S le spectre d'un corps, tout S-schéma X est universel-

lement localement acycligue, rel. K , guel gue soit K £ 0b D*(K.A)

Se déduit de 2.13 par passage & la limite (possible, car U de 2.13 est

toujours €gal a S
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3. - Preuve de 1.1 et constructibilité des faisceaux de cycles évanescents.

3.1 - Seit § un trait strictement local (le spectre d'un anneau de wvaluation

discrete henselien & corps résiduel séparablement clos). On note s et 1 ses ]

points fermé et générique, et un point géométrique localisé en + (une cla-

ture séparable de ki+)) . Spient X sur S5 et F un faisceau sur ¥_ . Rap-
i o
pelons la définition des faisceaux de cycles évanescents R ‘g’r(’,}) (des faisceaux
sur XS , munis d'une action de Gal(n/m)) . Soient i : X e—=xX
§ = }{ﬂc—"‘»}{ , et j le composé X- .‘{T" > X ; on a
i 1= .=
R _(F) = 1#°7 _(3+3) .

Voici le théorgme principal de ce numéro, Il améliore SGA 7 XIII 2.3.1,

2.4.2,

Théoréme 3.2 - On suppose X de type fini sur § et F constructible, Alors, les

. i o 5
faisceaux de cycles évanescents R ?ﬂ(q) sont constructibles.

On procéde par récurrence sur la dimension n de xr . On peut par ailleurs
supposer - et on suppose - X _ dense dans X (remplacer X par Er ne change
iy

pas les RY , qui sont & support dans ﬁr ¥ .

Lemme 3.3 - Si 3.2 est vrai en dimension de Kn <n , et que dim X =mn ; il

existe des sous-faisceaux constructibles qi des leﬂ(EJ tels que les supports

des sections locales de Rl?q(ﬁ)fqi soient finis.

Soit s' un point générique gfométrique de la droite affine sur s , et
soit 8' le localisé striect en s' de la droite affine Aé sur S . C'est

encore un trait strictement local, et les uniformisantes pour §$ sont des uni-

formisantes pour §'
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=13 = Th. finitude

7' —— spec(k") > (s',n',s")
/* :
ne > § > (S,m;s)
Soit k' = k(l}@k(h)k(ﬂr} . 8 § est le normalisé de S dans 7 , k' est le
corps des fractions du localisé strict de Aé en s' ; c'est donc un corps, et

Gal(7/m) = Gal(k'/n') . Seit ' le spectre d'une cldture algébrique de k' .
Le groupe de Galeois P = Gal(7m'/k') est un pro-p-groupe, pour p 1'exposant carac-

téristique de k(s) .

Lemme 3.4 - Pour tout schéma X' sur S' , et tout faisceau F sur x; = x;, 1
2o ZE5 | .

on a entre les faisceaux de cycles évanescents pour X'/S' et pour X'/5 la re-

i i P
ti Ry (3 =Rv (& 5
lation F =

Le diagramme suivant compare les morphismes utilisés dans la définition de

Ry pour X'/S8' et X'/S :

g wr, 5!

R P
‘il;E ,xL/ \*s

et le lemme résulte de la suite spectrale de Hochschild-Serre, compte tenu de ce

que P est un pro-p-groupe, avec p inversible dans A

Prouvons 3.3. La question est locale ; ceci permet de supposer X affine ,
X :_%; Soient £ 1'une des projection X = ﬁg —_— @; s X' le "localisé"
Xxpl $' de X , et @ 1'image inverse de § sur X'
5
3 sur X' = 5"
l‘l l}
& sur X .3 r'-.ls s
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nitude - 14 -

On a, sur Xg = Xg° "

ce faisceau est constructible, car 1'hypothi&se de récurrence s'appligue a X'/S'
—_ . " n s
et on utilise le lemme suivant appliqué 23 X <= ai\s et aux faisceaux de ecycles
S

Eévanescents,

Lemme 3.5 - Soient A" l'espace affine type de dimension n sur un corps k ,
n g - X 3 .
Xc A » & un faisceau de A-modules sur X et r un point générique géométri-
i n P%i 1
g d 2 . i X- . a fibre ique géométrique de X o= A @ ———=> A
ue de A Soient K*}l la fibre générique g q
et F- . la restrictionde F & X- . . 8i les & ., sont constructibles, il
-— i . ™1 — e
existe F < F , constructible, tel que les sections locales de 3JF/F soient 2

support fini.
Par passage & la limite, pour chaque i

a) I1 existe un voisinage étale U de 7 et un faisceau constructible ¥ sur

XU,i =¥ xm;,priu de restriction Gﬁ,i a xﬁ,i i
b) Pour U convenable, 1'isomorphisme ﬁa 5 —_— 3; i provient de
] sl
. = & = s ¢ :
g ! H—> JU,i ol dU,i est 1'image réciproque de JF sur XU,i Soit
w o KU i ——> X . Le morphisme u définit Vot oy#—>3F , d'image 3{

On a (E!Eﬁ); g =0 et onprend pour 3F' la somme des 3 :

3.6 - Prouvons 3.2 en dimension n . On peut supposer X affine ( car le probléme
est local sur XS ), puis projectif sur S (prendre 1'adhérence de X dans un
plongement projectif). On a alors une suite spectrale (SGA 7 I 2.2.3) (la suite

spectrale de Leray pour j , compte tenu du théordme de changement de base pour

le morphisme propre X —=> 5 ).

Pd _ ;P i, P
(1) E,” = H CKS,R fﬂ(&}} =5 H (x;l,a) 3
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- 15 - Th. finitude

Soit QS = RqYT(S) comme en 3.3, et soit Hq le faisceau quotient. On a
Hi(x ,39) =0 pour i # 0 , et pour que nl , donc Rq?T(E) soit constructible,
s |

{1 suffit que HD(xs,nq) soit de type fini,

calculons (1) modulo modules de type fini (i.e. dans la catégorie quotient
de celle des A-modules par la sous-catégorie épaisse des A-modules de type fini).

La suite exacte longue de cohomologie déduite de

0o —> ¢ —> Rq\?ﬁi"a') > Hl > 0 fournit, par 1.10 appliqué 2 G

que qu ﬁ'HP(XS,Hq} . En particulier, qu-v 0 pour p # 0

qu.v HqCX;,E)'W 0 , et ceci achéve la démonstration.

Des arguments paralldles fournissent le résultat suivant, qui améliore

segA 7 XIII 2.1.12 , 2.4.2 .

Proposition 3.7 - La formation des faisceaux de cycles évanescents est compatible

aux changements de traits.

Soient g : (8',n',8') —= (S,m,s) un morphisme (surjectif) de traits
strictement locaux, X/S , ¥ sur Xr , de torsion premier & la caractéristique
|
résiduelle et (X',3') leurs images réciprogques sur S' . Notant encore g les

morphismes paralléles a8 g , tels K;, — Xs , i1 faut prouver gque
(3.7.1) g*R‘d_-"_](.':') E— RY_,(3")

Ce morphisme est défini par le diagramme commutatif

]

E
il
’

-
e |

i

|

e

Un passage 2 la limite raméne supposer X de type fini sur € , et on

prociéde par récurrence sur dim x_ . La gquestion €tant locale, on peut supposer

X affine, puis projectif. Supposons (3.7.1) pour dim X_< n . Pour dim X_ = n

»

résulte alors des deux assertions suivantes, od { est le mapping cylinder de
Lk i

.
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Th. finitude - 16 -

(A) Le support des sections locales des faisceausx de cohomologie de »n est fini.
(B) RT{XS,L} =0 , donc p =0 , d'aprés (A).

3.8 - La preuve de (A) est paralléle 2 celle de 3.3 ., On se localise sur X et on

considére des applications X —> @é ; notant S{x) 1'hensflisé strict de @é

au point générique de la fibre spéciale, on applique 1'hypothiése de récurrence

X, /8(x) (X =X xpl S(x)) et a S(x) . Prenant les invariants par un pro-p-groupe,
1

on trouve que A est nul sur la fibre générique géométrigue de XS, —_— ms,

Ceci &tant vrai, localement sur X et pour toute projection, on a (A) .
3.9 - Pour (B), la propreté de X 'sur S assure gue

R?(x;,,m'ﬂ.(a")) = thx;_.,'&')

et

RT()[S,R‘I:'T_‘(ZF)} = RI‘CX;I,'J} i

On a RT{XS,R¥ﬂ{3)) _— RT(X;,,g*R?TCGD) (invariance par changement de corps
|
séparablement clos de base) ; RT{X;+,QJ est donc le mapping cylinder de

RT(X%,ﬁ) _— RT{X%.,E’) ,» un isomorphisme par le méme théordme d'invariance.

3.10 - Prouvons 1.1. On se ram&ne & supposer S connexe, donc intégre. Si

dim § = 0 , (S spectre d'un corps); on applique 1.9, 1.10 . Si S est de dimen-
sion 1, le théor&me 1.9 assure que les Rif*ﬁ sont constructible au-dessus du com-
plément d'un ensemble fini T de points de S , Tl reste & voir que leur restric-
tion aux Yt(t € T) sont constructibles. Il suffit de le voir aprés localisation
en t : on peut supposer que 5 est un trait strictement local. Le cas essentiel

est le suivant,

Lemme 3.11 - Soient X de type fini sur S , j : xﬂ‘;—)x i Ly B S—3%

et F constructible sur xﬂ . Alors, i*Rj*E est constructible.

Soit I = Gal(ﬁ!n) le groupe d'inertie., On sait que c'est une extension de

A
RP.(I) par un pro-p-groupe P (p exposant caractéristique du corps résiduel).
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= RE Th. finitude

La suite spectrale de Hochschild-Serre donne

qu = up(I,ngﬂ(::')} = 1P F .

-
Seit R: = Rq'*_'q(E)P (t pour modéré). Si o est un générateur de EZP|(1) , on

o] q 1g _ 9 Pa _
i Ezq = Ker(g - 1,Rt) 5 Ez = coker(g - 1, Rt:‘ et EE =0 pour p ¥ 0,1 .

Cces faisceaux sont constructibles, puisque les faisceaux de cycles évanescents le

gont, et 3.11 en résulte ,

gi X = x*_ , £ est le composé X Y_?_| > Y et on applique 1.9 et 3.11 .

Dans le cas général, scit j : X_P'-——*) X et soit 4 le uiapping cylinder de
F—> Rj*j*s . Ses faisceaux de cohomologie sont & support dans XS ; d'aprés
1.9 appliqué a )(5 — Ys' Rfﬁ_& est donc comstructible. Le complexe

RE R} §*F = R(£j) ,j*F " 1l'est également, et on conclut par le triangle

_— Rf*E —— Rf*Rj*j*E E— Rf*,f_‘; —
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Th. finitude - 18 -

!
4. - Bidualité locale. i
4.1 - Soit 5 régulier de dimension © ou 1 et pesons Kg = 4 (faisceau cons-
tant de valeur A). Pour K € Ob D:tf(s,&) , on pose DK = Rﬁcm(K.Ks) £ 0Ob D*{S,Ao) '
(un complexe de faisceaux de A-modules 3 droites]). On & encore
DK € 0Ob thf(s,ao) » €t un calcul explicite, possible car S est de dimension L

montre gue K ——— DDK (pour A = Z/n , Dualité 1.4).

4.2 - On supposera que A est commutatif, hypothése sans doute inutile. Pour

1
a : X —>5 de type fini sur § , on pose KK = Ra'KS . Pour t
b b .
K €0bD_ .(S,A) , on pose DK =R ):Iom(K,KK) € Ob Dctf(x,a) . Notre résultat
principal est le suiwvant ?i

Théoréme 4.3 - On a K —= DDK (K € Ob n:tf(x,a)}l ’

Lemme 4.4 - Si a est propre, on a3 Ra K —> Ra _DDK .

La dualité de Poincaré

(5
Ra,R Hom(K,Ra Kg) = R Hom(Ra, K,K)

nous fournit un isomorphisme Ra,D = DRa, = DRa, . Le lemme résulte de la commu-
tativité du diagramme (Dualité . 1.2)
Ra*K » Ra*DDK
L §
pr—

DDRa K DRa DK ;

4.5 - On voit par localisation qu'il suffit de traiter les cas ob 5 est spectre
d'un corps, ou un trait. Pour § spectre d'un corps, on procade par récurrence
sur dim X ., Le problame étant local, on peut supposer X propre. Par ailleurs,
1'hypothése de récurrence assure, par les arguments habituels, que le mapping cy-
linder A de K —> DDK a des faisceaux de cohomologie en gratte-ciel. Le lemme

assure alors que Ra,A =0 , donc que A =0 .
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w Peps Th. finitude

4.6 - Pour S un trait, on sait déj2 que 4.3 vaut sur la fibre générigue (4.5).

On peut aussi supposer X propre sur S et on prociéde par récurrence sur dim.)(s .

X propre sur S . Le mapping cylinder A a encore des faisceaux de cohomologie
en gratte ciel, sur Xs , et on conclut comme plus haut,
4.7 - Supposons que A = Z/m . On a alors une variante de la théorie précédente,

t
en prenant K quelconque dans DE(X,&) . Le complexe Ra Z/m est de dimension
injective finie (SGA 4 XVIII 3.1.7). Ceci assure que DK est eéncore dans
DS(X,A) . Pour prouver la bidualité locale sur S , on utilise que Z/m est

le Z/m-module dualisant. Ensuite, on procéde comme ci-dewvant.
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ALl

Appendice

par L. Illusie

Dans cet appendice, qui reprend certaines parties de feu SGA 5 II, et
une lettre de P, Deligne & 1'auteur, nous prouvons ([Th. finitude] 2.14) ainsi que

diverses généralisations et variantes des théorimes de spécialisation (SGA 4 XVI 2.1)

et ([Areatra] Vv 1.7).

Les schémas et morphismes considérés seront supposés quasi-compacts et
quasi-séparés, Si X est un schéma et x un point géométrique de X , on notera

X(x) le localisé strict de X en x .,

On fixe un schéma de base S et un faisceau d'anneaux A& sur S (non
nécessairement commutatif ni noethérien). Si X est un S-schéma, on écrira D(X)

pour D(X,Ax)

1. Propreté cohomologique.

Proposition 1.1. Scient £ : X + Y un S-morphisme et E € ob D+(X) .

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) La formation de Rf,E commute 3 tout changement de base fini

' =35,

(ii) La formation de Rf4,E commute 2 tout changement de base quasi-fini

(ou limite projective de morphismes quasi-finis) §' = § .

(1ii) Pour toute fliche de spécialisation i : t - S(s) ([Arcatal] Vv 1.2),

si 1'on désigne par 5§ 1le normalisé dans k(Et) du schéma intdgre adhérence de

i(t) dans S(s) (d'apr2s (EGA IV 6.15.5, 18.5.11, 18.8.16) 5 est donc loecal

intépre, de point fermé radiciel sur s), £ : X + ¥ le morphisme déduit de £ par

le changement de base 5§ = § , £+ X_*Y_ 1la fibre de f en s , alors la fliche

de changement de base

(RE,(E|X)) |¥, - RE_,(E|X))

est un isomorphisme,
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L'équivalence de (i) et (i1) résulte du théorzme principal de Zariski,
et il est clair que (ii) implique (iii). Prouwons que (iii) implique (ii). Pour
tout S' =+ 5§ , limite projective de morphismes quasi-finis, et tout point géo-

métrique s de S', notons C(S', s) le cdne de la fléche de changement de base
(RELE|X' D]y, = RE L (E|x))

ot f' : X' -2 Y¥' est le morphisme déduit de f par le changement de base S' = 8
et fs Lol S o la fibre de £ en s ., Il s'agit de prouver que, pour tout

(s', s) comme ci-dessus, C(S', s) est acyclique, On va montrer, par récurrence

sur N , que HiC(S',s) =0 pour i €N , Par le Main Theorem, passage 2 la limite,
et nettoyage de morphismes radiciels, on peut supposer que S et §' sont stricte-
ment locaux, S' intégre, de point fermé s, 8' 2 S fini, Secient t un point géo=-

métrique générique de S5' , et 5 le normalisé de S' dans k(t) . Soit 5. le
schéma simplicial cosquelette de § - S'(§0 = §,...,§n = (EIS‘}H+1),...),

X, = X xs§., g. + X. # X' 1la projection canonique, Posons G|X' = G' . Le bicom-
plexe g.*g.*G' , de colonnes les gn,%gr;u.(:'I est une résolution de G'

(SGA 4 VIII 8). On peut donc représenter C(S', s) par un bicomplexe dont les co=-
lonnes s'identifient aux C(§n,53 . D'apras (iii), Cﬁgo,s) = c(8,s) est acvelique,
D'autre part, pour n >0Q , on a HiC(En,s) =0 pour i S N par 1'hypothése de
récurrence, On en conelut que HiC(S',s) =0 pour i £ N+l , ce qui achave la dé-

monstration,

Remarques 1.2, Soit (f,E) wvérifiant la condition (i) de 1.1.

a) S8i E £ ob Dh{X} » et f, est de dimension cohomologique finie, alors

pour tout F £ ob D (8, A%) , la flache canonique
L L

) REL(E) 8,9%F = Ri, (E 8,p%F)

oi p:X =2 S , q:Y =+ S sont les projections, est un isomorphisme.

Meme conclusion avec E € ob D (X)

Par dévissage, il suffit en effet de vérifier l'assertion pour F de la

forme i, A., , avec i : 8" = 5 quasi-fini. Par le Main Theorem, on se raméne 2
SuPposer i fini, la conclusion éguivaut alors a la commutation de REL(E) au
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changement de base par 1 .
b) On suppose A noethérien, constructible. Alors, pour tout

- b ) s . " .. 5 4

F < ob D(S, A7) , constructible et de tor-dimension finie, la flache (¥) ci-dessus

est un isomorphisme.

On se raméne en effet, par dévissage, au cas o F est de la forme i!M :
avec i : §' =+ § localement fermé, A localement constant sur S' , M construct-
ible, de tor-dimension finie, et a cohomologie localement constante sur S' ,
Changeant de base de S5 & S§' , on est donc ramené au cas ob F est parfaitc
(SGA 6 1), donc finalement, par localisation et dévissage, au cas ot F = A , pour

lequel la conclusion est triviale,

i

1.3, Soient £ : X =2 Y un S-morphisme, et E ob D'(X) . Nous dirons que (f,E)

est cohomologiquement propre rel, 3 S si la formation de Rf,E commute 3 tout

changement de base S' + 5 ., Il revient au m@me de dire qu'aprés tout changement de
base S8' = S , la formation de REJE' (ou £f' = f XSS' s E' = image inverse de E
sur X X S'") commute 3 tout changement de base fini S" = S' (cf, (SGA 4 XIT 6.1)).
Voiei quelques exemples de propreté cohomologique (pour une étude de la notion ana-
logue pour les faisceaux d'ensembles ou de groupes non commutatifs, le lecteur se

reportera & (SGA 1 XIII)).

1.:3. 1. On suppose A de torsion et f propre. Alors, pour tout E € gb D+(X) .
(£,E) est cohomologiquement propre rel, 3 S (théor2me de changement de base

propre, (SGA &4 XIT 5.1)).

1.3:2. On suppose S fini, X et Y de type fini sur S , et A annulé par un
entier inversible sur S . Alors, pour tout E € ob D'(X) , (£f,E) est cohomolo-

gliquement propre rel. 2 5 ([Th. finitude] 1.9).

.38, On suppose A constant, noethérien, annulé par un entier n incersible
sur 5 , £ : X = ¥-D = ¥ 1l'inclusion du complément d'un diviseur D sur Y , a
croisements normaux rel., 2 S (SGA 1 XIII 2.1). Soit E un faisceau de A-modules

sur X wvérifiant 1'une des conditions suivantes:
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(i) E est localement constant constructible et modérément ramifié le

long de D ;

(1ii) E est localement pour la topologie étale sur Y et sur § 1'image
{nverse d'un faisceau de A-modules sur § ,
Alors (£,E) est cohomologiquement propre rel, a2 § , et RELE est constructible

(comparer avec (SGA 1 XIII 2.4)),

Esquissons la démonstration dans le cas (i). La question est locale au

voisinage d'un point y de Y , On peut supposer D somme de diviseurs lisses,

m
D= I D; . En vertu du lemme d'Abhyankar relatif (SGA 1 XIII 5.5), on peut, au~
i=1 —~
voisinage de vy , trivialiser E par un rev@tement fini Y - Y de la forme
n n
vy = Y[Tl,...,Tr]f(Tll —I:l,...,'rrr - r_r} , o les ty; sont des équations locales

des diviseurs lisses passant par vy , et les ng des entiers premiers 3 la car,
de k(y) . L'image inverse D de D dans Y est encore & croisements normaux

—

rel, 2 8§ , et sl g : X =; - ‘5 =+ X est la projection, g¥E est constant., Comme
E s'injecte dans g£:8%¥E et que le quotient est modérément ramifié, un dévissage
facile raméne au cas ot E est constant., Notoms p : X2 S , g : Y= 5§ les pro-
jections, et, pour 1 =i S m , fi : Y-Dy = D 1l1l'inclusion canonique. Du théoréme

de pureté relatif (SGA 4 XVI 3.7) on déduit aisément, par récurrence sur m , que,

pour tout A-Module localement constant M sur S , la flache canonigue
L
(1.3.3.1) RE, (Z/n) @ g¥M = Ri, (p¥M)

est un isomorphisme, et gue d'autre part on a:

CL:3: 3.9 fi*lfﬂ.n’n) =Z/n .,
1

R fi*( Zin) = ( E-’n)(—l)n , un isomorphisme canonique
i

€tant donné par la classe fondamentale c]_(Di} ([cycle] 2.1.4),

‘qu_*( Zin) =0 pour g > 1
i

1
0
]
e
]
_;-
S
[
¢

REL( Z/n)

g

1153 4 y
R f,(Z/n)= S lEZ_-'n){~1',‘D_ .
1 i

e
1]

t

MRYE (min) T REEL(Z/n)
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La conclusion de 1,3.3, dans le ecas (i), résulte donc de 1,3,3.1 et 1.3.3.2. Dans |
le cas (ii), on se raméne, par passage 3 la limite, au cas ol E = p¥M , avec M

constructible, puis, par dévissage et changement de base (urilisant (1)), au cas

M constant, déjd traité,

11 découle de la démonstration précédente que 1.3.3.1 est un isomorphisme

pour tout M £ ob D (8)

On comparera les formules 1.3.3.2 aux formules analogues en cohomologie
entizre dans le cas S = Spec(@) (voir par exemple ([2] 3.1)), qui résultent de
ce que, localement pour la topologie classique, le complément de D a le type

d'homotopie d'un tore, i

Par passage 3 la limite, on déduit de 1.3.3.2 des formules similaires ;

en cohomologle AL-adique,. i.e. avec Z/n remplacé par Z

L

inversible sur S ). Supposons gq : Y = S5 propre et lisse. Il découle alors des

(4 un nombre premier “
4
|

conjectures de Weil ([3],[4]) gque la suite spectrale de Leray

o R
Ey)” SRGRIE Z, = R¥p,Z,

dégénére en E, modulo torsion ([1] §6). Le meme phénomene se produit en cohomologie

entidre dans le cas § = Spec(C) , voir (loc. cit.,) et ([2] 3.2.13).

2. Spécialisation et cospécialisation.

+
Soient £ : X=* S et E € ob D (X) .

Z. 1. Supposons que la formation de RE E commute 2 tout changement de base fini.
Pour toute spécialisation u : t - S(s) de points géométriques de 8 , on définit

alors une flache, dite fléche de spécialisation

»

(2.1,1) splu) : erxs,zlxs) - RI‘(xt,Eth} )

de la mani2re suivante, Soient, comme en 1,1,3, § 1le normalisé dans k(t) de

1'adhérence de u(t) dans 8(s) , et £ : ¥ § le morphisme dé&duit de £ par
le changement de base S = § ., D'apregs la partie triviale (i) = (iii) de 1.1, la
fléche de changement de base
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(2,12} RU(X,E|X) (= REL(E|R), = RT(X,E|X)
est un isomorphisme, On définit 2.1.1 comme composée de l'inverse de 2,1,2 et de la

flache de restrictionm

(2,1.3) RC(X,E|X) = RO(X,,E|X)) .

3 9, Supposons que £ soit localement acyclique rel. 2 E ([Th. finitude] 2.12).
Pour toute spécialisation u : t =» S5(s) de points géométriques de § , on définit

alors une fléche, dite fliache de cospécialisation,

(2290 cosplu) : Rr(xt,zlxt) - Rr(xs,zixs) . -

définie de la manidre suivante. Soient g : Kt + X, g" :X=2X%X les fliches ca-

noniques. Il découle de 1l'hypothase d'acyclicité locale que la flache canonique

(2.2.2) Rel(E|X) = Reg, (E[X))

est un isomorphisme, En effet, on peut supposer S strictement local, intégre,
de point fermé s , t é&tant un point géométrique générique. Calculons la fibre de
2,2,2 en un point géométrique x de X , d'image v dans S . Quitte a remplacer

S par le localisé strict de S5 en ¥ , on peut supposer que v = s . Comme S =+ §
est limite projective de morphismes finis, et radiciel en s , on trouve que
Rg_,;(El}‘{)x =E_ et que la fibre de 2.2.2 en x -s'identifie 3 la restriction

E, = RU(X{x),E) -» RT(K(x)t,EEX(x)t) ; lagquelle est un isomorphisme par hvpothése.
Appliquant RIT(X, -) & 2.2.2, on en déduit que la flache de restriction 2.1.3 est

un isomorphisme. On définit 2.2.1 comme composée de l'inverse de 2,1.3 et de la

fleéche de changement de base 2.1,2.

"
2 2 (3] . . - . .
2.3, S5i s" ——= s' —> s sont des flaches de spécialisation de points géo-

métriques de S , on wérifie que l'on a

splu')spl(u") = spluu') .,
cosplulcospl(u') = cospluu')
chaque fois gue les deux membres sont définis,
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2.4, Supposons que la formation de RE*E commute & tout changement de base fFini,
ec que T soit localement acyclique rel. & E . Il découle des définitions que,
pour toute spécialisation u : t = S(s) de points géométriques de S ; les fliches

splu) et cosplu) sont des isomorphismes, inverses 1'un de 1tautre,

Les hypoth&ses précédentes sont vérifiées notamment lorsque 4 est
noethérien, annulé par un entier n inversible sur § s £ propre et lisse, et E
4 cohomologie localement constante (propreté cohomologique des morphismes propres
(1.3), et loczle acyclicité des morphismes lisses (SGA 4 XV)). On retrouve le

"théorgme de spécialisatrion" (SGA 4 XVI 2,1),

D'autre part, 1.1 a la conséguence suivante:

Proposition 2.5. Supposons que f soit localement acyclique relativement 3 E ,

et que, pour toute spécialisation u : t = S(s) , la fléche de cospéecialisation

cospl(u) soit un isomorphisme. Alors la formation de Rf.E commute 3 tout change-

meént de base fini.

Compte tenu de 2.4, 2.5 généralise ([Arcatal] Vv 1.7).

Corollaire 2.6, Supposons gue f soit localement acvelique rel. 3 E . Soit x

un point géométrigque de X , d'image s dans S , notons frey + Elx) + 5(s) 1le

morphisme induit par f . Alors la formation de Rf(x)*(EiX(X)) commute 3 tout

changement de base fini S' = 5(s)

I1 suffit, d'aprés 2.5, de vérifier que les fliaches de cospécialisation
pour Cf(x),Elx(x}) sont des isomorphismes. Par transitivité des flieches de co-
spécialisation (2.3), il suffit de montrer que, si u : t = S(s) est une spéeiali-
sation, alors ecosp(u) : RF(X(x)t,Elx(x}t) - Rr(x(x)s,Elx(st) est un isomorphisme.
Mais, comme s est fermé dans S(s), X(x}s est strictement local de point fermé x ,

RT(X(x)s,EIX(x}S) =E » et cosp(u) est un isomorphisme, inverse de 1'isomorphisme

x

de restriction E_ = RF(K(x)t,E[x(x)t) .
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Corollaire 2.7. Soient f : X =Y un S-morphisme, p : X+ S, g : Y=+ 5 les

+
projections, et E E€ ob D'(X) . On suppose A localement constant, f localement

acyclique rel, 3 E , et g localement acyclique en tout point géométrique v de

Y rel. & tout faisceau localement constant au voisinage de ¥ ., Alors p est lo-

calement acvecligque rel, a E |

Soient x wun peint géométrique de X , d'images ¥ et s dans ¥ et
§ , t = S(s) une spécialisation, f{x) : X(x) = ¥(y) 1le morphisme induit par f

I1 s'agit de montrer que la restriction
(#) E, = RD(X(x) ,E[X(x) )

est un isomorphisme, On peut supposer A constant., D'aprés 2.4 et 2.6, pour toute

spécialisation =z =* Y(y) , la fléche de spécialisation

B = Rf(x)*(E[X(x))Y < RE 4w (B|X(x)) = RD(R(x),,E|X(x) )

-

est un isomorphisme, autrement dit Rf(x)*(E{X(x)) est constant de valeur E

L'hypothe#se d'acyclicité sur gq entraine donc que la restriction

E_ - RT(Y{y)t,(EX)LY(y)t} = RT(Y(y)t,(Rf(x)*(E}X(x))iY(Y)t)

est un isomorphisme. Mals cette fléche s'identifie 3 (*) , d'ot la conclusion,

L'hypothese de 2,7 sur gq est vérifiée notamment lorsque gq est lisse,
2t que A est annulé par un entier =n inversible sur 5 (SGA 4 XV). D'autre part,
si les hypoth&ses de 2,7 sont vérifides aprés tout changement de base S5' = 5 , on
conclut alors que p est universellement localement acyclique rel. 32 E ., De ces

T

e s 1 . . - - r - . |
remarques découle en particulier 1'énoncé ([Th, finitude] 2.14).

Corollaire 2.8, Soient f : X= S et E £ ob D (X) . On suppose que f est uni-

versellement localement ascyclique rel, 3 E , que la formation de RI,E commute

4 _tout changement de base fini, et gue pour tout merphisme s' = s , o s est
Eﬂ_ﬂﬁiﬂi_gécméarique de S et s’ le spectre d'un corps séparablement clos, la
tléche de changement de base RI(X ,Ehx )= RT(X_,,E|X_,) est un isomorphisme.
5 s - 5
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Alors (f,E) est cohomologiquement propre (1.3)

Seit £! : X' - 8' le morphisme déduit de f£ par un changement de base
8' » 8§ , 11 s'agit de voir gue la formation de REL(E X') commute 3 tout changement
de base fini, D'aprés 2.5, il suffit de montrer gue, pour toute spécialisation
ut o' = 8'(s")

» la fléche de cospécialisaticgn cosplu')

KT(K'E.;EIK’t.} = RT(X'S,.EIK‘S,) est un isomorphisme, Soient s (resp., t) le

point géométrique image de s (resp. t) dans 5 , u : t = 5(s) 1la spécialisation
définie par wu' , On voit aisément qu'on a un carré commutatif
cosp(u) -
RT(XLE|X) > RO(X_,E|X ) -
v

RT(X' LE|X" ) u > RO(X'_,E|X' )

ot les fléches verticales sont les fléches de changement de base. Par hypoth2se,
celles-ci sont des isomorphismes. D'autre part (2,4) cosp(u) est un isomorphisme,

donc cosp(u') est un isomorphisme, ce qui ach2ve la démonstration.

Voici un exemple d'application de 2.8. Supposons A annulé par un entier
n  inversible sur 8§ , f localement de type fini et universellement localement
acyclique. Seient x un point géométrique de X , d'image s dans S ,
£ ¢ X(x) = S(s) 1le morphisme induit par f . Il résulte de 2.6 et ({Th, fini-
tude] 1.9) (par passage 2 la limite) que les hypothases de 2.8 sont vérifides par

le couple (f(x),ElX(x)) » qui est donc cohomologiquement propre,

2.9, Supposons A constant. Soient f : X = S , et E € ob D (X) un complexe

de tor-dimension finie, Nous dirons que f est fortement localement acyclique

rel. 2 E si, pour tout point géométrique x de X , d'image s dans S , toute

spécialisation t = S(s) , et tout A-module M , la flaehe de restriction

L L
E . 8,M= RO(X(x) (E]x(x}t) .M

est un isomorphisme. J'ignore si "localement acyclique" implique '"fortement
localement acyeclique",

260

264



Proposition 2,10, Sous les hypotheses de 2.9, supposons A noethérien de torsion,

S noethérien, et £ fortement localement acyclique rel, 3 E . Alors, pour tout

diagramme & carrés cartésiens

X {—j———— X" q_j___xtr

I

i 1

g < S gn F
avec 1 quasi-fini et 1' immersion ouverte, et tout F £ ob D+(S“, A%) , la
flache canonique
L L =
(*) J¥E @ £'¥RL'F - Rjf({(ji')*E & £"*F)

est un isomorphisme.

On comparera cet énoncé avec (SGA 4 XV 1,17).

Démontrons 2,10. On se raméne facilement 2 S = §8' , strictement local,
et F constructible, concentré en degré O . On résout alors F 2 droite par des
sommes finies de faisceaux de la forme uM , oi u : t= § est un point géo-

métrique et M un A% -module. L'hypothése implique gque (¥) est un isomorphisme

pour F = u,M , d'olt le résultat.
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INSTITUT DES HAUTES ETUDES SCIENTIFIQUES

#
Quelques résultats (Etat 0) )

par Jean-Louis VERDIER

1
1
|

)
Ce texte a &t€ rédigé en 1963 (sauf pour un tras petit nombre de

changements, signalés en bas de page, et pour 1'addition de quelques
notes de bas de page, en 1976).
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n® 1 - Définition des catésories triansulées -

w

1-0 3 Soient A une catégorie additive, T wun automorphisme additif &

Ao X et Y é&tant deux objsis de 4 y HNOUS pOSerons
i r v T ' ﬁ-_ h's =+
Hom(X,Y) = .-iom_a()i,; YY) i€z

Soient X, ¥, Z trois cbjets de 4, % & Hé’m(x,'f), (S € Hom(Y,Z). Nous

o i)
définirons le composs [3° ®x appartemant a HomlX,Z) par
i
Poec = B, T ()

On vérifie gu'on obtient ainsi une nouvelle catégorie dont les groupes de
morphismes entre les objets sont gradués. Cetie nouvelle catégorie sera
appelée, par abus de langsge : la cz tégorie A, graduée par le foncteur de

translation T.

Scit & une catégorie gradude par un fonctsur de translation T .
Lorsqu'on nommera ou notera un morphisme sans spécifier le degrs, il slagira

toujours d'un morphisme de degré zdro.
Soient A et A' deux catégories additives gradudes par les

L R
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-2 - [ 15 1 18

foncteurs T et T', F un foncteur additif de 4 dans A' . On dira que F

est gradué si 1l'on s'estdonné un isomorphisme de foncteurs

F,T = T',F ()

La définition des morphismes de fonecteurs gradués est donnée au

chap. 2, §2, n* l.

4 étant une catégorie additive graduée par le foncteur T , on

appellera triangle, un ensemble de trois cbjets X, Y, Z et de trois mor-
phismes w : X +~*+Y , v:Y > Z, w: 2— T(X) (degw = 1) . Pour dé-
signer les triangles on utilisera lz notation : (X,Y,Z,u,v,w} ou bien le

diagramme @

V/ \ deg(w) = 1

N

u .

4

Soient (X,Y¥,Z,u,v,w), (X',Y!,2',u!,v!,w') deux triangles de A ; un mor-

phisme du premier triangle dans le second est un ensemble de trois morphis-
mes ; £ : X —>» X', g:¥Y—Y¥',hi:Z2—2", tels que le diagremme sui-

vant socit commutatif

% el F B B My 515
P A T
X1 u! » Y i > -Z’ w! > T(X1)

**
(%) texte modifié en 1976 : le texte original demandait une é&galité
4 FoT=T"oF . Le cas des foncteurs 2 plusieurs variables est discuté
l dans SGA 4 XVII 0.3 . Il pose un probléme de signes.

265

269



C.D. =R
1-1 : On apoelle catézorie triansulde, une catégorie additive gradués par
un foncteur de translation, munie d'une Tamille de triangles qu'en appelle
famille des triangles distinguds. Cette famille doit vérifier de plus les

axiomes

(TR1) Tout triangle isomorphe & un triangle distingud est distinsué. Tout

morphisme u ¢ X =Y est contenu

e
o
"
[i7]
ot
it
e
w
3
o]
[
m
ol
Hi
7]
ot
e
@
i

(TR2) Pour gque (X,¥,Z,u,v,w) scit distingué, il faut et il suffit gue

(¥,2,7(X),v,w,-T(u)) scit distingué.

(TR3) (X,Y,Z,u,v,%), (X',¥',2',u',v',w') étant distingués, pour tout
morphisme (f,g) : w s u' , il existe un morphisme h : 2 —> 2! tel gue

f,g,h) soit un morphisme de triangles.
£

(TR4) Z X! T
deg Zi/ \i deg(j) =/1 \ deg 1 / \
; ‘ g
X —2 5 v Tt % B i, B

étant trois triangles distinguds tels que W = v,u, il existe deux mor-

phismes f : Z'==Y' gz 2 Y1l —3 X! +tels que

1) (izix,v,f) soit un morphisme de triangle
2) (u,idz,g} soit un morphisme de triangle

3) (Z2',Y',X,£,g,7(1) j) soit un triangle distingué
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-4 = cC.D.

C et C!' étant deux catégories trisngulées, on appelle foncteur
exact de C dans C' , tout foncteur additif, gradué, transformant les
triangles distingués en triangles distingués. Les meorphismes de foncteurs

exacts sont les morphismes de foncteurs gradués .
On déduit immédiatement des axiomes (TR1), (TR2), (TR3) 1z pro-

priété suivante :

1-2 Proposition : Soient (X,Y,Z,u,v,w) un triengle distingué et ¥ un

objet d'une catégorie triangulée . On a azlors les suites exactes :

¥ i H 4 |
vor mpBin(,x) —BOROLW pdopyy HOmOLV) i,y _HOR0EW) pilox) ...
i Hom( v, M) i Hom(wu,M) .. Hom(w,M) i+l
eee—xHOM(Z,M) ' 7, Hom(Y,M) Hom(X,M) Hom (2,M) 3. ...

On déduit aleors de cette proposition des énoncés du genre :

-(f,g,h) étant un morphisme de triangle distingué et £,g des isomorphismes.

h est un isomorphisme .,

- Les triangles distingués construits sur un morphisme (TR1), sont tous

isomorphes (mais les isomorphismes ne sont pas,; en génér=l, uniguerent

déterminés).

- Lorsque dans un triangle distingué, un des morphismess admet un ngyaun ou

un congyau, celui-ci se scinde i.e. il est de la

y

orme 2
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- La scmme de deux tri les distingués est distincude. (On utilise l'axiome
ang ng g

(TR4) ) .

n® 2 - Exemples -

2.1 : Nous allons d'abord fixer guelgues notations. Soit A une catégorié

additive C{4) désignera la catégorie suivante :

- Les cbjets de C(A) seront les complexes de 4 , sans limitation de degre,

a différentielle de degré +1

- Les morphismes de A seront les morphismes de complexes (qui commutent

avec la différentielle) conservant le desré .

Soit T 1le foncteur suivant : Pour tout cbjet X' de C(A)
T(X.)i = (X )i+1
ﬂ'i(T(x )) = -di+l(x )

Sur les morphismes le foncteur T agit de la manidre suivante : Pour tout

morphisme f : X"——Y", le morphisme T(f) : T(X") — D(Y") est défini
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-6 - C.D.

par

i i+l

on vérifie immédiatement gue T est un zutomorphisme additif de 4 . Les
morphismes de degré n, définis & liaide de ce foncteur de translation;
sont alors les morphismes gui augmentent le degré de n , et gui commutent
ou anticommutent avec la différentielle suivant la parité de n . On re-

trouve ainsi la définition généralement adoptée .

I; désignera la fomille de trisnsleg suivente : Un triangle

o i ()
{(x",Y*,Z2",u,v,%) est un élérent de la Ffamille 51(

- Z' est le complexe simple associé au complexe double

v e = OA—QX‘.—J15 ¥ B s

ol1 les objets de Y  sont les cbjets de premier degré zéro , et les

objets de X" , les objets de premier degré -1

- v est llimage par le foncteur : corplexe double... . complexe simple, du

morphisme de doubles complexes :

ASRSNND SN N .. (NN QN O

oyl

g e B W e W o O ey

= W est l'opposé de l'image, par le méme foncteur, du morphisme de doubles

complexes

(=) texte modifi€ en 1976, pour assurer la validité de 2-4 .
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" |

e i D ] Q — D Eils s
T 1 T 1
" _._;-.C-_,X'_._)'_"_._s,.O —_— s e
2-2 1 L'ensemble des morphismes homotopes & zéro est un idéal bilatére (=i

f et g sont composables ot si f ou g est homotope 2 zéro, le composé
est homotope & zérc . Si f et g sont homotopes & zéro. le morphisme

f ® g est homotope & zéro) . Pour tout couple d'objet X*,Y" on désigne
par Hitp(X',Y") le sous-groupe de LG:C{A)(X‘,?') des morphismeés lhiomstopes

4 2éro. K(A) sera alors la catégorie doni lcs chbjots zont les objets de

C(A) et les morphismes de source X’ et de but Y°, le groupe @
HomC(A){X':Y‘)/Etp(x',I'}

La loi de composition sur les morphismes de K(4) se définit 2 partir de
la loi de compositicn sur les morphismes de C(A) en pascant au guotient.
K(4) est une catégorie additive, Le foncteuvr de “ranslstion T sur cla)
rasse au quotient (le translaté diun morphisre honotope & zéro, est homo- i
tope & zéro). Le forcieur obioru est un automorphisre additif de ¥(4)
que nous noterons encore T . Par abus de notation X(4) désignera par

la suite la catégorie X(4) gradude par le fonctsur T .

On appellera triangle distingué dans K(A) , tout triangle
isomorphe & un triangle provenant de fj : La famille des triengles dis-
tingués vérifie les axiomes (TR1), (TR2) (TR3} et (TB4). Paxr sbus de
notation K(A) désignera la catégorie K(4) triangulée par la famille i

de triargles définie ei-dassus.
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-8 - c.D.

2-3 1 On définit de plus tout un arsenal de sous-catégories i

- Un complexe est dit borné inférieurement si tous ses objeis de degré
négatif, sauf au plus un nombre fini, sont nuls . On définit de mime les
complexes bornés supérieurement, les complexes bornés. On désignera par
K+(a),K'(A],Kh(A) les sous-catégories pleines de XK(&) engendrées par

ges familles d'objets . Ces sous-czidgories sont des "sous-catégories
trigggglées" de K{A) : Tout triangle distingué dent deux des objets sont
des objets de la sous-catdgorie, est isomorphe & un triangle dont les trois

objets sont des objets de la sous-catégorie .

- Suppesons gque A soit une catdgorie abélienne . Un complexe est dit coho-
mologiquement borné inférieurement si tous ses cobjets de cohomologie de
degré négatif sont nuls sauf un nombre fini dlentre eux . Om d3finit de
maniére analogue les complexes cohemologigquement bormés supérieurement,

les complexes cohomologiqguement bornés, les complexes acycliques .

G R G Kfa’—(k),Kﬁ”b(A}, K*°’¢(;) désigneront les sous-catégories

pleines engendrées par ces familles d'objets . Ce sont des sous-catégories

triangulées.

g 5 ; : - o
On paiera aussi des scus-catégories triangulédes K+'b(h}, K+5H(ﬂ), vesBECaan
(Le premier signe en exposant donne des renseignements sur les objets des

complexes, le deuxidme signe sur les chiets de cchomologie) -

- 4 n'étant plus récessairement abéliénne, soit 0O un ensexmble d'objets de
4 stable par isomorphisme et par somme directe. O(4) désigners la sous-
eatégorie pleine de €G{4) engendrée par les compleres dont les ehjets en

tout degré sont des objets de O , On notera CO(A) la sous-catégorie
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des projectifs .

2-4 : Unicitd de K(4)

K{L) est uniguement déterminde par la dornmée de C(4) et de la

P

famille c':)' . De manidive précise : Tout fornoteur additif gradué de C{a)
" ) ) - . 3 O

dans une categorie triangulée, transformant tout triangle de & en un

triangle distingué, se factorise de manidre unigue par K(&), et le fonc-

teur obtenu est exact .

Pour tout complexe X" de C(4) , X° désignera le complexe obtenu

& partir de X' en annulent la différentielle. TUne suite & trois termes :

0 —=>X"—>¥"—>2"—> 0

sera dite suite semi-scindée si la suite

Soit 0 —X"'—> ¥*' —3% 2" —+ 0 une suite semi-scindéde.

Choisissons un scindage i.e. pour tout n un isomorphisme
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- 10 = c.D.
(Y.Jn 2 (x.)n+ (z.)n

Le matrice de la différentielle de Y°, dans la décomposition en somme di-

recte ci-dessus est de la forme @

d):' k'?n

Q d‘f"
o U.f‘n est un morphisme de (Z')n dans (X']:Hl . Les l"ljr déterminent un

morphisme de complexes

W 3 2° ~— T(X')

Lorsqu'on change le scindage, la classe module homotopie de ‘{} ne change
pas . De plus, en notent u, v, & 1les images dans K(A) des morphismes
u, v, ¥ , le trianile (X", X%,2" 0y ¥, if*_) est distingué . Désignons

par S5.5.5.(A) 12 catégorie des suites semi-scinddes de C(4), et par
Tr.K(A) la catégorie des triangles distinguds de K(4). Ce qui précéde

permet de définir un foncteur :
? : 8.5.5(a) —> Tr.x(4)

Ce foncteur est essentiellement surjectif .

n® 3 - Exemples de foncteurs cchomolczioues et de fonsisurs exacts -

abélienne. Un foncteur additif Py L — B est dit foncteur cohomologicue
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c.D. - 11 -

8i pour tout trisngle distingud (I,Y;E,u,v,w' la suite
i F{n) . v A
Pix) —A2s o F(Y) — =T o B8

est exacte .

&

T

Le foncteur F, T~ sera souvent noté F

« En verta de 1'axicme

(TR2) des catégories trianguldes. on a la suise evacte illimitde -

M) o FHZ) sy () oy e

i
-
IgJ
[
~
>
[

3.2. Exemples : 1) Scit A une catsgorie triangulée . Pour tout obje: X
de &4 le foncteur QOm&(x, ;) est un foncteur cohomolegique . Le foncieur

HomA( + » X) est un foncteur cohomologigue A° —s A% ,

2) Soient A4 wune catézorie abélienns , C(A) la catégorie
des complexes de A . On désigne par H': C(A)—> 4 1le foncteur suivant :

Soit X" un cbjet de C(A) . On pose

BT (x") = Ker &2/ mma ™t

E° annule les morphismes homotopes & zéro, dorc se factoriss de
manidre unigue par K(4) . On désignera encore par H : K(A) — 4 . le

foncteur obtenu .

3.3. Exemple de bi-foncteur exact : Scient 4, A!', A" trois catégories

additives,

P A4AXA' —3 AM

un foneteur bilindaire (i.e. additif par rapport & chacun des argumsnts
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géparément). On en déduit alors le foneteur bilinéaire :
P* ¢ o(A) x cfar) — o(an)
de la manidre suivante :

Soient X° un objet de C(A) et Y" wun objet de C(A') .
P(X*, ¥') est un complexe double de A" . On pose alors : P¥(X*, Y') =

complexe simple associé & P(X*, Y*) .

Soient £ un morphisme de C(A) (resp. C(4')) homotope & zéro et
Z* un objet de C(A') (resp. C(4)) . Le morphisme PF*(f, 2')} (resp.
P*(z°,f)) est elors homotope 2 zéro . On en déduit que P* définit d'une

maniére unigue un foncteur :
P s K(a) < K(a') —> ®(av)
P' est un bi-foncteur exzect .

En particulier, soit A wune catégorie additive . On peut prendre

pour P le foncteur :

A% » A — AD

(X,¥) A~y Hom (X,Y)
On obtient alors par la construction précédente un foncteur

Hom® : K(&)° x k(&) — K(ab)

qui, composé svee le foncteur H”: XK(4&b) —» Ab , redonne Svidemment le

Toncteur HomK(&) .
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1-1 Définition ¢« Une scus-cetégorie B d'une catégorie triangulde A est

dite épaisse i B est une sous-catégorie triangulée pleine de 4 et si

de plus B possiéde lz propridété suivante :

Pour tout morphisme f ¢ X —5Y , se factorisant par un objet
de B et contenu dans un triangle distingué (X,Y,2,f,g,h) oi Z est un

objet de B , la source de f et le but de f sont des objets de 3B .
: G s i V{F
L'ensenmble des sous-catégories épaisses de A sera noté .

L'intersection d'une famille guelcongue de sous-catégories épaisses

est une sous-catégorie £paisse.

1-2 Définition : Soit A une catégorie trianguléde. Un ensemble S de
morphismes de A est appelé systéme multiplicatif de morphismes s'il pos-

seéde les cing propriétés suivantes 3

(FR1) 8i £, g €S et si fet g sont composables, f.g& € S . Pour tout

objet X de 4 , le morphisme identigue de X est un &lément de S .

(FR2) Dans la catégorie A , tout diagramme

Y
ises

276

280




- 1d = C.D.

se compléte en un diagramme commutatif

P ._._._.g_) Y
t &8 £ s €S
z — 1% X

De plus la propriété symétrique est vraie .

(FR3) Si f et g sont des morphismes, les propriétés suiventes sont

égquivalentes :

i) 11 existe un s €S tel gue s,f = s.g

ii) I1 existe un t €5 tel que T.t

]

g.1

(FR4) Socit T 1le foncteur de translation de A . Pour tout élément s

de S5, T(s) €5 .

(FR5) (X,Y,Z,u,v,w), (X',¥',2!',u!,v',w') éEtant deux triangles distingués,
f et g deux éléments de 35 tels cue le couple (f,g) soit un morphisme
de u dans u', il existe un morphisme h €3S , tel gue (f,g,h) soit un

morphisme de triangle.

Un systéme multiplicatif de morphismes est dit saturé s'il pos-

séde la propriété suivante :

Un morphisme f appartient &2 S si et seulement s'il existe deux mor-

rhismes g et g! tels que g, f €58 et fog!' & 35 .
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L'intersection d'une famille guelcongue de systémesmultiplicatifs

saturésest un systéme multiplicatif saturé .

L'ensemble des systimes multiplicatife saturés sera noté S .

Scit B une sous-catégorie épaisse; on désigne par @ (B) 1ll'en-
semble des morphismes £ gui sont contenus dans un triangle distingus
( X'Y'2',f,g,h) oh Z est un objet de B . W(B) est un systime multi-

plicatif saturé .

Seit S wun systéme multiplicatif saturé ; on désigne par Y (s)
la scus-catégorie pleine engendrée var les objets Z contenus dans un
triangle distingué (X7Y,2,f,g,h) ot f est un élément de S . La sous-

catégorie Y (8) est une sous-catégorie épaisse .

Le résultat principal de ce numéro est alors le suivant :
Lg’ est un iscmorphisme (conservant la relation d'ordre définie par l'in-

; b/ ; ; ;
clusion) ge /7 sur S L'iscmorphisme inverse n'est autre que LJJ i

n® 2 - Problimes Universels -

Soient A et A' deux catégories triangulées et F un foncteur
exact de A dans A' ., Scient S(F) l'ensemble des morphismes de A qui sont
transformés par F en isomorphismes et B(F) 1la sous-catégorie pleine
engendrée par les objets de A qui sont transformés par F en objets nuls
de A' . S(F) est un systime multiplicatif saturé et 3(F) est une sous-

catégorie épaisse. De plus S(F) = @ (B(F)) . Soient alors A une
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catégorie triangulée B une sous-catégorie épaisse et S = (J(B) le
systéme multiplicatif saturé correspondant . Les deux problémes universels

ci-dessous sont €quivalents

Probléme 1 - Trouver une catégorie triangulée A/B et un foncteur exact
Q@ : A —4/B tels que tout foncteur exact de A dans une catégorie
triangulée A' , traﬁsformant les objets de B en cbjets nuls de A' ,
admette, de maniére unique, une factorisation de la ferme G.Q@ ob G

est un foncteur exact .

Probléme 2 - Trouver une catégorie triangulée AS et un forcteur exact

Q: A AS tels que tout fonctsur exact de A dans une catégorie
triangulée A' , transformant les morphismes de S en isomorphismes de A1,
admette, de maniére unique, ume factorisation de la forme G2 ol G est

un foncteur exact .

(Le rédacteur prie le lecteur de bien vouloir l'excuser pour l'ezploi de ce
langage désuet et rétrograde). Nous allons montrer, dans le numérc suivant,
que le probléme 2 admet une solution. Done le probldme 1 correspondant admei

la m8me sclution .

n® % - Calcul de fracticn

5.1. Boient A wune catégorie triangulde, 5 un systime multiplicatif

saturé. Désignons par A(5 ) la catégorie de fraction dz 4 pour 1'ensembla

!

de morphismes S ¢t @ 1le foncteur canonigue de A dans A(S™") . e couple
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(o7

ans une

x|
(A(577), Q) résout le problime suivant : Tout foncteur de 4

P

catézorie guelcongue (non nécessairement additive) transforment morphisme
de 3 en iscmorphisme, se fzctorise, ¢'ure manidre unigue, par {A{S_l), q).
Un tel couple existe toujours, sans hypothése sur l'ensemble de morphismes
3 1510.5;7 . Cependant 1l'ensemble de morphismes 3 , £tant un systéme mul-
tiplicatif saturé, posside les propriétés (FR1), (FR2), (FR3) . Par suite,
dlaprds C.G.G., la catégorie k(S_l) peut stobtenir par un calcul de frac-
tions, & droite ou & gauche. Nous allons rappelér comment on cbtient

A(S‘l) par un calcul de fractions & droite. (Le calcul de fractions &

gauche s'cbtient par le procédé du renversement des fliches).

3.2. Les objets de h(S-l) sont les objets de 4 .

- Pour tout objet X de A, désignons par Sx la catégorie des fleches
appartenant & S , ayant pour but X . A tout objet ¥ de A, on assccie,
fonetoriellement en Y , le foncteur suivant sur S; 2 waleur dans la
catégorie des ensembles : (Si désigne la catégorie opposéde)

H o : s Hom(source(s),Y)

Cn pose alors :

HomA(s-l)(K,Y) = g(ﬂr)

"z

(Pour tout ce gqui concerne les limites inductives, on se référera &

"Grothendieck Topologies") .
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On constatera alors, avec plaisir en utilisant (FR1), (FR2), (FR3) que 1la
catégorie S;{ possiéde les propridtés L1, L2, L3 . Les limites
inductives possiédent donc toutes les bonnes propridiéds des limites induc-

tives sur les ensembles ordonnés filtrants).

- Soient X, Y, Z, trois objets de A, a un élément de HomA(S—l)(x,Y) et b

un élément de Hom&(s—lJ(Y,Z) . Scient s wun objet de 2 un élément de

Sx1
Hom( source(s),Y) dont 1l'image est a et un objet de Sys b un élément de

Hom(source(t),Z) dont 1l'image est b . On a alors un disgramme :

NN

que, d'sprés (FR2), on peut compléter en un diagramme :

Noton Vi |
otons b,z l'image dans hom&(S

grice sux propriétés (FR1) (FR2) (FR3) ©b,a ne dépend pas des représen-

~1J{X,Z) du morphisme b,e . On vérilie que
tants a et b choisis et qu'il ne dépend pas non plus de la manidre de

compléter le diagramme (1) . On vérifie de plus gqu'on a ainsi défini une

catégorie A(S“l) F
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o
I
=

SO
I

Nous noterons @ 1e forneteur évident ¢ A —3A(S77)

A

(TR

tive. De plus, on démontre en utilisant (FR4) aqu'il existe un et un seul

fiant laz relation :
Q.T = T.Q

Enfin, & l'aide de (FR5), on démontre gu'il existe une et une seule struc-
ture triangulée sur &(S_l) telle gue le foncteur @ scit exact . Les

triangles distingués de A(S—l) ne sont autre que les triangles iscmorphes
aux images, par @ , des triangles distingués de A . En désignant par A,
la catégorie ﬁ(s'l) munie de cette structure triangulde, on démontre sans

difficulté gue le couple (As, Q) est une solution au problime 2 .

3-3 Définition : Seoient A une catégorie triangulde, B une scus-catégorie

épaisse de 4 , (Q, A/B) la sclution du probléme 1 (n® 2). A/B sera appelle
la catégorie quotient de A par B . Q sera appelé le foncteur canonique
de passage au quotient. Plus généralement soit N une sous-catégorie

triangulée de A et soit N la plus petite sous-catégorie épaisse contenant

N . La catégorie quotient de 4 par N : A/N sera par définition A/N .

n® 4 - Propriétés des catégories guotients

4-1 : Soient A wune catégorie triangulée et H un foncteur cohomologigus i

valeur dans une catégorie abélienne (¢ . Scient B

= la sous-catégorie
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pleine engendrée par les cbjets dont tous les translatés sont transformés
par H en objets nuls de G et 8y 1l'ensemble des morphismes dont tous les
translatés sont trensformés par H en isomorphismes de G . BH est une
sous-catégorie épaisse de A ; SH est un systime multiplicatif saturs.

De plus Sy = ‘-?(BH} (n° 1) . Le foncteur E se factorise d'une manidre

unique par (Q, A./BH) Y

4-2 3+ Théoréme : Soient A4 une catdgorie triengulée, B une sous=-catégorie
triangulée, N une sous-catégorie épaisse de 4, S = CP(H) le systéme multi-

plicatif saturé correspondant.

(a) La catégorie N (1B est une sous-catégorie épeisse de B . Le

systéme multiplicatif correspondant est S "B .

(b) Les deux propridtés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout objet X de B et tout morphisme s : R—3X ol
s est un élément de S , il existe un morphisme s! : R'— 3R o S,8°

est un élément de S N3 ; et R'E€ Cb B .

(ii) Tout morphisme d'un objet X de B dans un objet Y de N

se factorise par un objet de N N E .

(e¢) Les proprigtés (i)' et (ii)' obtenues & partir de (i) et (ii) en ren-

versant les fléches sont éguivelentes.

(d) si les propridtés (i) et (ii) sont vérifides ocu bien si les propriétés

(i)" et (4i1i)' sont vérifiées, le foncteur canonigue i
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BN B ~ BN

est fidale .

Comme ce fonecteur est injectif sur les objets,; il réalise B/N M EBE comme
L] J '

sous-catégorie de AN .

(e) 8i de plus B est une sous~catégorie pleine de 4, B/F N B est une

sous-catégorie pleine de A/K .

4-3 Corollaire : Soient A ¢ B <« U trois catégories trianguldes, & sous

catégorie épaisse de B , B sous-catégorie dpaisse de C , Alors A est
une sous-catégorie épaisse de C , BfA est une scus-catégorie Spaisse de

C/& . Le foncteur canonique C/B —=(0/A)/(B/L) est un iscmorphisme .

n® 5 - Propriétés du foncteur de passage su guotient -

Scient A wune catégorie triangulée, B une sous-catégorie épaisse,
5 le systime multiplicatif correspondant, Q : A _5 4/B 1le foncteur eano-

nigue de passage au gquotient .

5=1 Proposition : X et ¥ é&tant des objets de A , les assertions suivantes

sont dquivalentes :
a) Tout morphisme f : X —» ¥ , tel qu'il existe un morphisme s : 2 —>X ,

de S , vérifiant f,s = 0, est un morphisme nul

b) Tout morphisme f : X —3Y , tel qu'il existe un morphisme s : Y —3 %

8 €5, wvrifisnt s,f = 0, est un morphisme nul
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¢) Tout merphisme f : X —>Y qui se factorise par un objet de B est
mil .

d) L'application canonique :

Hom, (X,Y) . S HomA/B(Q(X),Q(YJ)

est injective .

5=-2 Proposition : Scient X et ¥ deux objets de 4 , Les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

a) Tout dimgramme 1

z
s€S SL\
X 3y

e f,t se factorise par (X, s,t)

b) Assertion obtenue en renversant le sens des fléches dans a) et en

permutant X et Y

c) Tout diagramme :

£ . B
x 1y nw By
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-

est un objet de JH ,

N!?
v
" W

et o g, i =0 .

ol o0 =0 et o N

o f =4i,h

d) Assertion obtenue en changeant le sens des fléches dans

matant X et Y .

e) L'application canonique 1

HomA(X,Y) -*—ji—ﬁi-Homﬁ/B(Q(X).Q(Y)J

est surjective ,

5-3% Proposgition

équivalentes :
a) Pour tout objet Y de 4 , 1l'application canonique

Hom, (X,¥) —2 5 Hom, /5(Q(X),R(Y))

est un isomcrphisme ,

b) Tout morphisme de X dans un objet de B est nul .

se complite en un diagramme :

c) et en per-

Soit X un objet de A . Les assertions suivantes sont

De méme, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

a)! Pour tout objet Y de 4 , ll'application eanonigue :
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Hom, (Y,X) —% & Hom, ;. (Q(¥),Q(X))

est un isomorphisme .

b)! Tout morphisme d'un cbjet de B dans X est nul .

5-4 Définition : Tout objet possédant les propriétés éguivalentes a2) et b)
de la proposition précédente, sera appelé : objet libre & gauche sur A/B
ou bien encore cbjet @-libre & gauche . De méme, tout objet possédant les
propriétés équivalentes a)' et b)! sera appelé objet libre & droite sur

A/B ou encore objet @-libre & droite . Il est défini & iscmorphisme prés

par la comnaissance de Q{X) & Ob 4/B .

n® 6 - Foncteurs asdjoints au foncteur de passage au guotient -

6-1 Définition ¢+ Deux soug-catdgories triangulées N et N' d'une caté-

gorie triangulde A sont dites orthogonales si pour tout objet X de W

et tout objet Y de N', ona :
HomA(X,Y} =0

KN' sera dite alors orthogonale & droite & N et N orthogonale & gauche

a Nt

€-2 Proposition : Soit N une sous-catégorie triangulée d'une catégorie
. N

triangulée & . La catdgorie pleina N (respl'ﬁ) engendrée par les chjets

X'de 4 tels que pour tout ocbjet ¥ de

A
o)
o
i)
ol
o
Jas
Q
H
—
!
-
Eed
p
i
O
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(resp HomA(K,YJ = 0), est une sous-catégorie épzisse de 4 . Lz catdgorie
o 3z ST e o u W P - G
b est appelée par abus de langage, 1'orthogonzle & drcites de N .

Cette proposition nous permet de traduire la propeosition 5-3 .

£-% Proposition ¢ Soit BCA , une scus-catégorie épaisse d'une catégorie

triangulde 4 . la catégorie pleine engendrée par les objets libres & droite
sur A/B (resp. & gauche), n'est autre que l'orthogonale 2droite (resp. &

gauche) de 3B .

6-4 Proposition : Soient 4 wune catégorie triangulée, B une sous=catégorie

épaisse de A BT 1lorthogonale & droite de B , S(3), 8(BY 1les systimes

5

miltiplicatifs correspondants, Q et @1 1les foncteurs cancnigues de passage

au gquotient . Considérons pour un objet X de 4 , les propriétds suivantes :

i) X s'envoie par un morphisme de S(B) dans un objet de BT,
ii) X regoit par un morphisme de S(EBY) un cbjet de B .

iii) La catégorie SK(B) des flidches de S(B) de source X , admet un objet
final.

iv) La catégorie S°(31) des fliches de S(F') de but X admet un objet
initial.

v) La catégorie B/X des objets de B au-dessus de X , admet un cbjet

final.

vi) La catégorie BJ7X des objets de B‘L au-dessous de X admet un objet

initial .
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iv
On a alors i il &= iii = v

vi

5i de plus J‘(B J') = B alors toutes les propriétés sont
égquivalentes .

Soient B une sous-catégorie épaisse d'une catégorie triangulée 4,
le foncteur d'injection i de B dans A et @ 1le foncteur de passage su
guotient de A dans A/‘E s B -+ l'orthogonale & droite de B , les foneteurs
correspondant i 4 et L., On afauit sunddistensnt de la proposition 6-4

les propcsitions suivantes i

£-5 Proposition : Les deux propriétés suivantes sont éguivalentes :
i) Le foneteur i admet un adjoint & droite.

ii) Le foncteur Q edmet un adjoint & droite.

La proposition est encore vraie lorsgu'on remplace le mot droite par le

mot gauche.

£-6 Proposition : Les deux propriétés suivantes sont équivelentes :

i) Le foncteur i admet un adjoint & droite.

ii) Le foncteur i- sdmet un adjoint & gauche . Lt'orthogonale & gauche de

la catégorie Bt est égale & B .

6-7 Proposition : Supposons vérifides les propriétés des propositions 6-5

et 6-6. Spient i¥* gt Q% les adjoints & droite de i et & . De mBme soient

i ke 5 ;
* et *ql 1es adjoints 2 gauche de il et de @& , Tous ces foncteurs
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sent exacts . De plus :

2
L
'_
B
ot
o
r_l
[1e]
=
i

s o et el 207
ipnetoriael T

Il existe un isomorphisme

3

le diagramme ci-apreés soit commutatif
id
* o~ L T
Q oq B I e *3'

(les fl2ches obligques sont définies par les propridtés d'adjoncticn).

-
s
*

ot
nt

Fa

o
=
w

11 existe de mBme un isomorphisme

le diagramme suivant soit commutatif

N

Enfin, il existe un morphisme fonctoriel de degré

= 45 & i
at By 5 0
id

N ; T 7 i 4 s z
} s I s ‘L_+1_,:|.* tel que le triangle suivant soit distingué

id A Do g ie

\“ id/

deg3=l

=-172(%)

Un tel morphisme ¢ est unique ot vérifie ¥ (TX,)

(X objet geg, T trenslation) .
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Chapitre II : APPLICATIONS aux CATHGORIES ABELIENNES

n® 1 - Les catégories dérivées

On utilise les notations du chapitre 1, § 1, n® 2.2. On utili-

sera de plus les notations suiventes @

1.1. Notation : Soit A une catégorie azbélienne. On pose :
D(a) = %7 P (a)/x" P(a)
po(a) = K2 P(a) /KPP (a)

pT(a) = kM) AT P)

D7 (A) K"'(A)/K"ﬁ(a)

1.2. Proposition : Les foncteurs maturels gqui figurent dans le diagramme

suivant :

~
pT(a) 7(a)

sont pleinement fidéles.
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DY(a) = Kn'b/Kb’ﬁ(a} POV K+’bfa) K+’¢(&}

P AP PL) — 5w P B

L]
)
e
—
]

sont des équivalences de catégories .
Les foncteurs du disgramme :

D(a)

D (4) D™(4)

i

p°(a)

€tant injectifs sur les objets, réalisent les catégories D°(4),D7(4), o Ca)

comme sous-catégories pleines de D(4) .

La preuve de cette proposition se trouve au chap: 1y § 2, 5° 2,

théordme 2 .

1.3. Définition : La catégorie D(A) sera appelée la catégorie dérivés
de la catégorie 4 . Les objets de D(A) iscmorphes aux objets do Db(ﬂ)
seront appelés les objets bornés de D(A) . Les cbjets de D(4A) isomor-
phes aux objets de D'(A) seront appelés les objets limités 2 gauche, les
objets de D(A) isomorphes aux objets de D (4) seront appelés les

objets limités & droite.
Nous désignerons par D 1le foncteur canonigue :

D: c(A) ——> D(4)
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La'restriction'de D & la sous-catégorie pleine 4 de C(A) sera encore
noté D . Le foneteur D restreint & A est pleinement fiddle . Le
foncteur D se factorise d'une mani®re unique par K(A) . Soient X

et ¥ deux cbjets de 4 .
On vérifie sans difficulté gue pour tout m >0 , les groupes :
HomD(ﬁ)(D(X),T_m'D(Y)) (T est le foncteur trenslation)

sont nuls , La dimension cchomologiime de 4 sera le plus petit des en-

tiers n tels gue pour tout m ) n on ait :

Hcmn(ﬂ)(D(X};TmD(Y)} = 0 pour tout couple X, ¥ d'ocbjets

de A .

S'il n'y & pas de tels entiers, on dira que la dimension cochomologique de

A est infinie .

Désignons par I (&) (resp. I(4)) 1= sous-catégorie triangulée

pleine de K (A) (resp, de ¥(&)) définie par les complexes dont les

objets sont injectifs en tout degré .

l.4. Proposition : Supposons gue la catégorie A posséde suffisamment

d'injectifs . Le foncteur naturel :

Q" s K'(a) — 17(a)

induit une éguivalence de catégorie :
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Le foncteur guasi-inverse est un adjoint & droite de @ .

Si de plus A est de dimension cohomelogicue finie, l'lasser-

tion précédente est encore vreie lorsqu'on y supprime les exposants -+ .
On a un énoneé anzlogue concernant les projectifs .

La démonstraticn de la proposition 1.4 s'appuie sur le chap. 1,

9 2, n°® 6.4.

La structure triangulée de D(4) , est préciséde par la proposi-.

tion suivante .

E
Soit E(4) la catégorie des suites exactes & trois termes de C(4) . La -
catégorie S.S.S{A) des suites exactes semi-scindées (chap.l, § 1, n® 2-4) j
est une sous-catégorie pleine de E(A) . On a défini (Loec. cit,.) un ‘§
foncteur 13 ?

57 s 3.8.8(4) —s Tr.x(a)

ot Tr.K(A) désigne la catégorie des triangles distingués de X(4) .

On en déduit un foncteur
o ¢ S.8.8(4) —— Tr.nf(a)

ot Tr.D(A) désigne la catégorie des triangles distingués de D(4) .
1.5 Proposition : Il existe un et un seul foncteur :

T : E(A) —s Tr. D(a)
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D(Z*)

5(s) B+) degd(8)=1

de 1a forme ¢+ (5 =0=X"—Y' —2'—0)
D(x*) _]E.(l.ll,n(f*)

dont la restriction & S.S.S[A} soit 4 .« (e foncteur est essentiel-

lement surjectif .

1.6 Propesition : Le foncteur cohomologigue canonique 1

-]
H: K(A) —> 4
se factorise d'une maniére unigue par un foncteur gque nous noterons encore
Hﬂ

H°: D(A) — &
Sur D(A) 1le foncteur H°® et ses translatés H~ forment un systdme

conservatif, i.e. un morphisme f : X' — 5 ¥" et un isomorphisme si et

seulement si pour tout entier i
i i i
() : BE(X) — HM(Y)

est un isomorphisme .

1,7 Définition : Un morphisme fi: X'—3 Y¥' de ©(4) (resp. de K(a))

est appelé un quasi-isomorphisme lorsgque pour tout entier 1

i) + EEX') —> HEY')

st

un isomerphisme. D'apra®s la proposition précédente les guasi-isomor-

im

phismes sont les morphismes qui deviennent des iscmorphismes dans (&) .
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1.8 Definition : Soient

2

C(4) (resp. de XK(4)) . Une résolution drcite {resp. gauche) de 4ype
O de X° , est un quasi-isomorphisme & X'—s V° (resp. vV —=-X") on
V® ‘est un complexe dont tous les objets appartienmment & O . On dira
résclution injective (resp. projective) su lieu de résoluticn drnite
(resp. gauche) de type injectif (resp. projectif) . D¢ maniire génixale
on se permetira de supprimer les mots "droite" ou "sauche" lorsguiavsce

ambiguits n'en résultera.

1.9 Proposition : 1) Supposons gque tout objet de & s'injecte dans un
objet de O (resp. soit guotient d'un objet de O°) . Alors tout
objet de C'(a) (resp. de C7(4)) =dmet une résclution droite

(resp. gauche) de type O dans c7(a) (resp. dans C7(a)) .

2) Supposcons de plus qu'il existe un entier n  tel que

pour toute suite exacte :

s

BBy Bl o g g i
n 1 1 0 g
( resp. 0 — ¥ ¥, L sy _5¥9)

T

d'objets de A ou pour tout i, 0 ¢ i & n-1, ¥ est un objet de O, :
1tobjet Y" soit un objet de O°. Alors tout cbjet de C(4) adme:

s

une résolution droite (resp. gauche) de type O.
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n® 2 : Etude des Ext
Soient X' et Y' deux objets de ©(4) (resp. K(4)) et

D : c{a) —D(4) (resp. Q & K(A) —» D(4)) le foneteur canonique .

2,1l Définition : On appelle i-éme hyper-ext et on note :

& 1Y) Sy, BREES D

le foncteur : Homy ) (D(X"), 7D(¥*)) (resp. Homy (1 ((X"), rig(re)) ) .

2.2. Proposition : Soit 0 X" 53 ¥* —= Z2°—» 0 une suite exacte de

c(A) . Seit V' un objet de C(A) . On a les suites exactes illimitdes :

E A o Ry o T U i
cee 3 BxtT(V, X°) 5 Ext(V', Y°) »Ext (V", 2°) =5 Ext
ces —3 Ext*(2°,V") 3 Bxt (Y, V') — ExtT(X*, V) 2, mtiti(ze, v*) —a..

Soient X' et ¥' deux objets de K(A) . On désigne par Qis/X'
(resp. Qis+/3{', Qis /X", Qis_c'/'x') la catégorie des guasi-iscmorphismes de
but X' et de source dans K(A) (resp. X (&), X (4), }Zb(.ﬁ) ) . De méne
on définit les catégories Y°/Qis, Y'/Qis+... (quasi-isomorphismes de

source Y°) .

On se propose de résumer dans la proposition suivante les différentes défi-

s . 5 i
nitions €quivalentes des Ext .
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G | = 35-

2+3. Proposition : 1) Tl existe des isomorphismes de foncteurs

Bxt®(x°, ¥°) = Homy(,1(Q(X'), Q(¥")) 5 Lig  Hom(yy( + o¥°)
{qis/x*)°

=~ Lim HomK(A)(x-’ . ) B Lim Homx(&)(. 5 4
¥ /Qis (Qis/X*)°xY " /qis

2) 8% X' est un objet de K (A4) :

BxtO(x, ¥°) = Lin Home(,)(+ » ¥°)
(Qis/X")°

Si Y* est un objet de K'(4) :

Bt (X, ¥°) 2y Lim Homg (43 (X « )
Y ' /Qis

3) Si X" est un objet de K (A) et si Y' est un
objet de Kb(ﬁ) :

D ey s "
Ext (X", ¥*) =~ Lim . HomK(A)(X i )
¥*/Qis
Si X est un obiet de KU(A) et Y° un objet de K'(A) s
O - - s -
Ext (X', ¥") 75 Lim Hoskm)(.,r)

(qis®/x*)e

4) Si la catégorie A posséde suffisamment dlinjectif

et si Y" est un objet de K'(A) , Y° admet une résolution injective
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et une seule (& isomorphisme prés dans K+(£) ) s
Y ey, TEF)

et ona #

Bt (X, ¥*) 22, Romg (X7, I(2°))

On a de méme un énoncé anelogue pour les projectifs .

5) Si la catdgorie 4 admet suffisamment dlinjectifs

et si A est de dimension cohomolegigue finie, tout objet Y' de K(A) admet

une résolution injective et une seule 3
¥ — I(¥°)

et ona @

Bxt2(x", ¥*) 22, Homg (%7, I(£7))

Enoncé analogue pour les projectifs .

Eemargue : En explicitant 1'isomorphisme de la proposition 2.3. (}) on

retrouve la définiticn de Yoneda.
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n® 1 ; Définition des Ffoncteurs dérivis.

1.1 Définition : Solent C et €' deux catégories gradudes (on désigne par

T 1le foncteur de translation de C et de C!' ) , F et & deux foncteurs

radués de C dans C!' . Un morphisme de foncteurs graduss est un morphisme
4 g ro

de foncteurs 3
usPF G

aui posséde la propriété suivante 3

Pour tout objet X de C le diagramme suivant est commutatif :

u{TX) F(TX) — o(Tx)
gh T
Tu(X) = TF(X) —» To(X)

Scient C et C! deux catégories triangulées. On désigne par
Fex(C,C') 1la catégorie des foncteurs exacts de C dans C! s les morphis-

mes entre deux fonecteurs étant les morphismes de foncteurs gradués.

1
Soient A et B deux catégories abdliennes et % 2 K*(A)_,K* (3)
un foncteur exact { * et ® désignent 1'un des signes +, =, b, ou v

"vide") . Le foncteur canonique @
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Q : K*(A) — D*(A) nous donne, par composition, un foncteur
Fex(D*(4), D* (B)) —> Fex(x*(4), D* (3))

] ]
d'olr (en désignant aussi par Q' le foncteur canonique K* (B) —3 D* (B))

un foncteur :+ % (resp. %') : Fex(D*(4), D* (B)) .— (&b) 1
Y A Hom(@l B, V.Q)

(resp. Y s Bm( Y .0, @ &)

1,2 Définition ¥

On dira que & admet un foncteur dérivé total & droite
(resp. & gauche) si le foncteur % (resp. %#') est représentable. Un objet
représentant le foncteur % (resp. %') sera appelé foncteur dérivé total

& droite (resp. & gauche) de & et sera noté R ‘i; (resp. EE’EJ .

1.3 Notations ¢+ Soient A et B deux catégories abéliennes et £ : A 3B

un foncteur additif. Le foncteur dérivé total & droite du forctieur

K'(£) + K'(4) — K*(B) sere noté R . On définit de mtme

(k=)

g, Bf, L', Lf, Lf .

Soit de méme F : K*(A) —» B , un foncteur cohomologigue . Le
foncteur canonique de passage au guotient Q: K*(4) —3D*(A) définit par

composition un foncteur :
Foco(D*(4), B) —> Foco(K*(4A), B)

( Foco( , ) désigne 1= catézorie des foncteurs cohomologigues) dlol un

(€3]

Une définition plus maniable (et en pratique équivalente) est donnée
dans SGA &4 XVII 1.2
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1.4 Définition + On dira gue le foncteur F admet un foncieur dérive

cohomclogique & droite (resp. & gauche) si le foncteur §

est représentable . Un objet représentant le foncieur % (resp. %') sera

appelé foncteur dérivé cohomologique & droite (resp. & gauche) st sera ]

L3

1.5 Notations : Soient A et B deux catdgories abdlienmes et T : A —3
un foneteur additif . Le foncteur dérivé cochomologigue & droite du

foncteur :
HK't ¢+ K'(a) — B

- -+ = -
sera noté R f . Lorsqu'sucune confusion n'en résultera le foncteur
+ i g - i =
R'f,T° (T est le foncteur de translation) sera noté : R°f . Le foncteur
dérivé cohomologique & droite du foneteur H.Xf sera noté Rf .
i A i "
Lorsqu'aucune confusion n'en rémliera le foncteur Rf . T sera noté

RL .,

On défiinit de méme les foncteurs L™f, Lf, Lf ;
1.6 Remarques : Ces définitions contiennent, ainsi gue nous le verrons
dans le numéro suivant, la définition classigue des foncteurs dérivés

lorsgue les catégories ont suffisamment dl'injectif's ou de projectifs et

que les complexes sont convenabl~nont limitds. Elles sont cependant plus
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générales . Mzis sans autres hypothéses elles scnt peu maniables. Far
exemple, soit £ ¢ A — B un foncteur additif entre deux catégories abd-
liennes. Supposons gue les foncteurs §+f et Rf existent . Je ne sais
pas démontrer que Rf induit sur p¥(4) le foncteur §+f « Supposons de
plus que le foncteur BYf (dérivé cohomologique) existe . Je ne sais
pas démontrer que le foncteur Hzl;tff est isomorphe zu foncteur By .

Cependant dans la pratique ces propriétés seront wvérifides ,

n® 2 : Existence des foncteurs dérivés

2,1 Proposition : Les hypoth&ses sont celles de 1la définition 1.4 .
Supposons en outre gque A so0it une U-catégorie, ot U est un univers
tel que l'ensemble Z des entiers raticnnel scit un élément de U ,
telle que l'ensemble des objets de 4 socit un élément de U . Supposons
de plus gue la catégorie B soit la catégerie des U-groupes abdliens
ou plus généralement la catégorie des faisceaux de U-groupes abéliens
sur un U-site quelcongue . {Un U-site est une U-catégorie, dont l'en-
semble des objets est un €1lément de U , munie d'une topclogie) .

Le forcteur F admet un foncteur dérivé cohomoleogique & droite. Ce

foncteur se cslcule de lz manidre suivante @

Soient X un objet de D®(4), X 1'objet de K*(A) au-dessus de X

& alors un isomorphisme fonctoriel :
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Comme zucune confusion ne peut alors en résulter, nous emploisrons la

2.2, Remargues : ©On peut exprimer la propesition 2.1 sous une forme plus

e

générale dans le cadre des catégories triangulées . Les hypothises & fzire

sur la catégorie B , pour assurer la validité de la propesition 2.1
sont des hypothitses d'existence et d'exactitude des limites inductives
suivant les U-catégories pseudo-filtrantes, dont les ensembles dl!objet
sont éldments de [ . La proposition 2.1 introduit une dissymétrie
entre les foncteurs dérivés droits et les foncteurs dérivés gauches

tout au moins dans la pratigue .

2.2. Théoréme : Les donndes sont celles de la définition 1.2. On se donne
de plus une sous-catégorie trizngulée pleine de XK*(A) : C , et on dé-
signe par N la sous-catégorie triangulée pleine des objets de C aqui

sont acycligues . Supposons gue

1) Tout cbjet de N scit transformé par & en objet acycligue

2) Tout objet X de XK*¥(A) soit socurce (resp. but) d'un quasi-

isomorphisme dont le but (resp. laz source) spit un cbjet de C .

a) Alors EE edmet un foncteur dérivé total & droite (resp. &

gauche) .
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b) Le foncteur R ¢ (rvesp. L §) s'obtient de la manidre sui-

vante @

la restriction du foncteur Q3 : XK*(4) —> I}*‘(B) 4 la catégorie C
stlanmile sur les objets de N , donc se factorise par C/N , On cbtient
ainsi un foncteur D ' /N — D*I(B} . Mais le foncteur naturel 3

c/N —> D¥(A) est une équivalence de catégories (chap. I § 2 n° 4 th. 2).
Dot en composant avec le foncteur gquasi-inverse le foncteur E @"

(resp. L &) .

c) Soit X un objet de K¥(A} . Soient Y un objet de
C et X — Y (resp. ¥ —>X) un guasi-isomorphisme ., L'objet R &,Q(X)

(resp. LP,Q(X)) est isomorphe 2 eL® (¥) .

d) Le foncteur Xy RS Q(X) (resp. X L3,Q(X)) est iso-
morphe au foncteur t X~~~ Lim @, & ( . ) (resp. X~ lim Q. F( . ) ).
x/a¥%s a¥s/x
e} Le foncteur H: § t K*(}L:] —3> B , admet un foncteur dérivé
cohomologigue & droite (resz. & gauche) qui n'est autre gue le foncteur

HR & (resp. HILD ) .

Corcllaire 1 : Supposcns gue % = + (resp. # = - ) dans les hypothéses
du thécréme prdcédent, et que A possdde suffisamment d'injectifs
(resp. de projectifs). Alors le théoréme 2.2 s'appligue en prenant

pour € 1la catégorie des complexes injectifs (resp. projectifs) .

Supposons de plus gque A soit de dimension cohomclogigue finie , alors
le théordme 2.2 s'appligue, sans restriction sur x, en prenant pour C

la catégorie des complexes injectifs (resp. projectifs) .
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2.3 Définition : Scient A &% B deux = tégeries apéliennes et £ ¢+ 4 —= B
un foncteur additif .
On dira gue f est de dimensicn cohomologigue Firie & draite (resp. &
" 4 - : s
gauche) si R f {resp. L :) existe et s'il existe un entier m 2 0 el

gue pour tout entier n 1T (resp. L f) soit mul sur

>

¢bjets provenant de 4 par le foncteur D . La dimension cohomologigue
3 droite (resp. & gauche) de f est alers le plus petit des entiers o
possédant la propriété ci-dessus. Si R'f (resp. L'f) existe et si £
nlest pas de dimension cchomologique finie, on dira que £ est de dimen-

zion cchomoleogigue infinie .

Un objet X de A sera dit f-acyclique & droite (resp. &

gauche) si pour tout entier n 3 0, RU£{D(X)) = O (resp. L7P£(2(X)) = 0 ).

Corollaire 2 + Les donndes sont celles de la définition 2.3, Supposons
gu'il existe un ensemble @ d'objets de A stable par somme directe

possédant les propridtés suivantes :

1) Tout complexe acyclique & 05 X 'T(2) (resp. € Cb K™(4)) d'objets @e O,

est transformé par f en complexe acycligue,

2) Tout objet X de A& s'injecte dans (vesn. est guotient de) cbjet de
0 . Les hypoth®ses du thdorime 2.2 sont vérifides en prenant # = -
(resp. % = =) et en premant pour catégorie C , la catégorie des
complexes dont les objets en tout degré sont des 18ments de O .

Les €léments de O sont des objets f-acycliques 3 droite (resp. & gauche).
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Si de plus f est de dimension cchomologigue finie & droite
(resp. & gauche), l'ensemble des objets f-acycliques & droite (resp. &
gauche) posséde en plus des propriétés (1) et (2) ci-dessus, la pro-
priété (2) de chap. 2, § 1, n° 1, prop. 9. Le Théorime 2.2 s'applique
alors au foncteur Kf en prenant pour catégorie C 1la ca tégorie des
complexes dont les objets sont f-acycligues & droite (resp. & gauche)

en tout degré . Le foncteur Rf (resp. Lf) existe et induit sur D¥(4)

le foncteur §+f (resp. £+f) et sur D (A) le foncteur R™f (resp. L'f) .

n® 3 : Produit. Composition.

Soient A wune catégorie abélienne, F : D(A) —» Ab un foncteur
cohomologigue . Soient X° et Y° deux objets de C(A) . Le foncteur F

définit une application :
Bxt (X", ¥') —3 Hom, (F(D(X")), F(D(¥")))
dtod un accouplement ¢ F(D(X')) x ExtO(X*, ¥*) — F(D(¥"))

Cet accouplement domne, en appliguant des translations, des accou-

plements :
Fi(p(x")) =extd(x*, ¥') — F(0(x*))

Ces accouplements, appliguds aux fencteurs dérivés cohomoleogigues, ne

sont autres, par définition, que les produits de Yoneda . Les propriétés

307

311




de ces preduits se déduisent immddistoment de cette définition. Nous re
les développerons pas ici .

Soient A , A4', A" trois catégories abdlienmnes et T3 A —3 41
g+ A' 5 A" deux foncteurs additifs . Supposcns gue les foncteurs

+ ; S
R'f et R'g existent . Je ne sais pas en déduire gue le fonctsur
g.T existe et méme si ce dernier forcteur existe, il n'est probable-
ment pas vrai en général gue llon ait 1z formule i
+ " + +
Rg.f 3R g.Rf

On a2 cependant la proposition suivante i

5.1 Proposition ¢ Supposons que la catdgorie Al posséde suffisamment

dlobjets g-acycliques & drcite et que la catégorie A posside suffisam-
ment d'objets f-acycliques & droite transformés par f en objets
g-acycliques & droite . Alors le foncteur gfgof existe et on a un

isomorphisme :
R'g.f = R'g 't

Enoncé analogue pour les foncteurs dérivés gauches .
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§3: Exemples

n° 1 : Le foncteur Hom'™ &

Soit A une catégorie abélienne, possédant suffisamment d'in-

jectifs.
Le fongcteur : Y*nan Hom"(X°, ¥°) (chap. 1, § 1, n° 3)

ot X° est un objet de K(A) et Y un objet de X (4) , admet un fone-
teur dérivé total & droite (§ 2, n® 2, Th. 2, cor. 1) gui sera noté

R Hom'(X", . ). Soit Y un objet de D'(A) 1le foncteur
¥(a) ——> D(4b)
' mns B Hom"(X",Y)

est exact et s'annule sur les complexes acycligues, d'olt un bi-foncteur

exact
D(a)° x D'(4) —> D(ab)
que nous désignerons par Hom® .,

Lorsque A est de dimension cohomolegique finie , le foneteur

Hom® se prolonge & D{(4)° x D{a) (loec. cit.)

8i en ocutre A ©posséde suffisamment de projectif

m
o}
o
=]
i
=
ek
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" O g o
n® 2 3 Q(or de faisceaux :

Scient E wun site anneléd (en particulier un espsze topologiocuc

annelé](-"f-’ le faisceau d'anneaux et E ia cetégorie des (0 —-modules .

Un objet X de E est dit {)f-plat 8i pour toute suite exacte :

0 =— Yr— ¥ — ¥n o
la suite 3 O—=>Y'8 X — YT 8 X —¥"8 X 35 0
vt & S
est exacte . Il existe suffisamment d'objets U’f‘-plats : les sommes di-
rectes d'objets Jf{%, oli. U est un objet de E et t/"é_lI le faiscezu

u{‘"prolongé par zéro en dehors de U . Le théoréme 2 du §2, n°2

s'applique donc et on peut définir le foncteur
27(8) x I7(E) —> D7(B)
(x,¥) ~s X 2 Y

produit tensoriel total, dérivé gmuche du foncteur produit tenscriel .
On définit ainsi en passant & la cohomologie les (E)por'{' X, T4

hyper- tor locaux .
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I= catégorie E ayant suffisamment d'injectifs, on psut dériver
le foncteur : Hom’ (X, Y) : complexe des homomorphismes locaux, d'ol

Hom (X,¥) (xe€D, Yebh) .

Soient X et ¥ deux objets de D (E) , Z un cbjet de D+(§) .

T1 existe un isomeorphisme fonctoriel :

HomD(E} (X 2 Y, T)-255 EOE'D{E) (X, Hom(Y, 2))

n°® 3 : Foncteur dérivé gauche de l'image réciprogue :

Seit £ + E — E' une application d'espaces topologiques

annelés . Le foncteur image réciproque @

£*: E' — E

n'est pas nécessairement exact . Mais on sait définir des objets f¥*- |
plats et il existe suffisamment de tels cbjets . On sazit donec définir le

foneteur L___f* . On a de m8me une formule de dualité :

Soient X wun objet de D (E) et Y wun objet de D (E') ; il

existe un isomorphisme fonctoriel :

o

HomDL_,)(gﬁ(x}, Y) 25 Homy o (%, Tt (¥))
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Erratum pour SGA 4, (tome 3. Lecture Notes 305).

XIV p. 18 1.14 (XIX 6) au lieu de (XX 8),

AVI 2.2 Il faut supposer F 1localement constant!

XVI 5.2 La démonstration donnée est incompléte. Arpgs 1'é&noncé de 1'hypo-
thése de récurrence, il faut d'abord se ramener au cas ot F est constant (F
devient constant sur un revBtement galoisien étale = : X' —= X de X . de groupe

de Galeis G , et on invoque la suite spectrale de Hochschild-Serre

qu = HP(G.HQ(X'.**F)) = HP;Q(X,F)) . Les arguments qui suivent sont alors cor-

rects.
XVII 1.1.8 Le signe (1.1.8.1) est errcné lorsque F est contravariant en
certaines variables, Il faut lire - k. oeli) e(¥(i))
(1.1.8.1) ck = (-I)A(E) : automorphisme de F o (Gj) (Ki )
avec
A(}E'} = Z ki -+ Z Z k.‘:’l kb
g(id=e(¥(i))=- 2(j)=-  ¥(a)=¥(b)=j
a<b
XVIT 2.1.3 La démonstration contient des erreurs flagrantes. Il faut supprimer

la 3&me ligne (p. 34 1.9) et remplacer les B2me et 7éme (p. 34 1.12, 13) par :
Les flaches du disgramme (2.1.3.2) induisent des applications

Homy(F,F) —_— Homfg.(g'*F,f*F) = Homx.(f;g'*F,g*f*F) 3

XVIII 2.14.4 Lire XVII 6.2.7.2 au lieu de XVII 6.2.4,

XVIILI p. 99 1-1 Lire u au lieu de U et 3.1.16.1 au lieun de 3.1 L1
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