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AVERTISSEMENT

Nous présentons ici une réédition légérement revisée du Séminaire
original, dont le but et le contenu se trouvent indiqués dans 1'Introduction,
La révision a consisté pour 1'essentiel dans la correction de fautes de
frappe, 1'addition (en notes de bas de page) de quelques remarques ou
références supplémentaires, le découpage actuel en trois volumes munis
chacun d'une table des matidres détaillée et d'un index des notations,
1'adjonction d'un index terminologique 2 la fin du volume 3. De plus,
1'exposé Vig de J.E. BERTIN a été partiellement réécrit par ses soins,
notamment les paragraphes 5 et 10, de sorte que certaines références
a2 cet exposé sont différentes des références 2 1'exposé originel. Le
lecteur trouvera une liste des exposés du Séminaire au début du présent
volume,

Depuis la parution de la premigre édition du présent Séminaire
a paru la totalité des Eléments de Géométrie Algébrique, Chap. IV, ce qui
rend inutile certains passages du Séminaire ; nous avons signalé parfois
en note de bas de page les références pertinentes 2 EGA IV qui permettent
de court-circuiter de tels passages,

Pour un autre exposé sur les groupes algébriques utilisant
systématiquement le langage des schémas, nous signalons le livre de
M. DEMAZURE - P. GABRIEL, Groupes Algébriques (North-Holland-Masson et Cie).

Contrairement au présent Séminaire, ce livre ne suppose aucune connaissance
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de Géométrie Algébrique, mais contient tous les préliminaires nécessaires

de théorie des schémas, et sa lecture peut donc servir d'introduction

32 1'étude de notre Séminaire. (I1 contient d'ailleurs des th&mes non

couverts dans le Séminaire, comme la théorie de structure & 1la Dieudonné

des groupes algébriques affines commutatifs, dans loc. cit. Chap. V,)

Bures-sur-Yvette, Mars 1970
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INTRODUCTION

1. Le but du présent séminaire sst double.

D'une part, nous visons & donner des fondements commodes pour la
théorie des schémas en grcupes en général. Les exposés I & IV donneront &
cet dgard les indispensables exercices préliminaires de syntaxe schématigue
et catégorique. Pour obtenir un langagz qui "colle" sans effort & 1'intui-
tion géométrique, et éviter des circonlocutions insupportables & la longue,
nous identifions toujours un préschéma X sur un autre S au foncteur
(Sch)/so-——§ (Ens) qu'il représente (1), et il est nécessaire de donner de
nombreuses définitions de telle fagon gu'elles s'appliquent & des foncteurs
quelconques, représentable ou non. D'ailleurs, presque tous les foncteurs que
nous aurons & utiliser seront des "faisceaux" (pour la "topologie fiddlement
plate qpasi—ccmpacte"); 1'exposé IV, gqui ne trazite des groupes que de fagon
accessoire, donne une esguisse du langage de la "localisation" et des fais-
ceaux, qui s'aveére également fort commode dans les gquestions de représenta-
bilité des foncteurs. Cet exposé nous fournira surtout, pour les questions
de passage au quotient, le cadre le plus commode pour la suite. L'exposé V
donne guelgues résultats généraux sur 1l'existence de guotients, repris dans
1'exposé VIA dans le cas du quotient d'un groupe algébrique sur un corps
(ou plus généralement, sur un anneau artinien) par un sous-—-groupe {2).
Ce dernisr exposé et 1'exposé VIB gui lui fait suite contiennent également

divers résultats élémentaires spéciaux aux groupes algébriques sur un corps,

(1) Un tel point de vue semble avoir été envisagé pour la premiére fois il

¥ a huit ou neuf ans & propos de la théorie des groupes formels par
P. Cartier, qui n'a pas pris la peine malheureusement de le préciser et
de le systématiser comme il le méritait.

2) Pour une étude plus approfondie du passage au guotient, notamment par les
groupes réductifs, voir 1'importante étude de D. MUMFORD, Gecmetric
Invariant Theory, Ergebnisse der Mathematik, Bd 34, Springer 1965.
Observons que sur un point important, la terminologie de ce livre ne
concorde pas avec ls nftre, car sur un corps de caractéristique p » 0,
les groupes que Mumford appelle "réductifs" sont les groupes lisses de
type multipliecatif au sens du Séminaire. On peut sans doute considérer
que l'acception de Mumford du sens du mot "réductif", qui perd sa signi-
fication sur une base qui n'est pas un corps, a &té adoptée par lui a
titre provisoire et corme une sorte de pis aller (et c'est aussi & peu

pres ce qu'explique Fumford pour d'autres motifs, dés le second alinéa de
sa préface !).
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couremment utilisés par la suite. L'exposé VII étudie certains faits liés &
la caractéristique du corps de base et développe notamment avec la généralité
qui convient la correspondance entre schémas en groupes radiciels de hauteur 1
et p-algdbres de Lie restreintes. Enfin, 1'exposé XVIII contient la
généralisation, en théorie des schémas, du théoréme de Weil sur la défini-
tion "birationnelle" des groupes algébriques.

D'autre part, nous nous proposons de généraliser aux groupes sur
un préschéma de base quelcongue, la théorie de structure de Borel-Chevalley
des groupes algébrigues affines, Il est d'ailleurs apparu & 1l'occasion de la
rédaction des notes du séminaire que 1l'hypothtse affine était inutile pour
de nombreux résultats de la théorie. Les résultats les plus complets sont
obtenus évidemment dans les cas des "schémas en groupes semi-simples" ou
plus généralement "réductifs", dont nous nous occuperons exclusivement &
partir de 1'exposé XIXK. Chevalley lui-méme avait déji donné la construction
des groupes "de Tohoku" au-dessus de 1'anneau des entiers, construction gui
sera reprise dans le présent séminaire. Le théor2me d'uniciteé principal
donne une caractérisation simple des variantes "tordues" de ces groupes de
Tohoku, sur un préschéma de base S : ce sont les groupes affines et lisses
sur S , dont les fibres géométrigues sont des groupes semi-simples connexes
au sens habituel (3).

2. Comme dans le cas de la théorie connue sur un corps algébriguement
clos, un réle crucial est joué par les sous-tores des schémas en groupes en-—
visegés. Aussi 1'étude préliminaire des tores, et plus généralement des
"schémas en groupes de type multiplicatif", (tant du point de vue intrin-
sdque que du point de wvue des sous—groupes de type multiplicatif d'un groupe
donné), prend une assez large place dans ce Séminaire (exposéds VIII & XII).
Leur remarquable rigidité (plus grande méme 2 certains égards que celle des
8chémas abéliens, ou des schémas semi-simples) en fait des instruments de

traveil tris efficaces pour 1'étude de certains groupes plus généraux,

C'est 1a le résultat essentiel de la thése de M. Demazure (schémas en.

8roupes réductifs, Bull. de la Soc., Math. de France, 1965, p.369-413).
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% A partir de 1l'exposé XII (& 1'exclusion de 1'exposé XVIII déja
mentionné) nous utiliserons couramment la théorie des groupes algébriques
affines sur un corps algébriguement clos, que le lecteur trouvera dans le
Séminaire CHEVALLEY 1956, plus particuli®rement dans les exposés IV & IX

de ce Séminaires. Nous utiliserons également, mais dans une moindre mesure,
les exposés ultérieurs du Séminaire CHEVALLEY, consacrés & la structure des
groupes algébrigués semi-simples. En effet, nous reprendrons la théorie

de CHEVALLEY directement dans le cadre des schémas : on verra gue de cette
facon (méme sur un corps de base) 1'exposé gagne en simplicité et en

précision.

4. L'objet principal du présent Séminaire est évidemment de dévelop-
per des techniques qui s'appliquent & 1'étude des schémas en groupes sur
une base guelcongue, i.e. essentiellement & 1'étude des familles de groupes
algébriques. A ce titre, les propriétés infinitésimales de telles familles,
et en particulier le cas d"un schéma de base artinien, jouent un rdle impor-
tant. Ces propriétés interviennent méme pour 1'étude des groupes algebrigues
sur un corps k , dans le cas ou ce dernier n'est pas parfait, pour pouvoir
notamment appliquer la technique de descente dans le cas non galoisien.
Parmi les résultats nouveaux obtenus dans ce cas, signalons l'existence de
tores maximaux et de sous-groupes de Cartan dans un groupe algébrique lisse
quelconque, la rationalité de la variété des tores maximaux, et divers
résultats connexes (Exp. XIV), ou la correspondance entre les "formes" d'un
groupe semi-simple et les fibrés principaux homogénes sous un groupe algé-
brique semi-simple (en général non connexe) convenable (Exp. XXIV).

De facon générale, on peut dire que les méthodes requises pour travailler
sur un corps de base non parfait sont essentiellement celles utilisées pour
les préschémas de base quelconques, et par 12 sortent du cadre de la
géométrie algébrique classigue.

5. I1 n'a pas semblé utile d'indiquer en t&te des exposés rédigés la
date ou les dates des exposés oraux correspondants du Séminaire. Contentons-
nous de dire que 1'ordre des exposés multigraphiés (de I & XXVI) correspond

bien & 1'ordre des exposés oraux. Par ailleurs, la rédaction du texte
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définitif est parfois nettement postérieure & celle de 1'exposé oral, et
souvent en différe assez substantiellement, le texte rédigé étant générale-
ment plus détaillé et plus complet (tels les Exp. IV et UIIB), voire Bensible-
ment plus général (tel 1'Exp. XII ou VIIB) que 1l'exposé oral. D'autres ex-
posés rédigés ne correspondent & aucun exposé oral (VIB,VIIA,XV,XVI,XVII,et
1'essentiel de XXVI), et ont été rédigds et insérés dans le Séminaire multi-
graphié, soit pour fournir des références commodes pour divers autres exposés
(¢'est notamment le cas de VIB), soit parce qu'ils constituent un prolonge-
ment naturel des notions et techniques déjha développées. On notera comme
conséquence gue la lecture des exposés VIIA, VIIB, XV, XVI, XVII n'est pas
nécessaire pour 1'étude du reste du Séminaire, et notamment pour la partie

de ce Séminaire consacréeaux schémas en groupes réductifs.

6. De la théorie des schémas, nous utilisercns surtout le langage
général des schémas, exposé dans EGA I , les notions de morphisme plat,
morphisme é£tale, morphisme lisse exposées dans SGA 1 I & V, enfin

la théorie de la descente fidélement plate de SGA 1 VITI.

Nous avons dans la mesure du possible évité de formuler des

hypothéses noethériennes inutiles, ce qui nous a obligés en revanche &
remplacer 1'habituelle hypoth&se "de type fini" par 1'hypoth&se "de pré-—
sentation finie". Pour la notion de morphisme de présentation finie, le
lecteur consultera EGA IV 1 (4). Les résultats de SGA 1 I & IV,

énoncés le plus souvent dans le contexte noethérien, seront développés dans
le cas général dans EGA IV, ou seront développées €galement en détail des
méthodes standard pour réduire certains typea d'énoncés (faisant inter-
venir des hypothdses de présentation finie) au cas noethérien (EGA para-
graphes 8, 9, 11). Le lecteur qui ne voudra pas admettre

ces résultats de EGA IV pourra simplifier certains énoncés ou leur démons-
tration en supposant le préschéms de base localement noethérien, Il s'expose
cependant & des difficultés dans les cas ou la démonstration procade par
descente de ; a A, ol A est 1le complété d'un anneau local noethérien A,

car cette méthode am®ne i introduire 1'amneau (en général non noethérien)

gﬂa
ﬁA .

(4)

Depuis la rédaction de cette introduction, les quatre parties

(§ 1 2 21) de EGA IV sont parues.




T. Les références se feront suivant le systéme décimal habituel : la
référence 5.7.11 renvoie & la proposition (ou lemme, définition ete...)
de ce nom dans le méme exposé; dans la référence XVII 7.8 le chiffre romain

indique le numéro de 1'exposé. Nous utiliserons les sigles suivants pour nos
références standard :

BIBLE = Séminaire CHEVALLEY "Groupes de Lie algébriques", 1956/58

EGA X.¥.E J. DIEUDCNNE et A. GROTHENDIECK, Bléments de Géométrie

Algébrique, Chap. X, par ¥, N° Z .

SGA X Y = Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois-Marie,
année X, exposé Y.
TDTE = A. GROTHENDIECK, Techniques de descente et Théor2mes d'exis-

tence en Géométrie Algébrique, exposés dans le Séminaire
Bourbaki entre 1959 et 1962,.
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EXPOSE I

STRUCTURES ALGEBRIGUES - COHOMOLOGIE IES GROUPES

par M, DEMAZURE

Cet exposé se compose de deux parties; la premi2re rassemble un certain
nombre de définitions générales et pose des notations qui seront souvent utili-
sées par la suite, la seconde traite de la cohomologis des groupes et aboutit au

théordme 5.3.3 (mullité de la cohomologie des groupes diagonalisables)

P ]

Nous choisissons une fois pour toutes un Univers. Toutes les défini-

tions posées et toutes les constructions effectudes seront relatives 2 cet
Univers. Nous nous permettrens systématiquement 1'sbus de langsge suivant : pour
définir un foncteur f : C — C' , nous nous contenterons de définir 1l'objet £ (S) de
C' pour tout objet S de C , chagque fois qu'il n'y aura aucuns ambiguité gur
la manidre de définir £(h) pour une fliche h de C . En pratique, nous

dirons : soit f : C—» C' le foncteur défini par £(8) = ....

fe Généralitds

Fal
1.1. Scit C une catégorie. On notera C 1la catégorie Hom(go,(Ens)) des fonc-
teurs contravariants de C dans la catégorie (Ens) des ensembles. Il existe un

-~
foncteur canonique h: ¢ > C qui associe & tout X € Ob(C) le foncteur hy
tel que

n(s) = EHom(s, X) .

14
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Pour tout fomoteur F € Ob(C), on définit (ef. par exemple EGA 0.8.1 ) une bijeca

tion
Hom(hy , ) 225 F(X) .

En particulier, pour tout couple X , X' d'ocbjets de C , l'spplication

canonique
Hom(x , X') 25 Hom(hx » hy,)

est bijective; le forcteur h est pleinement fiddle., Il définit donc un isomor-

phisme de C sur une sous-catégorie pleine de ﬁ » et une équivalence de C avee |
la sous-catégorie pleine de @ formée des foncteurs représentables (i.e. iso-
morphes & un foncteur de la forme hx) . Dans la suite, nous identifierons sou-
vent X et hX - Les numéros suivants ont pour but de montrer que cette iden—

tification peut se faire sans danger.

142. Un monomorphisme de '{'J: n'est autre qu'un morphisme F —> G tel que pour
S € 0b(C) , 1'application d'ensembles correspondante F(S) — &(s) soit injec-
tive . On dira que F est un sous-objet (ou un sous-foncteur) de & si F(S)
est un sous—ensemble de G(S) pour chaque S .

. :
Dans C les limites projectives "quelconques" existent et se calculent

par
(= F)(S) = mE(5)
i i

en particulier les produits fibrés par
' - )
¥ xGF (s) = F(s) xG(S} Pr(s) .

A
Nous choisirons comme objet final de C 1le foncteur e tel que o(S) = {ﬂ} "

15
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Teut I € Ob@_) possdéde un morphisme unique dans g et on pose

FxE' = F

F' -

X
e E
Pour tout E € ob(C) on pose

r® = Hm(g,D ;

un é1ément de M () est donc une famille (B"S) s€ on(c) E'SE F(8) telle
que pour toute fldche f : S'—3 S" de C, oneit E(f) (¥4 ) = &g, -

Le foncteur h commute zux limites projectives: en particulier pour
que X x X' existe (X, X' & Cfb(g)), resp. pour que C admette un objet Tinal
e , i1 faut et il suffit que hK * hX' soit représentable, resp. g soit repré-
pentable, et on a

hx: th =L Lxxxf ) helg "

On pose I (X) = r'(h}{) pour X€ Ob(C) . Si C & un objet final e, on a
donc un isomorphisme [ (X) = Hom(e,X) .

1.3. Soit S5 & 0b(C) . On dénote par Q/S la catégorie des objets de C au-
dessus de S , c'est-2~dire la catégorie dont les objets sont les fl&ches

f: TS de C, l'ensemble Hom(f,f') étant le sous-ensemble de Hom(T,T')
formé des u tels que f =f'ou.

81 C possdde un objet final e , alors 9/3 est isomorphe & C . La catégorie
E/S posstéde un objet final : la fléche identique S _— S .

Si f: T—3 S est un objet de E/S s alors on peut former la catégorie (Q/S)/f
que l'on note par abus de langage (Q/S)/T et on a2 un isomorphisme canonique

S~

Srp = (-

-~ AN
Cette construction s'applique en particulier aux catégories C , Q_/S,

o~
etc..., on définit en particulier la catégorie E/h .
S
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S3i £: T > S est un objet de g/,s , alors T7 (f) s'identifie 2
1'ensemble [ (T/S) des sections de T au-dessus de S , clest—a—dire des flithes
S - T inveries 4 droite de f . Remarquons que hf : 'Lr—-) 1'15 est alors
un objet de g/‘hs et que 1l'on a :

M )= Mgh) = r(@/5 « T .

~
1e4. On se propose maintenant de définir une éguivalence des catésories g/s
e
et C/hs y ¢'est-&-dire de prouver que "se donner un foncteur sur la catégorie

des objets de C au-dessusde S5, c'est "la m8me chose" que se donner un fonc-

teur sur C muni d 'un morphisme dans hs "

P

P
(1) Construction de K _q/hs_._> /g .

LY

Seit d'abord E : F — hS un cbjet de « On doit définir

P
Q/hs
un foncteur O(S(H) sur g/s . Soit donc d'aberd f : T =S un cbjet de

g/s 3 définissons KS(H) (f) comme 1l'image inverse de f € hs('l‘} par 1l'appli-
catien H(T) : E(T)—._)hS(T) « Soit ensuite u: f_5 f' une fliche de _Q_/S $
alors F(u) : F(?') —» F(T) induit une application de b(S(H) (£') dens
dS(H) (£) que 1'on note a(s(ﬂ) (1) . On vérifie aussit®t que les applications

£ t——)G(S(H)(f) , u !——-)ﬂs(ﬂ)(u)

~
définissent bien un forcteur sur 9—/3 sy donc un objet de —(-:-/S .

i Soient enfin H : F 5 hS etAH' R R hs deux objets de
g/hs et U: H— H' un morphisme de Q/hs ’

17




i

ions

un

mﬂ pour tout £ : T—>»5 , U(T) : E(T) — F'(T) induit une application
K (M (£) + K (@) (£) —> K (=) (£)

ce qui définit un morphisme de foncteurs

K (0) + ®_(B) — >0k (2) .
S 5 S
On vérifie aisément que les applications

H — & (5) . U by X (U)

"~ A~
définissent bien un forcteur (g : Q/hs____;. Q/S 2

A A
(41) Proposition 1.4.1. Le foncteur o(.s : g/h . Q/S est une éguivalence de
S

gatégories.

Indiguons seulement le principe de la construction d'un foncteur

N o~
- . -—) . ol un . 1r T
quasi-inverse ﬁS ‘Q/S Q_/hs t soit G un foncteur de _C_»/,s ; pour touw
objet T de C , on pose
ﬁs@(T) = somme des ensembles G(f) pour f &€ Hom(T,S) = h (T) ,
ce qui définit un foncteur £ S@ sur C , qui est muni d'une projection évi-

dente sur hS 3

15. L'éguivalence Xy commute aux foncteurs [T . En d'autres termes, si
E . F h i o . e

: Fey g est un objet de g/hs et O(S(H) 1'objet correspondant de Q/S »
on a

r (o(S(H)) ~ [(@® «~ r (F/I'\.S] i

'
L'équivalence & o commute aux foncteurs h: si f: F—» S est un objet de
-~
Q/S ’ hf : hT -a-hs est un objet de gy,-h dont le transformé par o n'est

5]
aatre que h () oh S
s

AN
n ol
=fg —> 2/s

5"
-

18




est le foncteur canonigue. En conseéquence !

Proposition 1.5.1. Soit H:F — h_ un objet de 2 . Pour que % _(H) : €, 3(Ens)
Lroposition a g ————1== =% Z/hgy —— = — TS5 = =/3

soit représentable, il faut et il suffit que F : C —> (Ens) soit représentable;

si F ~h, alors cts(}-_l) est représentable par 1'objet T —> S de C,..

i
L

L'équivalence xg est transitive en S : si TEOb(E(,S), on a un
diagramme commutatif d'é€quivalence
A ﬁ(s/h'r AN MhT 7>
(E/hsj /hT > (E/S)/’nT > (Q/S)/T
‘Q"\ X /\C-)/

T

N
/o, > S

ou i!ml's/hT désigne (provisoirement) la restriction (ef. 1.6 ) du foncteur

O(S aux cbjets au-dessus de h, -

1.6, Changement de base dans un foncteur .

Pour tout S € 0b(C) , cn a un foncteur canonique
1S : Q/SH g

défini par is(f) =T si f est la fldche T— S . S8i f: T—S5S estun

objet de C , on note i = i :
/s lT/S : i

/g (C/s}/T —> O s

et on a le diagramme commutatif :

[}

(Q/S)/T — Q/S _—

19
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olest-b~dire, en identifiant (G/S)/T a C/T comme nous le ferons désormais

g © Iy = L

De la méme meniére, si on identifie C et gje s lorsque C possdde un objet
f£inal e , alors iS/e ¥ 8y—> %/9 s'identifis 2 ig -

Pour X €0b(C) (resp. X COb(Q/S)) soit ps(x) (resp. pT/S(X) !
1'objet de Q_/S (msp. de Q/T) lorsqu'il existe, défini par X x.S (re-sp.
xxs' T ) muni de sa deuxi®me projection :

Xx8 X xg T
o5 | Pr/s® |
S T .

Le foncteur (partiellement défini) Pg (resp. pT/S) stappelle foncteur de
ghangement de base . C'est par définition du produit (resp. du produit fibré)
le foncteur adjoint du foncteur :'LS (resp. inS) + On note également

pg(X) = Xy ; ‘pT/s(X) = X .

Le foncteur :ihS définit un foncteur (restriction)

E il
51 e—> 0y

E
ok on note F = iS @) = F o 1; « 0On a évidemment
o* -* .*
lT/S ° iy = in s

¢lesti-gire pour tout foncteur F € Ob{é\)
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La notation demande une justification que wvoici ;

Proposition 1.6.1. Pour que le foncteur (hX)S :@%@Sf-Q(Ens) scit repré-

sentable, il faut et i1 suffit gue le produit X x 5 gxiste . On a alors

(hyley === hXS i
Ceci montre que E‘S a deux interprétations : restriction du foncteur

P a g/s y forcteur obtenu par changement de base e &—S » Ceci conduit & la
notation suivante

JJ"*J
H '—"éhj

m-—.—-..lrxj

mn —

—— S<&—

qui rend bien compte des deux interprétations précédentes .

Remarquone que l'on a

M) = Fom(n,® = EG@) ,

en particulier
M(x) = Hon(s,X)

1.7 Objets Hem , Isom ...

~
Scient F et & deux objets de C . Nous allons définir un autre

~
objet de C de la manidre suivante :

Hom(F,G) (S) = Hcmg’;s‘ (ES’ES) L™ Hmni . (__Fxhs,_&}_xhs) o Hom@ (Exhs,g}
8

L'objet Hom(F,8) défini ci-dessus posstéde les propriétés suivantes :

w

(1) BHom(e,8) 2 ¢ .
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(ii) Le formation de Hom commute 2 1'extension de la base :

'H'D_IE@S’(_}S) = HGEI(LE)S S

(1ii) (F,G) — Hom(F,G) est un bifoncteur, contravariant en F et

covariant en G.

——

Ces trois propriétés sont évidej{utes sur les définitions.
Scit E wun troisi®me objet de C . Nous allons définir un morphisme

de trifoncteurs
Hom (ExF, ) —s Hom(E,Hon(®,&)) .

Soit £ : Ex F—%G ; nous devons lui associer un morphisme de E
dens Hom(F,G) . Soit donc S'—> S une fliche de C + Cn a des applications

1
E(S) xE(s") —> E(s) xE(sn) B0, gsn)

Un é1ément de E(S) définit donmec pour tout S!' —»>S une application de

F(s') — 6(S') fonctorielle en S' , donc un élément de Hom(F,8)(S) . Nous
laissons au lecteur le soin de vérifier gue l'on & bien construit ainsi un mor-

phigme de trifoncteurs .

ogition 1.7.1. Le morphisme de foncteurs

Hom(ExXF,G) —> Hom(E,Hom(F,G))
hisne .

Indiquons seulement un principe de démonstration. Considérons les deux
membres comme des forcteurs en E . Le résultat annoncé est vrai si E=hy
en effet, ce n'est autre en ce cas que la définition du foncteur Hom(F,G) .
D'autre part les deux membres comme foncteurs en E transforment limites induc-

~
tives en limites projectives . Enfin, tout objet de C est limite inductive

d'objets de la forme hy .
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Corollaire . On a2 Hom (E , Hom(F,8)) =< Hem (F , Hom(E,G)) .

En particulier, faisant E = e, et compte tenu de Hor.‘t(g_,_@)-'—":_g, on a

" (Eon(®,8)) = Hom(E,8) .
Notens gque la composition des Hom fournit des morphismes fonctoriels

Hon(E,8) x Hom(G,E) —> Hom(F,E) .

o
Si F et G sont deux objetsde C , on note Isom(F,G) 1le sous-

ensemble de Hom(F,G) formé ces isomorphismes de F sur G . On définit alors
un sous-objet Isom(F,G) de Hom(F,G) par :

Isom(E,G) (S) = Isom@s,gs) .
On a alors des isomorphismes

™ (Lsom(®,0)) =¢ Isom(®,8) ,
.].:.@.Qni.@.!.@ ~  Isom(G,F) .

Dang le cas particulier o ¥ =G , on pose

1

Ed(E) = HmED , End(®

Aut (F) Isom(F,F) , Lut (F)

En(BE) % T Eua@)
Teon(EE) = I (4ut(®)

]
I

La formation des objets Hom , Isom , Aut , End commute aux change-

ments de base .

Remarquons gue l'on peut construire un objet isomorphe & Isorn@,g) de

la manidre suivente : on & un morphisme

Hom(F,G) x Hom(G,F) —>» End(® ;
permutant F et G, on déduit un morphisme

HEom(®,6) x Hom(G,F) —> End(F) x End(G) .
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de

11

D'autre part, le morphisme identique de F est un élément de End(F)
et définit donc un morphisme g —» End(F) . Faisant de méme avec G et effec—

tuant le produit, on trouve un morphisme

e —End(® =x End(®) .

Il est alors immédiat que le produit fibré de e et de
EE(E’E) x Hom(G,F) au-dessus de BEnd(F) x End(G) est isomorphe & Isom(F,G) .

Toutes ces définitions s'appliquent en particulier au cas ou
F= hI » G = hY . Dans le cas ol Hom(hx, hY} est représentable par un objet
de C , on note cet objet Hom(X,Y) . Il posséde la propriété suivante : si

Zx X existe , alors
HcmfZ,Hom(X,Y})ﬁ-"Hcm(ZxK,‘f) .
Cette propriété le caractérise lorsque les produits existent dans c.

On définit de méme (lorsqu'ils veulent bien exister) des objets
Eﬁ(xr‘f) ) _E&Q_(K) s ﬁ(xj H

Temarquons simplement que d'apr®s la censtruction domnée plus haut,
Isom(X,Y) existe chaque fois que les produits fibrés existent dans C et que
Bon(X,Y) , Hom(Y,X) , End(X) et End(Y) existent .

Ceci s'spplique également & des catégeries de la forme g/s . Les
Objets correspordant seront notés de manidre aussi explicite que possible par
des symboles appropriéds : par exemple, si T et T' sont deux objets de C

&u-dessus de S, on notera Hom (T,T') 1'objet Hom, (7/s,7'/S) qui sera
S "'/S

donc un objet de C au-dessus de S ...
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1l.8. Objets constants

Soit C une catégorie oll les sommes directes et les produits fibrés
existent et ol les sommes directes commutent aux changements de base (par exen
ple la catégorie des préschémas). Pour tout ensemble E et pour tout objet §
de C , soit ES

tous isomorphes & S . Cet objet est caractérisé par la formule

- o a O ™

la. somme directe d'une famille (si)i € = d'objets de C

Hom(ES , T) = Hom (E , Hom(S,T)) , T € 0b(C) ,

ol le second Hom est pris dans la catégorie des ensembles.

L'objet ES est muni d'une projection canonique sur S , de telle_:

fagon gue Ey—,.ES est en fait un foncteur de (Ens) dans gfs : Supposond_

qae, @ désignant un objet initial de C, le diagramme
¢ <=7 5 3 sus

S
soit cartésien (c'est le cas de la catégorie des préschémas}. Alors le fonctgh

i
I
!
:
A

Er—*ES commute aux limites projectives finies. En particulier :

Eg xg Fg = (ExF)g .
Si 8' —> S est une fléche de C, on a
Eqr = (Eglg :
En particulier, si C poss&de un objet final e, on a
B, = (E_)g .

Un objet de la forme ES sera dit objet constant. Remarguons gue l'on a un

e

monomorphisme fonctoriel en E :
E —» M(Ey/S)

qui associe & chaque 1 € E , la section de ES sur S définie par 1l'iso-

morphisme de S sur Si i
Si C est la catégorie des préschémas, alors I {ES/S) s'identif

eux applications localement constantes de 1'espace topologique S dans l'endembl
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1'application précédente associant & chaque €lément de E l'application

$ tante correspondante . Remarquons qu'il résulte de ce qu'on vient de dire

# E, peut aussi &tre défini comme représentant le foncteur qui & tout S!
s ” S
su-dessus de S associe l'ensemble des fonctions localement constantes de

1%espace topologique S' dans l'ensemble E .

2, Structures slgébrigues .
3 Etant donnée une espéce de structure algébrique dans la catégorie des
le

ensembles, nous nous proposons de l'étendre & la catégorie C . Traitons d'abord

ons |
P un exemple : le cas des groupes .

2¢1. Structures de groupe .

ncteq

Nous gardons les notations du paragraphe précédent .

. “ R
finition 2.1.1. Soit G €Ob(C) . On sppelle structure de C-groupe

sur G
donnée pour tout S € O0b(C) d'une structure de eroupe sur l'ensemble G(S) ,
felle manidre gue pour toute fldche f : S'w—y S" de C , l'application
G(f) : G(5") — G(S') soit un homomorphisme de groupes . Si G et H sont
-~
un

geux C-groupes , on appelle morphisme de E—Eogges de G dans H tout morphisme
€ Hom(G,H)

tel gue pour tout S < C},b(C) s 1l'application d'ensembles
u(s) : 6(s)— H(s)

g0it un homomorphisme de ZToupes .

On note Homg - (G,E) 1'ensemble des morphismes de C-groupes de
Q- A - ] ~
H et (C-Gr.) 1a catdgorie des C-groupes .
o - Seit E €C; 1'objet 4ut(E) est muni de manidre évidente d'une
F
— ture de C-groupe . L'objet final

P
& posseéde une structure de C—groupe

“lque qui en fait un objet final de (E-Gr.}.

Pour tout S €0b(g) , scit e.(S)

) 1'élément unité de g(s) .
8 famille des eo(S) définit un élément e, € M(g) = H

5E) qui est en
A*
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P
fait un morphisme de C-groupes g — G et que l'on appelle section unité de

G .
o~
Remarquons qgue se donner une structure de C-groupe sur G revient &
o~
se donner une loi de composition sur G , c'est-a-dire un OC-morphisme
'ITG: G x G —8&

telle que pour tout S €0b(Q) , Tl'G(S} munisse G(S) d'une structure de
groupe . N
P
De la mfme menidre, u: G—>H est un morphisme de C-groupes si

et seulement si le diasgramme suivant est commutatif :

Un sous-objet H de G tel que,pour tout S € 0b(C) , HE(S) soit un
sous—-groupe de Q(S:} possdde évidemment une structure de g—-grcupe induite par 1
celle de G : c'est la seule pour laguelle le monomorphisme H—>G soit un
morphisme de E—groupes . Le a—groupe H muni de cette structure est appelé
sous—a—groupe de G .

Fa)
Si G et H sont deux C-groupes, le produit G x E est muni d'ume

~
structure de C-groupe évidente : pour tout S € Ob(C) , on munit G(s) x H(s)
de la structure de groupe produit des structures de groupes données sur
~
G(s) et H(s) . Le C-groupe G x H muni de cette structurs sera dit
~

C - groupe produit de G et de H (g'en est d'ailleurs le produit dans la

-~
catégorie des C-groupes) .

Fa
Si G est un C-groupe, alors pour tout S & 0b(C) , G, est un
N o~ n -
g_l,s—groupe . 81 G et H sont deux C-groupes, on définira 1l'objet

-~
Homﬁg_Gr.(g,g) de C par :
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g = e
HAEC—GI‘. (g,i) (S) Hﬁmg/s -G, @S’ES)

X ~
3 E%-Gr n'est pas en général un C-groupe , ni a fortiori 1'objet
om dens la catégorie (C-Gr.)).

-"—C—ISDEA Gr. G5 2 Endg oo, @ , 488 oo, © .

tion 2.1.2. Soit G € Ob(C) . On appelle structure de C-groupe sur G
, structure de E-gg@e sur 1'1G &0‘1}@ - On sppelle morphisme du C-groupe
le C-groupe H un élément u € Hnm(G,H)ﬁHom{hg,hH) gui définit
C—groupes de hG dans hH .

On note (C-Gr.) la catégorie des C-groupes . Notonms qu'il existe
(Cat) wun carré cartésien

(C-Br:) ey @.Gr.)
un
b ¥
par c 2 T
¢ —mm o C .

& Toutes les définitions et constructions précédentes se transportent
done aussitdt a (g_—Gr.) chaque fois que les foncteurs qu'elles font intervenir
produits, objets Hom ,...) sont représentables . Elles s'appliquent sussi

une .

catégori c . N

5) gories Srs En ce cas, nous noterons HAm‘S—Gr. pour Hom_J/s-Gr.’ ete

+2. Plus généralement, si (T) est une espice de structure sur n ensembles

40 Base définie par limites projectives finies (par exemple, par des commuta-

ivités de diagrammes construits avec des produits cartésiens : structures

monolde, groupe, d'ensemble & opérateurs, de module sur un annesu, d'algtbre

® Lie sur un anneau...) la construction précédente permet de définir la notion

5 1 s
> "structure d'esptce (T) sur n objets EseE de C": une telle
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structure sera la donnde pour chagque S de C , d'une structure d'espdce (T)

sur les ensembles F. (S),gﬂ(s) de telle manidre gue pour toute fliche

S'— S" de C, ].a- famille'd'application (zi(S")) —> (Ei(s"))

soit un poly-homomorphisme pour 1'espdce de structure (T) . On définit de

manidre semblable les morphismes de l'espdce de structure (T) , d'oh une caté-
et E ) (T)

~
gorie ( CxC aoes X . Le foncteur pleinement fiddle ( h x h x...x h)

T
permet alors de définir par image inverse lz catégorie (CxC ... xC }( ) -

puis , comme il commute aux limites projectives, d'y transporter toutes les pro-
pridtés, notions et notations fonctorielles introduites dans f:: . Supposons main-
tenant que dans C les produite fibrés existent , et soit (T) une espéce de

structure algébrique définie par la donnde de certains morphiames entre produits

cartdsiens satisfaisant & des axiomes consistant en certaines commutativités de

diagrammes construits & l'aide des fldches précédentes . Une structure d 'espece
(P) sur ure famille d'objets de C sera donc définie par certains morphisues

entre produits cartésiens satisfaisant & certaines conditions de commutations.

I1 en résulte que si C et C' sont deux catégories possédant des produits

et £:C-—C' est un foncteur commutant aux produits , alors pour toute

famille d'objets (Fi) de C munie d'une structure d'espéce (T) , 1a famille
(f(Fi)) d'objets de C!' sera par la-méme munie elle aussi d'une structure d'es-
péce (T) . Tout C—groupe sera transformé en C'-groupe , tout couple

(g—anneau, C-module sur ce E—anneau) en un couple analogue dans C' ....

Soit en particulier C une catégerie satisfaisant aux conditions énon-
cées dans 1.8 ; le foncteur E'—-—)ES défini loc.cit. commute aux limites pro
jectives; il transforme donc groupe en S-groupe (i.e. Q/S groupe) ,

aNneau en S—anneaul ...

Remarque : Il est bon de remarquer que le procédé de construction précédent
appliqué & la catégorie E redonne bien les notions que l'on y a déja définies;
en d'autres termes , il revient de m@me de se donner sur un objet de 6: une
structure d'espéce (T) quand on considdre cet objet comme un foncteur sur C ,
ou de se donner une structure d'espice (T) sur le foncteur représentable sur

P
C défini par cet objet .
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'252, Structures & groupes d'opérateurs .

'ﬁﬂ*%niticﬂ 2.3.1. Soient E €0b(C) et G € Ob(C-Gr.) . Une structure d'objet

2 ﬁ-gowpe dlopérateurs G (ou de G-objet) sur E est la donnée sur E(S) ,

pour tout S € Ob(C) , d'une structure d'ensemble % sroupes d'opérateurs G(S)
de telle manidre gue,pour toute fldche S'—y 5" de C, 1l'spplication d'en-

its pembles E(S") —» E(S') soit compatible avec 1'homomorphisme d'opérateurs
gembles E &
ie ‘(gn)_} g(s") .
> Comme d'habitude, il revient au m#me de se donner un morphisme
s
s M EXE > E
qui pour tout S munisse E(S) d'une structure d'ensemble 3 opérateurs c(s) .
~ Mate Hom(G x E , E) 2 Hom (G, End (B)) , donc 4 définit un morphisme
Bl 0 < End(E) et il est immédiat que celui-ci applique G dans Aut(E) et que
c'est un morphisme de C-groupes . En conséquence : se donner sur E une struc-
-~
C-groupe d'opérateurs G est éguivalent 3 se donmer un morphisme
inon-
P — Aut(B)
pro-

o0 particulier , tout élément g &€ G(S) définit un automorphisme P (g) du
foncteur Ey , c'est-&-dire un automorphisme de E x hs commutant & la projection

» ©t en particulier un automorphisme de 1'ensemble E(S') pour

ies;

% G po .
2+3.2. On note E~ le sous-cbiet de E défini comme suit :

, invariant sous G(S') pour tout S' S}

97

& ' [ e
(s) = ixegis;, x
sr Sesigne l'imaege de x par E(8) —> E(8")
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G " 3 : <
Alors E— ("sous—objet des invariants de & ") est le plus grand souse de

x

objet de E sur lequel G opére trivialement .

e

Définition 2.3.3. Soit F un sous-objet de E . 0On note Norm & et CentgF
~ = L
les sous-C—groupes de G définis par

B A

Nom P(s) = { £€&(8) , p (@ L CE} e
= { g€gc(s), 9 (g) F(s') € F(s') pour tout S'—58

Cent F(S) = {geg(S) » P (g}l B = identité} g

Ce

identité pour tout S'—

1
Il

{gf.G.CS) s P (g}l E(s")
o la barre verticale désigne la restriction .

Définition 2.3.4. Si G est un C-groupe et E un objet de C (resp. E un
objet de C) ume structure de G-cbjet sur E (resp. sur E) est une structurs;

de hG—ob;je’r: sur E (resp. b)) .

Vu cette définition, toutes les notions et notations définies ci-dess
se transportent & C , lorsqu'elles ne font intervenir que des foncteurs représer

tables : par exemple si NOEJ () est représentable , alors il existe un et un
G

seul sous-cbjet de G qui le ;eprésente et qui est alors un sous-C-groupe de G

on le not B) ess
n le note Nom.(E)

~ -~
Définition 2.3.5. On dit que le C-groupe G opdre sur le C-groupe HE si ):
est muni d'une structure de G-objet telle que,pour tout g € G(S), 1'sutomor-
phisme de H(S) défini par g s0it un sutomorphisme de groupe .

I1 revient au méme de dire que pour tout g € G(S) , 1'automorphisme

—
?(g) de H, est un automorphisme de Q/S—groupes , Ou encore gue le morphisme
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® .

Dans le situation ci-dessus, il existe sur le produit H x G une

~ .
'i‘-ﬁ*&fmes G —> Aut(H) applique G dans AUt::.GI‘.

'-t.mctm de ﬁ—groupe unigue telle que , pour tout § , Hx G (S) soit 1le
produit semi-direct des groupes H(S) et G(S) relativement & 1'opération
donnée de G(S) sur H(S) . On notera ce C-groupe H.G et 1l'appellera
E par G . On a donc par définition

H.G(s) = KE(s) . &(s)

~~
Soit G wun C-groupe . Pour toute fldche S'- S de C et tout
-1
€ G(S) , soit Int(g) 1'automorphisme de G(S') défini par Int(g)h = ghg @ .
i ~
Cette définition se prolonge en celle d'un morphisme de C—groupes
Int : & —>Auty (@ < Aut(Q) .

g définition 2.3.3 s'applique donc et on a des sous-C~groupes de G

)
Nom_@, et Cezm:_3 (B)

pour tout sous-objet E de G .

~~
efinition 2.3.6. On appelle centre de G et on note Cent(G) 1le sous-C-groupe
Cent (G) de

G . On dit que G est commutatif si Cent(G) = G ou, ce qui re-

ent au m8me, si _Q(S) est commutatif pour tout S. On dit que le sous-C-groupe

de G est invariant dans G =i Nom:(ﬁ_) = G, ou, ce qui revient au

si H(S) est invariant dans G(S) pour tout S .

Beaucoup de définitions et de propositions de la thdoris £€lémentaire

"8B groupes se transposent aisément. Signalons simplement la suivante qui nous
Bra utile .

ETO

osition 2.3.7. Zoit f:W-3G un morphisme de C-zroupes . Posons
(s) = Ker £(S) . Soit u : & — ¥ un morphisme de C~groupes cui soit une
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section de T (et gui est alors nécessairement un monomcrphisme) . Alors W

s'identifie au produit semi-direct de H

par G pour l'opération de G sur H

définie par (g,h) —> Int(u(g))h pour g € G(s), h € H(8), 8 € Ob C.

L'ensemble de ces définitions et propositions se transporte comme
d'hsbitude 2 C . On définit en particulier le produit semi-direct de deux
C-groupes H et G (G opérant sur H) lorsque le produit cartésien H x G

existe , et on a 1'analogue de la proposition 2.3.7 sous la forme suivante :

(=

Proposition 2.3.8. Soit H—i}w—iy G upe suite de morphismes de C-groupes
telle ' que pour tout S € Ob(g) , (H(S), 4(S)) soit un noyau de

£(s) : W(s) ~—»G(s) . Soit u: G —>W un morphisme de C-zroupes oqui soit une

section de f . Alors W s'identifie su produit semi-direct de H par G pour

1l'opération de G sur H telle que si S € Ob C, si g € G(s) et h € H(S), on
ait Int(u(g))i(n) = i (5n).

e & ol

3, La catésorie des O -modules , la catézorie des G - O - modules .

Définition 3.1. Soient O et F deux cbjetsde C . Ondit gue T estun

~ ~
C-module sur le C-gnneau 0 , ou en abrégé un O-module , si, pour tout

S € 0b(C), on a muni Q(S} d'une structure d'anneau et _E_(S} d'une structure

de module sur cet anneau de telle manidre que pour toute fldche S'-»S" de C

2(5")-—) 9(3‘) soit un homomorphisme d'anneaux et _F_(S") —_ _E(S'} un homomor—

phisme de groupes abéliens compatible avec cet homomorphisme d'annesux .

Si 0 est fixé, on définit de mani®re habituelle un morphisme des
g-modules F et F!', d'ou le groupe commutatif Homo (E,E'), et la catégorie d
—_— ral
O-modules notée (C_}—Mca.) . Remarguons gque si 90 est le C-anneau défini
par QO(S) =2 (qu'il re faut pas confondre avec le foncteur associé & 1l'objet

constant Z ) , alors la catégorie des O -modules est iscmorphe & la catégorie -

~ ==

des C=-groupes commutatifs.La catégorie (0-Mod.) est abélienne.
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Remarquons que,si E est un O-module , alors pour tout S€ Ob(C) , E. est

~ =5
un gs_module . On peut donc définir un C-groupe abédlien HomE(EQEj) par
Hom (E,E') (S) = Homy, (& EL) .
== =
Mn définira de méme des objets
Isom,(E,F') ' Ed, (®) ; but ®) :

EaY
le dernier étant un C-groupe pour la structure induite par la composition des

autcmorphismes .

o~

Définition 3.2. Scient O un C-anneau , E un O-module et G un §7grouge .
On appelle structure de E-_C_J—module sur F une s'tru;ture de G-objet telle gue
pour S € 0b(C) et tout g_E‘Q(S} y l'automorphisme de E(S) défini par g

goit un automorphisme de sa structure de g(s)-module .

~
I1 revient au m@me de dire que le morphisme de C-groupes

[

P ——> Aut(®)

défini en 2.3  applique G dans le soua%i-groupe kut:(gj de Aut(®) .

Se donner une structure de G-O-module sur le O-module F , c'est donc se

-~

donner un morphisme de C—groupes

|62

P : —_— Aut:(gj .

On définit de manidre naturelle le groupe sbélien
ng_g@.?z‘) ’

donc la catégorie additive des G-O-modules notée (G-O-Mod.) . Le lecteur

remarquera que cette dernidre peut dgalement se définir comme la catégorie des
~

0 [GJ m 9 ht f n 1 b ﬁ - ~ £
= -modules, ol Q}[u] est l'algebre du C-groupe G sur le C-—amneau 0
dont 1a d¢ e

9

finition est claire,
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Toutes les constructions de ce paragraphe se spécialisent aussitdt au
cas ou G (ou 0O, ou les deux) sont représentables par des objets de C qui

sont par 1l3-méme munis des structures algébrigues correspondantes .

Nous avons traité succinctement le cas des principales structures algée
briques rencontrées dans la suite de ce séminaire. Pour les autres (structure
de O-algtbre de Lie par exemple), nous croyons que le lecteur aura eu suffisam- §
- |

ment d'exemples dans ce paragraphe pour pouvoir dans chaque cas particulier

faire fonctionner lui-mfme le mécanisme général esquissé dans 2.2.

Nous allons maintenant appliquer ce que nous venons de faire a la
catégorie des préschémas notée (Sch) et plus généralement aux catégories

(SCh) /S .

4. Structures aledbrigues dans la catégorie des préschémas .

Nous nous permettrons, chaque fois qu'il n'y aura pas d'ambiguité, les
abus de langage suivants : on désignera par T 1'objet T-—Ea.s de Q/S ’
la donnée de f ("morphisme structural de T ") étant sous-entendue, et on
identifiera C & une sous-catégorie de E.. Compte tenu des compatibilités
énoncées aux paragraphes précédents, ces identifications peuvent se faire sans
danger.

Nous simplifierons d'autre part les appellations sur le modéle
suivant : un (Sch)-groupe sera aussi appelé préschéma en groupes , un
(Sch)/s-groupe préschéma en groupes sur S , ou S-préschéma en groupes ,

ou S-groupe , ou A-groupe lorsque S sera le spectre de l1t'anneau A .
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an ./ Préschémas constants

i La catégorie des préschémas satisfait aux conditions exigées en 1.8.
seut donc y définir les objets constants ; pour tout ensemble E , on a
et pour tout préschéma S , un S-préschéma Eg = (Ez)s .

> "p;-éachema E

1gc¢1ement constantes de l'espace cogologlque T dans E.
Etr——> Es

i ; i i i G est un groupe,

o) est un

3

"- . .
’.ppglons que pour tout préschéma T, Hom(T, Eq ) est 1l'ensemble des applications

ﬁ foncteur
mte aux limites projectives finies. En particulier si
i O est un anneau,

¥ 5 .
GB est un S-préschéma -en groupes; si
p:éschéma en anneauX...

S=groupes affines .
Rappelons un certain nombre de choses sur les S-schémas affines
est affine sur S gi l'image
- algébre f*(QT)

S-préschéma T
La Q_S

est affine .
(f désigne le mor-

-~ algebre quasi-

5

(BGA II.1)
réoiproque de tout ouvert affine de
, est alors guasi-cohérente
%

“L'on désigne par A(T)
T) . Réciproquement, & toute
A , on peut faire correspordre un S-préschéma affine sur S noté

On dit que le

phisme structural de

ohérente i

Spec(4). Ces foncteurs T > A(T) et A —> Spec A sont des équivalences

quasi-inverses 1'une de 1'autre entre la catégorie des S-préschémas
et la catégorie opposée & celle des _(_)_S—algébres quasi-

affines sur S
cohérentes,
I1 en résulte que se donner une structure algébrique sur un S-préschdma

. En parti-

affine T est dquivalent &4 se donner la structure correspordante sur A(T)
QS- algébres quasi-cohérentes
.F.(G) est munie d'une structure

deux morphismes de

=

“ans la catégoriec opposéde A celle des
culier, si G est un S-groupe affine sur S ,
a-dire que 1l'on

de 0 -b].gebre augmentée, c'est-
9_5--algebres

36



2% %o
€ 108 ——s B :
correspondant aux morphismes de S-schémas
WT:6xC¢ —m» G s
&y S —————i. {F .

les applications A et f vérifient les conditions suivantes (qui expriment

que G est un S-monofde) :

(HA 1) : & est co-associatif : le diagramme suivant est commutati

Id ® A
A(g) __...__..> AG) 2, A(G) R a,(e) z A(G) = A(G)

\ G} g A.(G} Ad b

(A 2) :+ A est compatible avec & : les deux composés suivants sont °
1tidentité
A Id & o
A(G) —— Alc) =, 4(c) ——— 4(G) =, O —y AIBY
Q.= =5
= =
A £E® 14 _ .
a(e) —> A(G) =, A(6) — 0. =, a(6) —— A(G) .

Profitons de la circonstance pour remarguer une fois encore qu'il résulte de la

définition d'une structure de S-groupe que pour se donner une telle structure

sur un S-schéma G affine sur S , il n'est pas nécessaire de vérifier quoi :

ce soit sur A(G),mais simplement de munir chague g(s') pour S' sau-dessus de

S d'une structure de groupe fonctorielle en S' . Cette remargue s'appligue
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wn

is mutandis aux morphismes .

‘_5_ Les groupes __Qa et 9@ - L'enneau 0 .
ol

‘;3.1_ Seit G le fonmcteur de (Seh)® dens (8ns) aéfini par

=% g 8 =r(s9)

o
muni de la structure de (Sch)-groupe définie par la structure de groupe additif

de 1'annesu r‘(s,gsj + Il est représentable par un schéma affine gue 1'on

notera G_ , et qui est donc un schéma en groupes

utatif

G = Spec Efﬁg 5

Boptfet G (S) = Ham(S,G.) = Ham,) (2[7), M (s,0)) = F (5,0 .

Pour tout préschéma S, on a donc un S—-groupe affine sur S

E"s » qQui correspond & la _gs-bigébre QS[T}, avec l'application diago-

nale et l'augmentation définies par
sont

A(T)=Trw1l + 12T _E6T=0

]

4.3.2. Soit QT le feoneteur de (Sch)o dans (Ens) défini par

IS

(8) = M(s,0,)+

dn

o ‘* £ - - - P . - . -
.QS) désigne le groupe multiplicatif des elements inversibles de
-
,_5) y muni de sa structure naturelle de (Sch)-grcupe . 11 est
SPrésentanle Par un schéma affine notsd Gt
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gm = Spec Z[T,T ~] = Spec zrz]

cu & I:i‘Z_] désigne 1'algébre du groupe Z sur l'anneau Z .« En effet

=] +*
(8) = Hom, .. (z[T,T "], T(5,0.)) 2 T(5,0,) .

Pour tout préschéma S , on a donc un S-groupe affine sur S noté

G s qui correspond & la _Qs-algébre o. [z , avec l'application diagonale

=m, =5
et l'augmentation définies par :

Alx) = x = x

fhea

€ (x)=1, x€Z .

>

P
4.3.3. Soit 0 1le foncteur G muni de sa structure de (Sch)-anneau . Il est
représenté par le schéma Spec 2 [r] que 1l'on notera 0 lorsqu'on

le considdrera comme muni de sa structure de schéma d'anneaux .

Pour tout S , on a donc un S-anneau affine sur S noté 28 .

(Nota : dans EGA II 1.7.13 , gS est noté s [7] ) .

4.4. Groupes diagonalisables .

4,4,1. La construction de _Em se généralise comme suit : soit M un groupe

commutatif et MS le S-schéma en groupes qui lui est associé par le procédé

de 4.1. Considérons le foncteur défini par

D(M)(S) = Hom - (M, G (S)) =~ Hom

groupes =m S—Gr.(MS d gn S} )

Ctest un (Sch)-groupe commutatif qui est représentable par un schéma en

groupes que 1l'on notera D(M) ; on aura donc par définition :

D(M) = E'%(Sch)-(}r.(mi » Gy)
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D(M) = Spec z (M]

3 4
%2 [M] est 1'algdbre du groupe M sur 1'anneau Z; ona
L =

T o© =memy, (2 06, .00 a6, F (5,007
,;rdéﬁnition méme de 1'algdbre 32 [m] .

4.4.2. Pour tout préschéma S on a donc un S—schéma en groupes affine sur S

pg) = D)y = Hom (o 1) e, (Mz= » &) § = Bomg . (Mg, G, s

Il est associé 2 la O,-bigébre Og [M], munie de 1'application diagonale

et de l1'augmentation définies par

Alx) = x = x et Ex)=1, x e M

4.4.3. Si f: M 3 N est un homemorphisme de groupes commutatifs, on
4éfinit de manidre évidente un morphisme de S-groupes

- 7Y
Ds(f) : Ds(lu, _ DS(M) 5
d'oh un foncteur

Dy : M+— DS(M)

de la catégorie des £roupes abdliens dans la catégorie des S—srounes affines

&r S, gque 1'on peut aussi définir comme composé du foncteur M+—) MS et

du foncte Ca T :
ur MS — Homf-Gr. (MS » & : S) - Le Ioncteur commute aux extensions

de 1z base .

——= Yase
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Un S-gzroupe isomorphe & un groupe de la forme BS{I'-';} esgt dit
diagonalisable . Notons que les éléments de M s'interpritent comme certains

caractdres de D.(M) , c'est-i-dire certains é1éments de Hom (o.M);e ) .
S --GI‘. o) ='.':1’S

S
(Confer VIII 1).

4.4.4. Donnons gquelagues exemples de groupes diagonalisables . On a d'ebord

y I

-

G2
w |
_
[

H
s
Il
—

D(E) =

G
— =m
On pose

2= D(E/FE':) ;

et on le nomme groupe des racines n-iémes de 1'unité . En effet, on a

pe_(S) = Hom (@/nz , P(5,00" = {r€ Pisg), " -1}]8

= 1 5 n k1
Le S-groupe Y s correspond & la gs- algébre 95 [T]/(T -1 ¥ e
Supposons en particulier que S soit le spectre d'un corps k de caractéristiqui

P=n. Enposant T-1= s, on trouve
k [T] /(- 1) = x [1/(sN)

ce qui montre que l'espace topologigue sous-jacent & A ok est réduit & un

’
point , l'anneau local de ce point étant la k-algdbre artiniemne k [s]] /(sp) ¥
D 1, N i : ~ &
(Dans le méme ordre d'idées, signalons gue les S-schémas ga,S 5 Em,s ’ SS son
lisses sur S, que DS(PT.) est plat sur S et qu'il est ligse sur S si et
seulement si aucune caractéristique résiduelle de S ne divise la torsion de
M) .
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'.‘_;5, Autres exemples de groupes .

.

Le procédé précédent s'applique aux "groupes classiques"
.(ﬂf'n " spn : On «++) « On définira per exemple —E-En comme représentant le

e 3
foncteur GL tel qu

& (s) = eL(n, [ (s,0)) = Autgs(gsn} .

On pourra le construire par exemple comme 1'ouvert de
Spec E[Tij] 0 & 1,315 n  défini par la fonction f = det((Tij)) » Clost-a~-
dire Spec Z [Tij’ "k

4.6. Forcteurs-modules dans la catégorie des préschémas .

Nous nous proposons d'associer & tout gs-module sur le préschéma
8§, um %—module (on Dﬁ désigne le foncteur-amneau introduit en 4.3.3,

Ceci peut se faire de deux manidres différentes . De fagon précise

Définition 4.6.1. Soit S un préschéma . Pour tout _O_'s- module F on note
v(F) et W(F) les foncteurs sur (SCh)IS définis par :

ique
V() (s') = By (F =0, , 0 ;
WFE)(s") = (s, F xgs,)

(oh Fmgs, mis pour Fxgs QS' désigne l'image inverss sur S' du

O -Module F),

Alors V(F) et W(F) sont munis de manidre évidente d'une structure
de gs—modules (on rappelle que QS(S') = (s', ES') = w(gs)(s') ), de telle
fagon que 1'on a en fait défini deux foncteurs V et W de la catégorie des
Qs"modules dans la catégorie des O,-modules, V étant contravariant et W

Covariant,

S

Nous nous restreignons dans la suite de ce paragraphe zu cas ol les

42

0.5 s ;
~s~Modules en question sont quasi-cohérents, c'est-i-dire que nous considérons




VvV et W comme des foncteurs de la catégorie @Q-Mod.q.c.) des _Qs—modules

gquasi-cohérents dans la catégorie des gs—modules

v

.

(0-Mod.q.c.) S (gs-nodj .

W

@s-md.q.c.} ——>(98-de) "

(Nota : 1le lecteur remarquera gue, dans la suite, toutes les propositions qui

ne font intervenir que le foncteur W sont valables sans cette restriction) .

Proposition 4.6.2. (i) Les foncteurs V et W commutent & 1'extension de 1.=.|._j

base : si S' est au-dessus de S et si F est un _QS—Moﬂule quagi-cohérent,

on a

vV (F = gs.) 2V(F)5, , W (F = Og ZW(F)S.

(1i) Les foncteurs V et W sont pleirement fiddles :

les applications canoniques

Hom, (P, F') —» Hom (v(z'), v(F))
- =3

Bom, (¥,7') — Hom, (W(F) , w(E"))
= 25

sont bijectives .

(iii) Les foncteurs V et W sont additifs :

V(FDF') = V(F) Xg V(F') , W (F@F') & W(F) x, WIEYY .

Les parties (i) et (iii) sont évidentes sur les définitions. Pour

43



31

nd pour S' des ouverts de S . Nous laissons la démonstration au lec-
uﬁr (pour V , utiliser EGA II. 1.7.14) .

4.5_3, On a des morphismes canoniques dans (gs—ModJ :
W (H__G_mgs(FrF') ) — M%(W(F)’ H(F') ) 3

e "W @%(F,w  EETS gmgs(v(r”), v(F) ) .

ﬁla résulte immédiatement de (i) et (ii) .

Considérons maintenant W(F) et V(F) comme des foncteurs su-dessus
“ S « On seit (BGA I1.1.7.8) que V(F) est représentable par un S-préschéma
affine sur S e 1l'on note V(F) et que 1'cn appelle fibré vectoriel défini
par F,

V) - Speo(3(F))
oh S(F) désigne 1'Algtbre symétrique du gs-module F.

Proposition 4.6.4. Soient F et F! deux _Qs-m.odules quasi-cohérents,

A une _Q_S-algébre quasi-cohérente. On a un isomorphisme fonctoriel :

HomS(Spec(A), Hom. (W(F),W(F')) ;»;,Homo (F, & m, P
=5 =5

=5
En effet, si on note S' = Spec(A), le premier membre est cano-
niquement isomorphe & H’om: (W(F),W(F')(S'), c'est-a-dire par
=3
définition &

Homgs' (W(F)Sf ? W(FIJsr) Homgsf (W(F xQS,J,W(F' EQS!))
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(ef. 4.6.2 (i)), ce qui par 4.6.2 (ii) peut aussi s'écrire

i n £ =
HomgSI (F = Ogys B ngI) = Hom., (F, - (£*(F1)))

ol on note f : S'—» § le morphisme structural. Mais, par EGA II , 1l.4.7

ona f (f¥(F')) =~ F'=® A , ce qui achéve la démonstration .
*

Corcllaire . On & un iscomorphisme canonigue

WAsF) == H_O{_"}S(S‘Dec(.&), w(F)) .

En effet, on prend F = 05 dans la formule précédente; puis

on fait varier S .

Proposition 4.6.5. Si F et F! sont deux Og-modules localement libres

de type fini, les morphismes de 4.6.3 sont des isomorphismes .

En effet, pour tout S'—3 S, ona

W(Hom. (F,F'))(8') =pr(s',Hom, (F,F')m O_.,) = Hom (Fe 0_,
L 0, Lg 0 0 T =B

s TV Dip)

S 1

Mais, par 4.6.2 (i) et (ii} , le second membre est bien isomorphe &

H_@EQS(W(F),W(F‘))(S‘) et 2 E@QS(V(F'),V(F))(S‘) .

Corollaire . Soit F un Qs—module localement libre de type fini.

v
Posons F = Hom: (F,gs) « On a des isomorphismes canonigues :
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w(?) 22 Hom, (w(F),gS) 2~ V(F)

]

V(;) oz Hom, (V(F),gs) — WLF)

On a enfin la proposition suivante :

gition 4.6.6. Scit f : F—3» F' un morphisme de Q_S—modules localement

g de rang fini . Pour que W(f): W(F) — W(F')
aut et il suffit que

soit un monomorphisme ,

identifie F localement & un facteur direct de F!.

La proposition directe est essentiellement contenue dans

ok
BGA 0.5.5.5). La proposition réciproque est pratiquement évidente.

La catégorie des G—_QS-I-Iodules .

2 Soit G un S-groupe affine sur S et P un _Q_S—Ihiodule quasi-
L 3 "

oohérent ; alors W(F) est muni d'une structure de O_-—module.
T

Définition 4.7.1. On appelle structure de G-

D Qs-module sur F une structure

a.-hc-gs-module sur W(F) . (cf. 3.2).

Un morphisme de GHQS-Modules est par définition un morphisme des
h =0_-

) modules associ€s . On peut done dire que l'on a construit la catégorie
(G-_QS-Hod.) que 1l'on vient de définir par le carré cartdsien :

(G—-QS-Mod.) e — (hG—gS—Mod.)

! l

(gtod.) ————3 (0 -Hod.)

La catégorie (G—_QS-!-Iod.} est abélienne.
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4.7.2. Se donner ure structure de G-0.-Module sur F , c'est donc par 3.2

[

se donner un marphisme de (Sc/b/s—groupes

h Aut. (W(F))
gy e -—-E-O:S

En vertu de 4.6.4 , la donnde d'un morphisme de S-foncteurs

p : ry —> End, (W(F))
=5

édquivaut & celle d'un merphisme de _Q_S--Modules

: F é{G}n F .
/- m— (o

~
Dire qus P est un morphisme de (Sch) /S—groupes équivaut alors &

dire que /1- satisfait aux axiomes suivants :

(CM 1) 1le diagramme suivant est commutatif

A

F — 5 P =, A@)
—S
/“-l l Id = &
F =, A(G) ———— F =, A(G) =, Aa) .
=5 Fr Id =5 =5

(cM 2) le composé

/u_ Idn&

F *~—>3 F =z A(G) ——> PadD, — > F
est 1'identité .

Ces axiomes (CM 1) et (CM 2) sont ceux de la structure de comodule sur

la bigébre A(G). En résumé
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on 4.7.2. La construction précédente fournit une égquivalence de la

G—{_}S modules guasi-cohérents (resp. G-QS modules) sur la

s comodules gquasi-cohdérents (resp. comodules) sur la Oy -biggbre

Supposons maintenant que G scit un gro diagonalisable , c'est-z-dire

Y = .
Fealg) = 1| Fenm0
mEM

donner un morphisme de _'E_)S -modules

Mo F —————  Foealg)

est donc équivalent 2 se donner des Q_-endomorphismes (ﬁm)m en % F,

’ ( /"‘m(x)) soit
L1l F (cela veut dire gue sur tout ouvert

tels que pour toute section x de F sur un ouvert de S

une section de la somme directe
ot méM
suffisarment petit, il n'y ait qu'un nombre fini de restrictions des /l'-lm(x)

qui soient non nulles),

Pour que AL définie par

}‘-(x) = Z /-Lm(x} B m

n€M

vrifie (CM 1) (resp. (CM 2)) il faut et il suffit que 1'on ait

Mo op = émm, Yot , (resp. 2> S = 1D

o mEM 3
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gL

ce gui signifie que les M- sent des projecteurs deux a2 deux crthogonaux de
m

somme 1l'identité . On a donc prouvé

Proposition 4.7.3. Si G = D_ (M)

des G-O -modules guasi-cchérents (resp. des G—gs—modules) est dquivalente & la :

catégorie des %—Hodules quasi-cohérents (resp. des gs-modules} gredués de
type M.

.
Remarque : si F est muni d'ure structure de _QS-algg‘ bre conservée par les opé-="~

rations de G , alors la graduation de G est une graduation d'algébre . Plus
précisément :

Le foncteur A }—) Spec A induit une équivalence entre la catégorie des

gs-alg‘ebres gquasi-cohérentes gradudes de type M et la catégorie opposée a

celle des S-schémas affines sur S & S-gschéma en groupes d'opérateurs
¢ = () .

Proposition 4.7.4. Soit G un S-groupe diagonalisable. Si D-;Fl—;F2-9F3—90 es

une suite exacte de ngs—undules quasi-cohérents qui se scinde comme suite

gs—modules, alors elle se scinde également comme suite de G—gs—modules.

En effet chacun des F, est gradué par des (Fi)m et pour chaque

mE€ M la guite
0 (F,r,m — (Fe)m (Fj)m 0

de Qs—modules est scindée. La proposition précédente entraine alors le

résultat.
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S vy

’t C une catégorie , G un _@—groupe s O un C-anneau et F un
Hom (G",F) , C™G,F) = Hom (¢",F) , n30 ,

ot n0° est 1'objet final e . Alors C (¢,F) (resp. C%(G,F)) est muni de
bre évidente d'une structure de O-module (resp. de M (0)-module) et on a

e Me™e,F) , c™Ee,p(s) = c™G.,F)

Eg2 g

Se donrer un élément de Cn(g‘,_ﬁl}, c'est se donner pour chaque S € 0b(C)
une n-cochaine de G(S) dans F(S) , fonctoriellement en S . L'opérateur bord
n 2l -
9 : ¢™(e(s),E(s)) — ¢™(c(s),E(8))
qui, reppelons-le, est donné per la formule

i:ﬂ
a f -aw \I = L \ . H .w -
(g, Eor) = &gy eeing ) + E (=1) (g re18,8, 10008,)
i=1

=1

+ (*1) f(gqxo"rgn} »

o8t forctoriel en S et d4finit donc un homomorphisme

+ On a donc défini un complexe de groupes sbéliens (et mBme
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*
de [ (0)-modules) noté C (G,F) . On définit de la méme mani®re le complexe de
- *
O-modules C (G,F) et on a:

Clen =reter ) - |

n o~ :
On note H (G,F) (resp. E (G,F)) les groupes (resp. les C-groupes) d'homologig
du complexe C (G,F) (resp. C (G,F) ) .

On a en particulier
e} G o - G
B (gF) = - E(GE) = ME .

Nous nous proposons maintenant de montrer que les foncteurs _ﬂ'n (resp. Hn)
sont bien les foncteurs dérivés de 15_0 (resp. HO} . Soit P un O-module ;
considérons 1'objet Hom(G,P) de 6: . On peut le munir d'une structure de

G-O-mcdule en faisant opérer G sur le premier facteur et O sur le second .

De maniire précise on a Hom@,i) (8) = HomS G ,_.'ES), et on fait opérer g 6&(3
et a €0(S) par les formules:

(gf)(x) = £(xg) , (af)(x) = aflx), xeg(s).

Soit maintenant F un G-O-module ; notons E(F) 1'cbjet Hom(G,F) muni de
structure de G-O-module précédente . Il existe un morphisme de G-O-module

-’M'F: F — B(®)

défini de la maniére suivante : & toute fléche S'-—» S" de C , il faut associe
de manidre fornctorielle une application de F(S') dans 1'ensemble Hom(G(S'),E(
pour ce faire , on associe 2 tout f € F(S') 1'application kf définie par
kf(g) =g f . On vérifie aussitdt que Fp est bien compatible avec les st

tures de G-O-modules et que c'est méme un monomorphisme .
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-gi'tion 5.2.1, Supposons G représentable. Les foncteurs Hntg, )

- H"(G, )) sont les foncteurs dérivés du foncteur exact 2 gauche Ho(g, )

H°(G, )) sur la catégorie des G-Q-modules.

. En vertu des résultats généraux bien connus, il suffit de vérifier que
ig“(g, ) (resp. gn(g, ) ) forment un foncteur cohomologique effacable en
sinns) 0. Or gn(g, ) considéré comme foncteur sur (Q-S-Mod.) A
waleurs dans la catégorie des complexes de (E—Hod) est exact . Ceci montre que
1.. En(ﬁs ) forment bien un foncteur cohemologique . Comme le foncteur [
-.lt:'eza.c‘t , il en est de mBme pour les Hn(g, ) . Il nous suffira maintenant de
-&;I:ntrer

5.2.2. Pour tout P € Ob(0-Mod.) , on a :
H'(G, Hom(G,B)) = 0 , E*(gBom(GP)) = O, n> 0.

'Il nous suffit de démontrer que g*(g,ﬁ;.m(g,gj} et c*(,c_;,ﬂ;-m(g,g)) sont
beamotopiquement trivisux en dimensions » O , Il suffit mBme de le faire pour
le second , le résultat correspondant pour le premier s'en déduisant par change-
ment de base . Or on a l'opérateur d'homotepie suivant :

s T (g1r52 yres gn}(g) = 2LEy go’gl"'.’gn)(e)

o4 e désigne 1'€lément unité de G(S) et f une (n+l)=cochaine de G(s) dans

Eom(G,P) (s) .

5.3, Cohomolag;e des G—-—_Qs-modules i

Seient S un préschéma , G un S-groupe affine sur S et F un

0".".3.5-:11(:611.11.3 quasi-cohérent . On définit les groupes de cohemologie de G &

veleurs dans F par
n T m
B'(6,F) = E'(n,W(F)) .

(Pour 164 notations, ef. 4.6 )
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Vu la proposition 4.6.4 , cette cohomologie se caleule de la fagon suivante :
Ny o p— ’
H'{G,F) est le n—ikms groupe d'homologie du complexe ¢"'(G,F) défini comme suit,

L

c™(G,F) = T8 (8, CG,F)) & c" (G,F) = F @Mé_(g ;

n fois
si f (resp. ai) est une section de F (resp. de A(G)) sur un ouvert de

S, on a

d (f » o R an) - ,uTif) e A, ... ®2

i=n

i :
+ i§= (-1 E®31®'“®aai®"°®an_

+ '(—1)n+1 fea @2, .... ga ®1,

o1 /“F : F —> F® A(G) et A : A(G) —> A(G) ® A(G) décrivent la
structure de comodule de F . Remarquons en passant que la cohomologie de
¢ a valeurs dans F ne dépend donc que de la structure de comodule

de F , et en particulier que de la structure de S-monofde de G .
On a en particulier

#°(e,F) = G, P

G

oi F~ , le faisceau des invariants de F , est défini comme le faisceau

dont les sections sur l'ouvert U de S sont des sections de F sur
U dont l'image inverse dans tout S' au-dessus de U est invariante

par G(8')
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2me 5.3-1. Scient S un schéma affine , & un

_ S-groupe affine et
$eur S . Les foncteurs ¥e, )

sont les foncteurs dérivés de
) sur la catégorie des G-Og-modules guasi-cohérents.

Comme S est affine, et comme G est affine et plat, on voit

#* :
3t6t que C (6, ) est bien un foncteur exact sur la catégorie précé-

I1 ne reste plus qu'ad construire pour tout F un monomorphisme de
dans un G-O.-module E(F) tel que H'(G,E(F)) = 0, n > 0. Or consi-
dérons E(F) = A(G) ® F muni de la structure de G-Qs-module définie
celle de A(G). Considérons 1'homomorphisme canonique /U'F : F —>» E(F)
{taxfiome (CM 1) de 4.7.2 dit exactement que /(.LF est un morphisme de

G -modules. Il suffit de remarquer maintenant que 1'image de ,(J-F par
zcl:'fbncteur W n'est autre que l'effacement /U'W(F) : W(F) —> EW(F))

3 1ni dans 5.2 (comparer avec le corollaire 1 2 la proposition 4.6.4).

-

&

Remargquons maintenant que 1l'axiome (CM 2) montre que considéré

comme gs—module , F est un facteur direct de E(F) . Cela entraine :

Proposition 5.3.2. Soient § un schéma affine et G wun S-groupe affine

‘et plat, Supposons que toute suite exacte de G—gs—modules quasi-cohérents

00— Fl — F, = F, —> O qui se scinde comme suite de 0,-modules se scinde

= n
‘Element comme suite de G-gs-modules. Les foncteurs H (G, ), n > 0,

sont nuls (ou ce qui revient au méme, le foncteur HO(G, ) est exact).

En effet, d'aprés l'hypothdse, la suite 0 — F — E(F) > E(F)/F0

e8t scindée ; F est donc facteur direct dans E(F) , or la cohomologie

de ce dernier est nulle.

On tire immédiatement de 1A et de la proposition 4.7.4:

54



Théoréme 5.3.3. Soient S5 un schéma affine et G un S-groupe diagC-

nalisable. Pour tout G-QOcmodule quasi-cohérent F , on a
1#*G,F) =0, n >0 .

Remarque . La proposition 5.3.2 reste valable, lorsque G n'est pas né-
cessairement plat sur S ; la démonstration fait alors appel & la cohomo-

logie relative.
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FIBRES TANGENTS - ALGEBRES DE LIE

par M. DEMAZURE

Nous nous proposons dans cet exposé de construire 1l'analogue en théorie
émas des fibrés tsngents et algdbres de Lie de la théorie classiqus.

a cependant utile de ne pas se restreindre aux préschémas proprement

+ Comme il 2 été annoncé dans 1'exposé précédent I 1.1, nous iden-

'.)
7"Eﬂ;:n:n:ua un préschéma avec le foncteur qui lui est associé
N D'un autre c®té, les constructions exposdes ci-aprés dépassent le

'de la théorie des schémas. Elles sont également wvalsables, par exemple,

T _ﬂforie des gspaces analytiques avec éldments nilpotents, modulo quelgues
Mifications de détail.

: Avant de commencer cette construction, il nous faut poser gquelques
_; tions générales qui compldtent celles de T 1.7.

]
« les foncteurs Homz/s

nons les notations de I 1.1.

(x,1) .

On identifie la catégorie C 2 une sous-

P
tégorie pleine de € = Hom(C®, (Ens)) (en particulier on supprime les souli-

P
nts qui nous permettaient de distinguer graphiquement un objet de C d'un
“Jet de C )
LY, z ,

~
Considérons la situation suivante : guatre objets de C , notés
le premier étant en fait un objet de G,

Xet¥Y au-dessusde 2,
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Z sau-dessus de S :

2

A
$
S -
V. 5 .
Définissons alors un objet de < noté Hom E/S('\I""'ﬁ par
do
B_a-;-;z/s(x,\:) (s") = HoszT(xS, s Yg)

Cn voit aussit®dt que Hom /S(X,Y) n'est autre que lu mnyg-objet de Hom (X,Y)

formé des morphismes compatibles avec Py et Py » 'ost-3-dire le noyau du

couple de morphismes

@S(K,Y) = Eon (X,2)

définis, le premier par la composition avec Dy , 1o nocond comme étant le mo

phisme constant dont "1'image" est Py - I1 résults (e 1a définition que 1l'on

a des isomorphismes

31 - S 1 .
BomS(S',HomZ/S(X,Y)) o=z Homz(K xSs , Y1)

o L Y%
— Homz (z XS s ¥ -"“:E_'tﬂ:-.: [: X, Y})
e ] Hcm,_( X, Hom.,\. x g1 )
Z —k il e
Notons en passant que les deux derniers iscmorphisicn ase prolongent au cas ol
S' n'est pluaz dans C par le procédé indiqué en 1 1.7.1.

Signalons deux cas particuliers de la d&tTinition .

(X, Y = H
Hcms/s.}[,_) r-oms(X,Y) .
D'autre part, on pose

¥ = Hom, L (3,Y .

2/s
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fanc par définition

»

TT v (s =r /2,
z/s

Notons également que 1l'on a un isomorphisme

Bom, /s (X,¥) =2 BHomy, (X, Yx, X) = TT ¥x, X ,

; s °

lonne en particulier pour 2 = S un isomorphisme

Hom (X,Y) == TT .

s =

Une dernifre remarque : le foncteur Ya.y Homz/s(K,Y) commute au

duit au sens suivant : on a un isomorphisme fonctoriel

1 { 1
Hom, ;S(X » Y x, ¥ ) 2= Homz/s\X,'I') g Homg/s(X,Y ) .

[1 en ~ésulte quz si Y est un Z-groupe , resp. un Z-anneau,... alors

) s(x,Y) est un S-groupe, resp. un S-anncau,... .

¥ ‘

2e. Los préschémas IS(M—) "

peilin tion 2.1.

Soient S5 un préschéms et M un Og-module quasi-cohérent.

DQS(I-E) la _(_}S-algébre quasi-cohdérente 25 @ M (o M est consi-

foomme un idéal de carrd nul) . On note IS{I'I) le S-schéma

Spec Do (M) .

iculier on note Dgs = DQS @S‘J y Ig = IS(QS} et on les nomme respec-
ivement algibre des nombres duaux sur §

et schéma des nombres duaux sur S.

Alors M IS(M) est un foncteur contravariant de la catégorie des

g~T dules quasi-cohérents dans celle des S-préschémas . En particulier les

et M —> 0 définissent respectivement le morphiame

)—— I_(0) = S et une section é,ﬁ de celui-ci gue 1'on
wd

&
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D'autre part 0(S) = r‘{s,gﬁ) est un ensemble d'opérateurs du
module M , donc du S-préschéma IS(M} et les opérations de E(S) commu~
tent aux S-morphismes IS(M)-—a IS(M‘) provenant de morphismes M'—>» M
par la fonctorialité précédente; en particulier ces opérations conservent la

section zéro de IS(M} g

La formation des IS(M) commute & 1l'extension de la base : on a des

isomorphismes cancnigues

(I.0)., == I, M=, 0O) -
EYYrE S oy =S

Soient maintenant M et N deux Qs-modules quasi-cohérents . Le

diagramme commutatif

M @ X
i N
M N

~.

définit un diagramme commutatif de S-schémas

A

(%) I () 1w

ENS/ENI

Proposition 2.2. Pour tout S-préschéma X , le disgramme de foncteurs au-

M @ N

dessus de S obtenu en sppliguant le foncteur Hom ( - ,X) zu diagramme (%)
est cartésien :
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Hon (1M @ N),X)

s

Hom (I (M), X) Hom (I (N),X)
N v
Hom (S,X) = X .

vérifier que pour tout S' —3 S, le diagramme d'ensembles obtenu en
la valeur des foncteurs sur S' est cartésien . Comme la formation de
~ i~ commute & 1'extension de 1a base au sens explicité plus haut, il suffit
-faire pour S5' =S, donc de vérifier que le diagramme d'ensembles sui-
nt est cartésien :

1t @ W) )

v N\

x( 1,00 ) x( 1,0 )
X CNA /K(EH)
x(s) :

o

Ty o x € X(S) , il résulte de (SGA 1 IIT 5.1) que X( EH)_1(x) est iscmorphe,
notoriellement en M, 2

% 1
Hcmgs(x (ﬂx/s)’ M) |,

.nl

== x/s désigne le faisceau des différentielles relatives de X par rapport
8 . Or ce dernier foncteur (en M) transforme évidemment une somme directe

Qﬁ-modules en le produit des ensembles correspondant, d'ou le résultat .

8i M est libre de type fini, le forcteur Hom (IS(H),X) est
he (comme foncteur au-dessus de X) A un produit fini (au-dessus de X)

28 de E'%S(IS sX) .
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lota . Il résulte de la démonstration de la proposition gue nom (Iq,x) est

isomorphe comme X-foncteur & V(_—Q_;{/S) (I 4.6.1) donc représentable

g
par le fibré vectoriel E(QX/S} "

3. Le fibré tangent, la condition () .

Dans ce paragraphe, sauf notification contraire, les lettres

M, M', N ... désigneront toujours des Qs-modules libres de type fini (c'est-
dire isomorphes & une somme directe finie de copies de 0_) .

=g
Nous utiliserons sysiématiquement les identifications justifides d
l'exposé I ; clest ainsi que nous dirons "foncteur au-dessus de S" pour
désigner indifféremment un foncteur muni d'un morphisme dans S ( =h ) ou
un foreteur sur la catégorie des objets au-dessus de S « On dira de méme

"foncteur en groupes au-dessus de S " ...

Définition 3.1. Soient S un préschéma et M un _Qs—module libre de type

fini . Soit X un foncteur su-dessus de S5 . On appelle Tibré tangent & X

au-dessus de S5 relativement au _Os—module M et on note TX/S(H} le
S-foncteur

Tx/s(”) = Hom (1 (M), X ) .

En particulier, on appelle fibré tangent & X au-dessus de S gt on note
T
x/s le foncteur

Tys = TxisQ) = EHom(ig, X) .

Alors My TK/S(M) est un foncteur covariant de la catégorie des
gs-modules libres de type fini dans la catégorie des S-=foncteurs . En parti-
culier les morphismes O —=3 M et M —3 0 définisssnt respectivement un

S—-morphisme
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TX/S(H) ——y: TX/S(OJ o~ X

b section de celui-ci appelée section zéro .

I1 résulte de ceci que H;-_.).TX/S(MJ est un foncteur covariant de

Matégorie des QS-modules libres de type fini dans celle des foncteurs au—

§s de X . En particulier O0(S) est un ensemble d'opérateurs du
P teur TX,/S(M} qui respecte "la fonctorialitd em M " .
s
3
gioition 3.2. Soit u € X(8) = Hom,(S,X) = M (X/S) . On aprelle espace

n{;‘ 4 X au-dessus de S au point u relativement 3% M , et on note

*(M) , le S-foncteur obtenu & partir du X-foncteur TX/S(H) par image

waiproque par le morphisme u : S— X .

LZ,S(H) — T,

l J

S _——_—E————,g. X

iculier Lu}{/S('QS) est noté L;/S . Clest l'espace tangent & X au-

.....

ong immédiatement 1la

fI0POsi tion 3.3. Si X est représentable par un S-préschéma noté X ,

1 T u . . & " m

= I/S(H) et LX/S (M) sont représentables . BEn paitlculler T2/s et
X/s- nt représentebles par des fibrés vectoriels gsur X et sur S qui

o _respectivement Hf-ﬂ-}‘

Ys) et YOt @z) .

.‘.'_'i.'

8uffit dvidemment de démontrer la proposition pour T. (M) , les résultats
1 x/s

Ogues pour L;,/S(M) s'en déduisant par image réciproque . D'aprés 2.2 ’

Olleire, i1 guffit méme de le faire pour T

dtra

x/s ? et en ce cas, elle n'est
o]
Qe la remarque signalde en note aprds 2.2.

I1 ¥sulte de cette proposition une descripticn particulidrement

L . ¥ 2 I 1 _ 2
le dy fibré vectoriel représentant LX}'S : l'image de la section u de X

62



sur S est localement fermée, donc définie par un idéal quasi-cohérent m dly
préachéma irduit sur un ouvert de X . Le quotient r_:-./_n_l_a reut 2tre considéré
comme un module guasi-cohérent sur S . C'est celui=-ci qui définit le fibré

vectoriel cherché . Soit par exemple X un préschéma algébrigue sur un coIrps
¥ et u un point de X rationnel sur X . Alors L;/k =V(t) o1 t est

le k-espace vectoriel tangent de Zariski de 1'anneau local QX o’
3

Cette parenthdse fermée, revenons & la situation générale. Rema:quona‘?

d'abord gue LX/S (M) est un foncteur covariant de la catégorie des gs~mdules.
ibres de type fini dans celle des foncteurs au-dessus de S . En partlculler

0(S) est un gnsemble d'opérateurs du S-foncteur LX/S (M) qui respecte la

fonctorialité en M .

Proposition 3.4. La formation de TK,/S(M) et L)I,/S(M} commute & 1'extension
de la base : soit S' un préschéma au-degsus de S , on a des isomorphismes

forotoriels en M

Ty e 90y (g g s

Luxs|'/8'(m nQS,) —"“-"—:;.(L;/s(ﬁ) )S’ 4 TE (u)S‘ .

Cela résulte immédiatement du fait que les Hom commutent a 1'extens

de la base.

] - - L
Corolliaire Le X-foncteur TX/S(H) (resp le S-foncteur J(/S(M)) est

naturellement d'une structure d'objet & opérateurs gx (resp. 93), cette

structure étant fonctorielle en M .

Montrons-le d'abord pour fo (M) . Pour chaque S' au=-dessus de

—s‘
vérifie que cette opération est fonctorielle en S' ; elle munit donc comme

8 S(S') opere sur Mg O donc sur “:S /S‘(M E—S‘) = LX/S(H} ; or on,

annoncé L;/S(M) d'une structure de foncteur & opérateurs ES W

63



51

Pour TX/S(H) c'est un peu plus compliqué, Il faut munir chaque
'(xu) (X' eau-dessus de X) d'une structure d'ensemble & ensemble d'opé-

'o(X‘) de meniére fonctorielle en X' . Pour cela on construit le die-

:_.__;I‘-;..xx- dénote X3 X' et f' la section de XX’ sur X' définie par

1 X'— X .

Ce diagramme montre que (Ty (M), (X') s'identifie a L‘l{x (K1)
= r

opdre O(X'). Tl ne reste plus qu'a vérifier que cette construction est

onctorielle en X' , ce qui se fait sans difficulté,

Les isomorphismes de la proposition précédente sont alors par cons-—

wotion des isomorphismes pour les structures de O, -objets, resp.

=Xg

Rladition 3.5. Scient S un préschéma et X un S-foncteur . On dit que
® Xérifie la condition (E) relativement A 5 si,pour tout S' au-dessus

S gt tous O ,-Modules libres de type fini M et N, le diagramme
i ‘._L'_..'

X(IS'(M @ W)

x(IS,(M}} X(Ig, (W)
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obtenu en sppliguant X au disersmme (*) défini dans 2.1, est cartésien .

"

3.5.1. I1 revient au m2me de dire que le foncteur E*.;,TPK/QQEJ transforme

sommes directes de Qs—modules litres de tyvpe fini en produits de X-foncteurs,

La proposition 2.2 montre gue tout foncteur représentable vérifie la condi-

tion (E) . Si X wvérifie la condition (E) par rapport 2 § , le fonc-
teur Mjp—> ijs(ﬂ) commutant au produit transforme groupes en groupes. En

particulier TXXS(M) est un X—groupe commutatif. Pour la méme raison, L;!S(_

est un S-groupe commutatif,

Proposition 3.6. Si X/S yérifie (B) , la structure de groupe abélien sur

‘L.El ' - . A .
TX/S(M) (resp HfS(H) ) et 1'opération de EX (resp ES) munissent TXVS(M)

(resp. I%;E(M) ) d'une structure de Oy -module (resp. Oy -module 5

L'opération de Qg (resp. QS) est fonctorielle en M ; elle res-
pecte donc la structure de groupe abélien qui est déduite par fonctoria-

1ité de celle de M,

Remargue . Si X est représentable, auquel cas, d'une part il vérifie () ,
d'autre part TXVS et L;/S sont représentables par des fibrés vectoriels:

les lois précédentes sont les mlmes que celles qui se déduisent des structures

de fibré vectoriel (cf. I 4.6)

Proposition 3.4. bis . 8Si X viérifie la condition (B) par ropport & S ,

alors X, vérifie 12 condition (E) par raspport & S' et les isomcrphismes

de 3.4 respectent les structures de QK -modules., resp. de Qsl-mcdules.
— =X, =

Sans commentaires.

Abréviation : au lieu de dire " X vérifie la condition (E) par rapport 2

S ", on dira parfois "X/S yérifie la conditicn E" .
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tion 3.7. Les foncteurs TX/S(M) et LJ'V (M) sont fonctoriels en X :

_= X=—>X' est un S-morphisme, on a des di ammes commutatifs

TX/S(M} —T-(f—)—} Tri/s(® L;/S(M) —-i(i)_., LTy

’ ! NS

T X!

"g par rapport 2 M et du fait que TX/S(O) = X

le carré ci-dessus est cartésien lorsque f est une immersion

» Plus généralement lorsque f est &tale . TI1 définit en général un

‘ﬁ, dtion 3.7. bis . Si X et X' vérifient (E) par rapport & S, alors

cﬂ)-—-) {TX'/S(M))K (zesp. Lx/s(lﬂ — LJ{'/S{FW ) est un morphisme

L 'ﬁr

h_;mlllﬁé resp. de gs-meaules)

Résulte de 1a proposition 3.7 par fonctorialité en M.

RP0Bition 3.8, Scient X et ¥

deux foncteurs au-dessus de S . Cn a des
IDhismes fonctoriels en M :

T M) ==y 1 ) 3 T (N

X x ¥/s¢ x/sW o xg Ty () >
L(U;V} (M) ~F y 4 () VY far

X xg ¥/sY > Lystioxg “y/gV
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Evident sur les définitiomns.

Remarquons gque le premier isomorphisme peut aussi s'interpréter

comme un isomorphisme de XxY-foncteurs

Tyrr/sM) =5 (T 00 xp (D)) x, 0 (7 /() xy(2aT))

Corollaire . Si X/S est muni d'une structure alsébrigue définie par produitg

cartésiens finis, alors TX/S(M) est muni d'une structure de mBme espéce et la
projection T)C/S(M) —> ¥ est un morphisme de cette espdce de structure

Proposition 3.8.bis . Si X et Y satisfont & la condition (E) par rapport

A S, alors X Zg Y y satisfait sussi et les isomorphismes de 3.8  respe

tent les structures de modules .

Pour énoncer commodément les propriétés qui vont suivre, introduiso
la terminologie suivante : un H-ensemble est un ensemble muni d'une loi de
composition & unité bilatdre; un H-objet dans une catégorie C se définit
de la meniére habituelle : c'est donc un objet X de C , muni d'un morphisme
Xx X —>X tel qu'il existe une section de X (au-dessus de 1'objet final)
possédant les propriétés d'une unité bilatdre. Tout (-monoide, en particu-
lier tout C-groupe est donc un C-H-objet . En particulier, un H-objet de
la catégorie des foncteurs au-dessus du préschéma S sera appelé S-H-foncte
Si X est un S-H-foncteur, alors TX/S(M) est un S-H-foncteur , et si on

note

Lie(X/s,M)

Il

Lys™ .
Lie(X/s)

Lie(%/8,0.) .

ou e désigne la section unité de X , alors Lie(X/S,M) est lui aussi un
S-H-foncteur .
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eion 3.0. Soit X un S-B-foncteur vérifiant (E) par repport & S .
_ de S-H—foncteur de Lie(X/S,M) provenant de celle de X cofncide

& gtructure de S-groupe définie en 3.5.1.

te de ce qu'on a dit plus haut que Lie(X/S,M) est un H-objet dans la

0_-modules . La proposition résultera alors du lemme suivant :

y 571

ed s de 8

yol

® 3.10. Soit C une catégorie . Scit G un H-objet dans la catégorie
¢ objets ; G est donc un C-H-objet (dont: nous ncterons la loi de
Bopition f : G x G —> G) muni d'un morphisme de C-H-objets

o Jo

Y
]

s 0 x G —» G . Alors T =h et f est commutative .

wenant les valeurs des foncteurs sur un argument varisble, on se raméne &
pgnidre habituelle & vérifier le lemme lorsque C est la catégorie des en-
Bles . On a donc un ensemble G et deux applications f, h: Gx G — G
h(f(x,y),f(z,t)) = £f(h(x,2z),h(y,t) . On a d'autre part deux &lé-
‘de G,soient e et u,avec f(e,x) = £f(x,e) =x , h(u,x) = hix,un) =x.

it d'abord que

n(f(u,y),£(x,u)) = h(f(x,v),f(n,y)) = £(x,y) .
iculier , pour y = e , on obtient

x = f(x,e) = n(f(u,e),f(x,u)) = hlu,£lx,u)) = flx,u) ,
o en reportant dans 1'égalité originelle

£(x,y) = nlx,y) = nly,x) .

gOrollaire 1 . 8i X est un S-H-foncteur vérifiant (E) par rspport & S,

Lout &lément de X(IS(MJJ qui se projette sur l'élément unité de X(S)

88t inversible,

llaire 2 . Si X est un S-monoide vérifiant (B) per rspport & S ,
lément de X(IS(M)] est inversible si et seulement si son image dans X(S)

dlest.
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Corollaire 3 « Si X est un S-groupe vérifiant (E), per rapport & S

la
leg

deux lois de S-groupe sur Lie(X/S,M) coincident .

Avant de tirer d‘*autres conséquences de la proposition précédente,

démontrons un autre résultat de fonctorialité :

Proposition 3.11. Dans la situation du paragrephe 1 , on & un isomorphisme

fonctoriel en M

(M) > Hom

/ }\I\' i
THomL/S(K,Y)/S Hom, /s (X, Ty /g (1))

Cela résulte immédiatement des définitions, compte tenu de 1'isomorphisme

- ot - -
Hom . (T, HamZ/S(X,Y} ) = Homz/s(x, Hcmz(&xs T,Y)

Corollaire 1 . Si Y/Z vérifie (8) , alors Homz/six,r)fs vérifie (E)

1'isomorphisme de 3.11 respecte les structures de modules .

Corollaire 2 . On a un isomorphisme fonctoriel en M

Toop (x,7)/sM) = Homg (% Tyys0)

si Y/s vérifie (B) , alors Hom (X,Y)/S wérifie (8) et 1'isomorphisme

précédent respecte les structures de O-modules au=dessus de HcmE(X_VW

t Bl s

Corollaire 3 . On a un isomorphisme fonctoriel en M

L;:ﬂs(X,Y)/S (I‘ﬂ = H—OE""‘Y/JS(X’ TY/’S(M:‘ )

oh X est considéré comme foncteur au-dessus de Y par 1'intermédiaire de

wX 3 Y.

69



4 . On a un isomorphisme fonctoriel en M

'(EndS(X)/S,M) ot [ | T .M .
Lie e _){/s X/S

Nous allons maintenant interpréter géométriquement la définition du
Nbrg tengent . Soit T un préschéma au-dessus de S ; on a des isomorphismes

dpetoriels en M

Ty/sM) (T) == Homy(T,2,,(M)) = Homg(T,Hom (1 (1),%))

= Homg, (IS(M) ,Hom(T,X)) = TE%(T,X)/S m)(s) =5 HOEIS(M) (TIS (1) X—_[S&_i})

rticulier le morphisme M ——> 0 donne un disgramme commutstif

HcmS(T,TX/S(M)) > Homls () (TIS (1) ? xIS (1) )

Homs (T ,X) identité > Homs (T, %)

¥'1a premidre fliche verticale est obtenue par la projection TX/S{M) =5 X,

1a ssconde par le changement de base Sg....)IS M) . EBEn conséquence :

position 3.12, Seit T au-dessus de. X par ho= T—> X . L'ensemble

._(T'Tx/s“‘” )

g'identifie & 1'ensemble des IS(M)-moggh—i.mes de T, () dans
)

(orollaire , L'ensemble

r® (TX/S(M)/K} s'identifie 3 1'ensemble des
(K)-&nigm&% K () Qui induisent 1'identité sur X .
S

Remarquons maintenant que ce dernier ensemble s'identifie dgalement
Par les isomorphismes précédents & Lie(Bnd (X)/S,M)(S) . Si X/S vérifie ® ,
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alers EndE(X}/S vérifie (B) (prop. 3.11 , cor. 2) . Appliquant 3.10 ,

cor. 2 et 3.9 , on en déduit la

Proposition 3.13. Si X/s wvérifie (E) , tout IS(M)—endomorphisme de

gui induit 1'identité sur X est un automorphisme . lLe groupe
5 (1) e

I"‘(TX/S(M)/K) s'identifie au groupe de ces automorphismes .

Corollaire 1 . Soit u: X—»Y un S-iscmorphisme , Y/S5 vérifiant () .

—

Tout IS(M)—mOthsme de X; () dans Y, () gqui prolonge u est un isomor-
phisme . & 8 3

Corollaire 2 . Soit ue IsomS(X,Y} , Y/S vérifiant (E) . Le monomo

Isem (X,Y) — Hom, (X,¥) induit un isomorphisme

n

Lt oom (1,7)/sH) =5 L om (x,7)/s%
Laon, Hom,

Corollaire 2 . Soit u & Aut,_,f){) § X/S vérifiant (E} . Le moncmorphisme
(=)

Aut_(X) —» BEnd (X) induit un isomorphisme A (M) = 12 (M) .
=218 =5 Aut_(X)/s End_(X)/s 4

En particulier, on a

Lie(AutE(X)/S,M)(S)f% Lie(_ELds{x)/s,n)(s)“_‘} g/rs (TK/S(M)). ]

3.14. Supposons pour terminer X représentable. On a vu gu'une section de

T au-dessus de X s'identifie & un Is-automorphisme de XI induisant

X/s &
1tidentité sur X. Or XI et X ont le méme espace topologigue sous-
S
jacent, les faisceaux d'anneaux correspondants étant DO et QX' Il en
=X

résulte aussitdt qu'un automorphisme infinitdsimal de X s'identifie &
une dérivation du faisceau d'anneaux 0O, au-dessus du faisceau 0Og. On

a donc Tabriqué un isomorphisme
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(T d 0 2% Dergs Q)

de 3.13 , respecte les structures de groupes (et méme de
odulea} ce qui redonne 1l'interprétation classique des champs de wvecteurs

snts en termes de dérivations du faisceam structural. Remarguons d'ailleurs

' r‘ (TX/S/X) est égal 2 HO(X, E’X/S) ou % x/s est le dual de—ﬂ.;'_/s =

ace tangent 3 un groupe . Algdbres de Lie .

, Soit G un foncteur en groupes au-dessus de S . On a vu que TG,/S{M}
i.ia{G/S,M) sont d¢s lors munis de structures de groupes au-dessus de S .
g des morphismes de groupes (3.1)

Lie(G/S,t) — = T_, (M) —=— ¢ :
s

QB =

ar définition i est un isomorphisme de Lie(G/S) sur le noyaude p et s
ost uno section de p . Il résulte alorsde I 2.3.7 que cette suite de
.. mmes permet d'identifier TG/S (M) eu produit semi-direct de G par
';(‘GfS,MJ. L'opération correspondante de G sur Lie(G/S,M) est notée Ad et
'qu.léa représentation adjointe de G ; on a donc par définition

.

Fat Ad(x) X = i‘lis(x}i(x)s(x}“l) y x €a(s") , X é&rie(c/s,m)(s') .
1 G est commutatif, alors TG;’S(M) l'est aussi et Ad(x)X = X,

8i G et H sont deux forcteurs en groupes au-dessus de S et si

£1 0 wH eost un morphisme de groupes , il s'en déduit par fonctorialitéd un

te de suites exactes compatible avec les sections canonigues :

1 —» Lie(g/s,M) — TG/S(M) y G » 1
10e) | o) | : |
+
1 — s Lie(H/S,M) —= TH/S(M) 5 ¥ § X ;
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L(f) que l'on notera également Lie(f) est le morphisme dérivé de f

Proposition 4.1.1. Soit g € G(S) . Alors ad(g) : Lie(G/S,M) — Lie(G/S,M)

est le morphisme dérivé de Int(g) : 6 —> G .

En effet Ad(g}X = i-l(Int(g}i(X)) y ce qui n'est autre gue LEInt(g))(K) par

la définition m8me du morphisme dérivé

™

Corollaire . Supposons gque G/S vérifie (E) . Alors on sait (3.10 cor.1)

que la structure de groupe de Lie(G/S,M) définie comme plus haut n'est autre
que la structure induite par sa structure de gs—module (définie grice
(®)) .

Il résulte de la proposition précddente que les Ad (g) respectent la structure,
de O_-module de Lie(G/S,M) :

Ad: G —> &ut_:s_mod.(La.e(G/S,M))
autrement dit que Ad est unc représentation lindaire de G dans le

Os,-module Lie(G/S,M) .

Remargues 1) Pour que C—/S vérifie (E) , 11 faut et il suffit gque pour tout!
couple (M,N) de Qs-modules libres de type fini , le diagramme

Lie (6/5, M@®N)

N\

Lie(G/s,M) Lie(G/S,N)

pd

.?ijé(s/s,o) =3

obtenu en appliquant le foncteur Lie(G/S,) au diagramme (*) de 2.1 , soit
cartésien .

2) si G/S vérifie (E) , le morphisme dérivé de la loi de groupe

T: Gxg G —> G n'est autre que la loi d'addition dans Lie(G/S,M) .
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fa : 1T n'est pas un morphisme de groupes, mais 77 (e,e) = e , ce qui
it pour définir L(T) (ef. 3.7)) .

Etudions meintenant 1'ensemble [° (TG/S(H)/G) . Notons d'sbord que
[ 3 un isomorphisme

r (TG/S(I-E)/G) €= Hom(G,Lie(G/S,M))

de la manidre suivante : & f : G — Lie(G/S,M) , on associe la section

= — TG/S(h} telle que

s.(g) = i(f(e)) s(e), scc(s), s'€s.

- h un automorphisme du foncteur G au~dessus de S , ne respectant pas

.,,‘_g_imment la gtructure de groupe . A toute section t de TG/S(M) s On

“associer h(t) définie par transport de structure : c'est par exemple

_n;lle section de TG/S(M) rendant commutatif le diagramme

_t_._) 2. /S(M)

h l T(h)l
G — TG/S(M) .

N particulier, prenons pour h 1la translation & droite Par un élément x

G(s) .
he) =t (g) = 8.x , geols)) , s'— 5 .
A & immédiatement

tx(sf) = Stx(f)

tx(f) désigne le morphisme de & dans Lie(G/S,M) défini par

t(£)(g) = f(egx™™) , g € c(s) s S'—8 .
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I1 en résulte que si 1l'0on fait opérer G par translations & droite dans

(e (TG/S(M)/"G) et Hom(G,Lie(G/S,M)) , l'iscmorphisme défini plus haut res-
pecte les opérations de G . En particulier les sections de TG/S(M} inva-
riantes par translation & droite correspondent dans cet isomorphisme aux
morphismes constants de C dans Lie(G/S,M) (i.e. se factorisant par la
projection G —>S) ou encore aux éléments de Lie(G/S,M)(S) . En d'autres
termes :

# -
Proposition 4.1.2(. )L'aQElica'tion Lie(G/5,M)(8) — r"(TGf,S(m)/G} qui
associe & X € Lie(G/S,M)(S) 1la section x +=> X.X est un isomorphisme de

Lie(6/s,M) (8) sur la partie de IM (TG/S(I{),/G) formée des sections invariante

par translation & drnite.

Compte tenu de 3.12, corcllaire, on cobtient :

ko3
Proposition 4.1.3E )Il existe un igomorphisme fonctoriel en G entre l'ensem-_a
ble Lie(G/S,M)(S) et 1'ensemble des IS(M)—endomorphismes de GIS(M} indui-

sant 1'identité sur G et commutant aux translations & droitede G .

Tenant maintenant compte de 3.13

Théoreme 4.1.4Sﬂ801t G un foncteur en groupes sur S yvérifiant (B) par

repport 3 S . Le groupe Lie(G/S,M)(S) s'identifie, fonctoriellement en G,

au_groupe des Is(ﬂ)—automogghismes de G;_(y) induisant 1'identité sur G
S

et commutant aux translations & droite .

On retrouve ainsi (dans le cas M = (_)S) une des définitions classiques de

1'algébre de Lie d'un groupe .

4.2, Avant d'aller plus loin, établissons de nouveaux corcllaires a 3.11.

Ona vu en lec.cit.gue l'on a un isomorphisme canonique :

Les énoncés 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4 s'obtiennent plus simplement en remar-
quant que les automorphismes de G invariants par translations & droite
sont les translations & gauche.
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AR S

wons que Y soit un groupe; on & alors T M) = Lie(Y/5,M).Y

0 Y/s
_I/S!H)Y ; il en résulte un iscomorphisme

ngs(x,’!)/s(m P 2N g_ogs(x, Lie(Y/s,m)) .

peition 4.2. Soit u: X—5 Y un morphisme de S-groupes . On a un iso-

fonctoriel

L;om {x,r)/s(M) o Eé(X,Lie(Y/S,H)) .
=—=5-gr.

-

N2
o

> Aut, gr.(Lie(Y/S,M)) J s

Ceci résulte de 1'isomorphisme

=+ L ? ~/ :

B Hom (X,1)/s (M) . Hom Y/S)er. (}[, Lie(Y/S,M).Y )

; er. -

%

J;‘s‘ 1'identification bien connue des sections d'un produit semi-direct aux
oles du quotient dans le noyau (voir par exemple IIT 1.2.2),

Appliquant 3,10, Corollaire 1, on en déduit :

1+ S8i Y/S yvérifie (E) , on a des isomorphismes fonctoriels :

Li.l

I Soms_ o, (x,¥Y)/s

My 2 2. (X, Lie(¥/S,M)) .

laji: s wfes F o " y 4
M 2 . S8i X/S wvérifie (E) , on a des iscmorphismes fonctoriels

Lie (Aut, gr_{;f;}/s.r-z) 24 2 (X,Lie(X/s,1))
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Corollaire 3 . Si Y est commutatif, on a un isomorphisme fonctoriel

n (M) =~ =® (X,Lie(Y/5,M))
L Om \AyLle y M %
LHomE gr_(x,Y)/’s ——s-zr.

4.3. Considérons maintenant le cas oi X et Y sont des Qs—modules. 33
Y est un gs—module , le foncteur Lie(Y/S,M) est muni d'une structure de
0

provisoirement Lie'(Y/S,M)

Snmodule déduite de celle de Y . Muni de cette structure, on le notera

Lorsque Y/S vérifie (E), on notera toujours Lie(¥/s,M) le foncteur

Lie(Y/S,M) muni de la structure de Os-module définie pour tout foncteur

vérifiant (E). Nous savons que les structures de groupes abéliens de _
Lie(Y/S,M) et Lie'(Y/S,M) cofncident, mais il n'en est pas de méme a priGi

pour celles de module (voir un contre-exemple au paragraphe 6).

On a comme conségquence immédiate du corcllaire précédent:

Proposition 4.3. 0On a un iscmorphisme fonctoriel :

u

LEQEO -mod (X’Y)/S(M) =% Egggs"mod.(X'Lier(Y/S:M)) .
¥s . =

Corollaire . Si X/S wvérifie (E) , on a des isomorphismes fonctoriels :

. —~ -
Lle(AutES_mod-(X)/s,M) =5 Hcmgs_mod‘(X,Lle'(I/S,M))

Avant de continuer dans cette direction, examinons de plus preés
les relations entre Y , Lie(Y/S) et Lie'(Y/S) . Remarquons d'sbord que

Lie(gs/S,M) = Lie'(gSfS,M] = W(M) (I 4.86) et que l'on a donc un
isomorphisme canonique

— -
a: O eV L:.e(__qs/s) .
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ntenant F un gs—module . Pour tout S' au-dessus de S, on & un

F(s8) —> F(s")

o(s) —> o(s") :

-ffun morphisme de Q(S')-modules
F(s) 0 o(s') —> F(s') .

ticulier, pour S§' = IS(M) , on en déduit des morphismes fonctoriels

F(s) =5(s) TQS/S(M)(S) iicigs TF/S(M)(S) ,

jp‘en faisant varier S on pourres noter

F Eg TQS/S(M} — > TF/S(M) :

-l; fmrphismes sont fonctoriels en M , donc compatibles avec les projections

e

188 fibrés tangents sur leurs bases. Ils définissent alors des morphismes

F 8, Lie(gs/S,H) —> Lie(F/s,M)
=8 i

Remarquons que ces derniers morphismes sont fonctoriels en F , et par
Gomstruction respectent les structures de modules déduites de celle de F
(ee que nous avons appelé Lie'(F/S,M) au second membre). Si F/S vérifie

()

‘ﬂuﬁment les structures de modules déduites de celle de M & 1'aide de la
coandition (E)

» comme ces morphismes sont également fonctoriels en M , ils respectent

f

c'est-a-dire celles notdes Lie .
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Notons enfin que par tensorisation svec d :

[}
(4]
L
P
m
t'_"‘-
i
2
S
Q
=

déduit un morphisme

F =<ty F 3, Lie(0y/S) —> Lie(F/s)
:s -

noté également 4 : F —> Lie(F/S) .

Définition 4.4. On dit gue F

est un bon—gs-module 5i les morphismes

F = TQS/S(I'E) —> Tp/g(M)
sont des isomorphismes .

Corollaire : Si ¥ est bon, alors

(i) F/S vérifie (E) ,
(ii) Lie(®/s5,M) = Lie'(F/s,M) ,

(iii) 4 : P —> Lie(F/S) est un isomorphisme de Os-modules .

En effet :

(i) I1 suffit de vérifier gque Lie(F/S,M@ N) =25 Lie(F/S,M) xg Lie(F/S,N)
Or si F estbon, F = Lie{QS/S,M) —» Lie(F/S,M) est un isomorphisme .
Il n'y a plus qu'd remarquer que la propriété & démontrer est vraie pour 28
et gue Lie{gsfS,M) est isomorphe au produit d'un nombre fini de copies de

OS , donc P =3 Lie(gafs,m) isomorphe au produit correspondant de copies
de F .

(ii) L'isomorphisme F = Lie(gs/S,M) —> Lie(F/S,M) respecte les deux
structures de modules définies plus haut, or ce sont les mémes au premier

membre.

(iii) 4 est composé de deux isomorphismes .
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es de bons gs-modules : pour tout gs-Module quesi=cohérent E , les

es V(E) et W(E) définis en I 4.6 sont bons .

gition 4.5. Secit F un bon gs—module . On 2 un isomorphisme fonctoriel

— .
Lie(A—u‘t'gS-mod. (F)/s,M) =» Homy (F,Lie(F/s,M))

—mOd .

especte les siructures de gs—modules . BEn particulier, on & un isomor-

shieme de Og-modules

Lie(auty g (F)/S) = Endy . (F)
=5 i =3 ’

Cela résulte immédiatement de 4.3 et de (i), (ii), (iii).

Posons alors la définition suivante

tion 4.6. On dit gue le foncteur en groupes G gzu-dessus de S est bon

"6 vérifie la condition (E) par rapport & S et si Lie(G/S) est un

0 gs—mE)dule.

Si G est représentable, il est bon : G vérifie (E) et
MG/S) est de la forme V(E) donc bon.

&-
tme 4.7, i 1 = -
@ﬂ__ - Si F est un bon Qg -module, le S-groupe Aut_:S-mod(F) o
On a de toutes fagons un isomorphisme
T (M) =2y  Hom (P, T /(M)
%S-mod. (F)/s =220 ~mod. " "F/S

8 F/S vérifie (E) et si on munit T_,.(M) de la structure de O _-module

F/s =5
Mduite de celle de F. Si F est bon, alors il vérifie (E) et on a des

i"‘3“"5‘1'11'1‘12'.smza“ss
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"——'OS-mcm. y "—gs—'ﬂo" ? 0S8 '
Il en résulte d'abord que Aut, __ . (F) vérifie (E) opar rapport a2 S.
=5 "
N SO e - w " srriie
On a d'autre part Lie(Aut S_mod_(:-)/a) e ;T*dis—mcc-l.{:} et ce dernier
" - = . T . ]
module est bon si F est bon (car T /S(J‘I) est libre de type fini sur QS}'
=S o
Soit maintenant G wun S-groupe et F un bon gs—mcdule . Suppoc-

sons donnée une représentation linéaire de (G dans F c'est-a-dire
]

(I 4.7.1), un morphisme de S-groupes

Bl e iy g (B

On en déduit par 4.5 un morphisme

p's Lie(G/S) —» Bnd, _ . (F)
=S .
qui (si G/S vérifie (E) ) est un morphisme de Og-modules .
Soit en particulier G wun bon S-groupe . Alors Lie(G/S) est un bon

gs-mcdule, et on a un morphisme de S-groupes

Ad i .
¢ —> Au’c‘_:s_mod_(Lle(G/S):‘
On en deéduit par la construction précédente un morphisme de Qs—modules
ad : Lie(G/S) —> End_cs_mod(LJ.e(G/S)) .
ou, ce gqui revient sau méme, un morphisme bilinéaire

Lie(g/s) xXg Lie(¢/s) —— Lie(g/s) ,

que 1'on notera (x,y)iP [2,y] =ad (x).y (o x et y désignent
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t;léments arbitraires de Lie(G/S)(s') = Lie{GSI/s'}(s'} ). Si G est
ffatif, alors [x,yj = 0.

beut donner du crochet une définition équivalente

o suit : remarquons d'abord qu'il suffit de le faire pour x,y ¢ Lie(G/S)(S).

;.uons ensuite qu'il y a2 un isomorphisme canonigue IS xs IS ottt II 3
3 s
n fviter des confusions, notons I et I' deux exemplaires de IS . On

lors un diagramme commutatif

5 I S R - S |

! L

! ——% § ,

deux fliches partant de I x I' identifiant celui-ci au schéma des nom—
®8 dusux sur I ou sur I' . Il en résulte un diagramme commutatif de
es (ol on note L = Lie(G/S) )

1 1
l J
1(1) 1(s)

v !

plr—0s L(I') —5 &(IxI') — G(I') —> 1
» (I) —— ¢(8) — 2

! !

1

&

1 — L(S)

Deuvidme pitce du puzzle n'est autre que Lie(L/S)(S), Si G est bon R
U
est L(S} et on a donc un diagramme commutatif ol les lignes et les colonnes

WMt des suites exactes de groupes et ol les cing L{ ) sont commutatifs
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L{s) — L(1) —— Lu(s)

¥ ( s 3

E{It) ——3 GEIf)——s e(T")
J J b
bL{S) —>» o(1) ——> (3 .

%

Or dans un tel diagramme, si on prend deux éléments x et y comme noté, et
gu'on les relédve arbitrairement en x' et y' dans G(IxI') , le commutateur

1

b L0 Sl det y"l des deux &léments obtenus ne dépend pas des relévements choi-

sis et est 1'image d'un élément =z comme noté . Le lecteur vérifiera que

l'onag z= Ex,y] (*}.

Sur cette construction apparaissent les deux propriétés suivantes :

(1) 1le crochet est "fonctoriel en G" : de manidre précise,
Gt—» Lie(G/S) est un foncteur de la catdgorie des bons S-groupes dans la

catégorie des bons Esﬂmodules munis d'une loi de composition bilinéaire .

(ii) On =2 [x,y] + Ey,x:] = 0 : en effet le diagramme est symé- ;|
trique par rapport & la premidre diagonale .

Propogition 4.8. Soit F un bon Qs-module . Dahg 1'identification

Lie(Aut: " (F)/s) =<, End, i (F)
=S : =S5 ’

Ad(x).X est transformé en x o X 0 x © et [X,Y] en XoY-YoX.

Considérons d'abord Aut (F_ ). Un élément x de ce groupe est
21 -mod. IS 3
S

par définition du changement de base pour les foncteurs, la donnée pour tout

St — IS d'un 2(3')—autom0rphisme de F(S') , soit =x Or , remarquens |

s'°
que se dommer un S' —. Is est dquivalent & se donner un S' — 8§ muni

d'une section s : S! ——,ISI . On voit alors aussitdt gue Xgy est détermind!

Le rédacteur reconnait, & la demande de Gabriel, que 1l'exercice n'est pasis
médiat ; c'est d'ailleurs la raison pour laguelle il n'est pas dans le teX§y
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i
(<]

fCorolleire 2 . Soit G un bon

i |

et que donc il suffit pour vérifier les formules exigées de les
S

fWgier sur les F(Ig) . oOr F(Ig,) = F(s').Lie(F/S)(S') = F(s').F(s')
F est bon . Notons E(Is*) =0o(s') [&] ., £2=0. Il est immé-
de —oir que l'endomorphisme X de F correspond par 1'identification
(e & 1'automorphisme I + £ X de F(IS,) . I1 n'y a plus qu'a traduire
&finitions pour ramener les formules annoncédes &
xo(I+£X]ox-1=I+£onox"1 et

(: +€X)o(I + €E'"o(T +EXTo(IT+ £'Y)7 =TI+ & & '(Xo¥ - YoX)

1 .Soient G un bon S-groupe et x,y,z €& Lie(G/S)(s')

. Cna:

‘i [x, [y,2z]] + [y, [2z,x]1] + [z, [x,y]1] = o
) "t&
En effet, si G est bon, alors Lie(G/S) est un bon gs—module et le
.
morphisme de S-groupes
- 3 0 moa. (11(6/5))
Ad : G —>  Aut OdLJ..cGS

domne par fonctorialité
- ".'

fad x , ad y] = ad x o ad ¥y - ad vy 0 ad x = ad [x,v]

2

¢e qui, appliqué & un élément =z, donne la relation de Jacobi .

S-groupe opérant linéairement sur un bon
m F (i.e. soit F un G-O,-module , G et F bons) . Alors

Lm' lication lindaire p':Lie(G/S) — -E-n—do 4 (F)
) o Og5-mod.
«Lﬁ_ dire gque 1'on a

o' ([x,¥])

est une représentation,

p' (x) o p'(y) - p'(y) o p'(x)
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Scholie 4.%9. A tout bon S-groupe (par exemp le), on a2 associé

%

1 b
un bon O ~module Lie(G/S) muni fonctoriellement d'une application bilindaire
P}

vérifiant

7 r 9 r r a9 r r 17 . T fils. i
g 2 ! Ltx 5 Ly 5 2ll + Ly 3 Lz, x])l +1l2z , Lx ) Ylj =0

Nous appellerons Lie(G/S) muni de cette structure 1'"algtbre de Lie" de G

sur S (les guillemets étant justifiés par le fait que Lie(G/S) n'est pas i
strictement parler une gs-algébre de Lie). A toute représentation linéaire
de G dans un bon gs—module ' est associée une représentation de son
"algeébre de Lie"., En particulier, & la représentation adjointe de G est

associde la représentation adjointe de son "algdbre de Lie",

Définition 4.10. Un foncteur en groupes G au-dessus de S est dit trés bon

s'il est bon et si Lie(G/S) est une

identiguement [x , x] = 0 ).

O, -2lgtbre de Lie (c'est-a~dire si on a |

Exemples de tr®s bons S-groupes . Le groupe Autgs—mod(F} pour tout bon
Q4-module F . Tout groupe représentable (voir ci-apres). Tout bon S-groupe

admettant un monomorphisme dans un trdés bon S-groupe, par exemple tout bon
sous-foncteur en groupes d'un groupe représentable, ou tout bon-S—groupe adme
tant une représentation lindaire fiddle dans un bon gs~m0dule s, bar exemple

tout bon S-groupe tel que Ad soit un monomorphisme ...

4.11. Supposons maintenant que G soit un préschéma en groupes sur S .

D'aprés 4.1.4 , Lie(G/S)(S) s'identifie au groupe des automorphismes infini-
tésimaux de G/S invariants & droite, c'est-a-dire par 3.14 au groupe des
dérivations de QG au-dessus de QS invariantes par translation & droite.
De plus cette identification respecte la structure de module et méme d'algébre
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& 1 crochet dans Lie(G/S)(S) correspordant au crochet des dérivations,
+
1e voit en raisonnant comme dans la proposition 4.8 : 31 faut calculer

ateur des automorphismes u et v de O

XISxI

définis par
s

u-'_-I+ ‘E-d V'-—'-’I‘PE'dr H 8228122 0 -
‘. ve immédiatement uw v u - v-l = I + € &1 (ggr — ad) .
‘e -;-ouv-e alors la définition classique : Lie(G/S) est le foncteur qui &

Bft’ S' au-dessus de S , associe la 9(5')—aleébre de Lie des dérivations

., Dpar rapport 4 S' invariantes par translation & droite .

é¢sulte en particulier que tout groupe représentable est tris bon .

Rappelons d 'autre part (3.3 ) que Lie(G/S) est représentable par

o 1 1

i bré i v( hoow 'y Sci jol s ior
e vectoriel :LG-/S) o W /e est 1'image réciprogue par la section
de G du faisceau 'R'S/S des différentielles relatives de G par rap-

b |

iy ."_S + Les propriétés qui précddent montrent que le O -medule W=

G - - _G’/S
pasantifie au faisceau des différenticlles de G par rapport & S5 invarisntes
pite,

c'est=f=dire au faiscezau dont les sections sur un ouvert U de

Nt les sections de SL 5/s Sur l'image réciproque de U invariantes par

lation & droite.

Notons enfin qu'il résulte de 1la décomposition du fibré tangent en

uit semi-di t que 1 -M - ; tain
~ i-direct que 1le E'-G Module -ﬂ-:/fs est 1l'image réciprogque par la

[ 1
tion G—5 du _G.S—Module W :’*/S - Il en résulte par exemple que

est localement libre (resp. localement

libre de type fini) si w*

. =G/s
' :

*et, ce qui est en particulier le cas si S est le spectre d'un corps
o8P, si S

est le spectre d'un corps et G localement de type fini sur 8).

Cn 2 done associs fonctoriellement & tout

S=préschéma en grounes G
an fibré vectoriel Lie(G/S)

8

sur S5 muni 4 'une structure de

=208 en aledbbres de Lie sur le Se-szchéma d'annsaux O, . Rappelons

, =3
.‘ at 3-8 \ ause o Yo - = £ s
/ que cette construction commute aux produits finis
AOm de la hﬁSe,

et & 1'exten—
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Soit Lie(G/S) 1e faisceau des sections de ce fibré vectoriel
(BGA II 1.7.9). Ii est muni d'une structure de Q.-Algdbre de Lie . Comme
ectte construction ns commute pas & l'extension de la base (en géndral), la
structure d'Algdbre de Lie sur ce Module re permet pas de reconstituer la
structure de schéma en algtbres de Lie sur Lie(3/S) . Il en est cependant
ainsi lorsque Elé/s est localement libre de type fini [ce qui se produit
en particulier si G est lissesur S ou si S est le spectre d'un

corps et G localement de type fini sur S], car on a alors
1
Lie(G/s) = "’(“’;xs) = Ww(Lie(e/s)) . ( I 4.6.5, Cor.)

Notons enfin que si G — H est un monomorphisme de foncteurs en
groupes, alors Lie(G/S) —> Lie(H/S) est également un monomorphisme, Si
. o | - S .
¢ et H sont représentables, alors QHKS MQ'EGJS est un épimorphisme et :
Lie (G/S8) —> Lie(H/S) est une immersion fermée ; en effet un monomorphismé
vectoriel de fibrés vectoriels est une immersion fermée. On a en particulif

le résultat suivant : seit G — H un monomorphisme de préschémas en groupél

sur S ; si est localement libre de type fini, alors le morphisme COTIE

W
—G/s
pondant Lie(G/8) — Lie(H/S) est un isomorphisme de Lie(G/S) sur un

sous-module de Lie(H/S) localement facteur direct.

5. Calcul de quelgues algébres de Ide.

5.1. Exemples d'algébres de Lie : les groupes diagonalisables.

Soit G = DS(M) un groupe diagonalisable sur 35 ( I 4.4).

la formation de Lie(G/S) commitant & l'extension de la base, il suffit §

a
de faire la construction pour G = D(M) . On a alors :
- ~ =
¢(1g) = Hom, (M, P(IS,_QIS) ) = Hom, . (M, r‘(s,ngs) Ya
Or on a une suite exacte scindée

1 —> f"(s,gs) — P(S,DO )*-—> l"(s,g_s)*—i 1,
._S
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1ie(G) (S) == HomGr'(M, 2(5))

¥ea structure de 9(5)-module évidente . On obtient donc aprés changement

5.1. 0On & des iscomorphismes

Lie(Dg (M)/S) £ Hom (M

""'"'S—Gr; OﬂJ ¥

8'=s
Lie (g (M)/S) « Hom (¥, Q) :

ans le second isomorphisme, ES désigne le faisceau de groupes constant

défini par M, et Hom le faisceau des homomorphismes de faisceaux

pes ).

. Si M est libre de type fini (ou,comme nous dirons plus tard,

est un tore trivial) alors

Lie(D (M)/S) 42 W(Lie(D (M)/S)) (voir T 4.6.5),

<

L:.e(Ds(M}/S) = HSEE o

_Ld, ésigne le dual du groupe abdlien M . En particulier

Lie(gm,s/s) -~ 25 ’ LiE(Em,S/S} & QS .

De2e E@&lis&teu:s et centralisateurs .

Démontrons d'abord quelques lemmes sur les gs-modules .

7% S TR Une suite 0 — F'— F — F"

— 0 de Es—modules est exacte

Beulement si pour tout S' au-dessus de S la suite

d
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0 — F'(s') — F(8") — F"(S')— 0 4de 0(S')-modules est exacte .

T i m " m A & 5
Les suites 0 —s ‘IF'/S(E“) — LE‘/’S{:M: — TF"/S\.L) —3 0 at

0 — Lie(F'/S,M) —s Lie(F/S,M) — Lie(F"/S,M) —» O sont alors exactes .

Si deux des modules en cause sont bons, le troisizme l'est aussi. Si les suitegh

0 - F' - F —F" — 0 et 0 — H' — H —3 H" —3 0 sont exactes ”i

alors la suite 0 —s F! XS H — F xs H—y 8"

Zq H' 5 0 1l'est aussi .

est libre).

Lemme 5.2.2. Soient F et H deux G—_Qs-mcdules « L'homomorphisme canoni

G G G ; . : . 1
F X EH — (P xg H)® st un isomorphisme . Si F est bon , FG 1'est
aussi .

Démontrons la seconde assertion. On a un diagramme commutatif

z

F(1500)) ————— F(I m)

1 ) o

FE(s) 25(s) O(Ig)) —> F(S) my(qy Oz ()

et 1'on doit démontrer que f est bijectif; or il est évidemment injectif;
montrons qu'il est surjectif, Soit donc u € F(S) ® Q(IS(M}) tel que fl(u)
soit invariant par G(IS(H)). Considérons S comme au-dessus de IS(M) par

G(s')

la section zéro. Si S' est au-dessus de S, alors U € F(S) b3 Q(IS(H))

Q(IS(M)) étant libre sur Q(8). Faisant varier S', on en déduit que

v € 7%s) @ o1 ().

Théoréme 5.2.3, Soient G un S-groupe et K un sous-S-groupe de @,
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ﬂgrm (R) = N , Cent (K) = K (I 2.3.3).

(i) si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (*), alors

¥

Lie(N/S,M)/Lie(K/5,M) = [Lie(G/S, M)/Lie(K/S, I-E)]
(si E et F sont deux S-groupes commutatifs, on note

E/F le S-—groupe commutatif défini par (E/F)(S') = E(S'")/F(s')).

(i1) Si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (¥), alors

Lie(2/s,M) = Lie(c/S,M) ‘{.

(1ii) 81 G wérifie (E) (zesp. si G et K wérifient (E) ),
alors Z vérifie (E) (resp. N vérifie (E) ).

(iv) 8i G est bon (resp. si G et K sont bons), alors
Z est bon (resp. N est bon). Si de plus G est tres bon,

alors 2Z (resp. N) est trds bon .

Prouvons (i) et (ii). Soit H = N (resp. Z), On a

)(B/s,14)(s) = {x €Lie(6/s,M)(S)€6(14(M) | Xu.X .u€K(S') (resp.= 1)

pour tout uwé€kK(s'),s'— IQ(M)}.

X € Lie(G/S,M)(S). Pour que X appartienne a Lie(H/S,M)(S), il

Lfit de vérifier 1a condition précédente pour tous les S' de la

I, (0,

le morphisme structural provenant par extension de
1

] Condition automatiquement vérifiée si G vérifie (E) (cf. 3.9)

Par exemple si G est représentable,
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la base d'un morphisme Sl—) S. 0On =z en effet un dizagramme commutatif

I, (0

qui montre que se donrer un S' au-dessus de IS(M) est équivalent & se

donner un S' au-dessus de S muni 4'une section h de IS,(H) au-dessus
de S5's: Or si la propriété exigée est vraie pour tout u de :
K(Is,(M}) » elle le sera aussi pour tout u € K(S‘) car K(h) : K{:IS,(M))—&K

est surjectif .
Or tout u € K(ISI(M)) s'écrit de manidre unique Y.k oh k€K(S')

et Y € Lie(X/s,M)(S') . L'expression XXt devient alors

XYk X-—l k.1 g qui, si Lie(G/S,M) est commutatif, s'écrit X Ad(k)X_l .
Mais celui-ci est a priori dans Lie(G/S,M)(S') . La condition sur X s'écrif
done Xad (X)Xt € Lie(®/S,M)(S') (zesp. = 1) pour tout k e K(S') . Ceci
prouve (ii) . Dans le cas ot H =N » si on note X l'image de X dans F
(ot on pose Lie(G/S,M)/Lie(K/S,M) = F) , la condition s'dcrit Ad(k)g(_-l =X
o X est 1'image de X dans F(S') , ce qui démontre (i) . ]

(iii) se prouve alors immédiatement . (iv) résulte des lemmes

5.2.1 Et 5r2|20

Corollaire 1 . Si la loi de groupe de Lie(G/S) est commutative, on a
Lie(Cent(G)/S) = Lie(c/s)C.

Corollaire 2. Si la loi de groupe de Lie(G/S) est commutative et si K

est un sous-groupe invariant de G, alors

[ Lie(G/S)/Lie(k/8)IX = Lie(G/S)/Lie(K/S)
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régentationsg linéaires .
®" Soit G un bon-S-groupe opérant linéairement sur un bon Os-module F

p: G — Aut=s: _mod.(F) g

aéfini (4.8, cor. 2) une représentation linéaire correspondante

' : Lie(G/S) — End (® .
P =250 ~mod.

groupe s Nom:(E) et Centg(E} sont définis pour toute partie E

par exemple pour tout sous—gs-module E de F . On posera de manidre

Norm, . (a/s) (®)(s") {x ¢ Lie(G/s)(s') , p'(XEg, < ES,} .

Cent, ie(G/s)(E)(s') {x € Lie(G/s)(s') , p'XEg, = 0 }

Motons que cette construction se fait pour toute représentation lindaire d 'une

) h~modules stables par le crochet).

et E un sous—gs.—module de F .

Lie (Norm ,(E)/S)
Lie(Cent 5 (B)/s8)

C . - . :
) -Q.EEG(E) est bon ; si E est bon, alors No%(:.) est bon . Si de
Blus G est trds bon, alors Cent (E) et Norm,(E) sont trs bons .

Norm: ;. (g/s)(®) >

CentLie(G/S) (E) i

La démonstration est facile et laissée au lecteur,
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5.3.2. Ceci s'spplique en particulier au cas o1 on prend pour _P la représen.
tation adjointe de G « A tout sous—module E de Lie(G/S) on associe done

deux sous=groupes de G , son centralisateur et son normalisateur,dont les

0T =

algzebres de Lie sont respectivement le centralisateur et le normalisateur

de E dans Lie(G/S) calculés comme d'habitude & l'aide du crochet :

Norm, . (a/s) (E)(s") {xeLie(c-/s) (s*) , [X,ES.] < Es,} ¢

|

Centiie(G/S)(E)(S‘) {xeLie(G/s}(s') 3 [x,ES,] - 0} :

5.3.3. Soit alors K un sous-S-groupe de G . Alors Lie(K/S) est un sous-

Os-module de Lie(G/S) et on a évidemment
_1_v_oLmG(K) = No_;mG(Lie(K/s))
Cent,(K) < Cent (Lie(¥/5))
d'oh

Lie(ﬁorm:(l{)/s) (= Norm . (a/s) (Lie(K/S))
Lie (Cent 4 (R)/s) Cerﬂ:i ie(G/S) (Lie(®/8)) ,

mais aucune de ces quatre inclusions n'est a priori une identité; nous en

verrons par la suite bien des exemples .

I1 résulte en particulier de ces inclusions que si K est un sous-

groupe invariant de G , alors Lie(X/S) est un idéal de Lie(G/S) .

6. Remarques diverses .

6.1. On peut définir le crochet de deux automorphismes infinitésimaux pour

un S-forcteur X qui ne soit pas nécessairement un groupe.ll suffit d'sp
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Eeultats de cet exposé au groupe Aut (X). Four pouvoir aboutir
alisme agréable, on est conduit & supposer X bon , c'est-i-dire
poser que le Oy-module T, . est bon (si X est un S-groupe, cette

Bition coincide évidemment avec la définition 4.6 ) .

& 11 existe des foncteurs possédant des endomorphismes infinitésimaux
s soient pas des automorphismes , donc a fortiori ne vérifiant pas la
(E) . Prenons par exemple pour X(8) 1le monoide abélien libre

4 par les éléments de Q(S) « Chague morphisme S ——9Iz définit un

pent de carré nul de O0(S) , soit w , donc un endomorphisme de X(3)
,JQ;}_, x + u (somme dans le monoide libre) . Il est immédiat que 1'on

metruit ainsi un endomorphisme de KIZ « Bi S—-—-a-IZ se factorise
ﬂ_aection zéro de Iz » alors cet en&omorphisme est 1'identité . C'est

endomorphisme infinitésimal de X qui n'est évidemment pas un auto-

' “I1 existe des modules qui ne sont pas bons, On peut par exemple mo-

PANer un comme suit : soit S = Spec(k), k corps de
Ptéristique p , et s0it E un espace vectoriel sur k de dimension

Considérons le fibré vectoriel W(E) et munissons de la structure

8sance p-iéme . Notons F 1le O(S)-module obtenu . Il est représentable,
Me vérifie (E) . Son algdbre de Liemest évidemment W(E) et le morphisme
Hlque Lie(F/S)'-—)F‘ respecte bien la structure de groupe abélien (il

At du mal & faire autrement) mais pas la structure de module . Le

n'est donc pas bon, bien qu'il soit représentable .

Soit @ wun forcteur en groupes sur S . On a par définition les

ﬁ!ﬂications Suivantes
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(6/s vérifie (E) J¢= (G

I1 serait intéressant de démontrer ou

sens inverse .

est bon)¢— (G est trds bon) v

de contre—-exempler les implications en
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EXTENSIONS INFINITESIMALES

par M, DEMAZURE

Dans cet exposé, on se place dans la situation générale suivante. On
tm préschéma S et un idéal cohérent nilpotent I sur S5 . On désigne par

e sous-préschéma fermé de S défini par 1'idédal In+1 (n 3 0) . En par-

ier So est défini par I . Comme I est nilpotent, S, est égal & S

n assez grand et les Si ont méme espace topologique sous-jacent .

‘exemple typique de cette situation est le suivant : S

est le spectre d'un

peau artinien local A , I est 1'idéal défini par le radical de A » done

;sst le spectre du corps résidusl de A .

Dans la situation précédente, on se donne un certzin nombre de données
So et on cherche au-dessus de S5 des donndes qui les relévent ,

‘_lb-h—dlre qui les redonnent par changement de base de S & S « Ceci se

t de proche en proche, per 1'intermédiaire des S, 4 chaune pas , on se

i

_mbse de définir les obstructions rencontrées et de clagsifier, lorsqu'elles
.H.atent, les solutions obtenues .

Le passage de S 5 3 - peut se générzliser ainsi : on = un

Préschéma s y deux 1déaux Ll et J avec IDJ,
Préoédent s

note S
a)

I1.J=0 (dans le cas
» L et J sont respectivement Sppq ? I/in+2 | ;5*'1/}_“"'2 ) « On
(resp. SJ) le sous-préschéma fermé de S défini par I(resp. J) et

® 8 pose un problime d'extension de 85; & 5.
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Dans SGA 1 III ont ét€ traités les problimes d'extension de morphi smeq i
de préschémas et d'extension de préschémas .
d'extension de morphismes de groupes, 4'extension de structures de groupes et

d'extension de sous-groupes .

Nous avons rassemblé dans un n°® 0 les résultats de SCA 1 IIT qui noug
serorit utiles , pour les mettre sous la forme 1= Plus pratigue pour notre propog
et pour éviter au lecteur d'avoir & se reporter constamment % SGA 1 ITIT . -
Le n® 1 rassemble des calculs de cohomologie des groupes utiles par la suite
et qui n'ont rien & voir avec la théorie des schémas . Les rnuméros 2 et %
traitent respectivement de 1'extension des morphisnes de groupes et de
1'extension des structures de groupes . Dans le n° 4 , nous avons rappeld

rapidement la démonstration d'un résultat énoncé dans TITE IV concernant

1'extension des sous-préschémas et appliqué ce résultat au problime d'sxtension

des sous-groupes . Pour la suite du Séminaire, seul le résultat du n®°2 ,

concernant 1'extension des morphismes de groupes, sera indispensable .

L'idée de ramener les problimes d'extensions infinitésimales aux
calculs habituels de cohomologie dans les extensions de groupes a &té suggdérde
par J. GIRAUD lors de 1'exposé oral (dont les calculs étaient nettement plus
compliqués et moins transparents) . Malheureusement, il semble que cette
méthode ne s'applique bien qu'aux deux premiers problémes étudids, et nous
n'avons pu échapper i des calculs assez pénibles dans le cas des extensions

de sous—groupes .

Pour simplifier le langage, nous appellerons Y-foncteur, resp.
Y-préschéma, ..., un foncteur, resp, préschéma... muni d'un morphisme dans
le foncteur Y, étendant ainsi les définitions de 1'exposé I (qui ne concer

naient que le cas d'un Y représentable),
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de SGA 1 III.Remargues diverses .

Enongens d'abord une définition générale .

tion O.1. Solent C ume catégorie , X un objet de & , G un  C-groupe

rent swr X . On dit que X est formellement principal homogine sous G si

érﬂit ions équivalentes suivantes sont satisfaites :

(1) pour chague objet S de C , l'ensemble X(S) est vide ou

principal homogdne sous G(S) ;

(ii) le morphisme de foncteurs G x X —> X x X d4fini ensembliste—

ment par (g,x) I—-—)(gx.x) est un isomorphisme .

fait , nous allons mettre les résultats de SGA 1 III socus la forme qui
s sera la plus utile . Nous emploierons les notations générales suivantes
tout ce numéro « On 2 un préschéma S et sur S deux idéaux quasi-

ents I et J tels que

i = 3 ot Tad = O

aura donc en particulier _J_2 = 0 . On notera So (resp. ST) le sous-
béma fermé de S défini par 1'idéal I (resp. J) . Pour tout
oncteur X , on désignera systématiquement par Xo et XJ les foncteurs

Nus par changement de bage de S & So et SJ. . Mémes-notations pour

i Soit X un S-foncteur . Définissons un foncteur 4 au-degsus de
8 par 1e formule :

+ »
HcmS(Y,X) = HomsJ(Ii, Xi}

por up S-préschéma variable Y . Dans les notations de Exp. IT , 1, on a

o T ] X A
sJ/s =
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Le morphisme identique de XJ définit par construction un S-morphisme

py: X —> .
Remarquons maintenant que si X est un S-foncteur en groupes ,

alors XJ est un SJ—fcncteur en groupes , et la formule de définition de 4

le munit d'une structure de S-foncteur en groupes . On a alors

-+
Homs_gr-(Y,X) = HmSJ_gr. (Yl,xg')
pour tout S-foncteur en groupes Y . Le morphisme Py est donc un morphiame-
de S-foncteur en groupes .

Revenons maintenant au cas général, meis supposons que X soit un
S-préschéma . Un S-morphisme d'un S-préschéma variable Y dans X" étant
par définition un SJ—morphisme g5 de YJ dans XJ s on définit un
X -foncteur en group;s abéliens L; s en p-z-‘;sant pour-tout X+-préschéma. Y

3
Homgr (1Ly) = Homg  (g,(2y /5) s 20

ol ﬂ1XO/S désigne le Module des différentielles relatives de 1{0 par
)

~

rapport & S (SGA 1 I 1),et ok on regarde J O, comme un 9, -module grﬁce
. :
au fait qu'il est annulé par I .

Le X -foncteur L. est un f'-groupe abdlien . De plus il dépend
X

fonctoriellement de X : soit
f:1 X —8>1
un S-morphisme ; on endduit par fonctorialité un S-morphisme

o e ¥F
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Bivle avec f , c'est-2-dire tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Wissons un S-morphisme Lf : LX--—-e> LY compatible avee £ y done
gue 1'con ait un diagramme commutatif

Le

iy ——
Vo
¥

X+ f +

e

morphisme de Qx -Modules (Sca 1 II, 4)
o

. s 1
L ('f—lﬁzo/so) >, /s

tout X
o toriel en Z

—préschéma Z définit un morphisme de grcupes abéliens ,

Hom o+ {z,LX) —-}Hcmr+(2,lsy) ’

~i;ous donne le morphisme cherché .

8i X et X' sont deux S-préschémas, on a un diagramme commutatif

it
Ly X5 Ly, 2 LXxS X1
+ l R N+
X x, X o X x5 X ) .
|
PR
(S

100



Nous pouvensg maintenant £noncer :

Proposition 0.2. Pour tout S-préschéma X , on peut définir une opsration

du K+—groupe abélien LK sur le K+-objet X (& gauche) , telle que :

(1) cette opération fasse de X un objet formellement principal

+ z
homogéne sous LX au—dessus de A : le morphisme

Lxx X —2>X=x X
Sl =+

est un isomorphismg ;

(ii) cette opération soitfonctoriglle en le S-préschéma X : pour

tout S-morphisme f : X —> Y , le diegramme suivant est

commutatif :

X
L_x f fl
ff-i-
LYx+Y——}‘I 3
Y

(iii) cette opération "commute au produit fibré" : pour tous

S-préschémas X et X', le diagramme suivant est comnutatif

(L

L] ! 3
xx'_'_X:le (Lxxx+5[) —> X'xg X

1S

o e BN ¥ (X' x
o B e

)

X

f \ o~ te
(L g B =2 Ly, xgX F(X xH)" (x

Dans SGA III 5.1 ; il est démontré la chose suivante : peour toutb

J J

>

S-préschéma Y ot tout S _-—morphisme g; ¢ ¥, = ¥y
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emble des S-morphismes g : ¥ > X se réduisant suivant

agt vide ou principal homogéne sous le groupe commutatif

Hony. ("), 100,
hs

: . 85
gst le morphisme composé YJ_ —— IJ —p X .

it dans notre langage, cela veut exactement dire que pour tout

Epréschéma Y , 1'ensemble Hom (Y,X) est vide ou principal homogéne
' X
is 1o groupe ci-dessus . Montrons d'abord que ce groupe n'est autre que

* 1
om +(Y,LX] = Hom/ (go(.n..x /s Y g 39 X
X b o o

guffit pour cela de remarquer que J. QY est anmulé par ;gY

'»; peut remplacer h ( X/S) pa:r- le falaceau qutil induit sur Y s que 1l'on

, done que

pans peine &tre isomorphe & g, ( X /S ) v

_ Ceci fait, il faudrait pour achever la démonstration vérifier gue la
truction de SGA 1 III, 5.1 ast fonctorielle en le X+—préschéma Y , puis
8 l'opération ainsi définie jouit bien des propriétés fonctorielles exigdes
8 (11) et (iii) . Nous ne le ferons pas ; le lecteur sceptique consultera

sujet EGA IV ol il trouvera peut-8tre gquelques éléments de démonstration.
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Remarque ©O0.3. Supposons le K+—préschéma Y plat sur S (SGA IV) . On peut

éerire 2lors

2 * 1
me+(Y’LX) = hng (go(ixo/sgj ) g. ngs g"‘r ) ®
(o] o]

1
Remarque O.4. Supposons gue .foc/S soit 1'image réciproque sur X  d'un
o)

QS -Module noté tLJ; /s (1e cas se présentera en particulier lorsaque
o o "o

Xo sera un So—groupe y GF II 4.11 ) . Si on définit un foncteur Ly
au-dessus de S par la formule

Je
o
—

-

1
Hom_(Y,L!) = Hom (W_ . = Qe o
wsip - ey, s, %o 9,

on aurs

] 1
HOmX+(Y,LX) - Homs{Y,Lx)

+ e # ~ -
pour tout X -préschéma ¥ , c'est-z-dire

_— L]
LX = LX Xq X .

Le morphisme de X+—foncteur en groupes 'Lx —_— Aut pe (X) se traduira
X
par un morphisme de S-foncteur en groupes Lﬁ _— Auty x) ,

les opérations de Lﬁ sur X respectant le morphisme Py * X —9'X+ ‘
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0.5. Sous les conditions précédentes, supposons de plus que Y

S-préschéma plat sur S . On a alors
i

o 1 2
om+(Y,LK:1 - HomS(Y,LX) = Homg (IO,LCX) N

X o]

§ ~-foncteur en groupes abéliens L,x ©st défini par 1'identité (par
o

e Dort au So-préschéma variable T) suivante :

1

(T,L ) = Hom. (W ® O, 4+ JI® 0., ) .
0 oX On, xo/so Qsﬂ =r Qﬁo =7
:l:les notations de IT , 1 , on a donc montré que les foncteurs

!C/Si L,x ont méme restriction & la sous-catégorie pleine de (Sch)/s

'_ les objets sont les OS-préschémas Y plats sur S .

garque 0.6. Supposons maintenaant que wx /S admette une présentation

ple (EGA 0.5.2.5 ) , ce qui sera en partlculler le cas si I{o est localement

sentation finie sur So . On peut écrire

1
Eamso(T,Lox) =P(r, Homy &Ko/so 20,,J1=0,))

_(‘ha Produits tensoriels étant pris sur Q_S ) . Si T est plat sur S{_J 4

o
"&réaulte de EGA O, 6.7.6 que ceci peut aussi sléerire

M(T, Hom (“"\/so=ijg°) .

s =
o]

xﬂtl‘uduisant la notation W ( ) de I, 4.6.1 4 on a donc prouvé que
Pour tout S ~préschéma T plat sur SQ , on a

Hom_, (T,L

3 = Hom_, (T

ij = g » W(Hom (—Ji']-k /S s F 3D
o] ° '-SO
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1
=i W KQ/S admet une présentation finie , et si on se restreint
o]

S-préschémas plats sur S , cn a

En résumé ,

2 la catégorie des

1
L. = 1 | W (Hom (w s & 33 .
X X /S =
5,_/5 = o' "o
o

W &tant gquasi-cohérent par EGA I , 9.1.1) .

(le faisceau dont on prend le

par exemple si Xo est lisgse sur So (auquel cas il est automatiquement

localement de présentation finie sur SO), on a

q
Hom (W , J) == Lie(X/S) =
T T R/% R

s

ol on note par abus de langage (XO 'é4tant pas nécessairement un

n
S - i 1 - w -
X groupe) Lle(xcfso) e dual du O, -Module X /s
o o o
La proposition précédente a un corollaire important :

Soit X un S-préschéma . Tout S-endomorphisme de X ind igs

Corollaire 0.7.
est un automorphisme . On a une suite exacte de groupes

1l'identité sur XJ

1 i
R ngx {nxo/so » L07) —» Lut (X) _._._-.,AutSJ (XJ.) .
o]

De plus, si on fait opérer huts(X} sur le premier groupe par transport de

structure, on a la relation suivante

ilum) = u i(m) )

1
pour tous uGAutS(X) et m eﬁomgx {RXO/SO 4 ig}() .
o
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D'apres (i) , Hom +(X,X) est un ensemble principsl homogdne sous
X

’L ) 4, car il est certainement non vide ; il con®ient en effet un point
&Y

8 . 1'automorphisme identique de X . Grfice 2 ce point marqué, on définit

“ rphisme d'ensembles

Homx+(K,LX:} i me+(.{,X) :

; o
uent maintenant (ii) 2 un endomorphisme de X au-dessus de X ; clest—

g un S-endomorphisme de X induisant 1'identitd sur X; » on voit aisément
.application précédente respecte les lois de composition des deux membres .

Rirésulte d'abord que tout élément de Hem +(X,X} est inversible, ce qui
E X

(R premidre assertion de l'énoncé, puis que 1'on a une suite exacte

i
0 ——> Homx_'_(K,LX) e Auts(x} DI AutSJ(xi) .

7
"

'-\_."'-‘ maintenant que le morphisme i défini ci-dessus est fonctoriel

pour les isomorphismes, car il est défini en termes structuraux 2 partir

dration de Lx sur X au-dessus de X+ elle-méme

) fonctorielle en

Bprés 1'assertion (ii) de la proposition 0.2, Soit alors u un auto-

Phisme de X au-dessus de S. Il définit une application

h : Hom (X,L,) ———> Hom X L)
x+— X t X

ANBPOrt de structure et une application
£ i Autg (x) ———s Auts(}{}

ent par transport de structure, c'est-a-dire par le disgramme commutatif
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En éorivant i(h(m)) = £(i(mn)) , on trouve la formule cherchde .

Soit maintenant X un S-préschéma tel que XJ. soit un SJ-groupe i

Supposons qu'il existe un S-morphisme

tel que le morphisme obtenu par changement de base

P

¥ : Xg %i —_— %I

<

e

soit la loi de groupe de XJ . (Un cas particulier important de la situation
précédente sera le cas ol X est un S—groupe et ol on prend pour P sa loi

de groupe) .
Cn en déduit un morphisme

Lo ¢ Ly xg Ly =——> Iy

qui, en fait, ne dépend pas de P , car il se calcule & 1l'aide de la loi de

groupe PJ de XJ comme nous allons le voir maintenant. Le morphisme

* 1 1
Po(-‘n—L-x /s § —> 'Q"x x. X /8
Lo} [+] O 8]

So o
se traduit dans TXO/S ( L 4.1 ) par la loi de groupe de ce dernier qu
o r
1'on écrit immédiatement & 1l'aide de la décomposition de TX /s en produit
o o
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girect de Lie(X/S) par X . Utilisant (ii) et (iii) de 0.2,
’-';..; tous calculs faits :

osition O.8. S0it P : Xx X —> X un S-morphisme tel que P_ munisse

"3_ tuyne structure de SJ.—groupe » Notons (m,x)l——-’ mx le morphisme_

LJ'CXSX-—-———-)X

pssant 1'action de L) (4éfini dans 0.4 ) sur X . Notons

.}.
d s 1
Ad s X ————> A.uts_gr.(Lx)

gpération de x sur LJ'c déduite de 1'opération adjointe de Xo sur

g °+ Pour tout S'-—»S et tous x,x'€ X(S1) , m,m’ GL}'{(S') , On a
o

P(mx, m'x'") = (m. ad px(x) m') P (x, x')

pollaire 0.9. Soit X un S-groupe . Alors Xt est muni nsgturellement

?-stmcttu‘e de S=-groupe, est un morphisme de S-groupes et le

Px
phisme

i:LJ'{ —_—> X

ensemblistement par mpmp m e (ol e est la section unité de G)
X _-)'X+ .

isomorphisme de S-groupes de Li sur le noyau de Py ¢

Les deux premi®res assertions ont déji &té démontrées . Comme X

oot formellement principal homogtne au-dessus de X sous LX = Li_ Xq S L
le morphisme énoncé est bien un isomorphisme (de S-foncteurs) de L‘.]'{ sur le
Byau de Py ¢ Le fait qu'il respecte les structures de groupes résulte de la

formule explicite de 0.8,
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Corcllaire ©0.10. Avec les notations précédentes, pour tout 3! S et
oo slo P2 D RG> P I e 25

tous x €X(5') et m GL‘;‘.CS’) y ona

xi(m) == = 1 ( Aa pe(x) m ) .

Cela résulte de la formule donnée plus haut et de i(m) x = mx .

Lorsque X est un S—-groupe, nous avons donc déterminé explicitement
le noyau de X — X et l'opération des automorphismes intérieurs de X sur
ce noyau. Nous allons maintenant voir gque 1'on peut faire de méme pour cer-
tains S-foncteurs en groupes non nécessairement représentables. Un cas nous

sera utile, celui des fonecteurs Aut ( T 3.0 )

Enongons tout de suite :

{

Proposition 0.11. Soit E un S-préschéma . Notons X = AutE(E) . Le noyau

du morphisme de S-foncteurs en groupes

s'identifie canoniquement au S-foncteur en groupes commutatifs Lé

1
Hom(Y,L!) = Hom (5L = je! » 40 )
S LK QE X Y Eo/So QS OYé " 3 X

oS o o}
o

défini par

ou Y désigne un S-préschéma variable .

En effet, si Y est un S-préschéma variable, on a

[

HomS(Y,K) AutY(E Xg X) ;

Hom_(Y,X") = B (Y.,X.) = Aut, \E ) = A (B x_ ¥)x, Y.) .
s i s A “tgi R

—
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Q7

. au Y-préschéma E g Y , on obtient un isomorphisme de

Bomg (Y,L4) =2 Ker( Homg(Y,X) —> Homs(Y,x+) )

»ohisnme que l'on vérifie aisément &tre fonctoriel en le S-préschéma Y ,

achdve laz démonstration .

0D.12. ©On a une opgération naturelle f de X sur L;;( définie de la

suivante : pour tout ¥ —>» S5 , on a

Homs (t,X) = Auty ()
Hom.(Y,L!) = E n' , &Y
s 5 s mg,j,o L——E'O/Io =

est le Y-préschéma E Zq Y ; le premier groupe opdre sur le second par
agport de structure et cette opération est bien fonctorielle en Y .

''a alors la formule
xile) ' = i@ n) ,

tout Y =35 et tous x € EcmS(S',X) ,ym & Hcms(s-,LJ!E) ; il suffit en
#fet d'sppliquer 0.7 au Y-préschéma F .

el 0.13. L'image directe d'un module quasi-cohérent par un morphisme
M Dréseritation finie est quasi-cohérente . Sous les mBmes conditions, la

formation de l'image directe commute au changement de base plat : dans la

- ®ltuation
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si on suppose f (et done £') de présentation finie et g (et donec g') rlat,

on a pour tout O -module guasi-cohérent F
4

£, ® =, 0 = £ (T, Q..)
* QS —51 * Qs -8

ou,de maniére plus esthétique
E 3
e (5, ® = £ & ®) .

Ces deux faits sont plus généralement valables pour un morphisme
quasi-compact et quasi-séparé (cf. EGA III. 1.4.15 dans le cas quasi-compact
séparé et EGA III 6,9.10 ) .

o

Remargue 0O.14. Dans les notations de O.11 , supposons E de présentation

finie sur S et Y plat sur S . On a zlors successivement

Hom (Y,13) = M (2 Y, Hom_:E (ﬂé/s,_{%) EQS o, )
1
= P(Y,g*@%@ﬂ/s,igﬁ) oo, &) )
= (Y, £, (Bom. () , 30)) 2 o)
*(—QELE/S I

il

W (:E‘*(Homc (RE1/S " _J,QE)) (Y)
-

o f et g sont les morphismes structuraux

g: Ex Y —_— Y

f:E }So

On a donc montré que 1l'on a
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1
Ly = WL, (H;mQ_E (/s 297 )

8a batégorie des S-préschémas plats sur S . Notons de plus que le Module
B% on prend le W est guesi-cohérent .

Extrayons enfin de SGA 1 III les deux propositions suivantes.

position O.15. (SGA 1 III, 6.8) Pour tout S;-préschéma lisse sur S,

e, il existe un S-préschéma X lisse sur S se réuuisant suivant

' ot un tel X est unique 2 isomorphisme (non unigue) prés .

Homg(Y,p,) : Homg(Y,X) —> HomS(Y,X+) = Homg (Y,X)
J' —

0e.17. BSoit E un S-préschéma affine sur S et lisse sur S ;

OBV Burjective .

En effet, Y X E est affine sur Y , lui-m8me affine, donc affine .
E, —>E,

_‘ppli@-an‘c Cs16 , om en déduit que tout SJ-morphisme Y, xg
- = "1

s Prolonge en un S-morphisme ¥ Xg E——3E
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Bn d'autres termes , tout SJ-mcrphisme YJ ———> End_. (E) se prolonge

en un S-morphisme Y —— > End_(E) ,
E——

Mais 0.7. montre gqu'il en est de m8me en remplagant Er.dE;fE) par Aut_(E) ,

ce qui est la propriété annoncéde.

1« Extensions et cohomologie .

1e1e Soit £ une catégorie, Scoient S wun objet de C , G un

S-groupe (représentable) et F un S-foncteur en groupes commutatifs sur lequel
. Ny,
G opdre . On a défini en I, 5.1 les groupes de cohomoclogie H (G,F) .

" )

On rappelle que ce sont les groupes d'homologie d'un complexe noté C*(G,_ ou
c™(q,F) = HOmS((G/S)n,F) .

Comme G est représentable, on a aussi
c™(6,F) = F((e/5)")

de ceci, et de la définition de 1l'opérateur bord, on voit que le complexe

c*(G,F) ne dépend que de la restriction de P & la sous-catégorie pleine de

E/S dont les objets sont les puissances cartésiemnss de G sur S .
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1¢1e1. Soient C une catégorie, S un objet de C, G un S-groupe

Bant.gble . Notons C(G) 1la sous-catégorie pleine de Q/S dont les

-'B sont les puissances cartésiennes de G sur S ., Soient F et F!

S-foncteurs en groupes commutatifs sur lesquels G opére, Si F et F!'

restriction & Q(G) y On a un isomorphisme canonique

*
H (c,F) £ o H (GF) 5

Enongons un autre résultat de comparaison. Scit maintenant T—> S

pmorphisme de C . Si F est un T-foncteur en groupes commutatifs, alors

F1=-rTF (Bxp. II, 1)

T/s

8 l I 3
u: il Autr-gr. (F) — .néu..ltE gr.(F1" 4

G Aut, )
p >

@ opération de G’I‘ sur F . Par définition du foncteur 11 s on en déduit

:W‘Phime de S-foncteurs en groupes

4 —_— ; 5 <
o, par Composition avec u , une opéretionde G sur F, .
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Lemme 1.1.2. Sous les conditions précédentes, on a un isomorphisme canonigue

5@, 1| F =~ 8°%6.,75 .

En effet, d'aprés la définition de la cchomologie, les complexes

standard sont canoniguement isomorphes .

1.2. BSuivant les principes générasux, on pose la définition suivante :

Définition 1.2.1. Soit 1 —3M —>3 E ——3 C une suite de morphismes

de :Ci-groupes » On dit qu'elle est exacte si les conditions €quivalentes sont

vérifides :
sl lees.

(1) pour tout S €0b C , la suite de groupes ordinaires

u(s)

L —ulE) —> E(S)

.-_Y_(_gl_.) Gg(s)

est exacte ;

(ii) pour tout objet E de 0, la suite de groupes ordinaires

1 —> Hom(H,M) —> Hom(H,E) —>» Hom(H,GC)
est exacte .

Faisant en particulier H = G dans (ii), on voit que 1'ensemble des |
sections de v (ne respectant pas a priori les structures de groupes) est vide |

ou principal homogine sous Hom(H,M) . Supposons-le non vide ; soit donc

s ; G > E

une section de v . Alors pour tout S €0b C et tout x €6G(S) , 1'élément

s(x) de E(S) définit un automorphisme intérieur de ES qui normalise HS
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oomctement 1l'image de MS par ug ) ; donc un automorphisme de Mg ;

- ' 1a section choisie, mais seulement de x , et qu'il en dépend multiplica.

ent . En résumé, & toute suite exacte

u
(E) 1 > M Y B ———ip O

T — Auta . (M)

fl'on appelle 1l'opération de G sur M définie par 1'extension (E) .

On a vu en I 2.3.7 que Vv possede une section qui est

o phisme de _:é_-gromes si et seulement si l'extension (E) est isomorphe
."'tant qu'extension") au produit semi-direct de M par G relativement 2
spération précédente . Une telle section de v sera sppelde section de
tension (E) . 5i s est une sectionde (E) et si mg M (M) =

E) —>»MN (@) ) (pour la définition de ™ , voir I 1.2 ) , alors
Rrphisme G —> E défini par

% o i) % Bl

f8galement une section de (E) dite déduite de s par 1'sutomorphisme

atericur défini par m (ou par u(m) } .

a 1.2.2. Soit () : 1 —>» M —i> B —v—) G une suite exacte de

Jpes telle que M soit commutatif et que v possdde une section.

G sur M de la manidre définie par (E) .

(1) L'extension (E) définit canoniquement une classe c(E) € H
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dont l'annulation est nécessaire =t suffisante & 1l'existence

d'une section de (E) .

(i) Si o(B) = 0, l'ensemble des sections de (E) est principal

homogdne sous le groupe 21(G,M) , l'ensemble des sections de

(2) modulo 1'action des automorphismes intérieurs définis par

les éléments de I (M) est principal homogtne sous le groupe
il (c,n) .

La démonstration se fait exactement comme dans le cas des groupes
erdinaires, le fait que 1l'on parte d'une section de v assurant la fonctoria-
lité des calculs ensemblistes . Indiquons bridvement les principales £tapes da

la démonstration .
a) A toute section s de v on associc le morphisme
Ds: GxG —m ¥ ,
défini ensemblistement par
o e
u(Ds(x,y)) = slxy) s(y)” s(x) .

On montre que Ds est un 2-cocycle en calculant

? Ds (x,v,2) = s(x)Ds(y, z)-1s(x)_1DS(x,YZ)-1DS(H, 2)Ds(x,y) ;

il suffit de reporter la définition de Ds dans cette formule pour trouver

(sans utiliser aucune commutativitd) Ds € 2°(G,M) .

b) Si s et s' sont deux sectionsde v 4 on a vu qu'il existe

m: G —mm> M
tel que s(x) = m(x) s'(x) . On a alors
Ds!(x,y) = m (xy) Ds(x,y) s(@nl)sx) ™! nlx) ,
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DB! = DS-a]IL -

e) Si s et s' sont deux sections de v déduites 1'ure de 1'autre
» sutomorphisme intérieur de E défini par un éldment m € [ (¥) ,
s(x) = ) s'(x) m entraine

sx) = n ' s me'®” sz

E=3]IIOS. -

d) Le raisonnement est maintenant habituel : pour trouver un s

Soit toujours

1 > M 2. 58 —Y s @

'+ B=-—>0G

-~ ~
rphisme de C-groupes . Considérons B, = H X, B3 clest un C-groups

-
projection Ve i Ef —> H est un morphisme de (C-groupes . De =méme pour
) tﬂf —> E . D'autre part , si on envoie M dans E par u et dans H

9 morphisme unité , on définit un morphisme de _@_—groupes u, : ¥ —>» Ef .

‘done construit un diagramme commutatif de i—groupes :

(=) l—u —> 5 —L 3 ¢

id.[ ep fT
£ "

u v

) £

% a immédiatement
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Lemme 1.2.3. i) La suite (E.) est exacte .

-

ii) L'application sp—> ep © s =f' réalise une correspon-

dance biunivogue entre les morphismes

L=

8 2 E—-——-—!-f

tels gue vf o0 s = id. (c'est-a-dire les sections de vf} et les morphismes

tels que v o f' = f (c'est-3—dire les morphismes f' 'relevant" f) .,

iii) Dans la correspondance précédente, sections de {:Ef) et

morphismes de groupes f' relevant f se correspordent .

Appliquant le lemme 1.2.2 & l'extension (Ef) et tenant compte de

1.2.3 , on obtient la proposition suivante (qui contient formellement 1.2.2 ) &

Proposition 1.2.4. Soit (B) : 1 ~—>M —> E <3 G une suite exacte

de C-groupes avec M commutatif, Soit

f:@ H —m>» G

un morphisme de E_-g:_rmq)es ; supposons qu'il se reldve en un morphisme (non

nécessairement de groupes) f' : H —>E ., Faisons opérer H sur M par le

morphisme composé (multiplicatif et indépendant du choix de f!') ,

£ int
B ——> B ——» iuty gr.(rvz)

—

(1) Le morphisme f définit canoniquement une classe c(f) € HZ(H:

dont l'annulation est nécessaire et suffisante & 1'existence 4 'un morphisme dej

C-groupes

f': H—>E

relevent f .
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(ii) Si c(f) = 0, l'ensemble des morphismes de C-groupes '

e t, f y modulo l'action des automorphismes intérieurs définis par les

ts de M (M) (i.e. par les éléments m de M (E) tels que v(m) =e)
. i.cipal homogbéne sous H1(H,M) :

(iii) Si f' : E =—>» E est un morphisme de groupes relevant f ,

r des transformés de f' par les sutomorphismes intérieurs définis
R 1es é1éments de M (M) est isomorphe 3 r'(l-'I}/r'(HH) = " (m)/8°(8,M) .

8, Extensions de lois de groupes .

-~
Considérons la situation suivante : on a un morphisme de C

~

E ?E-groupe commutatif M opérant sur X, tels que X soit formellement
'i'~ homogéne au-dessus de Y sous l-IY .81 g: ¥ ~—» 7Z est un morphisme
gonque de £ , alors gop: X —>» Z est invariant par M : pour chaque
800 C , g o p (S) est invariant sous l'action de M(S) opérant sur X(S) .

gupposerons vérifide la condition suivante pour n = 1,2,3,4.

(+)n : Tout morphisme de X dans M , invariant sous l'action de

opérant sur X » se factorise de manigre unique par pn : XD —y YO

88 puissances n ddsignent des puissances cartésiennes).

-

h. 1.3.1. Si h est un morphisme de Y dans M , l'automorphisme de X

il ensemblistement par x b—> h(p(x)) x commute 3 p et aux opérations

M)
- sur X . Cette construction réalise une correspondance bijective entre

= Phismes de Y dans M et automorphismes de X commutant &2 p et aux
Tations de M .

La premidre partie est claire . Réciproquement, un automorphisme u
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a

de X commutant & p s'decrit ensemblistement x> z(x) x , ot g est un
certain morphisme de X dans M . Si u comnute aux opérations de M , ce

morphisme est invariant par M et on conclut par la condition {+}1 .

Nous supposons maintenant gue sont données en plus une loi de

groupe sur Y et une opérationde Y sur M, c'est-i-dire un morphisme de
-~
m

C—groupes 1

f1Y —~———— Aut*_gr (m) :

Définition 1.3.2. Une loi de composition sur X

P: X ix X ———a> I

est dite admissible si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(1) P reldve la loi de groupe de Y , i.e. le diagramme

P
Xx X ———>» X

(psp) l P L

¥fxY ——> Y

est commutatif .

(ii) Pour tout SE€0b C et tous x,y& X(S) , m,n € M(S) , ona

la relation suivante

(+) Plmx,ny) = (m.£(p(x))n) P(x,y)

Propogition 1.3.3. Pour qu'une loi de groupe sur X soit admissible, il fau

et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) p: X —» Y est un morphisme de groupes .
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(ii) Le morphisme i : M —>» X défini par i(m) = me

X
est un isomorphisme de groupes de M sur Ker(p) , c'est-

&~-dire : on a ensemblistement m ey * 1 ex =mn e

¥
(iii) ona mx = (m eX). x pour chague m € M(S) , x € X(8) .

(iv) Les automorphismes intérieurs de X opdrent sur Ker(p) suivant

la formule ensembliste :

x ifm) ! = il £(p(x)) ) -

La démonstration est immédiate .

1.3.4. Soit u un automorphisme de X du type déerit en 1.3.1,

b et P' sont deux lois ds compositions sur X déduites 1'une de

fre par 1'intermédiaire de u (par P(ux,uy) = u P'(x,y) ), P est une

ment si P' en est une .

Trivial .

1.3.5. Deux lois de composition admissibles d€duites 1'une de 1'au=-

bpar le procédé de 1.3.4 sont dites équivalentes .

1.3.6. Supposons qu'il existe une loi de composition admissible

(1) Il existe une classe ¢ € H3(Y,!~I') (déterminée canoniquement),
la nullité est nécessaire et suffisante & 1'existence d'une loi de compo-
ation associative admissible sur X .

> (i1) Si ¢ =0, l'ensemble des lois de composition admissibles et

—— - 'FS Dlatives (resp. des classes d 'équivalence de lois de compositions admissibles

28sociatives) sur X est principal homogéne sous ZE(G,I-T:} (resp. E“(g,M)) .

122




Lz démonstration se fait en plusieurs étapes .

a) Soit P une loi de composition admissible sur X . Comme P reldve @
la loi de composition de Y qui est associative , il existe un morphisme 3

unique a X3 —> M tel que 2

P(x,P(y,2z)) = al(x,y,2z) P(Blx,y),2) -

En appliquant la condition (ii) , on voit aussitdt que a est invariant
3 3
2

sous l'action de M~ sur X d'ol en appliquant 1'hypothése (+), 1le
-

résultat suivant :

(1) Il existe un morphisme unigue IP : Y —3 M tel que

P(x,P(y,2)) = IP(p(x),p(y),p(z)) P(P(x,y),2) , et P est associative
si et seulement si DP = o .

b) Si on calcule de proche en proche P(P(P(x,y),z),t) & 1l'aide de lad

formule précédente, on trouve, en posant

px) =u , p(y) =v, p(z) =w, p(t) =n
BP(H,V,W}-DP(u,vw,h).f(u)DP(v,w,h}.DP(u,v,wh)—1.DP(uv,w,h)_1 = e -
On a donc @ DP(u,v,w,h) = ey * Comme d'autre part le premier membre de 12
formule précédente peut s'éerire & l'aide de P et de a comme 1'expression
en (x,y,z,t) d 'un certain morphisme X4 —y M , il résulte de l'hypothése
d'unicité dans (+)4 que DP et e qui factorisent le méme morphisme sont 1

égaux, donc

(2) TP est un cocycle : ona IP € Zj(Y,M) ¥

e) Si P et P' gont deux lois de composition admissibles sur X,

il existe un morphisme unique

b:XZ«—)M
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.‘ ] d'ou :

+ tout couple de lois de compositions admissibles (P,P!') ;s 11 existe

S wique d(P,P') 1 Y —> M avee Pi(x,y) = d(®,2") (p(x),0() Plx,3),
1tensemble des lois de compositions admissibles devient ainsi princinal
pmogine SOUS Hom(Y°,M) = 02((},!{) .

:d) Sous les conditions précédentes , on a la formule :
ppr-DP = O a(e,P') ,

e) P et P' sont équivalentes si et seulement si il existe un morphisme
0T, M) = Hom(Y,M) avec d(P,P') = & u; cela résulte facilement de

fEfinition de 1'équivalence .

£f) I1 n'y a plus qu's conclure : on cherche un P tel que DP = e .

est un cocycle dont la classe dans H3fY,PI) ne dépend pas de la loi
Bomposition admissible P choisie (par (3) et (4)). Cette classe est

tion ¢ demandée . On pourra choisir un P' répondant aux conditions
AL seulement si ¢ = 0 3 en effet, choisissant un P quelconque , on aura

_“h'e: par (1) ;3
0 = ' = P + O a(p,P?) ,

M qu est possible par (3) et (4) =i et seulement si ¢ =0 . L'ensemble
—‘% associatifs est principal homogéne sous 22 (1,M) , toujours per (3)
: u) * L'ensemble des P associatifs i équivalence prds est principal

98ene sous H‘?{Y,M} d'aprés e) .

124




2. Extensions infinitésimzles d'un morphisme de préschémzs en groupes

Reprenons les notations du n°® O . Sodent Y et X deux S-foncteurs en Eroupeg,
Soit M le noyau du morphisme de groupes Py * X —3» X . On a donc une suite
exacte de S-foncteurs en groupes

Py ~
1 —> M — £ —> X

P + : y
Par définition de X , on a des isomorphisames

4 —~ 2
Homs(Y,X) = HomSJaYl,xg_)

S o ~ T Am
Homs_gr_(r,x) Lo Bo“s-jgr.(yg_’x;_) ;

le mcrphisme‘

Homg(¥,p,) : Homg(¥,X) —> Hom (x;X")

S
N ; = : +

associant &4 un S-morphisme f 1 ¥ —> X , le S-morphisme 7Y — X

correspondant par les isomorphismes précédents au S —morphisme

fJ t Y =—>» X obtenu par changement de base é.paf%ir de f . S5i M est

commutatif, on peut appliquer 2 cette situation la proposition 1.2.4,

En pratique, nous nous intéresserons asu cas suivant : Y est plat
sur S, X est soit représentsble (cas (2)) , soit de la forme Aut (E)
oi E est représentable (cas (b)) . Les S-foncteurs en groupes
M correspondant ont été calculés en 0.9 (resp. 0.11) , les opératicns des
automorphismes intérieurs de X sur M en 0.10 (resp. 0.12) . D'autre partsi
T étant supposé plat , on peut par 1.1.1 se contenter de connaitre les
valeurs de M sur les S-préschémas plats sur S et llopération de X sur
M lorsqu'on regarde X et M comme des foncteurs sur la catégorie des
S-préschémas plats sur S . Enfin , dans le cas (a) , M est (sur cette

catégorie) de la forme g /é N ou N est un certain S -foncteur en
o
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_I-:'_ gbéliens (0.5) ; on aura donc par 1.1.2 des isomorphismes
Py) > E(Y,N) .

Appliquant 1.2.4 , on obtient le

2.1s Soient S un préschéma, I et J deux idéaux quasi-cohdrents

quze L2DJ et I .J =0, définissant les sous-préschémas fermés

. Pour tout S-foncteur 2 , soient Zr:J et ZJ les foncteurs

5 p:r changement de base . Soit X un S-foncteur en groupes de 1'une

ideux espéces suivantes :

() X est un S-préschéma en groupes ,

(k) X = Auts(E} oi E est un S-préschéma, de présentation

finie sur S .

(&) L 1le S ~foncteur en groupes commutatifsdéfini par

Q
1
Hom_ (T,L ) = Hom. (W' , = O, I = 2p)
So e OT Kc/oo -QS = QS
- o] o]
lequeal X, opére via sa représentation adjointe dans Qi /s °
o ¢

(b) L le foncteur en groupes abéliens sur la catégorie des

mas plats sur S défini par

-—_-' résché

Homs (T,1)

C (1, £,(8om. (AL, > o) 8 o )
*——gE E/s == Oy =T

E‘Eigﬂe le morphisme structural E —> s), ot X considéré comme

teur sur la méme catégorie opére comme on 1'a vu en 0.13.

ety un S-préschéma en groupes plat sur S et f_ : Y. —> X un
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morphisme de S -groupes . Faisons opérer dans le cas (&) Yo sur L

&

1'intermédiaire de £.87, —>X

Alors

(i) Pour que fJ se reléve en un morphisme de S-groupes Y —> X,

il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

(11) f; se reldve en un morphisme de S-foncteurs ¥ —> X,

5
ce qui permet dams le cas (b) de faire opérer Y sur L par l'intermédiaire #
— —

du reldvement Y ——» X (opération qui, on 1l'a vu, est indépendante du 7

reldvement choisi) .

(12) Une certaine obstruction c(fJ) , définie canoniguement par

£, , est nulle , ol c(fJ) est une classe dans

(3) Hz(YO!Lo) ’

(b) E2(Y,L) .

(ii) Si les conditions de (i) sont satisfaites , l'ensemble des

morphismes de S-foncteurs en groupes Y — X prolongeant fJ y modulo

l'action des automorphismes intérieurs de X définis par les sections de X

sur S induisant la section unité de XJ. sur SJ. y

est principal homogine

sous

() B'(X,L) ,

() E'(Y,I) .

(iii) 8i £ : ¥ —» X est un morphisme de S-foncteurs en groupes

prolongeant f_ , l'ensemble des morphismes Y —> X transformés de f par'’

les automorphi-s-mes intérieurs définis par les sections de X sur S indui-

sant la section unité de X, sur S est isomorphe &

J J 7

(a) @)/ B°(x,L) ,
(®) @/ 8,1 .
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rque 2.2. Supposons de plus dans (&) que X soit localement de pré-
"'a.tion finie sur S . Appliquant slors 0.6 , on obtient

i i 1
(B} H (YQ’LD) = H (Yo ] ECEQSO (Q—Xg‘/so ¥ i) ’

(b) E(Y,L)

B (Y,f, (omy (Rfr,20.))
ﬁ:

g1|n:--:11.1}..@=$ dont on prend la cohomologie étant guasi-cohérents .

Barque 2.5. D'aprés 0.16 et 0.17 , la condition (i,) est automa-
: 1

Hpuement vérifide lorsque

(a) X est lisse sur S, Y est affine ;

(b) E est lisse sur S, affine sur S et Y est affine .
T e , sous ces corditions, on peut écrire dans le cas (a)

B (T,L) = BY(Y,Lie(X/s) =y 1) -

)
Enongons maintenant un certain nombre de corollaires concernant lc
'od Y est un groupe diagonalisable ( I, 4.,4) ; on sait slors
400, cit. 5.3.3 ) que si S est affine , la cohomologie de Y & valeur dans

_U_s-]'lodule quasi-cohérent est nulle . D'sbord un cas particulier :

Pllaire 2.4. Soient S un préschéma et SO un sous-préschéma fermé défini

g un idéal nilpotent . Soit Y un S-groupe diagonalisable et soit

un S—-groupe localement de présentation finie sur S ,

X
() X = Aut (&) ou E est localement de présentation finie sur S .

£: Y —3 X un morphisme de S-groupes tel que le morphisme

4 Yo > Xo ottenu par changement de base soit le morphisme unité .
& f est le morphisme units.
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Livy

En effet , la question est locale sur S et (dans (B) ) sur E .
On peut donc supposer S affine et (dans (©) ) E de présentation finie sur
S . En introduisant maintenant les sous-préschémas fermés Sn de S d4définis
par les puissances de 1'idéal définissant So , on est ramené au cas ol So
est défini par un idéal de carré nul , et en ce cas l'assertion énoncée résulte

du théoréme, via 2.2.

Dans le cas ol on ne suppose pas nécessairemesnt que fc soit le

morphisme unité , on a :

Corollaire 2.5. Soient S5 et So comme dans 2.4. Supposons de plus

S affine . Soient Y un S-groupe diagonalisable , X un S-foncteur en

groupes et fo 2 1’0 —_ J(O un morphisme de So—foncteurs en groupes .

(i) Supposons que l'on ait 1'une des deux propriétés suivantes :

(a) X est un S-groupe localement de présentation finie sur 8

(b) X = Aut (E) o E est de présentation finie sur S .

Alors fo se prolonge en un morphisme de S-groupes Y —> X gi et seulement

gi il se prolonge en un morphisme de S-foncteurs ¥ —» X .

(ii) Supposons gue 1l'on ait 1'une des deux propriétés suivantes :

(2) X est un S-groupe lisse sur S ;

() X = Aut (E) oi B est lisse et affine sur S .

Alors :E‘o gse prolonge en un morphisme de S-groupes Y —> X , deux tels

prolongements sont conjugués par un automorphisme intérieur de X défini par_

une sectionde X sur S induisant la section unité de Xo sur So .

Introduisant les Sn comme ci-dessus , (1) résulte de proche en
proche de la partie (ii) du théordme . Pour (ii) , on raisonne de méme,

en remarquant que les conditions de 2.1 (i) sont automatiquement vérifidesy
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aire 2.6.

Spous-pre schéma

s se reldve en une section de
- n

n+1

Soient S un préschéma ,

0,3 (noter qu'un préschéma lisse sur S est nécesseairement localement
résentation finie sur S , donc qu'un préschéma lisse et affine sur S

nécessairement de présentation finie); en outre toute section de XS

n
sar S, (d'aprés 1a définition

iisse sur S" pour (a) , et d'aprds 0.16 pour (b)) ; si f et £’

o+ deux Trelévements de f0 s on peut supposer de proche en proche f = f;l

n

evant 1l'automorphisme intérieur dont 1l'existence est affirmée par la

(ii) du théordme , ce qui achdve la démonstration .

En raisonnant de m8me , on obtient pour un Y quelconqgue :

1 un idéal nilpotent définissant

ferme So y I un S—groupe plat sur S8 et affine , X

§-groupe lisse gur S .

. n+1 _n+2
s pour tout n>0, on a EZCYD,Lle(XO/SO) =, ITULT") =0

S,

So—ggouges fo : Yo —_ Xo se reléve en un morphisme de

—> X .

1 . g
Si, pour tout n 0, ona H (YO,Lle(XO/SO} Bog i

tels relévements sont conjugués par un automorphisne intérieur de X défini

PA ure section de

X sur S induisant 1=

section unité de Xo sur Sc— .

Or on a

le lemme suivant :

=t 8it une opéra

b. 2.7. Soient S un schéma affine , G un S-groupe ‘affine , F un

"Wodule quasi-cohérent s L un _O_S—module localement libre . Supposons que

ération de

il

tion de G sur F au sens de l'exposé I , ce qui définit
L

-

G sur F = L. Notons A l'anmeaude S, L

(]

QS =

I

- L (qui est donc un module projectif ) . On a un
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igomorphisme canonique

%
H (G, E =,

*
_S;,_) > 1(50 = L .

En effet , dans la situation de 1'énoncé, les groupes de cohomologie
de G & valeurs dans F se calculent comme les groupes de sections des fais-
ceaux de cchomologie EP(G,F) ( I, 5.3 ) « Or il résulte immédiatement
de la définition de ces faisceaux de cohomologie que leur formation commute
au produit tensoriel par un faiscesu localement libre  En prenant les sec-

tions (on est sur une base affine) , on trouve le résultat annoncé .

En utilisant le lemme , on transforme 2.6 en :

Corollaire 2.8. Scient 5 un schéma affine , I un idéal nilpotent sur S
II‘H-!/T‘EH-Q

localement

définigssant le sous-préschéma fermé So . Supposons les

libres sur SOI . Soient Y un S-groupe plat sur S et affine , X un
S-groupe lisse sur S, et fo : Yo -—)Xo un moxyphisme de S-groupes .

(1) si B°(T ,Lie(X/s )
S—groupes ¥ —>X .

Il

o, fo se reldve en un morphisme de 8

0, deux tels reléevements sont

(11) Si H"(Yo,&(xo/so))

conjugués par un automorphisme intériecur de X défini par une section de X

sur S irduisant la section unité de XO sur So .

En particulier , faisant Y = X :

Corollaire 2.9, Scient S et So comme ci-dessus . Scit X un S-groupe

lisse sur S et affine .

(1) si H‘(xo,Lie(xo/so)) = 0 , +tout endomorphisme de X zu-des

de S induisant 1'identité sur X  est 1'automorphisme intérieur défini

sectionde X sur S induisant la section unité de XO sur S0 .
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(i1) si BZ(J{O,Lie(X /3,)) = 0, tout S, -eutomorphisme de X
pe en un S-automorphisme de X .

2.10. Les assertions concernant les H1 ont des réciproques d'aprds

-héoréme » Signalons comme exemple la suivante : si 5 = IS est le schéma
2 o

'mbres dusux eur S ( II, 2.1 ) et si X est un S-groupe plat

Pt 1'automorphisme intérieur défini par ume section de X sur S induisant

_ _ 1 : _
ection unité de X sur S_, alors H (XO,LJ_.Q(XC/SO) ) = 0.

Rpréochéma en groupes plat sur S, X un S~-préschéma en groupes ,

—>» X un mcrphisme de S-groupes . L'ensemble des morphismes de

by
dms X déduits de £ par conjugaison par des x € X(S) induisant

Binité de X":SJ) est isomorphe au guotient

§ ad(YQ)
E = Hom (EX /s * J) / Hom (QJ_K /s J) 5
o o —5 g 8

0 o

=S
0

B le second zroupe est formé des O —morphismes @ %O/S —> J, qui
] o
Bar tout chengement de base S' —> So donnent des morphismes

E‘QS Oy —> I =, Oy, dinvariants sous l'action de YQ(S')
—S

; Q o

T lo premier facteur .

_ Par 2.1 (iii) , on sait que 1'ensemble cherché est isomorphe &
ik o
: ad (Y ) o o' Yo

. o
nt g s
“t Svidemment autre que I (Lc} © au sens de 1'énoncé précédent .
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Corollaire 2.12. Sous les cornditions de 2.11 , supposons de plus

w;o/s localement libre (de type fini) . Alors
o

- ~ 3 o) diioi 5 Y
E r‘(so,me(xc/so) =, J )/B (ro, J.ule(_iio/so:l 2, 1) -
=5 ==
o o
Corollaire 2.13. Supposons de plus Yo diagonalisable . Alors
ad(l’c}
E o~ i i J
B B2 (so,Lle(xost) =, T )£ r'(sc ,Lle(xo/so) 3, I )
-5 .
ad{Yo) "
oh Lie [XO/SO) peut 8tre construit comme le facteur de la décomposition
de 1, 4.7.3, correspondant au caractére nul de Y .

En effet , si Y =< Dg (M) , on a par loc. cit. une décomposition
en somme directe : 2

L'ﬁ(I{OfSO) = Lie(XO/SO)O © mleIM g_(xo/so} oo

m;éO

En tensorisant par J , on trouve une décomposition analogue pour

. il -
L1e(KO/SO) =, I, d'oh la relation

-
o]

H(Y ,Lie(X/S) = D=2 [ (S, , Lie(X/s) =, I).

Coroliaire 2.14. Supposons de plus S, affine . Alors

ad(Y )

E a¢ M (S,Lie(X /S )/Lie(X /s )  ° %o, T)
o]

133



121

teneiong infinitésimales d'un préschéma en groupes .

Toujours dans les notations dun® O (8, I, J, etc...) , donnons-

P un S-préschéma X et supposons XJ. muni d'une structure de groupe .
g nous proposons de trouver les structures de S-groupe sur X induisant

13 la structure donnde .

A partir de maintenant, nous supposons X plat sur S . Seoit C
patégorie des S-préschémas plats sur S . On a donc X EO0b C .
i noterons Y 4, resp. M , le foncteur sur € défini par ¥ s Tresp. L! .

X
erphisme canonique py : X —>X'  définit un morphisme de C

p1 X —Y

e

-_opération de L}'{ sur X dans (Seh) /s définit une opération de M sur
lans C . On vérifie aussit®dt que X devient bien ainsi formellement

Blncipal homogne sous M, au-dessus de Y . (of. 0.2 (i) et 0.4 ) .

L'opération de X sur Ly définie en 0.8 (notée Ad en loc. cit.)

finit une opération notde f de Y sur M . On sait » d'autre part (0.8 ) ,

Homé(Z,M} ~ HomSC(ZU,LO) +r ZE&EM®E ,

- 1:0 est le foncteur défini en 0.5.

3.1« (i) La condition (+}n de 1.3 est vérifide pour tout
&tlor positif n.

(ii) Si on fait opérer le So-_groupe }{0 sur le So-foncteur

o P& l'intermédiaire de sa représentation adjointe, on a un isomorphisme

S&noni que

*
H (J{O,LC} &~ H O (Y,K)
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(1a premiére cohomologie est calculée dans (Sen) , , la peeonde dans C )
/S,

les deux parties du lemme résultent de la relation :

o+ v
Homy, (Y,M) o Hem . (X x5 S s LD) ¢ Homg (xo,Lo) ~ Hom, (X,M)
= (Sch) /s 0 ko]
o]

qui provient aussit®dt de la définition de M comme un I I "
s /s
Cette relation &tant plus généralement vérifiée en remplagant X , ¥ par
Xt , Y', on en déduit que tout morphisme X" —% M se factorise de manidre
unique par Y , ce gui entraine (+}n . On en déduit aussi la relation

c*(t,m) = G*(XO,LO) ce qui entraine (ii) .

Nous pouvons donc appliquer les constructions de 1.3 . En particulier

Lemme 3.2. Soit P : Xxs X ———> X un morphisme . Pour qus P reléve

la loi de groupe de X. , il faut et il suffit que P so0it une loi de compo-

sition admissible sur X .

En effet, pour que P reldve la loi de groupe de KJ s il faut

et i1l suffit que P reléve la loi de groupe de -4 s, ol encore celle de Y .
Il n'y a donc qu'a montrer que tout morphisme P relevant la loi de groupe de
X; vérifie 1'identité (++) de 1.3.2 , ce qui est exactement ce gqu'on a vu

0.8.

Propogition 3.3. Boient S un préschéma et Sc un sous-préschéma formé

défini par un idéal nilpotent . Soit X un S-préschéma plat , et guasi-
compact ou localement de présentation finie sur S « Seoit P : X Ty x —>

une loi de composition sur X . Pour que P soit une loi de groupe , il fautb e

i1 suffit que les deux corditions suivantes soient satisfaites :

(1) P est associatif .
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( 23 = i .
(ii) P induit sur X, =Xxg S, une loi de groupe

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Mentrons qu'elles sont
$rigentes . Supposons d'aedord que X pessdde une section sur S . Comme
est alors non vide pour chaque S' —> S,il suffit (Bcurbaki, Alg. oh. I,

'y somorphisme . On peut évidemment suppeser S' = S ; cette translation induit

» X une translation qui est donc un automorphisme de Xa « On conclut par
(]

"-eat un S'-groupe d'aprgs ce qu'on vient de voir; considérons sa section
. ' 1 ' g =
g P ST xg 8! — 5 (i=1,2)

la section unité de XS" pour la loi de groupe image inverse de PS

e' . L'image inverse de e' par pr

-Pri + Mais comme P est "défini sur S", ces deux lois de groupes
fEncident, donc aussi leur section unité . On a donc pr’;(e'} = pr;(e "
'—>» S est un morphisme de descente, il existera une section de X

nt e' par extension de la base, et eon aura terming . Comme Xx
O8sbde une section sur X (1a section diagonale) , on voit qu'il guffit

: enant de prouver que X —3» S est un morphisme de descente . Or il

"-_ plet et surjectif , et quasi-compact ou localement de présentation finie

oouvrant pour (fpge) , donc un morphisme de descente (exposé IV, n°® 6) .

: En fait l'hypothése X —» S quasi-compact ou localement de pré-
ation finie est superflue, en vertu du rdsultat suivant que le lecteur

‘ﬁnntnera comme exercice sur 1l'exposgé 1V ;

Sous les conditions du texte sur S et So y 81 X —> S5 est un
Hme plat et Xo — S0 un morphisme couvrant pour (quc) y alors
= ® S est un morphisme de descente .
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Lemme 3.4. Pour gque deux lois de compositions admissibles sur X soient

dquivalentes, il faut et il suffit qu'elles scient déduites 1'une de 1'autre

par un automorphisme de X au-dessus de S induisant 1'identité sur X_ -

J

En effet , les morchismes construits en 1.3.1 sont exactement ceux

fda

e 1l'énoncé précédent (par 0.7 ) .

Compte tenu de tous les résultats précédents, la proposition 1.3.6
donne :
Théoréme 3.5. Soient S wun préschéma , I et J deux idéaux sur 5 tels
I>2J,I.J=0, So et S

T les sous-préschémas fermés de S qu'ils défi-’

nissent . Soit X un_ S—Eréséﬁéma plat (et localement de présentation finie ou;

quasi-compact sur S) sur S , KC et SI les préschémas cbtenus par changemen

de base. Supposons Xj muni d'une structure de SJ-groupe et notons Lo le

So—foncteur en groupé; abdliens définis par la formule

4
Hom_, (T,L ) = Hem. (@ ®. 0. ,J® 0.
S, o O :{O/So gso T gso T

sur lequel Ko optre par 1l'intermédiaire de sa représentation adjointe .

(1) Pour qu'il existe une structure de S-groupe sur X induisant 1

structure donnée sur KJ s 11 faut et il suffit que les conditions suivantes

solent satisfaites :

—
w8
—

I1 existe un morphisme de S-préschémas X Xg ¥ — X

induisant la loi de groupe de XJ .

(12) Une certaine d'obstruction appartenant 2 H3(KD,L )
o (8]

(aéfinie canoniguement par la donnéde de X et de la loi de

groupe de XJ) est nulle .
(ii)

e
lois de groupe sur X induisant la loi donnée de 3J , module les

i les conditions de (i) sont satisfaites 1'ensemble des

i
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_,‘ omorphismes de X induisant 1'identité sur X.J sy est un ensemble princi-

- 2
homogé L .
[ hom géne sous H (XO, oj

arque 3.6. BSoit X_ un S._-préschéma lisse sur SJ et affine . Par 0.15
- uw ol

bxiste & isomerphisme pré¢s un unique S-préschéma X , lisse sur B , et se
B gé.nt suivant XJ « 81 X_ est muni d'une structure de SJ-groupe y: il

. te de 0. 16 qu.; la cendition '(3'.1} est automatiquement vgrifiée #

Blus , dl'aprés 0.6 la définitien de Lo se simplifie et on obtient :

Bollaire 3.7. Scient S, I et J comme dans 3.1. Soit XJ. un

groupe lisse sur S.T et affine .

-

(i) L'ensemble des S-groupes lisses sur S et se réduisant suivant

A isomorphisme (induisant 1'identité sur J{J) prés , est vide ou principal

fogene sous le groupe

2 . 7
H (X Lie(Xx/8.) 2. I) =
o —"1o o 0

o

(ii) Il existe un S-groupe lisse sur S se réduisant suivent

'-L Bl et seulement si une certaine cbstruction dans

=2
T - ‘\ \l
H (XO’L_:LE'(XO/SD) Egso g )

On en déduit comme d'habitude les corollaires suivants :

Bol8ire 3,8, Scient S un préschéma ot So un sous—préschéma fermé défini

-._; i1déal nilpotent L .« Soit }(c un Sc—groupa lisse gur 3 et affine .

= » il 2 = 5 ~n+t ot
(1; Si H (X ,Lie(X /s ) = _J._r I/LT 4 ) = 0 pour tout n )/O ’

o o o _Q_S =
[w]
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deux S-groupes lisses sur S se réduisant suivant }{_Q sont isomorphes

(par un isomorphisme induisant 1'identité sur :r.g}

4

(i1) si H3(XG,Lie(XO/SO} g, I /17"%) = 0 pour tout n >0,
is

se

o]

il existe un S-groupe lisse sur S , réduisant suivant X .

Corollaire 3.9. Soient S un préschéma affine et S, un sous-préschéma fermé$}
In+1/1n+2

défini par un idéal nilpotent I . Supposons les localement libres

sur So « Soit KO un_ So-gz_'ou@ lisse et affine sur So

(1) si Ha(xo,Lie(Xo/So):l = 0, deux S-groupes lisses sur S5 se

réduisant suivant Xo sont isomorphes .

(13) si B(X,Lie(X/S)) =0, il existe un S-groupe lisse sur S§

se réduisant suivant KC "

Corollesire 3.10. Soient S0 un préschéma et S =1 le schéma des nombres

S
o

duaux sur So . Secit XO un So—ggouge lisse sur Sc . Pour gue tout

S-groupe Y , lisse sur S , tel que Y soit So-iscmorphe & Xo s Soit

S-isomorphe & X = X  xg §, il faut et il suffit que HZ(XO,Lie{KO/SO)) =0 .1
0

En effet , en vertu de 3.5 l'ensemble des classes, & un isomorphid
de S-groupes prés "induisant 1'identité sur Ko", de tels groupes Y , est en
correspondance biunivogue avec Hz(}{o,g_._q_{}lo/so}) , donc l'ensemble des classes
& un isomorphisme de S-groupes guelconque pres, est en correspondance biuni- |

vogue avec
2 3
BY(X ,Lie(X /S )/ Y,

o = Autg (%)

(qui opére de fagon évidente sur le "-12) La conclusion résulte aussitdt de 148

139



127

4.1, Soient 0 —>» A' —3 A —> A" —> 0 une suite exacte ,
Q un morphisme et A" —3 P un épimorphisme de noyau C . Soit

.ensanble (& isomorphisme prés) des quadruplets (B,f,g,h) tels que la

£
0 —»Q —3»B —&3p —3 0

0 —> A' —» A —p A" —> 0

Lot

B e ] o B 5 o 0

(1) Pour que E so0it non vide, il faut et il suffit que 1'image dans

B (C,Q) de 1'élément A de Ext1(A",A') soit nulle .

(ii) Sous ces conditions, E est un ensemble principal homogéne sous le

Wpe abslien Hem(C,Q) .

AI’
Introduisons la somme amalgamée B' = A 0 % 9 @ . On a 2alors un dia=
we commutatif oh les lignes sont exactes :
0 —3 A" —> A > A" > 0
0 —3» g —>» B! A" > 0 "
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et il est clair que la catégorie des solutions du probl&me posé est

canoniquement isomorphe & la catégorie des solutions du probléme corres-

pondant pour la suite O > Q B! > A" ——= 0 et les morphismes

id 2 g
Q————> Q et A" —/—= P ., On est donc ramené a2 démontrer le lemme

dans le cas ol A' ——> Q est un isomorphisme. En ce cas, 1l'ensemble E

est évidemment en correspondance biunivoque avec 1l'ensemble des sous-objets
N de A tels que A —> A" induise un isomorphisme de N avec le novau C
de A" ——= P, c'est-a-dire l'ensemble des morphismes C —> A relevant

le morphisme canonique C —= A" : ce qui donne le résultat cherché.

On déduit immédiatement de (ii)

Proposition 4.2, Scient (X,Qx) un _espace annelé, J un idéal de carré nul

de 0, , F un 0 -module. Notons Eﬂ = Ef_z_et soit Eo un module-quotient

—_— =¥ _—

de

Eé . Donnons-nous un morphisme de gxfiwmodules

|

Soit E le faisceau sur X défini comme suit : pour chaque ouvert U de X,

E(U) est 1'ensemble des modules-quotients G de F i U , tels que

G/ . u) G = G, 1 U et qu'il existe un isomorphisme (évidemment

G|lwe = qlu
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ent commutatif le diagramme

(QU)E@.OiU)-—E—!-EbQJU

\can. ‘;)/
Zjne .

BBrs E est un faisceau formellement principal homog®ne sous le faisceau

70! pes coumlutatifs

Beposition 4.3. (TDTE IV 5.1 ). Soient S un préschéma, S, un sous-

oaohéma fermé défini par 1'idéal J quasi-cohérent de carré nul , X un

-F

S
e}

@bréschéma , F un 0O -module guasi-cohdrent , X =Xx.S , F =
—" - (o] S o = Q
> = d i | - 2 s A
g =F /go un module guotient quasi-cohérent de F_, plat sur S

tout cuvert U de X, soit E(U) 1'ensemble des modules-quotients

Qymedule g|U , Plstamw S ot tels e G0 G | T,

sont nécessairement guasi-cohérents comme extension de deux modules quasi-

ents, cf. EGA III, 1.4.17 ) . Alors les E(U) forment un faisceau E

P X, qui est formellement principal homoggne sous le faisceau en groupes

Butatifg
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Suivant

2i et seulement si G egt plat sur 3 et

ot

ct
m
£
H
ui

3

O

5.1) , & pla

le morphisme canonique J z. G —> J & est un isomorphisme . Il n'y

0, =o
L
o
a donc qu's appliquer la propositicn précédente, en prenant pour f le mor-
phisme identique de J 2, G = J gx 2, go .
_S —x
o} o]

Prenant maintenant F = -QX et raisonnant comme d'habitude, on en

déduit:

Corollaire 4.4. Soient S, SO y ok g g Xo comme ci-dessus . Soit ‘!0 un

sous-préschéma fermé de Xo » plat sur So +» Soit B l'ensemble des sous—

préschémas fermés Y de X , plats sur S, tels que Y Xg So = 'l’o .

(i) L'ensemble E est vide ou principal homogdne sous

Hom (1. ,0, @& J)
9_}{ YO YO 95 B
o o
olr l,: est 1'Idéal définissant T  dans XO .
o

(ii) Pour qgue E soit non wide, il faut et il suffit que les deux

corditions suivantes soient vérifides :

(a) Il existe localement sur X une solution du probléme .

() Une certaine obstruction est nulle, qui se trouve dans

¥ . :
H (X ,Hom) (L, ,0, &, I))
—X, o To-=8_

Bffectuons maintenant un certain nombre de transformations . Comme

J est de ecarré nul , on peut aussi écrire

2
A = Hom, ( » O, ®  J) = Hom (I, /L » 0, &  J)
—KO _]:Yo _Yo QSO =X Yo Yo Yo gSO
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;-'f /-I-YE est annulé par _J;_Y y on peut le considérer comme un faisceau
4 o B

e}
! ! X i .
'_Yo , que l'on note _YO/KO y faisceau conormal & YO dans Ko En posant
L = I
& Hom, Ny ;3 9y 8 I
=X o] o =S5
o o
a HNX_,A) = H'Y ,A") iyo
aur ol= o= > 2

Introduisant maintenant deux idéaux I et J , raisonnant comme dans

02, et supprimant & la mani2re habituelle 1'hypothése : Y fermé , on obtient

Proposition 4.5. Scient S un préschéma , So et SJ les sous-préschémas

pés définis par les idéaux quasi-cohérents I et 1—, tels que

§> J et I.J = 0. Scient X un S-préschéma et ¥, un sous-

pohéma de X, , plat sur S_ . Soit A le O, -module défini par
P =E gt BB & B &

{2y
JKXJQYQY » 1%, 9 ) .
Q
o S J o

éc = l—Iom_:Y (E'Y

(i) Pour qu'il existe un sous-préschéma Y de X , se réduisant sui-

Rt YJ y Pplat sur 5, il faubt et il suffit gque les conditicns suivantes
. ﬂ_ignt satisfaites :

=7
* (2) Un tel Y existe loczlement sur X .
5 (b) Une sertaine obstruction dans H1{Yo,i&._o'} est nulle .

(11) Sous ces conditions, 1'ensemble des Y répondant aux conditions

5-15-3;_9_5"_9_517 principal homogdne sous le groupe commutatif HO(YD,A )
=0
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Remarque 4.6. Si X est plat sur 8§ et si Y. est localement intersection &%
B — £ g —_— -

compléte dans X_ , alors la condition (a) est toujours satisfaite et tout

C

Y S-plat relevant Y_ est alors localement intersection complite dans X ,
o

Si de plus Y est affine, la condition (b) est également satisfaite.

Remargue 4.7. I1 résulte de (ii) 1a donnde pour tout couple (Y,Y') de sous
préschémas fermés de X , plats sur S et se réduisant suivant Y. d'une

déviation

a(Y,y") € B°(Y ,A) = Hom, (X B, O.sJm Lo ¥oa
0’0 g,ro *f-J_/x£ ‘QYJ T, Oy T

Propesition 4.8. Soient 5§ , 1, J et X comme dans 4.5 I g£iant nilpoteni

Seit Y un sous-préschéma de X .

(i) Socient T un S-préschéma et f : T—>X un  S-morphisme tel &

T I On peut alors définir une

gue fJ : ‘I'J. —>» X. se factorise par ¥

obstru-c-t-i. cn—

e(X,Y,f) € Hom (£*(m a. 0. )y, J.0,)
g,l,o o(—x/x Oy =Y, =T

dont la nullité est nécessaire et suffisante & l'existence d'une factorisation

de f par T .

(ii) Supposons en particulier Y plat sur S et soit Y' un sous

préschéma de X , plat sur S, tel que Y} = Y_ . Considérons le mo:r:“phiagg_-

J 4
cantmigu.e

B, ~—¥/X. 0,7
2y Y/X 0¥

—~
u : Hom (w = 0, » J.0,) —> Hom (N @ 0, , J.0g
2 5 YQ/XJ g‘fJ s T % =y =Y ‘o

Si on note i!' : ¥Y' —> X 1'immersion canonigque, on a
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133

c(X,Y,i') = u (a(y,¥?)) ,

':(1"1{1) est la déviation de 4.7.

(1ii) Considérons le morphisme canonique (SGA 1 II, formule 4,3)

T i3] 1
S —2> Rn o,

2‘- -
induit pour tout fo : TO———> Kg gse factorisant par Yo

s un morphisme :

- 1 B
: Hom (£ (Lo )sJ.0.) —» Hom (£7 (x, me G ), 3065 )
gTo o X /s /== o o =Y/X g, ~4 T

(8]
emier membre n'est autre que Hom +(T,LX) s ef. 0.2 ) .
X
. a € Hom +(T,LX} ; considérons le morphisme composd
X
axt
g8 T ——— > L. x X —>X s
X K+

c(X,Y,g)-—c(X,Y,f) = Vi l:a} .

4 Nous allons démontrer la partie (i) de 1la propositien, laissant au

geowr le soin de (ne pas) vérifier les assertions (ii) et (iii) ; cette
F fication se fait par réduction au cas affine, puis Par comparaiscn des

nitions explicites .

trons done (i) . Comme T , ’I*J et To dtune part, X, XJ. et ?{O
s ont mdme espace topczagique sous-jacent, les applications

iNues sous-jacentes & £ f; et £ sont les mémes . Notons
i o
r

—_—
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£(0,) = £_(0.) 1'image directe (ensembliste) du faisceau d'anneaux @

O

par l'application continue précédente . Le morphisme f : T —>» X d4finit un o

morphisme de faisceaux d'anneaux 9, —> f(gT)

Comme d'habitude, on peut se restreindre au cas o Y est fermé , donc défin

rar un faisceau d'iddaux lY

Pour que f se factorise par Y , il faut et il suffit que 1l'application

composée I, — Oy ——> f(gT) soit nulle., Comme fJ se factorise’

J J &L

par Y, , l'application composée Iy —D 9 —> £(0.)

eat nulle ., Considérons le diegramme commutatif oh la pPremiére ligne est

exacte

0 — £(J.0;) —— £0) —— £€0 )
J

%, t p

J.J-:
s

il se compldte par un morphisme
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h: I, =———» £(J.0) .

=7
omme f = 0 et I1.J = 0, on a une factorisation
h - _ -0
Ly — > £( Q.) = % (g_gT)
surj. \l % h!
/
Ly'lly =y O .
=L g

gbfinition de 1'image directe , h' dé&finit un morphisme

& 0.) —>J.0
£, &y %o, <+ Op

l'obstruction c¢(X,Y,f) cherchée .

4.9. Cette obstruction se calcule localement sur T . Si on suppose
ne, soit T = Spec C + et de méme X = Spec B + I = Spec B/IY y S =

44 » S; = Spec 4/7 , S, = Spec A/I , elle se calcule par le diagramme
gtatif suivant ;

I, ——s 3 —f 5,
- T < c ™
I/15 /Iy =y 6, —> 0 .

etion ¢ est done définie comme 1'unique morphisme de Co-mcdules

By Cc —>» JC tel que,

avec les notations évidentes, on ait
¥ 1) = £(x), pour tout x € I,-

4.10, Si Yo est localement intersection compléte dans Xc- (ce qui

qus Y 1° ) r = R
que est dans X) , on a EY/X ®QY QYO \YUFX‘
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Lo

Plus précisément, on a de toutes fagons un morphisme surjectif de 0O, -Moduleg

surj. +
By B & —— N,
& 0 o o

qui est également injectif si Y est localement intersection compléte dana X
(comme il résulte sussitdt du fait que Y et -EY/X sont plats sur S ) .
Dans le cas "affine" de la remarque précédents, ceci se traduit par un

morphiame
I,I/Ii =, B e o Lro/Iio ,
donc un morphisme
i w0,

qui est bijectif si Y est localement intersection compldte dans X .

4.11. Nous nous proposons maintenant d'étudier la situation suivante :

on a comme en 4.8 S, SJ et So y on a deux OS-préschémas X et X' , un
sous-préschéma Y (resp. Y') de X (resp. X') , un S-préschéma T , des
morphismes f ¢t T == X' ot g: X' —> X .

b b4
f g )
T —s X' —= 3y X .

On suppose que par réduction modulo J , ce diagramme se compldte en un diagral
commutatif
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p 0 TR <5,

J
AL

i r - I -
. 1J I‘ e
g 2 4

~ % g
T £}{‘ "I'X
1— > —>1

=

(ﬁ I

donc par 4.8 des obstructions

% *
: ; 3
C(X,Y,g o 1j e H Q—Y! (l(') gO (Ef/x ﬂgY .QYO J » ig'zw ) ’
o
*
R
C(K P 4 )f) € HOEQT (fO @YT/Xt ®0 '.QYT:Iﬂ :l.g-r ) 3
- =X fe)
ig']:l ) 1

(X,Y f) € H (" & 1 0
celX,Y,z o om g Nif B )
9y o Se TI/X "0, 7T,

C

. On a alors un morphisme naturel

4,12, (i) Supposons Y' plat sur S

. : Hmo (i‘* g* NY/X E QY ) J 'g'f') "-)'Homo (f: g: @Y/X » 0, ]r QQT)
i o % 28 o =1, o

(i1) Supposcns de plus Yc" localement intersection compldte dans

On a alors un morphisme naturel

* * %
o |
omy (£, My /gr 2 Oy )5 207) —» Homy (£ 8@y x =0y )y 107 ).
=T o = o]
o o
Pour construire bf » il suffit d'exhiber un QT -morphisme
o o

£ (3 0..) J 0
o L8y T L0y

8 de toutes facons un diagramme
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* (T 0 g o .- T 0O
fo '."_'____”|I i—T
) i ¥
* - A\ NS . 3
fo(i By _(_3_‘,} Y= QEO_. _C_'T . )
"Sﬁ o} DO 0

Si Y' est plat sur S' , la premi®re fldchs verticale est un isomorphisme ¢

et on compldte le carré immédiatement . -3

De la m8me manidre, on construira &g en exhibant un Q_Y,-mcrphime
]

Q

*
S G \ W &
gg(—_‘f/x EQY gv i '_‘} d;f’frx.1 EO ngO ’

Lo 2y

or on a de toutes fagons un diagramme

-*

g (X By Oy ) =P N /vy ® L¢)
o =¥/X Vo & ='/x Oy, =L}
* (x ) N

g J ; —_ 1 ' §
(5] YD,/XO 10/}{0

ei Ié est localement intersection complite dans Xé y la deuxidme fldche ver-

ticale est un isomorphisme et on complite le diagramme .

Proposition 4.13. Supposons Y! plat sur 3 et Yé localement intersectil

compléte dans Kc; « On a alors la formule :

c(X,Y,g 0 £) = a (e(X',Y',1)) + be (c(X,Y,g 0i")) .
€0 o
Comme la définition des diffdrentes obstructions ot des morphismes
a et bf est locale , on voit facilement qu'il suffit de vérifier la for—i
mufe donr:éeolor3que les différents schémas en cause sont affines .

Notons done S = Spec A , SJ = Spec A\ /3 ’ So = Spec A /I ’
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E;:c Cy X=Spec A,

1£pec A'/IY, =

&

Spec B' .,

E!

1

Y = Spec A/IY = Spee B , X!

139

= Spec A' ,

2 donc un diasgremme d'annesux et d'idéaux

Wala il 2

dions les différents termes de la formule & démontrer . D'szbord

8 c(X,Y,g 0 f) . On 2 vu que c'est 1'unique C_-morphisme

—>J C tel que
; donc X € IY ;

y'+2lia_',y'61

5 YI)

elX,Y,g o £) (x® 1) = f(x') =

neidérons maintenant =

~,jeat défini par le diagrgmme

1\ goc 1\0

I)./H, mBG—)-I/I

cG:m 1) =

posons X' = g(x) € Iy +J A'

A E
i

£ (glx))

Ecrivons

s a; € A On a donc

f(y') + £ li f(a{)

(e(x',Y',£)) . D'aprds les définitions posdes,

A4
o]

— J C

/

e " T %

0

g \CCX ,Y’,f)}
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~ s = kT . i X 5 ——
On adonc a_ (e(X',Y',f))(x=m 1) = f(u) , ot u est un élément da I

o
\ ¢ :
relevant g (x ) = \g(xﬁjo vé

~ 05

Il
g
o]
H
)
=]
(o N
jah
O
3
(9]
(<
1]
]
)
t
&)
1
~+
4
(]
e
<
(1]

a  (c(X',Y',f£))(x® 1)
go

]
Hh
—

et
s
.

Considérons enfin b_ (c(X,Y¥,goi'). Il est défini par le diagramme

O

2 L] E H
IY/’IY #, B! —=—3 J B

|
v

I}./I.i 2y 6 ———» JB' gz, coq—-—“" I = g
O

b (e(X,Y,g 0 i) e .

o

On a donc aussitdt b, (e®,Y, g o iNGE®1) = £(&x) =T A £(a')
o 1 1

La comparaison des trois résultats explicites donne la formule cherchée .

Corollaire 4.14. Soit Y et Y' deux sous-préschémas plats de X se

réduisant suivant YJ s Supposons Yo localement intersection compléte dans

Xo « S5i T _i.....). X est un GS-morphisme tel que f

se factorise par

[}

YJ C:yKJ y On a la formule

=*
e(X,¥',f) - eX,Y,8) = £ (a(x',Y))

+*
oha T est le morphisme naturel

=X

Ht}mo @YC/}:O ’ ig_)—"‘—'—%‘ :‘Omo @Y(/x ’ —J-—Q.T) .
O (o]

153



141

En effet, il suffit d'appliquer la formule précédente au diagramme

Y ¥
if) [‘
T f 5 X 1d.> ¥

Butiliser 1a relation c(X,Y,i') = a(Y,¥') (cf. 4.8 (ii) )

En faisant dans la formule précédente f = i! , on retrouve la relation

Bge dans 4.8 (ii) .

Nous allons maintenant considérer le cas oi X est un S-groupe lisse
RS « Notons d'abord que tout sous-S-groupe Y plat sur S est localemsnt

pection compldte dans X . BEsquissons la démonstration de ce fait . En

y donc lorsgue S est le spectre d'un corps algébriguement clos . On re-

e ensuite que l'on a affaire 2 des groupes , donc gu'il suffit de vérifier
Besrtion & 1l'origine . Enfin, pour vérifier que Y est & 1'origine intersec-
ﬁﬁ;oompléte dans X , on peut se contenter de le faire pour les groupes for-

§ X et ¥ correspondants 2 X et Y . Comme X est lisse , 1'hyper—

o de X est une algdbre de polynOmes et on conclut & 1'aide du théordme

cture de DIEUDONNE qui montre que 1'hyperalgdbre de Y s'obtient en
ant" celle de X , donc est intersection compléte dans celle-ci (ef.

"VI1) . Bien entendu , lorsque Y est également lisse sur S, il suffit

8 L

woquer simplement SGA 1 II 4.15.

T

Donnons-nous maintenant un sou&—SJ—groupe YJ de KJ '
. —ment de présentation finie sur S. . Nous savons d'abord Eﬁe YJ
Stlement; intersection complite dans p 2 , donc (4.6 ) que tout ré
Televant YJ

est localement intersection complite dans X et gu'ur

est affine .

3 i'tﬁ si en plus Y
o]
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4,16. De plus , on a N, . DO = N z o) = .
X o, T Tk o %, EYO/J{O

Comme YO et Ko sont des Sc-groupes , on voit aisément que si 1'on note

B s ) s . (o !
Iy, /% l'image réciproque de IEY /% par la section unite de YO lc'lest un

. o .
QS -M8dule quasi—coherent) y On a%aussi

E = _I_l” = 0 ™
Yo/xo ‘c/xc- 'QS{J o
Leg déviations et obstructions de 4.7 et 4.8 sont donc des éléments

respectivement des groupes

ja s
g
=]
~
P
S
»
Y
o
o
<
[
@
=]
U
S’

et

Holy oy '@y O s 289 -
] NS Q
Considérons le foneteur en groupes commutatifs au~dessus de s, défini par

Hom

(2,8) = Hom. ( 2. 0, ,J=m, O, ), z € ob(sch)
5, O TRy By TE®SIg BT t*

On sait que 1'ensemble des sous-S-préschémas de X , platsg sur S , relevantj

Y, , est vide ou principal homogine sous Homg (YD,H) = G1(YO,N} .

(o]

Lemme 4.17. Sous les hypothdses précédentes, considérons pour chaque I ;

Y, N) = Cz(YO,N) aéfinie

relevant YJ 1'obstruction DY E.Homs (Yox

= 0 SD

par D ¥ = c(X,¥Y, Tol(i , i)).
g xs X ¥
(i,1) l £

sz}( “—)x
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(i1) Si on fait opérer Yo gur N par fonctorislité & partir des
5 — 3 :
Bhismes intérieurs de Y , alors DY € Z (Yo,h) .

(iii) Si Y et Y' sont deux sous-préschémas de X, plats sur S,

YJ,('de sorte qu'est définie la déviation 4(Y,Y') € C1(Y0,N)) , on a

DY' = @9 d(Yy,y')

Démontrons successivement ces diverses assertions .

Démonstration de 4.17 (i) . Si DY = 0, alors il existe un dizgramme

Tx, ¥ ——> ¥

| v

Xxs f ——>» X ,
est stable par la loi de groupe de X . Pour que ce soit un sous-

i est associative, se réduit modulo J suivant la loi induite sur

gL est une loi de groupe . Comme Y est plat , on conclut par 3.3 .

monstration de 4.17 (ii) » Celle-ci se fait en comparant les deux

g8 de u = c(X,Y, T, o(i,i,i)) calculdes dans les deux diagrammes suivants

-

Yx, ¥=. Y YXSY

S S L
{i,i,i)L (i,ijf (i)‘[.

X xg X xg X —? Xy X et
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ol f1=(1,'IT') ,f2={17,1} ,Trof__=1r3:>cxx;c;{—+=>x .
o

On applique chaque fois 4.13. On a donc

u = ((0,DY))+ b DY) = a (DY,0)) + b, DY) ,
e (OPD)+ by N = my o (GX0) 4 b, (o1
o o
La premiére chose que l'on remargue , c'est que b, n'est autre que
Io
Homs (f, ,N) , c'est-a-dire le morphisme déduit de f., par fonctorialité ,
o Jo Jo
L'identité ci-dessus devient donc, en notant a, = a.
JyTMo J

* *
a,az a, Hom. (£ (N ), T 2 0,z) > Hom, (W (N, ,. ), L= 03)
jyito J ng 1 VY x Yo/xoxxc —Yg gf-i 3 YD/J{O T2

- a,((0,pY)) + Hom(( T, 1),N) (DY) - Hom((1,™),N) (DY) + a,((0Y,0)) =0 .

On reconnzit les deux termes du milieu : ce sont les parties "DY(xy,z)" et
"DY(x,yz)" de la formule du 2-cobord . Il ne reste plus donc qu'id identifier)

les deux autres termes .

Il nous faut d'abord calculer 1'application aj + Or elle provient, par imaga

réciproque par fj » du morphisme de C.o-modules
o o

Piny jy 200 —> (5 )y @ ny sy ) =00
o 0 (o) o O o 0 o]

induit par le produit dans YO . Or ce morphisme se décrit de la manidre sui-

vante : considérons le fibré vectoriel E(gv Vv ; P donne par

Y =
/X’
dualité un morphisme i
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:lexprime ensemblistement par
ve) (u,v,a.v) = (u+ad(a) v, a,b) .

R ge démontre exactement cocome le fait correcpordant sur les Algtbres dec Lie,

(,1
-a=-dire sur le Module + On remarque d'zbord que V est muni par
: o o

notorialité en Yo d'une structure de groupe dans 1a catégorie des fibrés
yotoriels sur So i en vertu du lemme déja utilisé pour les Algtbres de Lie
Bxposé II, 3.10 ) , cette structure coincide avec la structurs de groupe sous-

'Z-te & sa structure de Ss-module » On voit ensuite que

; = V ) i i i g
-”d/xﬁ g, S ) v (EYG/XQJ est lui aussi muni d'une structure de

- oupe qui n'est autre que le produit semi-direct de celle de V par celle
IE « 11 ne reste plus qu'a identifier les opérations de Yo sur V pour

lir 1z formule cherchde .

n = Oy2 ~_~_E___€> (n+n) = QYQ
) 0
% *
>4 f1
o o
o =03 (n+n) =203
o o
3
a,((0,D1)) l(o’m”
J = Q_Y3
o

$ldérant maintenant les fibrés vectoriels définis par ces différents modules

28 autant de schémas sur So et prenant les points & valeurs dans n‘fimporte

Ll

“ o0 a, en notant (u,x,y,z) un point de V(J) x Yi -
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(0 + DY (w),x,y2)
»

«

( ad(x) DYy’z(u) yK,VE) T
I ‘I: o + DY},’ z(u) 1 XYy Z)
(Ad(z) *'-“Yy Z(u}:x!:)rrz} &—[ (u,x,y,z} »
’
On & donc obtenu a1((O,DY)} (x,y,2z) = Ad(x) DY (y,2) , ce qui est bien

le premier terme du cobord . On aurait de mme az((DY,O))(x,y,z) = DY(x,y),

d'olr

0= - ad(x) DY(y,z) + D¥(xy,z) - D¥(x,yz) + D¥(x,y) = O D¥(x,v,z) .

4,20, Démonstration de 4.17 (iii) . On considére le diagramme

¥rox X TxY I T

{ { { {

X xX —>» XxX —> X —>3 X

qui permet de calculer DY' & l'aide de DY et de 4(Y,Y') .
Le calcul se fait exactement comme précédemment; nous en laissons les détails

au lecteur. On trouve

DY'(x,y) = a(¥',¥) (xy) + D¥(x,y) + a(¥,¥")(y) +ad (x) a(¥,¥") ()
clest-3~dire

DY'(x,y) - D¥(x,y) = —ad(x) a(¥",¥)(y) + a(¥",¥) (xy) - a(¥",¥)(x)

=Bd(Y':Y} {Y) .
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4.21. Soient S un préschéma, I et J deux idéaux nilpotents ’
% S telsqus I D J, I.J = 0. Soient X un S-groupe lisse sur
1 Y. un gous—SJ—groupe de XJ ( = sous-préschéma en groupes) , plat et

aleme;t de présentation finie sur SJ. . Considérons le SO—_foncteur en

—_—

Foupes commutatifs No défini par

Hom_ (Z,N) = Hom /y B 0, , = 0,), z€ob(Sch)/s
A S R o

lequel Yo opére par l'intermédiaire des automorphismes intérieurs de Ko F

(i) Pour qu'il existe un sous-S-groupe de X , plat sur S , i
£ P sur g

:réduise suivant YJ » 11 faut et il suffit que les deux conditions suivantes

Wient vérifides :

(ii} I1 existe un sous-préschéma Y de X , plat sur S , relevant

¥, (condition automatigquement vérifide si Y est affine (4.6 ))

(izj Une certaine obstruction canonique, $lément de HE(YO,ND} 3

(ii) Si les conditions de (i) sont satisfaites, 1'ensemble des

gous S-groures de X , plats sur S et se réduisant suivant YJ

est un ensemble

icipal homogdne sous le groupe ZI(YO,NG} -

: En effet, la condition (i1) est nécessaire . Supposons-la
Yérifide et soit Y plat sur S relevant YJ « I1 nous faut chercher un Y!
Pelevant aussi Y. tel que VDY = 0 (417 (1)) . MEls cela vevient &
@orcher un a(Y,Y') € C'(Y,N) tel que DY = 3 a(v,v') (4.17 (111)).

Soit . EHZ(YO,NO) la classe image de DY qui est un cocycle par 4.17 (ii)

Ele ne 44pend pas du choix de Y d'aprés 4.17 (441) , ot sa nullité est
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nécessaire et suffisante & 1l'existence d'un d(Y¥,Y') wvérifiant 1'équation

4 5.
précédente. Ceci démontre (i) . Si on a maintenant choisi Y tel ous o
Y = 0, l'éguation & résoudre s'éderit 3 a(Y,¥') = 0, ce aqui démcontrs 1
034) 5 :

Remarque 4.22. DNotons gque Iy /X est de présentation finie sur SO .
o o

Dene le foncteur No s'éerit sur la catégorie des préschémas S-plats

N, = W(Hom ¢ n, /X
—SO o "o

s J) )

I1 en résulte des isomorphismes :

i At xl ¢ \

___IZ(YO’NO) H (YD, Hc:mC Iy /K s L))
1 e

2 (YO,NO) o~ 7 {YO, Hom {nfo/x s Y

4.23. Toujours sous les hypothéses de 4.21 , nous gllons maintenant étudier

comment l'ensemble des Y relevant Y se comporte vis-3-vis de la conjuga.isd

J- »
par des sectionsde X . Si x est une sectionde X sur S induisant la
section unité de X, l'automorphisme intérieur Int(x) défini par =x

transforme sous-groupes plats de X relevant YJ en sousg=groupes plats de
X relevent Y, . Or, sous les conditions de 4.21 (i1), l'ensemble de ces
sous-groupes est principal homogéne sous 21(Yo, Nc} ; nous allons voir gqu'il
existe alors un sous-groupe de Z‘E(YO,NO) tels que deux sous—-groupes de X
plats sur S, et relevant Y, soient conjugués (par des x € X(8) induisant ™
1'unité de X(SJ.)} si et seulement si leur "différence™ dans Z1(YD,N0) est
un élément de ce sous-groupe . Dans les meilleurs cas , nous montrerons que
ce dernier n'est autre que B1(YO,NO) , donc gque l'engemble des sous—-groupes T
de X plats , relsvant Y; , modulo conjugaison par les x € X(8) induisant
l'unité de X(SJ) , est vide ou principal homogéne sous H1(Y0,Nc)

(proposition 4.36 ).
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._ Soit Y un sous-groupe plat de X, se réduisant suivant TJ. Rappelons

E nous avons introduit en 0.5 le foncteur Lo}{ (resp. Ln?J d.gfinj_ par

dentité par rapport au So—préschéma variable T

1
= H (W ®
HC'I'AS (T’LOX} Cmo \_.Kc/s 0 ‘Q'T ] ‘_I_ ®O QT )
e} =T o =S5 —sO
de méme en remplagant X par Y) .
R on & :
-;@ua 4.25. 11 existe une suite exacte canonique de Yo-modules

d 1 1
y Jx ——> i""'—Jrc/s ———}E-Y/s —3 D .
[w] (o] [o) (o] [#]

peaddant les propriétés suivantes :

(i) Par image réciproque sur Y , d donne le morphisme D de

B8, (ii1) .

(41) 84 Xo et Y  sont lisses sur S, » alors d est injectif .

les deux &' sont alors localement libres de type fini , il en est

Ly x et la suite est localement scindée .
o Tn

D'aprds SGA 1 II, formule (4.3 ) » il existe une suite exacte
mon que de _Qy-modules
o

. D 1 1

N, .

T /2 —>» EL /s T & —» Sy /s —» 0
o] g © ' § o] o o

o

e cette suite est invariante par les translations de Y , elle provient
[a]
suite (+) sur =S

\ par image réciproque par la projection de Yo

w . . - - . - - -

4 So + falsant maintenant agir les automorphismes intérieurs de Y y OT
voit F : : =
_ WMe  (+) est une suite exacte de Y -modules . Comme (+) devient exacte
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par tensorisation avec 0. , elle est déji exacte {YC est fidélement plat aly
< ]
sur SO} . Pour la m@me raison d est injectif si et seulement si D llest ,

Le reste résulte de SGA 1 IT 4.10.

4.26. Pour tout So-pré%héma T , (+) donne par fonctorialité une suite

exacte de groupes sbéliens

d
- T
T b T A\ .
0 —> HomsC(T,uC_Y, —y HomSO(T,LOX) — > hcmSO(T,NO,

En particulier, prenant pour T les puissances cartésiennes de Yo ’

on en déduit une suite exacte de complexes de groupes abg&liens :

0 —» ¢ (¥ ,L.) —> ¢ (¥,L_) _i*_) ¢*(¥Y ,N)
o’ oY o’ oX oo
et en particulier, un diagramme commutatif

o o da° o
N
0 —> C (YD’LGY} =—=3 @ (YO’LOK} —> C(Y_,N)

{? (R o

1 1 a 1 :
0 —>»C (YG,LOY) iy 1 (YO,LOX} —— O (YO,L\O) .

o o 5 =
Remarquons que C (YO,LOY) (resp. C (YO,LOK}) n'est autre e
Hom, (SO,LOY) (resp. ...) c'est-b-dire le groupe des sections de Y
o
; . 1
(resp. X) sur 8 induisant la section unité de X, . Notons aussi que d
o

n'est autre que le morphisme v, de 4.8
%5

{iii} s OUu :LY 2 Yo e XD eat 1l'immersion canonigue .
fo]

Lemme 4.27. Sous les conditions de 4.21 pouwr S , 1, J et X, soit T’

.0
un sous-groupe de X , plat sur S et relevant Y, . Soit x EC (Yo’LoX)

une section de X sur S induisant la section wnité de KJ . Alors
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7. nt(x)Y) € 01(1'0,]‘!0) est donné par la formule

a(Intx)Y,Y ) = 3 a® x = d1ax -

En effet, posons Y!' Int(x) Y . Par la formule

-1
Xy x

-1

ryx 3y 'y = (x-ada(y) x) ¥

-@ NG .y

I

‘vo:i.t que ¥' peut se décrire comme l'image de Y par le morphisme composé
8f. 4.8 (iii) ) :

_..___.._é 1 "
g LX xg X —>» X

| i le résultat précédernt :
1
(XY, Int (x) 0 4,) - e(X¥,i) = - & 9 x

8 Int(x) o i, se factorise par Y' par définition et le premier terme

'_'.:_ It nul ; par 4.8 (ii), on a c(K,Y’,iY) = d(Y',Y). Cela entraine

grollaire 4.28. Pour que deux sous—groupes I et ¥Y' de G, plats sur S
'mﬂc Y , scient conjugués par une section de X sur S induisant la

®otion unité de X. , il faut et il suffit que d(Y,¥') € 3 a° c°(YO,L0x)
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Corollaire 4.29. Si 4&° est surjectif , Y et Y¥' comme ci-dessus sont

conjugués par une section de X sur S induisant la section unité de XJ

si et seulement si d(Y,Y') € Bl(Yo, HD)

Corollaire 4.30. Soit Y comme dans 4.27 ; l'ensemble des conjugués de Y

par des sections de X sur S induisant la section unité de Xy est iso-

morphe a CO(YO/LO}{) / Ker 61 d - d1 d CO(YQ’LOX) »

Remarquons maintenant que CO(YO/LOX} / Ker 61) se calcule uni-
quement & l'aide du carré de gauche du diagramme commutatif de 4.26. Il en
résulte en particulier que 1l'on peut aussi le calculer dans tout diagramme du
méme type ayant le mBme carré de gauche . Considérons en particulier le

foncteur LOX/LOY au—-dessus de So défini par

T -
Homso (T,,,O):/Lﬁ) = Hom (T,Lox)/EOmSO(T,LOI) .

3
o

On a un diagramme commutatif

[a) 0 Lo]
0 —> iy — ¢y —> @ yLy) —>0

v v °

1 1 1
0 ————
—> C (LOY) > C (Lox) —> C (LDX/LOY) —_— 0
d'ol par la remarque précédente :

Corollaire 4.31. Soit Y comme en 4.27 ; 1l'ensemble des conjugués de Y

par des sections de X sur S induisant la section unité de 3& est iso-

morphs &

k= B CO(LOX/LQY) = CO(LUX(LOY)/ HO(YO’LOX/LGY) .
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" Corolleire 4.32. Supposcns de plus S, affine et Lie(‘fo/so) localement libre.
i

51 on mote r = Lie(xofso}fLie(Yofso) ® I

e _S
o

s On a

=

g="T (so.gn)/HD(YD,Eﬁ)

En effet , on a pour tout T au-dessusde § une suite exacte

0 —> HomSOfT,LOY) — Homso {T,Lox) —_— W (Loj () .

Per le raisonrement qui nous a servi A prouver 4.31 s nous pouvong zalculer

E comme 1l'image de CO(YO,LCX) dans 01(Y°,W(_F_‘)) « Mais comme S, est

affine , CO(YO,LoX) —>» CQ(YO;W(E)) est surjectif et on trouve bien le
féaultat annoncé .

forollaire 4.33. Sodent S, I
8 affine . Soit

sy & et X comme en 4.21. Supposons
Y un sous-groupe diagonalisable de X . L'ensemble des
X , conjugués de Y par une section de X sur S
la section unité de st est isomorphe &

gous—-groupes de

induisant

ad (Y )
= = [o)
B = T (sp 5 Lle(Xc/So)/Lle(Xo/So} ) "r'(so,o ) r‘(so,g) .
(8]
En effet, on édecrit par I

4:7:3 5 (ofs 2413 )

ad(Yo)
g_{x{/so) - _IE_(J{C/SO) ® R .
ad(Y )
Comme Yo est commutatif onaLi_e;(YJSOJ = _IE_(XJSO) © y donc

ad(Yo)
B, = (ie(x/s) /Lie(Y /S )) 2z I ®

E = J,
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ad |
aﬂ(Yo;

ad (Y )
= (Lie(x/s) °/Lie(¥/s)) = I

d

Par 4.32 , on a donc B :LF*(SO , R = J ) . Retournant & la définition de

R , on a terming .

Corollaire 4.34. Scient S , I, J et X comme en 4.21. Supposons 3

affine . Soit Y un sous-groupe diagonalisable de X . Si x € X(8) induit

la section unité de XU et normalise Y , alors il centralise Y .

Cela résulte immédiatement de la comparaison du corollaire précédent
et de 2.14. En effet, 4.33 montre que les éléments de GO(YO,LOK} qui
respectent globalement Y sont les éléments de HO(YQ’LGK) , et on a vu en
2.14 que ce sont ceux-1la mBme qui agissent trivialement sur 1'immersion

cancnigue Y —> X .

4.35., Revenons & la situation générale de 4.21 et supposcons YJ lisse
sur S; . Alors (SGA 1 II 4.10), tout sous-préschéma Y de X relevant
YJ efﬁﬁlat sera lisse sur S . De plus , par 4.25 (4i) , on a un isomor-

ﬁiisme de Yo—mcdules:
v . .
By /x Lie(X /S )/Lie(Y /S ) .

Proposition 4.36. Sous les hypothdses de 4.21 , supposons de plus Yj 1issd

sur SJ. et So affine . L'ensemble des sous-S—-groupes Y de X plats (EE

1153957 sur S , se réduisant suivant YJ s, modulo conjugaison par des sectio-i

de X sur S induisant la section unité de XJ , est soit vide , soit un

ensemble principal homogtne sous le groupe

1 " \ z
B (Y ,Lie(X /S )/Lie(Y /S ) % L) «
o

I1 nous suffit de vérifier que le corollaire 4.29 s'applique s
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i
: HC!IIO (EXC/SO s l} — Homgs (Ero’-’xo y I )

[+] o

surjectif . Or cela résuite de ce que la suite (+) de 4.25 , (ii) ,
gscindée, So étant affine .

Enongons enfin un corcllaire commun & 4.21 et 4.36 , qui sera ,
: fait, la seule forme sous laguelle nous utiliserons par la suite les

gultats généraux de ce numdéro .

Borollaire 4.37. Soient 5 un préschéma et S, 1le sous-préschéma fermé

§8fini per un idéal nilpotent I . Scient X un S-groupe lisse sur S ,

1 Yo un sous—So—groupe de Xo s plat sur So -
2
1) si S, est affine , Y lisse sur S5_, et si

H‘(yo,gcxo/so}/gi_gczo/so) 5 b npdl’s - il QPR

o

pour tout n } O, deur sous-S-groupes de X , plats (9_1;1 lisses) sur S, se

duisant suivant YO » sont conjugués par une section de X sur S induisant

gection unité de XO .

1) s Y est affine et de présentation finie et si

(Y , Hm. (a , 12y
of Ty IJX, TS

. o

Im—2 ))

= 0

BOUr tout np0, il existe un sous-S-groupe de X , plat sur S , se rédui-
S0t suivent v .
(o]
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I

.38, Il nous reste & relier les trois constructions gue nous avons faites
dans cet exposé . Pour éviter des complications innessentielles , nous nous

placerons dans la situation suivante : S est le spectre d'un corps k ,

S est le spectre des nombres duaux D(k) , X est un S—-groupe lisse sur

4]
-

T un sous-S-groupe , affine et lisse sur S . On a une suite exacte de

k-cspaces vectoriels :

. i . v
0 ~—=3 Lis Y __._>L1e1{0 —_— LTD/X:} —> 0,

s 5 ; 4 o B
donnant naissance & une suite exacte de cohomologie (ol on dcrit H ( )

pour “i(Yos ) ) s

. O Q
0 = 2%(Lie ¥,) ——> E°(Lie X)) S X /Lie Y )

A i, 3! 1 al 1,v LR . &
S Y H(&YO) ——-_}H(&Xp)———}H&_I/x) _..._;Hz(&‘r
h o o y

Or ces divers groupes ont tous une signification géométrique .

I

a) E°(Lie ) Lie Cent(Y) ~ par (Exp. II 5.2.3) .

v) E°(Lie X) = Lie Cent (Y) , ( id. ) "
‘I HO 5 5 . . i - \ i a .
c) (Lie J{D/Lle YO) Lie homX(Y,O/Lle Yo . (id. )
] B . .
a) E (Lie ‘1’0) = Lie Autu_gr.(l’) o/ Im Lie Y_ i

o ImLie Y désigne 1'imege de Lie Y par Lie (Int:lo déduit de

Int : ¥ ————3 Aut (¥) ;

cela résulte aussitdt de 2.1 et II 4.2.
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groupe des déviations entre homomorphismes Y —_— X

= .
-
3
[
e
DH
~
|

prolongeant 1'immersion canonigue io L 1’0 -—hJ{O 2

modulo les déviations obtenues par l'action des automorphismes
intérieurs de X définis par des éléments de X(S) donnant
1'unité de x{so) (c'est~i~dire des €léments de Lie X ).
(cfe 2.1 et 1.2.2) .

H1(£YO/X ) = groupe des déviations entre sous-groupes Y' de X ,
o} plats sur S , prolongeant YO y modulo les déviastions

obtenues par l'action des automorphismes intériesurs de X

construits comme précédemment. (cf. démonstration de 4.21 ).

HZ{Lie YC) = groupe des déviations entre structures de groupe sur Y
E prolongeant celle de Yo ; modulo les S—automorphismes
de Y induisant 1'identitd sur Y, (ef. 3.5 ) .

Nous proposons maintenant de montrer comment on peut expliciter les
morphismes de la suite exacte précédente dans l'interprétation géométrique que

8 venons de donner .

et a° ne sont sutres que les meorphismes obtenus par passage &
. " .0 . .
g _.llgébre de Lie (puis par passzge au guotient pour 4 ), & partir des mono-

Worphismes canonigues :

Cent(¥) —> Centx(‘f) —_— Nomx(Y) .

Clest en effet ce qu'il résulte imméd;atement de la définition des iden—

tifications a), b), et c

L
|
e 4 .

- . O e ameage 2 . S—
_,2) On construit @ ainsi . Seit x € Lie L‘Tomxi’.{} O/L:i.e Y, . Relevons-le

0 un xe_I_;_J';g_Nc-rmy(‘f) < !‘Tcr::-:{(‘f) . Alors Int(x) définitun automorphisme
Rorm  (Y) :

de Y

indui t 1'identits 2 o i s« Lde Au Y)Y .
nduisant 1'identité sur YD » done un élément de Lie Aut, .(f'::

o—gr
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Notons Int(x) 1'image de cet élément dans Lie Aut ' (Y}o / Im(Lie Y ) .

Aleors on a :

En effet , calculeons 1'élément de Lie Auts gr.(Y)o défini par

Int(x) + Il correspondra par définition & un élément & de 21(Y0,Lie YO} tel
que X vy x_l:a(yo) y » v &€¥(s8') , 8' —>58 , Mais ceci s'écrit

. -1 -1
aussi a(yo) =xyx 'y

x - ad(y) x = - D (x)(yo}.

3) Soit u un &lément de Hl(Lie YD), image canonique d'un

u € Lie Auts_gr(Y)o c Auts_gr(Y)

Alors, si 1 : Y —> X est 1'immersion canonique, on a
1,- : .
i €u) =d (i, uoi) .
En effet, d ( i

s uoi) est défini comme 1'image d'un &lément

d € Zl(YO,LEE XO) tel que i u(y) = d(yo)i(y) . Or u est défini

comme 1'image d'un élément v € Zl(Yo,LiE Yo) , tel que u(y) = v(yo) v
On peut donc choisir d(yo) = i v(yo) , ce qui démontre la relation
annoncée,
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:,J) Y —» X est un homomorphisme de groupes relevant in « Soit
{y,i'(Y)) 1l'image de la déviation d(¥,i'(Y)) dans HTQY /% ) .
g o o

a'@(1,1)) = ar,i'@) .

Cela résulte sans difficultéds de 4.8 (ii) et (iii) , en

‘paigonnant comme dans la démonstration de 4.27 .

' Soit enfin Y' un sous-groupe de X , plat sur S et relevant 1’0 .
On.a supposé que YO est affine . Alors on sait que Y et Y' sont
[§omorphes comme préschémas étendant T (3.6 ), donec qu'il existe un

orphisme de S-préschémas

f: ¥ —>» 1

™ pduisant 1'identité sur YO - Transportons par f 1la structure de groupe

iY' et soit 7, le groupe obtenu (qui a donc Y comme préschéma sous—
gent) . Alors

'3y, vy - E(Y,Y1) :
En effet, d(Y,YT) est défini comme l'image d'un b € ZQ(YO,Lie R

we £(EGy) £y = bly,y' )y y'

. . 1 5 5
»I') est défini comme 1'image dans H (Yo,Lle Xc/Lle YO)
A e
‘tm agi f:.'z_,gz_L_g KO} tel que f(y) = a(yo) y . Calculant b , on

r \ =1 -1
by 7l = aly v ) aly )y a(y' )y Gy')” =2 a (v, %" )
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XPOSE Iv

TOPOLOGIES et FAISCEAUX

par M. DEMAZURE (%)

Cet exposé est destiné & faire comnnaitre au lecteur 1'essentiel du
langage des topclogies et des faisceaux (sans cohomologie), particulidrement

commode dans les questions de passage au guotient (entre autres).

Les trois premiers paragraphes développent le langage du passage a
quotient. Le quatriéme, qui est la partie centrale, est 1l'exposé de la théo
des faiscesux, orienté principalement vers l'spplication aux questions de guo«
tients; le cinquilme est une application au passage au quotient dans les gro
pes et aux fibrés principaux homogénes. Le dernier paragraphe concerne plus .
spécialement la catégorie des préschémas, et définit diverses topologies ut

sur cette catésgorie.

Le lecteur se référera utilement & [as], [Ma] , [D], et sca 4]
[D] en ce qui concerne spécialement les applications des topologies 2 laf
la théorie de la descente, et SGA 4 pour les questions d'univers (parti-

culigrement maltraitées dans cet exposé),

(*) Ce texte développe la substance de deux exposés oraux de A. GROTHENDIECK, enj
complétant ces derniers sur plusieurs points importants, qui avaient été P‘F?

sous silence ou & peine effleurés.
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@imorghismes effectifs universels

Dens la suite de cet exposé, on suppose fixée une catégorie C .

#inition 1.1. Un morphisme w:T-$S est appelé un Spimorphisme si,pour tout

-a"t X , l'application correspondante
x(s) = Eom(s,X) = X(T) = Hom(T,X)

injective « On dit que u est un épimorphisme universel si pour tout morphisme

S , le produit fibré T’:T)ESS1 existe , et u' : T'—>8' est un épimor-

Higme .

tion 1.2. Un diagramme
u VL
A—»3B =3 C

g

f¥gpplications d'ensembles est dit exact si u est injectif et si son image

formée des éléments b de B tels que vl(b)=v2(b) « Un diagramme de méme

e dens T est dit exact si pour tout objet X de € , le diagramme d'ensembles

A(X) —>B(X) =3c(X)

éxact ; on dit aussi alors gue u fait de A un noyau du couple de fliches

.

A 1‘,?2:1 « Dualement, un diagramme

-
C =233 4
W
=

d_..‘..’i_&_ C est dit exact, s'il est exact en tant que diagramme dans la catégorie

: 6 : - : )
®posée C” , i.e. si pour tout ochjet X de C, le diagramme d'ensembles cor-

X(4) — x(B) =2 x(¢)
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est exact . On dit aussi gue u fait de A un conoyau du couple de fliches

( 3
Vo V.
\ G

Définition 1.3. Un morphisme w:T-%5 est appelé un €pimorphisme effectif gi

le carré fibré TxST existe, et si le diagramme

br. R
Tx I —=3 T ——55
S o

est exact, i.e. si u fait de S un conoyau de (prl,pra) . Ondit que u est,

un épimorphisme effectif universel si pour tout morphisme S'—$S , le produit

fibrd T':IchS’ existe, et le morphisme u':T'—5S!' est un épimorphisme effeoctif

On a évidemment les implications :

épimorphisme effectif universel —> épimorphisme effectif

1 U

épimorphisme universel — épimorphisme |,

mais en général aucune asutre implication n'est valable .

Lemme 1.4. Considérons des morphismes U-E,. T %S » Alors

a) u,v épimorphismes =¥uv épimorphismes =5 u épimorphisme ,

b) u,v épim. univ.=> uv €pim. univ. et u quarrable = u épim. uni¥
On reppelle qu'un morphisme w:T—>S est dit quarrable si pour tout
phisme S'~>S , le produit fibré TXSS‘ existe . Le lemme 1.4 est trivial s

les définitions + On en conclut :

Corollairg 1.5. Soient w:X-3Y et u':X'<9Y' des épimorphismes universels;s

tels que YxY' existe , alors XxX' existe et wu'iXxX'—>YxY' est un &pimoR

phisme universel.
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Notons asussi :

1.6. So0it wuw: X—=Y un morphisme dans g/s ; pour gue ce soit un épimor-

(resp. épimorphisme universel, resp. épimorphisme effectif, resp. épimor-

s effectif universel), il suffit que le morphisme correspondant dans C le

', et c'est aussi nécessaire si on suppose que S est un objet quarrable de

-_i.e, que son produit par tout objet de C existe .

Démonstration immédiate laissée au lecteur. On utilise 1'hypothese
§iquarrable" pour interpréter les C-morphismes d'un objet Y dans un objet

._comme étant les Q/S-morphianes de Y dans ZxS .

1.7+ Avec les notations de 1.4:

" u,v épim. effectifs et v épim. univ. =>» uv épim. effectif .

Pour le voir, on considire le diagramme

§ e D= T
Us Ux U
A
UxTU

i note que par hypothése, la ligne 1 et la colonne 1 sont exactes, et qu'en ver-

R.de 1.5 et 1.6 , VEGY est un épimorphisme (v étant un épimorphisme uni-

. La conclusion en résulte par un diagram-chasing évident : gi un élé-

®ent de X(U) a rmfmes imazes dans X('sti?}, il a a fortiori m8mes images dans

; I(EITU), done provient d'un €lément de Z(T) puisque la colonne 1 est exacte .

“Oome 12 ligne 1 est exacte , il suffit de vérifier gue 1'élément envisagé a mimes

odmages dans X(Tx ), et comme vxv est un épimorphisme, il suffit de vérifier

e les images dans X(Ux_U) sont les mBmes, ce qui est bien le cas .
. )
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—>3 . Alors

u,v ¢epim. effectifs univ. =puv <&pim. eff. un. et u quarrable =Hu £pim, eff.n
—_r = —— = =i

lia premigre implication résulte aussitdt de 1.7. Pour la deuxiéme |,

regarde le diagramme (de type "bigimplicial") :

S T TxST

T F

U &—Tx Ttux Tx T

R

L:-: U€Ux Dx D.csbxsTxST
Les colonnes 1,2,3 sont exactes en vertu de 1l'hypothdése "vu dpimorphisme
effectif universel", la ligne 2 est exacte, car UxST-—)U est un épimorphiame
effectif (car il a une section sur U), et il en est de mlme de la ligne 3
(m&me raison). Un diagram-chasing évident montre alors que la ligne 1 est exactey
i.e. u est un épimorphisme effectif. Comme les hypothdses faites sont invariaﬁi
par un changement de base quelconque S'-» S , il s'ensuit que u est méme un §

épimorphisme effectif universel .

Corollaire 1.9. Soient wX—Y et uX'-—3Y'" des épimorphismes effectifs

universels, tels que YxY' existe; zlors XxX' axiste et wou': XxX'— YxY'! eoal

un épimorphisme effectif universel .

Démonstration comme pour 1.5 par le diagramme

YI‘_,_ X

) !

X €—XxY'! ¢&—— XxX'

i \L woa!
Y & YxY'
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.#Ilaire 1. 10« Considérons un morphisme quarrable u:T-—3S , et un morphisme

o Seul le "il suffit" demande une démonstration .
ln‘ Or si u' est un épim. eff. univ., il en est de mBme
1
e o de wvu' grace 4 1.8, et comme wvu' = uv', on conclut

u est un épim. eff. univ.

que 1.11. Le m@me raisonnement montre que dans 1.10 on peut remplacer

morphisme effectif universel" par "épimorphisme universel" ou "épimorphisme

Shypothdse "u guarrable" est évidemment inutile) .

Dans la démonstration de 1.8 nous avons utilisé le résultat suivant,

i mérite d'8tre explicité :

{hﬁ-aition 1.12. Soit w:T—3 S un morphisme gui admetite une section. Alors u

 un épimorphisme, et si szT existe, c'est un épimorphisme effectif, et un

Ppimorphisme effectif universel si de plus u est quarrable .

La premiére assertion est contenue dans 1.4 a), et la troisidme va
Bsulter aussit®t de la seconde, qu'il suffira donc d'établir. En fait oo a une
gouclusion plus forte : pour tout foncteur F: EP —> (Ens) (non nécessaire-

Dt représentable), le diagramme d'ensembles

P(s) = r(®)=} F(TxST)

Bt exact . Ceci peut 8tre considdré comme un cas particulier du formalisme de

L
®8& cohomologie de Cech (en dimension 0 !) gue nous nous contentons de raeppeler ici.

EMWOSOHS simplement que TxST existe, on pose alors

E°(1/S,F) = Ker (F(T) =% F(TxST))
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Oy 5 2 ; ]
On peut regarder H (TJS,F} de fageon évidente comme un foncteur contravariant an
1'argument T wvariable dans C/s » tout S-morphisme T'— T définissant une
9
application
0 Orms /o
(+) H (T/S,F)— H (T'/S,F) .

Fixons T et T' dans EIS' Un calcul bien connu montre que s'il existe

un S-morphisme de T' dans T , l'application correspordante (+) est en fait
indépendante du choix de ce morphisme, de sorte que HO(T/S,F) peut &tre regardd
comme un foncteur sur la catégorie associde 3 1'ensemble Ob Q%S préordonnéd par‘
la relation de "domination" (T' domine T s'il existe un S-morphisme de T! 3
dans T) . En particulier, si T et T' sont isomorphes dans cette dernidre

catégorie, i.e. si chacun domine 1'autre, alors (+) est un iscmorphisme d'en=

sembles . Ceci s'sppligue en particulier au cas oi T' est 1l'objet final de
gfs y i.e. essentiellement S 1lui-mdme; de toutes fagons T domine T'=S , et
l'inverse est vrai précisément si T/S a une section. Cela &tablit 1.12 sous lal

forme renforecde annoncde .

Remargue 1.13. Pour diverses applications, les notions introduites dans le Pré=
sent exposé, et les résultats énoncés, doivent se développer plus généralement;;
relativement & une famille de morphismes ui:Ti—)S de m2me but (au lieu d'un":
seul morphisme wiT-—»S) . Ainsi, une telle famille sera dite énimorphigue si

pour tout objet X de C ., l'application correspondante

x(s) —;l__l'x(ri)

est injective, et on introduit de méme la notion de famille £pimcrphique effec

et les variantes "universelles" de ces notions . Nous admettrons au besoin, parsy
suite, que les résultats du présent exposé s'étendent & cette situation plus
générale .

Remarque 1.14. Tout morphisme qui est & la fois un monomorphisme et un épi-

morphisme effectif est un isomorphisme. En effet, dans les notations de 1.3 »
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-

g que T —>S soit un monomorphisme entraine que les deux morphismes

s —_—
prl, pr2 : TxST =% T

last exact que si u est un isomorphisme, comme il résulte immédiatement de la

gfinition .

4 Morphismes de descente .

Rappelons les définitions suivantes :

z dnition 2.1. Soient f: §'—» S un morphisme tel que §"=5 ’158' existe ,
ot soit u':X'—3»S' un objet sur S' . On zppelle donnée de recollement sur

ki
ﬁ‘“ e i XZL' =, X‘e'

1;{; (i=1,2) désigne 1'image inverse (supposée exister) de X'/S' par la

jection pT, : S"—%5' . On dit que la donnde de recollement o est une

donnée de descente si elle satisfait la "condition des cocycles"

-

. ¥
pI'},lfc, = pr3,2(c} prz,l(c)

* T (3 : . 3 . : $ P
-~ F 1,5 £Jd {1 £3) s=ont les projecticns canoniques de S"' = S'xSS ‘xSS'

s s' (N.B. on suppose maintenant que S"' existe également) , ol

Pr . . i oo :
.t,jl:c:' est l'image inverse de ¢ ; considérd comme un S"'-morphisme de
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' dans X‘_.:' s et ou pour tout entier k entre 1 st By ?"i' désigne 1l'image

ns

ot

inverse (supposée exister) de X'/S' par la projection d'indice k CNE 3"'-5-8'.

Dans la deuxi®me partie de la définition, on a donc utilisé des identi..""'
fications et abus d'éeriture d'usage courant, gque l'expérience prouve Btre inof_'L:
fensifs, mais qu'il convient évidemment d'éviter dans un exposé rigoureux de lag |
théorie de la descente, (qui doit précisément justifier dans une certaine mesure
ces abus de langage courants). Un tel exposé en forme ([D]) a été rédigé par
GIRAUD, {en vue de Justifier et de préciser SGA VII, qui n'a jamais &été rédigg) , "
Pour un exposé& détaillé des résultats de descente fidélement plate dont il

sera fait un usage constant dans le présent Séminaire on pourra consulter

5GA 1 VIIT .

Soit toujours f:S'=——S un morphisme tel que S"—_-S’xSS‘ existe, et
soit X un objet sur S tel que X' = XxSS' et X' = }ﬁcSS" existent ; alors
les images inverses de X' par pr, (i=1,2) existent et sont canoniquement
isomorphes , et par suite X'/S' est munie d'une dennde de recollement canoniqué
relativement & f . Lorsque S5"' et X"' = Xx_S"' existent , c'est mime unoi
donnée de descente . Si Y est un autre objet sur S , satisfaisant aux mémeg
conditions que X/S y alors pour tout S-morphisme X-»Y , le S'-morphisme
correspordant X'-3Y' eat "cempatible avec les donndes de recollement" canond:

ques sur X',Y' . Si en particulier S'-=»S est un morphisme guarrable , alorss
Xl—}K':XxSS’

est un foncteur de la catégorie Q/S dans la "catégorie des objets sur S

munis d'une donnée de descente relativement & f" - catégorie dont la aéfinitil

est laissée au lecteur, et qui est une sous-catégorie pleine de la "catégorie

cbjets sur S' munis d'une donnée de recollement relativement & £

Ceci posé :
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Binition 2.2. On dit qu'un morphisme f:5'—3 S est un morphisme de descente

un morphisme de descente effective) si f est quarrable (:j._.g. pour tout

le produit fibré XXSS' existe) , et si le foncteur précédent

r=x_xSS’ de la catégorie E'/S des objets sur S , dans la catégorie des

Nbré triple S"'), f étant un morphisme de descente si f est quarrable et
t est un foncteur pleinement fidéle de la catégorie Q/S dans la catégorie

das objets sur S' munis d'une donnde de recollement relativement 5 f . Quand

P
1

HomS(X,Y) _Homs,(x',r'j _P—'j Hcms,,(X",Y")
2

ot exact, o pi(u") désigne l'image inverse de u'ég Homs|(X',Y') par la
Jection pr,: S'"—38', pour i=1,2 ; en effet, le noyau du couple (pl,pz}
st sutre par définition que 1'ensemble des S'-morphismes X'— ¥' compati-

B avec les données de recollement cancnigues.

Notons que,par définition des images inverses Y!',Y" on a des bi-
) £ ’ ]

ons ceanonigues

Homg,(X',Y') & Hom (X',Y) , Homs,,(x",Y"}z_Homs(x",Y) )

3

d8 sorte que l'exactitude du diagramme (%) é&quivaut & celle de

]

HomS{K,Y) —-—)HomS(I{‘,Y) —-‘, Hcms(X",Y)

Otenu cn appliguant Homs(-,Y) au diagramme dans Q/S 2
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()CJCI:‘ xm —_— X

gqui est déduit de

par le changement de base X —935 . Cela prouve, compte tenu de 1.&€ , la pre-

mikre partie de :

Proposition 2.3. Scoit f:S'9 S un morphisme . Si c'est un épimorphisme effectf]

cbjet guarrable de C (E.e. son produit par tout objet de C existe) .

%

Reste & prouver que si f est un morphisme de descente, c'est un 13
épimorphisme effectif universel, c'est-a-dire que pour tout morphisme
diagramme (xxx) est exact , i.e. pour tout objet Z2 de C , le transformd deQ
diagramme par Hom(-,Z) est un diagramme exact d'ensembles. Or par hypothése .
ZxS existe; soit Y 1'objet de Q/S qu'il définit ; alors le diagramme transe
formé de (xxx) par Hom(-,2) est isomorphe au diagramme transformé par

Homs(-,‘f}, or ce dernier est exact par 1l'hypothése sur f .

On peut donc appliquer aux épimorphismes effectifs universels les ro=

sultats sur les morphismes de descente, tels les suivants :

Proposition 2.4, Soit £:5S'—S un morphisme de descente (par exemple un éIJL'

morphisme effectif universel). Alors :

a) Pour tout S-morphisme uw:X—3Y , u est un isomorphisme (res

un monom,) sSi et seulement si u':X —= ¥Y' 1llest.

b) Soient X,Y deux sous-objets de S, X' et Y' les sous—objg-

de S' images inverses des précédents . Pour que X soit majoré par Y

soit égal & Y) , il faut et suffit qu'il en soit de m#me pour X',Y' .

Pour &) , il résulte de la définition que si u' est un isomorphif®
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8 1a catégorie des objets a donnée recollement, alors u est un isomorphisme ;
bn constate aussitdt que tout isomorphisme d'objets sur S!' , compatible avec

données de recollement, est un isomorphisme d'objets & donnée de recollement,

"_gon inverse est également compatible avec les données de recollement. Pour

‘:an est ramené & prouver que si X' est majoré par Y'!, i.e. s'il existe un

) phisme X'—Y' , alors il en est de m#me pour X,¥ sur S . Or comme

: s', donc aussi Y" — 8", est un monomorphisme, on voit que X' —3> ¥Y' est
pmatiquement compatible avec les données de recollement, donc provient d'un

gporphisme X—3Y . Notons que la démonstration vaut plus généralement quand on

ux objets X,Y sur S, avec Y-»S un monomorphisme, et qu'on se demande

Je morphisme X—»S5 se factorise par Y : il suffit que X'-—2>»S' se facto-

! ._ Pa.:' Y o

aire 2.5. Soient f:5'y» S un épimorphisme effectif universel et z:S—=T

yorphisme tel que SxTS existe . Supposons que S" = S'xSS‘ soit aussi un

uit fibré de S' per lui-méme sur T , i.e. S'x S'._) S'xTS’ . Alors

5 =T est un monomorphiame (et réciproquement bien S'ar)

En effet, considérons le diagramme cartésien

"d8 deuxidme fl2che horizontale est le morphisme diagonal. En vertu de 1.9

18 deuxidme fliche verticale est un épimorphisme effectif universel, par hypo-
¥88 la premidre fléche horizontale est un isomorphisme, donc en vertu de 2.4
04 b) au choix , il en est de méme de la premidre S Sx. S, ce qui si=-

Mifie précisément que g£:5S =T est un monomerphisme .

% 2.6. Les notions introduites dans 2.1 , en termes de morphismes entre

taines limites projectives, s'explicitent de facon 4vidente en termes des
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foncteurs contravariants définis par les objets S5,5',X' envisagés : sous réserve
d'existence des produits fibrés envisagés dans 2.1 , il y 2 correspondance biunj- «
vogue entre les donndes de recollement, resp. de descente sur X'/3! relativemeht'
4 S' 5, et les domnées de recollement, resp. de descente pour les objets copn :

= ey - Q. femo Y s 3 - T V.2 o
respondants dans C = hom(g ,(Ens)) . Ceci permet, si on le désire, d'étendrs g

notions au cas ol on ne fait aucune hypothese d'existence de produits fibrés dang# :

Remargue 2.7. Les notions introduites dans ce numéro se zénéralisent au cas da
familles de morphismes . Elles peuvent d'autre part se présenter de manidre plug
intrinsdque % l'aide de la notion de crible (4.1 ). Pour ces guesgtions, le ].ec-.-

teur se reportera & [D] .

3. Relations d'équivalence effectives universelles .

3.1, Relations d'dquivalence : ddéfinitions .

Définition 3.1.1. On appelle C-relation d'équivalence dans X € Ob C un sous

foncteur représentable R du foncteur X x X , tel que pour tout S € Ob

R(S) soit le graphe d'une relation d'équivalence dans X(S) .

“

Cette définition s'applique en particulier & la catégorie __‘3'_ . _
considére X comme un objet de ﬁ , on voit alors qu'une i—rela‘ticn d 'équivald
dans X n'est autre qu'un sous-foncteur R de X x X tel que R(S) soit le

graphe d'une relation d'équivalence dans X(S) pour tout objet S de C .

S1 R est une (-relation d'équivalence dans X , on désigne par Py
le morphisme de R dans X induit par la projection pT; * XxX—>X. Ond&

donc un diagramme

1 —
p1’p2 L R ———— X .
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ition 3.1.2. Un morphisme wu : X—>2Z est dit compatible avec R si

wp, - Un objet conoyau du couple (pl’PE) est aussi appelé objet-quctient
¥ par R et noté X/R .

Cn a denc un diagramme exact

X/R représente le foncteur covariant

Homc(XfR,Z} = {morphismes de X dans Z compatibles avec R |

8 es objets—quotients ont &té choisis dans C le

€ 5 quotient X/R est unique
Pequ'il existe)

Ces définitions se généralisent aussit®t au cas d'une C-relation d'équi=

ges dans C e commute pas & la formation des cguotients , c'est-a-dire que le
dent X/R de X par R dans

£ n'est pas a priori un quotient de X par
Bens C , On se gardera donc d'identifier inconsidérément C & son image dans
ians les questions faisant intervenir des pass

ages au quotient.

Dans 1la suite, nous dirons simplement relation d'dguivalence pour

hition 3.1.3, Si X est un objet de C au-dessus de S y On appelle rela-—

3!

-.."_ﬂ__ji___éggiv_J.ence dans X au-dessus de S
au-dessus de

une relation d'dquivalence R dans

: t—'-!:__‘lﬁiie morphisme structural X——3S

soit compatible avec R

Le mon

WONOMOTDhi e

omorphisme canonigue R —>» X x X se factorise alors par le
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et définit une relation d'équivalence dans l'objet X —S de C,. . Lorsaue
1 /s ue leg
quotient X/R existe, il est muni d'un morphisme canonigue dans S et 1'objet

de Q/S correspondant est un quotient de X & 0Ob E/S par la relation 4 'édquiva. .

lence précédente . Réciproquement, si S est un objet guarrsble de C et si
Y—>S est un quotient de X par cette relation d'équivalence (dans E/S) » alopy
Y est un quotient de X par R dans L . De toutes fagons, nous n'aurons Jjomal

b considérer ‘des quotients dans I—:'/S qui ne soient pas déja quotients dans ( ,g4

Définition 3.1.4. Si X (resp. X') est un objet de € muni d'une relation 4d'4- -‘4‘

quivalence R (resp. R'), un morphisme

i X —y X

est dit compatible avec R et R' sgi les corditions équivalentes suivantes

vérifides :

(1) pour tout S EOb C , deux points de X(S) congrus modulo R(S).J8

sont transformés par u en deux points de X'(S) congrus modu.l
R'(S) ;

(ii) il existe un morphisme R —3 R' (ndcessairement unique) rends

commutatif le diagramme

R ——> R

Vowea b

Xx X —» X' x X! .
D'aprés la propriété universelle de X/R , il existe alors (lorsque

quotients X/R et X'/R' existent) un morphisme unique v rendent commutat_ﬂ

le diagramme

K__p__%x_/g

x B mimr

187



-1';1011 3.1.5. Un sous-objet ( = un sous-foncteur représentable) Y de X

44t stable par la relation d'équivaelence R =i les conditions équivalentes

Pentes sont vérifides :

(1) pour tout S €0bC , le sous-ensemble ¥(S) de X(S) est stable
par R(S) ;

(ii) Les deux sous-objets de R images inverses de Y per p, et P,

sont identiques .

Un cas particulier important de sous-objet stable de X est le suivant i

-tient X/R existe et Y est l'image inverse sur X d.'un sous—-objet de

gfinition 3.1.6. Soient R une relation d'équivalence dans X et X' X

Morphisme . La relation d'équivalence R' dans X' obtenue rar le diegramme

R' 3 R
d y

KIXX’.__QXKX

I8t dite la relation d'équivalence dans X! image inverse de la relation d'équi-

@lence R dans X . Bn particulier, si X' est un sous-objet de X , on dira

B o'est 1a relation d'équivalence induite dans X! per R , on 1la notera R

Xt
Le morphisme X' —>X est compatible avec R' et R ; on a done, lors-
g¥es quotients existent, un morphisme X'/R'"—3 X/R (3.1.4) . Si X' est

L I.A!Olla-ob,jet de X , nous verrons plus tard gue dans certains cas on peut prou-
= que X'/R? —X/R est un monomorphisme , donc identifie X'/R' 2 un sous—

; :‘t de X/R . Lorsqu'il en sera ainsi, 1l'image inverse de ce sous-objet dans X
. " Un sous-ocbjet de X majorant X' et -stable par R : le saturé de X! pour

blation d'¢quivalence R .
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Proposition 3.1.7. Si le sous-objet ¥ de X est stable par R,

cartésiens :

By oo

Py l pil

—y X 3 i

9,2 .

Démonstration immédiate

3.2. Relation d'éguivalence définie par un groupe opérant librement .

Définition 3.2.1. Soient X un objet de C et H un C-groupe opérant sur

A
(c 'est—ti-dire muni 4'un morphisme de C-groupes

E —aut(X) ).

On dit que H opére librement sur X si les conditions é€quivalentes suivantes

sont vérifides :

(1) Pour tout S €0b C , le groupe H(S) optre librement sur X(S)!

(ii) Le morphisme de foncteurs

ExX «—» XxX

défini ensemblistement par {h,x)}-.._)(hx,x) est un monomorphisme .

(Dans 1a définition précédente, on a supposé que le groupe H opérait "a gaucl
sur X . On a2 évidemment une notion analogue dans le cas ou le groupe opére
"& droite", c'est-a-dire lorsqu'on s'est donné un morphisme de groupes du grouk
opposé & H dans Aut(X) ) .

Si H opere librement sur X , l'image de H x X par le morphismai
(ii) est ume relation d'équivalence dans X dite relation d'€guivalence défi_

par l'action de H sur X. Lorsque le quotient de X par cette relatiol
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: valence existe, on le note H\X ( X/H lorsque H opdre & droite). Il re-

i:nte le foncteur covariant suivant : si Z est un objet de C, on a
Hom(E\X, 2 ) = {morphismes de X dens 2 inveriants par H}

e morphisme f : X —»Z est dit invariant par H si pour tout S €0b C ,
' x(s) —> Z(8) correspondant est invariant scus le groupe H(S) .

Sous les conditions de 3.2.1 , soit Y un sous-objet de X .

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Y est stable par la relation d'équivalence définie par H (3.1.5 ),

(i1) Pour tout S €Ob C , le sous-ensemble Y(S) de X(S) est stable
sous H(S) .

(iii) Il existe un morphisme f , nécessairement unique, rendant

commutatif le diagramme

: i
Hx ¥ —>» Y

b '

Hx X —» X .

ces conditions, f définit un morphisme de C-groupes

E —> tut(Y)

8 relation d'équivalence définie dans Y par cette opération de H n'est

Qe la relation d'équivalence induite dens Y par la relation d'dgquiva-

pmnce définie dans X par 1'action de H ,

Démonstration immédiate . On a évidemment un dnoncé anzlogue pour uns
peration A droite". L'opération de H sur Y définie ci-dessus sers appelée

ation induite dans Y par 1l'opération donnée de H sur X .

Considérons maintenant la situation suivante : H et ¢ sont deux
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Alors E opére sur G par translations (on pose ensemblistement h z =

et y opdre librement si et seulement si u est un monomorphisme . Le quotient’

de G par cette opération de H est noté, lorsqu'il existe, © \ G . On définit 4
de m@me une opération & droite de H sur G et un quotient G / H . Ces quo-
tients sont fonctoriels par repport aux groupes en cause ; de mani®re précise, on

a le lemme suivant, énoncé pour les gquotients & droite :

Lemme 3.2.3. Soient u: H—>¢G et u' : H'— G' deux monomorphismes de

C-groupes . Supposons donné un morphisme de C-groupes

£ 56 —s G ,

Les conditions suivantes sont éguivalentes :

(i) f est compatible avec les relations d'équivalences définies dant

G et G' par H et H'.
(ii) Pour tout S €EOb C, ona £ u (H(S)) cu'(E'(8))

(iii} Il existe un morphisme g : H-—H' , nécessairement unique et |

multiplicatif, tel que le diagramme suivant soit commutatif

g
H ———>» H!

Y

G > .

Sous ces conditions, si les quotients G/H et G'/H' existent, il existe

morphisme unique f rendant commutatif 1le diagramme
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: i
6 —> G

> e

o/ —% 5 avmr .

La premidre partie se démontre par réduction au cas ensembliste . La

ponde résulte immédiatement de (i) .

On pourrait traduire dans la situation présente les notions introduites

@ 3.2.4. Soient u : H—>»G un monomorphisme de C-groupes et G' un sous=

J=proupe de G . Pour que le sous-objet G' de G soit stable par la relation

gnonorphisme canonique G' —3 G et sous cette cordition 1'opération de H

&’ G' induite par 1'opération de H sur G définie par u n'est autre que

Wonération déduite du monomorphisme H —3G' fastorisant u .

Relations d'dquivalence effectives universelles .

1 tion 3.3.1. Soit f: X—Y un morphisme . On appelle relation d'équiva~

B6 définie per f dans X et on note R(f) , la C-relation d'dquivalence

X image du monomorphisme canonigue

J{Li.}[ X

Bition 3.3,2. Soit R une relation d'équivalence dans X . On dit que R
RBE effective si

(1) R est représentable (i.s. est une C-relation d'équivalence)

r

(i1) 1e quotient Y = X/R existe ,
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(iii) 1le diagramme

P,sP,
R _}J_) P Y
= 3 L —

fait de R 1le earre fibré de X au—~dessus de Y , c'est-i-g

R est la relation d'équivalence définie par p .

Si R est une relation d'équivalence effective dans X , alors p
est un épimorphisme effectif (1.3 ) . Si f : X —Y est un épimorphisme effece
tif, alers _E._(f) est une relation d'équivalence effective dans X dont un quow

tient est Y . Il y a denc une correspondance "galoisienne” biunivegue entrs

relatiens d'équivalences effectives dans X et quotients effectifs de X

(i.e. classes d'équivalences des épimorphismes effectifs de source X) .

Définition 3.3.3. On dit que la relation d'dauivalence R dans X est effec-.

tive universelle si le quotient Y = X/R existe, et sijpour tout T'-—>7Y, lesy

produits fibrés X' = X x, I' ot R' =R Xy Y' existent et R' est un cs

fibré de X' aue-dessus de Y' . Il revient au mBme de dire que R est effectivi

et que p: X—>XR est un épimorphisme effectif universel.

I1 y a dene comme ei-dessus correspondance biunivogue entre relationsg
d'équivalence effectives universelles dans X et quotients effectifs universels

de X .

Proposition 3.3.4. Soit R une relation d'dquivalence effective universelle

X . Soit f: X—>2Z un morphisme compatible avec R donc se factorisant par]

g : XR— 2 . Les conditions suivantes sont équivalentes i

(i} g est un monemorphisme ;

(1i) R est la relation d'équivalence définie par f .

En effet, (i) entratne (ii) trivialement, la réciproque n'est autre 33

que 2.5.
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(M)—effectivité .

F Dans la pratique, il est le plus souvent difficile de caractériser les
jpimorphismes effectifs universels. On dispose souvent, néanmoins, d'un certain
= bre de morphismes de ce type, par exemple en théorie des schémas, des mor-

{emes fiddlement plats quasi-compaets. Cela conduit asux développements ci-dessous.

{ Enongons d'abord un certain nombre de conditions portant sur une famille

de morphismes de ( :

(2) (M) est stadble par extension de la bese : tout u : T—S &lément

de (M) est quarrable et pour tout S'-—3 S, u' : T Xy §'—s S!
est élément de (M) .

(b) Le composé de deux éléments de (M) est dans (M) .
(¢) Tout isomorphisme est élément de (M) .

(d) Tout élément de (M) est un &pimorphisme effectif .

Otons que (2) et (b) entrainent :

(2') Le produit cartésien de deux dléments de (M) est dane (M) :

Soient u: X —>Y ot u': X'—=»Y' deux S-morphismes éléments de
M) . si Y Xg Y' existe, alors Z{xs X' sxiste et u xg u' est

élément de (M) .

& résulte du diagramme

T ¢ i X!
AT\
L e X:{SY' — .(:{SA'
a \L /S u!
¥ {——-——-'}.'xs"."'
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De méme (a) et (d) entratnent

(d') Tout élément de (M) est un épimorphisme effectif universel .

3e4.2. La famille (Ho) des épimorphismes effectifs universels vérifie les .
conditions (a) 2 (d) de 3.4.1 En effet, (&) , (c) et (d) sont vérifides “W¥
par définition, (b) résulte de 1.8. Dans la suite, nous supposerons donnée une
famille (M) de morphismes de C wvérifiant ces conditions : nos résultats

s'appliquercnt donc & la famille (MO) en perticulier .

Définition 3.4.3. On dit que la relatien d'dquivalence R dans X est de type

(M) si elle est représentable et si D, € (M) (ce qui par (b) et (c) entraing .
e p, €M) ). Ondit que R est (M)-effective si elle est effective ot si s

le morphisme eanonique X —»X/R est é1lément de (M) . On dit que le quotient :'_-g_'s_-

de X est (M)-effectif si le morphisme canonique X —>Y est &lément de (M) o

I1 résulte de cette définition les conségquences suivantes :

(i) Une relaticn d'équivalence (M)-effective est effective universelle et de
type (M) .
Cela résulte respectivement de (d), et de (a) par le diagramme
cartésien

Py
R ety %

x -__—ﬁ y‘ﬂ L]
(i1) Un quotient (M)-effectif est effectif universel .

(iii) Les applications Rp=DX/R et P> R(p) réalisent une correspondance
biunivoque entre relations d'équivalences (M)-effectivesdans X et quotie i
(M)-effectifs de X .

(iv) (HD)—effectif équivaut & effectif universel .
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4.4, Soit HE un S-groupe dont le morphisme structural soit &lément de (M) .

{ 's gi EH opére librement sur le S-objet X , il y définit une relation d'équi=-

P1ence de type (M) . En effet par (a) 1le produit fibré =H xg X existe et

p, : Hxg X—>X est élément de (M) . On dira que l'opération de H est

¢“ ~offective si la relation d'équivalence définie dans X par cette opération
el

ot (M)-effective .

e

oaition 3.4.5. (M)-effectivité et changement de base . Soit R une relation

f14quivalence (M)=effective dans X au-dessus de S . Posons Y = X/R . Soit

un changement de base tel que Y' = Y X S' existe . Alors X' = Xxs St

-, y R'=R x_, 8' est une relation d'équivalence (M)-effective dans X!

S
fi-dossus de S' et X'/R'2<(X/R)' .

y En effet, les morphismes canoniques X—>»Y et R —Y sont &léments
89" (M), donc par (a') X' et R' sont représentables . Par associativité du
-_-. s R' est la relation d'équivalence définie dans X' par le morphisme

X' —Y'" qui est élément de (M) , d'oh la conclusion .

Broposition 3.4.6. (M)=effectivité et produits cartésiens « Soit R (resp. R')

gme relation d'dquivalence (M)-effective dans X (resp. X') au-dessus de S .
8L (x/R) xq (x'/R') existe, slors Xxs X' existe , R X R' est une relation

'équivalence (M)-effective dans X x, X' su-dessus de 5 et

(x xg x)/(r xg R'Y =~ X/Rx_ X'/R' .

S
=3 Posons Y=X%R, Y'=X'"/R'. D'aprés (a') y le produit fibré
;:B X' existe et le morphisme canonique
Sl

. ! '
b @t Ex X! — 5 Tx Y

B% élément de (M) . Or la formule

(X x x7) Xy % 1) (= %) == (x x, X) x (X' z,, X)
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(tous les produits non indicés sont pris sur S) montre que R X R' est la pe.

lation d'éguivalence définie par q dans X X X' , ce qui achive la dér:u::rna'i;:-,a_t‘:‘_m

3.5. Construction de guotients par descente .

s
I1 arrive fréquemment que 1l'on ne sache pas construire directement un
“®
quotient , mais qu'on sache le faire aprds un changement de base convenable . Ls

présent numéro donne un critdre utile dans cette situation .

On a vu au paragraphe 2 1la définition d'une donnée de descente sur up

objet X' au-dessus de S' relativement % un morphisme S5'— 35 .

Définition 3.5.1. On dit gqu'une donnée de descente sur X' relativement &

S' —3 S est effective , si X' muni de cette domnée de descente est isomorphe .

4 1'image réciproque sur S' d'un objet X au-dessus de S , munie de sa do née

de descente canonique .

Si S'—»5 est un morphisme de descente (2.2 ) , 2lors le X de 1
définition est unique 2 iscmorphiste unique prés . Dire que S'— 5 est un morphiss
de descente effective (2.2 ), c'est dire que c'est un morphisme de descente et
que toute doande de descente relativement & ce morphisme est effective .

Considérons maintenant une relation d'équivalence R dans un objet
X eau-dessus de S . Soient X' (resp. X", resp. X"') les images inverses de
X sur 8', 8" =8" Xg S' et 8"' =85! xg S Xg ' et soit R* , R" , RM
les relations d'équivalences déduites de R par image inverse . Supposons que
la relation d'équivalence R' dans X' soit (M)-effective , et considérons le
quotient ¥' = X'"/R' qui est un objet au-dessus de S' . Ses deux images inversé
sur S" sont isomorphes & X"/R" d'aprds 3.4.5. Le S'-objet Y' est donc DU
d'une donrde de recollement canonique . Utilisant de méme 1'unicité de X"!/R"'}
on voit que c'est méme une donnde de descente . (Remarque : on a implicitement
supposé dans cette démonstration que tous les produits fibrés écrits existaient
ce qui est le cas en particulier si S!'—»S5 est gquarrahle , par exemple un

morphisme de descente) .
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oposition 3.5.2. BSoit R une relation d'équivalence dans l'objet X au-dessus

S+ Scit S'-— S un épimorphisme effectif universel . Supposons gue tout

g-morphisme dont 1'image inverse sur S' est dans (M) soit lui-m8me dans (M) .

[es conditions suivantes sont dquivalentes :

(i) R est (M)-effective dans X ;

(ii) R' est (M)=-effective dans X' et la donnde de descente canonigue

sur X!'/R' est effective .

"11 en est ainsi, 1l'objet "descendu" de X'/R' est canoniquement isomorphe 2 X/R,

Le fait que (i) entraine (ii) n'est autre que la traduction dans le
Mlangage de la descente de 3.4.4. Si on montre la réciproque, la dernidre affir-
pation de la proposition sera conséguence du fait qu'un épimorphisme effectif uni-

grsel est un morphisme de descente (2.3 ), donc que 1'"objet descendu" est unique

.= & isomorphisme unique pres ) .

" Démontrons donc (ii) =(i) . Scit Y' 1le quotient X'/R'!' et Y 1l'objet des-
endu . Comme le morphisme canonique p': X' —3X'/R! = Y' esi compatible par
onstruction avec les donndes de descente (ses imeges inverses sur &" coincident
wec le morphisme canonique X" —> X"/R") , il provient par image inverse sur
! d'un S-morphisme p : X —3 Y . Comme p' est &lément de (M) , il résulte
“de 1'hypothése faite sur le morphisme S'—» S gue p est dgalement élément de
_H) « Comme p' est compatible avec la relation d'équivalence R' , p est
bompatible avec R , toujours parce qu'un épimorphisme effectif universel est un

Orphisme de descente . On 2 donc un morphisme
A — X Xy X .

:m démontrer que R est (M)=effective st que Y est isomorphe & X/R , il
Bffit de prouver que ce morphisme est un isomorphisme . Or il le devient par
“®xfension de 1a base de S & S y car R' est effective , c'est donc un iso-

BOTphisme pour la mlme raison que précédemment (2.4 ) .
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Remarguons que l'hypothése du texte est vérifide si on prend pour (H)
la famille (MO} des épimorphismes effectifs universels et si C posside deg

produits fibrés (1.10 ) . On en ddduit 1le

Corollaire 3.5.3. Supposons gue £ pogséde des produitsg fibrés (au-dessus de S

suffirait) . Soient R une relation d'équivalence dans X au-dessus de S et

5'—»S un épimorphisme effectif universel . Les conditions suivantes sont

éguivalentes :

(i) R est effective universelle dans X ,

(ii) R' est effective universelle dans X' et la domnée de descente

cancnique sur X'/R' est effective .

$'il en est ainsi, l'objet "descendu" de X'/R' est canoniquement isomorphe a X

4. Topologies et faiscesux . 4

La notion de c¢rible, et la présentation de la notion de topologie (4.2_5

adoptée ici, (plus intrinsdque et plus commode & bien des é€gards que celle par
familles couvrantes de[m] ), sont dus & J. GIRAUD [.E.Sl .

N .

ika

4.1. Cribles .

Définition 4.1.1. On appelle crible de la catégorie C un sous-foncteur C du
foncteur final e : C°~—> (Ens) . #

hala. ]

A tout crible C de C on associe 1'ensamble E(C) des objets X

C tels que C(X) £ 0, c'est-2-dire tel gue le morphisme structural X —»g |

se factorise par C . On a donc les équiwvalences
X €5(C) &0 = e0={s} .
X ¢,E(c) el = 6 .

(+)
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nsemble E(C) jouit de la propriété suivante :

(+) si X€B(C) et si Hom(Y,X) £ £, alors Y €E(C) .
Boiproquement, si E est un sous-ensemble de Ob C jouissant de la propriété
s alors E s'écrit de manidre unique sous la forme E(C) et C est défini
les formules (+) . Il y & donc correspondance biunivoque entre les cribles de
t les sous-ensembles de Ob C wvérifiant la condition (4++) . Par abus de

nous dirons parfois que 1'ensemble E(C) est un crible de C .

Si on munit 1l'ensemble Ob C de sa structure de préordre naturelle,

dominant X s'il existe une fléche de Y dans X) , les ensembles E(C)

purs é1éments . L'ensemble des cribles de L est muni d'une structure d'ordre :
in dira que C est plus fin que C' si C <C', ou, ce qui revient au méme
[c) € E(C') . On a E(C) ME(C') = E(C x C') et 1'ensemble des cribles de o]

s

: Tout sous-ensemble E de Ob C , par exemple un sous—ensemble de 0Ob C
E finit un crible C(E) : l'ensemble des X € Ob C, tels que F(X) £ 9 pour

Ce crible peut aussi &tre défini comme 1'image de la femille de morphis-

L {F -—> e, FEE } au sens de la définition suivante :

nition 4.1.2. Soit {Fi —_— F} une femille de morphismes de £ de mBme
F. On appelle image de cette famille le sous-foncteur de T défini par

B Ay LJ ImP.(s) © F(s) .

A

| osition 4.1.3. La formation de 1'image commute 2 l'extension de la base

."

{ —> F};pour tout morphisme G —> F de C , 1l'image de la famille de
—rphismesg {Fi He G —> G} est le sous-foncteur I XP G de G

les notations précédentes, désignons par I 1'image de la famille

Si C est un crible de € et E un sous-ensemble de Cb C tel gue
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C(E) =C , ondit que E est une base de C . Tout crible C possdde une bage
par exemple 1'ensemble E(C) « Nous nous proposons de décrire 1l'ensemble
Hom(C,F) , oi C est uncrible de C et F un objet de &, & 1'aide d'une

base de C .

un diagramme

& M
N
o &—

[8

dloch un diagramme

: Jq3d
[ (®) = Bom(e,F) —=> T Hom(s,,F) __-1_—3_2_; 5 Hom(S, x S, F)

1,3

tel que i= ;}2 i . On a donc un morphisme

J
—_— — VY Hom(s.x S_,F
Hom(e,F) Ker("iTHom(Si,F) = % om( 5% Sy ))
»

On vérifie immédiatement :

Proposition 4.1.4. On a un isomorphisme fonctoriel en F

Hom(C,F) 22, KQrE[T Hom(S, ,F) _— 1 Hc-m(Six S F)]
i iy

tel que le diagramme

Hom(e,F) — Ker[TjT Hom(s,,F)) —3 T_g' Hon(S; x S, F}]

I s

Hom(g,F) >  Hom(C,F) ,

o la dernidre ligne est induite par le morphisme canonique C —>e , soit

commutatif .
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couvrants ou raffinements de S , donnde vérifiant les axiomes suivants :

(P 1) Pour tout raffinement R de S et tout morphisme T —3 S , le crible

R X T de T est couvrant ("stabilité par changement de base") .

(r2) sSi R, C sont deux criblesde S, si R est couvrant et si pour tout

et
1]

T €0b C et tout morphisme T >R,

crible Cx. T de T est cou. W
——————————————— .:) h— .

vrant , alors C est un raffinement de 3 .

(T 3 Si CODR sont deux cribles de S et si R est couvrant, alors C est

couvrant .

(T 4) Pour tout S, S est un raffinement de S .

On peut reformuler ces axiomes de la manidre suivante : pour tout cbjet®
F de :(E_ , notons J(F) 1'ensemble des sous-foncteurs R de F tels gue pour :
tout morphisme T —>» F de _E_ y ou T est représentable , R Xq T , qui est
un crible de T , soit couvrant . En vertude (T 1) , cette notation est bien
compatible avec la précédente . On dira dgalement que R € J(F) est un raffi
ment de ¥ . On vérifie immédiatement que les axiomes précédents entrainent las

propriétés suivantes :

(Pt 0) Si FDG sont deux objets de C , et si pour tout S € Ob C ot toub |
morphisme S —3F , Gx, S5 € J(S) , alors ¢ € J(F) .

(P*1) Si GEJ(F) , et si H—>F est un morphisme de & , alors
Gx, H € J(H) .

(PT'2) Si FPDOGDH sont trois objets de &
H €7(¢), alors H &€ J(F) .

, 51 G €J(F) et

o

(P 3) Si PO2G >H sont trois objets de
c €JF) .

et si H €J(F) , alors

(T* 4) Pour tout FEOLC, F EJI(F) .

Réciproquement, si on se donne pour tout F & Ob é un ensemble J(F)
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sous-objets de F vérifiant les propriétés (T' 0) a (T 4) , 1'appli-

fion S ——>J(S) définit une topologie sur C et les deux constructions pré-

De (T*1), (T'2) et (T'3) résulte la propriété suivante :
__5} Si G et H sont deux sous-objetsde F, si G, Heg J(F) , alors
' G ME EIF) .

ansemble J(H), crdonné par la relation D est donc filtrant ; cette remarque

g servira plus tard .

' ‘.2. On dira que la topologie définie par J est plus fine que la topologie
finie par J' =i pour tout S € Ob €, J(B) D J'(s) (il revient au méme de
que pour tout F &€ Ob C , J(F) D J'(F)) .

ensemble de topologies sur C possdde une borne inférieure : soit I un
Asemble d'indice,et pour chaque i€ I, soit S —> Ji(SJ une topologie
'C . Posons J(S) = &3 Ji(S) 5 11 est immédiat que l'on a défini

une topologie sur C , et que c'est bien la borne inférieure de 1'ensemble

En narticulier, donnons-nous pour chagque S € Ob C , un ensemble E(S)

M8 crivles de S . On sppelle topologie engendrée par ces ensembles la topologie
@8 moins fine pour laquelle les Sléments de E(S) soient des raffinements de S
pur tout s .

~
nition 4.2.3. Soit {Fi — F} une famille de morphismes de € . Soit

@€ F 1'image (4.1.2 ) de cette famille . La famille est dite couvrante si

H8.€ ()

Cette définition s'applique en Particulier & une inclusion : un crible
€ de s

Ntn'rant

€8t couvrant si et seulement si le morphisme canonique C-— S egst
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Les axicmes (T' Q) (P' 5) entrainent pour les familles couvranteg

les propriétés suivantes :

(c 0) sSoit {Fi — F} une famille de morphismes de { . Si pour tout
changement de base représentable S—>»F , la famille {Fi E ] —--)Sj

est couvrante, alors la fgmille initiale 1'est aussi .

(C 1) Pour toute famille couvrante {F—i 5 F} et tout morphisme G —sF,
la famille {Fi x5 c —> G } est couvrante ("stabilité par chancement

de base") .

(c2) si { F, —> F} est une famille couvrante et si, pour chaque
i, {Fij —pFi } est une famille couvrante, alors la famille composda

{Fij S } est couvrante ("stabilité par composition")

(G 3) Si {Gj —_> F } est une famille couvrante, et si {Fi —> F } F
est une fanille de morphismes de but F +telle que pour chagque J il '
existe un i tel que G, —>»G se factorise par Fi —>» F, alors

{Fi — F} est couvrante ("saturation") .
(¢ 4) Toute famille réduite & un isomorphisme est couvrante .

Toter que (C 2) et (C 3) entratnent aussi :

(c5) si {Fi —>F } est une famille de morphismes de but F telle qu'il
. . ~ 2 13

existe une famille couvrante {uj .__} P } telle gue pour tout 1
famille {F_l xp G —> G, § soit couvrante , alors la famille

Fi _— F} est couvrante f"une famille localement couvrante est

couvrante") .

4.2.4. Soit réciproquement C une catégorie possédant des produits fibrés et

donnons-nous pour chague S € Ob C wun ensemble de familles de morphismes de &
de but S dites familles couvrantes, donnée vérifiant les axiomes (C 1) 2 :

(c 4) (donc aussi (C 5) qui en est umne conséquence) . Pour tout S €0b C ;5 =¥
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J(S) 1'ensemble des cribles de S possédant une base couvrante (ou, ce qui
,-:',. -nt eu méme par (c 3), dont toutes les bases sont couvrantes) . Alors
J(S) définit une topologie sur C . Les deux constructions précédentes

ant inverses l'une de l'autre .

En fait, dans les applications, il est peu pratique de considérer toutes

Mfinition 4.2.5. Soit C une catdgorie . On appelle prétopologie sur C 1la
. e pour chague S &@ Ob C d'un ensemble R(S) de faemilles de morphismes

fant les axiomes suivants @

Pour toute famille { Si —» 3 } E€R(5) et tout morphisme T—S , les
" produits fibrés S; xg T existent et .[si xg T —> T} € RrR(T) .

P2) si {s. —3 5 }GR(S) et si pour chague i {T,, —> 5.3} R(S.), alors
y 1 ij i it ==

la famille composée {Tij —> s} appartient 2 R(S) ,

MP'3) Toute famille réduite & un isomorphisme est couvrante .

__ appelle topologie engendrée par R 1la topologie la moins fine pour laquelle

268 familles donndes soient couvrantes .

fm 4.2.6. Soit pour tout S, J(S) 1'ensemble des cribles de S cou-

~Wants pour 1z topologie engendrée par la prétopologie R . Soit JR{S) la

irtie de J(S) formée des cribles définis par les familles de R(S) . Alors

E(S) est cofinal dans J(S) : tout raffinement de S contient un crible défini

Bar wne famille de R(S) .
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Soit pour tout S§ , J'(S) 1l'ensemble des cribles de S contenant un
crible de JR(S] . On a évidemment J'(3) € J(S) . Pour montrer que
J(s) = J*(8), il suffit de montrer que les J'(S) font une topolo
c'est-2~dire vérifient les axiomes (T 1) 2 (T 4) . or (T 1), (P 3

évidemment vérifids. Il reste & vérifier (T 2) . Soit donc R un &lément de

J'(8) et C un sous-crible de R y on suppose gue pour tout T —>R , C X T3
est dans J'(T) et il faut prouver que C € J'(S) . Par définition de J' s
contient un raffirement R' d£fini par une famille ‘[S—: —> S} € Rr(s) . Comme -

on a vérifié (T 3) , il suffit de prouver que R'N C € J'(S) , on peut donec
supposer que R = R' ., Par hypothése, pour tout i , C xg S, € J'(Si) ; il existel

donc pour chaque 1 une famille couvrante {Tij —» Si}ER(Si) telle que

5. I b B ]
T:‘r.j — Si se factorise par C x Si — S; Le morphisme 113 — se

]
factorise donc par C —> S , ce qui montre que C contient le crible défini

i

par la famille composée { Tij sy S_} et on a terminé par (P 2) .

Les axiomes (P 1) & (P 3) sont ceux de f]!-hﬂ.j +« BEtant donné 1'inté
rét pratique des prétopologies, nous interpréterons chagque résultat important &

4 l'aide d'une prétopologie définissant 1z topologie donnée .

Remargue 4.2.7. On peut introduire ure notion un peu plus générale : on donne
pour chaque S un ensemble de familles couvrantes vérifiant (P 1), (P 3) et lal
proposition 4.2.6. Ceci se présente en particulier, lorsgue les familles do

vérifient (P 1), (P 3) et (C 5) . Le lecteur pourra consulter (D] .

Définition 4.2.8. Soit S un objet de £ . Soit B(S') une relation faisant

intervenir un argument S' &€ Ob Q/S . On suppose que Hom(S",S') £ @ entraine 1

P(s') =» P(S") . On dit que P est vrai localement sur S si les conditions &

équivalentes suivantes sont vérifides :

(1) L'ensemble des S' —> S5 tels que E_(S') soit vrai est un

raffinement de S .

(11) Il existe un raffinement de S tel que P(S') soit vrai pour |

-
tout S' de ce raffinement .
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(ii1) (Si la topologic donnée est définie par unme prétopologie). I1

, gte une famille couvrante pour cette prétopologie telle que E(S') soit

pour tout S' de cette famrille .

-1’ 4.2.9., Scit £:1X —Y un S-morphisme . On dira que f est localement

‘ut; iy & X Si goit un isomorphisme . Il revient au m8me d'exiger qu'il
xiste un raffinement R de S tel que pour tout T —>R , X(T) —> ¥(T) soit

' isomorphisme .

On verra dans la suite bien d'autres exemples de langage "local"

) tout foncteur contravariant de C dens la catégorie des ensembles . La caté-

gorie & = Hom(C® ,(Zns) ) est appeléde catégorie des préfaisceaux sur C . Si

0 est munie d'une topologie, on dit que le préfaiscecau P est séparéd (resp. est

(+) P(S) = Hom(S,P) —» Hom(R,P)

injective (reg;g. bijective) On appelle catégorie des faisceaux et on note

& la sous-catégorie pleine de Q dont les objets sont les faisceaux .

&loposition 4.3.2. Soit P un préfaisceau sépard (res_p. un faisceau) .

;_;_0111‘ tout foncteur H €0b C et tout R € J(H) ; 1l'spplication canonique

=

(+) Hom(H,P) ————> Hom(R,P)
: " (resp. bijective) .
X
: Soient en effet P un préfaisceau séperé , H un préfaisceau ,
IGJ(H) y et u, v: H ——= P telsque uj=v3 (voir diagramme) .
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Pour tout f:5s—H, S E€m®C, R % S est un raffinement de S et
« Comme P est sdparéd, onentire uf =v f . Ceci étant
vrai pour tout 5 représentable , ona u=7v .

R lom Ha¥ 5 g

/f

L

Supposons maintenant que P soit un faisceau . Soit g : R—>P 5
montrons qu'il se factorise par H . Pour tout f; S—>F, SE€0C,
g fR : R Xg S — P se factorise de mani®re unique par S , done définit un
morphisme h : S— P , qui est évidemment fonctoriel par rapport &2 f , par
unicité . On a donc défini pour tout S une application de F(S) dans P(S)
forctorielle en S , donc un morphisme de F dans P gqui répond bien aux

conditions exigédes .

Propogition 4.3.3. ([A.S] y 1.3 ) . Soit C une catégorie . Soit P um pré=- |
faisceau sur C ; pour tout S €O0b C , notons J(S) 1'ensemble des cribles R
de S tels gque pour tout T —» S, 1l'application

(+) Hom(T,P) ——— 3 Hom(R xg T, P)

20it injective (resp. bijective). Alors les J(S) définissent une topologie sur;

€, i.e. vérifient les axiomes (T 1) & (T 4) .

Corollaire 4.3.4. Soit pour tout S € Ob C , K(S) wune famille de cribles véris

fiant (T 1). Soit P un préfaisceau sur C . Pour qu'il soit séparé (resp. un ;

faisceau) pour la topologie engendrée par les K(S) , il faut et il suffit que
pour tout S € Ob C et tout R €K(S) , l'application canonique

(+) Hom(S,P) —————> Hom(R,P)

soit injective (resp. bijective) .
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orollaire 4.3.5. BSoit pour chaque S €0b C , R(S) un ensemble de familles de

chismes de C de but S, vérifiant (P 1) (par exemple définissant une pré-

gie) » Soit P un préfaisceau sur C . Pour gue P soit séparé (resp.

P8y ————— T—T-P(Si}

Boit injective , (resp. le diagramme

p(s) — Tlos) — | 3[ P(s; xg sj)
1 ol -
Q0it exact) .

Définition 4.3.6. Soit C wune catégorie . On appelle topoleogie cancnique sur

la topologie la plus fine pour laguelle tous les foncteurs représentables soient

des faisceaux .

gorollaire 4.3.7. Four qu'un crible R de S B30it un raffinement pour la topo-

'ogie canonique, il faut et il suffit que pour tout morphisme T —= 35 de C

'1'-‘.___ tout X €0b C , 1l'application canonique

Hom(T,X) ——————3 Hom(R xg T, X)

Boit bijective .

Eﬁm 4.3.8. Un crible couvrant pour la topologie canonigue sera d4it crible
@ ®Pimorphioue effectif universel .

‘2939.3:;.3_116; 4.5.9. Une familie épimorphigue effective universelle définit un

E?_j_::”}_t?__é__g;morphique effectif universel . Réciproquement, toute famille quarreable

9-@”15-___%3{1*_111' crible épimorphigque effectif universel est épimorphique effective
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Passons maintenant & la construction du faisceau agssocié . Soient P

un préfaisceau et S un objet de €. 81 R D R' sont deux raffinements de

S , on a un diagramme

Hom(S,?) ——> Hom(R,P)

\ Hcmgi',P)

.

L'ensemble ordonné J(S) est filtrant comme on 1'a déja remarqué. Comme

S est un élément de J(S), on a un morphisme évident

Hom(S,P) ————> 1lim, Hom(R,P) .
REJ(S)

W, oot ]
On pose H’(S,P) = lim. Hom(R,P) . On vérifie que 1°(s,P) aépend fonctoriele
REJI(S) '

lement de S , donc définit un foncteur LP par

(++) Hom(S,LP) = ﬁc'(s,P) = lim, Hom(R,P) .
R EJ(S)

On a par construction des morphismes

IP:P———_>IP

Hom(R,P) —> Hom(S,LP) .

L
Lemme 4.3.10. (i) Pour tout raffinement R de S et tout u: R—P, 1le §
diagramme "
A
P
P ooy TP
w T zp (T
R—k—> 5
R

est commutatif .
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(ii) Pour tout morphisme S —>IP , il existe un raffinement

S et un morphisme u i R—3F avec v:zH(u) .

111 o) un ioncteur e u,v 3 —— els8 gue
(iii) Seit @ fonct t Q P tels que

} §=£P v . Alors le noyau du couple (u,v) est un raffinement de Q .

(iv) Soient u: R —% P et u' : R' —» P ; pour gque

M) - zﬂt(u') » i1 faut et i1 suffit qu'il existe un raffinement R" € RAR!

$9 S tel que u et u' coincident sur R" .

bnstration (1) : I1 faut vérifier que zafu) io= £P u . Pour cela , il

ffit de vérifier que les composés de ces deux morphismes avec tout morphisme

.8 U R, ou T est représentable, sont dgaux . Or considérons f = lP. g et

Sproduit fibré R' = R xg ) 1

définition de fP 5 ZP ug= lefu) f (c'est le cas particulier de ce qu'on
8rche 2 démontrer dans leguel i; est un isomorphisme), or zR(u) £ = zq{u) i g

(ii) et {:iv) ne font gue traduire lz définition de .HI.:_H,_{S,LP)
d
Qi & limite irductive .

(iii): Si K désigne le noyau du couple (u,v), pour chague

it S—»Q ol 5 est représentable , K xq S majore le noyau du
®Wle de flaches u f , v :

- »

5 —= P . On est donc ramend i démontrer

‘88%ertion dans le cas o Q = 5 est représentable . Mais en ce cas, il résulte

L] (11) ot (iv) que ¥ contient un raffinement de 3 donc est un raffine-
Rent de 5§ .,
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On vérifie enfin que P p—w=p LP définit un foncteur

L : >

|2

[

et P ]-——-——)‘g,p un morphisme de foncteurs

-£:Ic1:‘1 —_—> L .
&

Enongons maintenant le résultat essentiel :

Proposition 4.3.11. (i) Si P est un préfaisceau quelconque, LP est sépard

et .ZP : P —> 1P est couvrant (4.2.3 ) .

(ii) Si P est un faisceau , P —2>LP est un isomorphis o

(1ii) Pour tout préfaisceau P et tout préfaisceau sépard |

(resp., faisceau) F sy L'application

Hom(%,F) : Hom(LP,F) ——» Hom(P,F)

est injective (resp. bijective) .

(iv) 8i P est séparé , &

p ¢ P —» 1P est un monomor- §

phisme couvrant (donc P est un crible de LP) , et LP est un faisceau .

Démonstration : (i) Il est d'abord clair que P —>ILP est couvrant ; en

effet , pour tout S —3LP , le morphisme obtenu par changement de base
P X S —> 8§ est majoré par le morphisme d'inclusion d 'un crible de S

(par 4.3.10 (i) et (ii) ), donc est couvrant . Si d'autre part deux morphismoE
vl,v2

S ——= LP induisent le méme morphisme d'un raffinement R de S ,

qu'ils sont égaux . Il existe des raffinements Ri y 1 =1,2 , et des morphismes

u, : R, —> P tels que zg (u) =v, . Enprenant R assez petit, on peut
5 1 i i i

Supposer gque Hl - Rg =R . Il résulte alors du diagramme commutatif de 4.3.10
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- .f = B W D'aprés loc. cit. (ii) , et coincident donec sur
B ~“p Y1 P 2 s | %2
y raffinement de R , donc un raffinement de S , ce qui entraine que

_‘.:f ul} = zﬂ(uz} , par loc, cit. (iv)

(ii) est clair, car si P est un faisceau , Hom(S,P) — Hom(R,P)

déja un isomorphisme pour tout raffinement R de S .

(i11) Soient u et v deux morphismes LP —>F tels que ud, =v 4 .
montrer que u =v , il suffit de voir que uf =v f pour tout f : S —LP
I S est représentable . Or il existe un raffincment R de S et un morphisme
R—P avec f = zR(g) + Alors uf et v f coincident sur R avec
L E=V L’P g 5 donec coiIncident sur R . S1i F est séparé , on a done
£ =v f . Supposcns maintenant que F soit un faisceau ; on a slors le dia-

me C omutat ]i‘

L

N\

&
=

montre que Hom( gp,F) est surjectif .

(iv) Montrons que si P est séparé , P —> LP est un monomorphisme .
cela , il suffit de voir gue pour tout couple de morphismes u, v: S5 — P

S est représentable) tels que -E u = £ v ona u=v . Or loc. cit.

P est séparé . Montrons enfin qgue LP est un faisceau . Comme on sait
86J2 par (i) que c'est un préfaisceszu séparé , il suffit de voir gue pour tout
@ €0b C , tout raffinement R de S et tout morphisme h : R —> LP , il

Bte un morphisme u: S — ILP avee u iq =h .
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(]
(2]

Cr R!'=P X5 R  est un raffinement de R , car P est un raffinement de I1p "
donc R' est un raffirement de S . Posons u = ZF'(hI) . On a
uiR| Z-QP h'=h j, d'oh ui_Rj.:hj » Comme R' est un raffinement de § :

et comme LF est séparé , 4.3.2 montre que u ]_R =Ry mgfd .

Corollaire 4.3.12. Soient F un faisceau et R un sous-C-objet de F . Alors R

est un raffinement de F si et seulement si on a un diasgramme commutatif

Remargue 4.3.13. Si J'(8) est un sous-ensemble cofinal de J(S) , on a

Hom(5,LP) = 1lim Hom (R, P) ‘
RETI(S)

En perticulier , soit S p— R(S) une prétopologie engendrant la topologis

dornée . Le forcteur 1 peut se décrire & l'aide des familles couvrantes éléme

de R(S) . En explicitant la formule ci-dessus, on retrouve la construction de
[ra] .

~ ~ k.
Notons i 1le foncteur d'inclusion C —>» C . De la proposition 4.

résulte le théoréme suivent ;

~ ~ 1
Théoréme 4.3.14. Il existe un foncteur unique a: C =3 C tel que le diss
gramme suivant soit commutatif

b B
al L |
v

— i -~ &

g =———>» 3 i.e. pour tout préfaisces

P, L(L(P)) est un faisceau . Les foncteurs i et =a sont adjoints 1'un

l'autre : pour tout préfaisceau P et tout faisceau F on a un isomorphisme !
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Homi (P ,i(F)) ~ Hom "E“’(a(P). F ,

Hom(P,F) == Hom(a(?),F) :

iticn 4.3.15. Le faisceau a(P) est dit associé au préfaisceau P .

4.3.16. Comme le foncteur L est construit & 1l'aide de limites projec-—

s+ De plus , si on identifie L(PxP) & LP x LP sy le morphisme —erP

fdentifie & "EP < zP » Il en résulte par exemple que si F est un préfaisceau

LF est aussi muni canoniquement d'une structure de préfaisceau en

'de m8me pour le foncteur a , ce qui montre que si P est un préfaisccau en

s et F un faisceau en groupes , on a un iscmorphisme
- i s
Hom_{z-gr. (P,i(F)) o~ Homﬁﬁ_gr- (a(®),F) .

[D:] pour plus de détails .

YV est une catégorie guelconque, on appelle préfaisceau sur C &

s V un foncteur contravariant de C dans V¥ . Pour définir les

(aisc

m8Ceaux A valeurs dans V , il nous faut d'abord rappeler la définition de 1la

_%E'_Emje_ctﬁ d'un foncteur . Si R et V¥V sont deux catésories, et

=
iy F : B° —> ¥

e

ﬁjf“m'ﬁeur contravariant de R dans ¥V , on note lim F 1l'objet de AE défini
% 1 2
_ maniere suivante :
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r i .
Hem = | i
A0 5 L A

lim Hom ( o
g G — £

oi X est un objet variable de R , o Cx déncote le foncteur contravarient de
qui envoie chague objet de R sur X et chague flidche de R sur

Ty

R dans ¥

. . < T . 3 . . - O £ e
ldx s et ol le dernier Hom est pris dans la catégorie Hom(R™, V) . Si R

posseéde un objet final y On a lim ¥ = E{ef) « 81 ¥V est la catégorie deg

i

ensembles, le foncteur 1lim s'identifie au foncteur [ .

Si 5 est un cbjet de C et R un crible de S , notons R la souss
catégorie pleine de E-/S dont 1'ensemble d'objets est E(R) et ]Ti SR ——)g/
le foncteur canonigque . Si P est un préfaisceau sur C & valeurs dans V , §

définit un foncteur Pg : (Q/S)O —> ¥ . Le foncteur i, induit un morphisme g

|<i>

P(s) = pg(s) = lim Py — 3 lim Py 0 iy

i

Cn note 1lim r © ce dernier objet de ¥V . En vertude 4.1.6 , la définitict
I F
4.3.1 se généralise en la

Définition 4.3.18. Le préfaisceau P sur C & valeurs dans V est dit sépa

(resp. un faisceau), si pour tout S€O0b C et tout R & J(S) , le morphisme

canonigue de l
P{8) ——a 1im 5 B

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme) .

Dans le cas o V est la catégorie (Gr.) des groupes (ou toute
autre catégorie d'ensembles munis de structures algébriques définies par 1imites
projectives finies) » on peut voir (cf [D:I ) qu'il y a équivalence entre led
notions suivantes : un faisceau sur C 3 valeurs dans (Gr.) , un préfaisceat’
sur C & valeurs dans (Gr.) dont le préfaisceau d'ensembles sous-jacent est'_
faisceau, et un groupe dans la catdgorie des faiscezux d'snsembles. Compte 'te_

de ces identifications nous considdrerons toujours les faisceaux & valeurs dan8
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'eatégorie d 'ensembles munis de structures algébriques définies par limites

3 -~
gctives finies, comme des faisceaux d'ensemble, munis dans la catégorie C

.

{, Propriétés d'exmctitude de ia catégorie des faisceaux .

: ~t

goreme 4.4.1. (1) Les limites projectives quelconques existent dans 638
— A e -
les se calculent dans C " , i.e. le foncteur dtinclusien i: C — C

lim i(X,) : 8§ p———> 1im X (8)
— b A — 1

giun faisceau et on a i (lim X.) = lim i(X.) .
- — 1 — o 5

lim X, = a(lim i(x.) )
—3 i — i

B 1im i(X,) est le préfaisceau limite inductive des i(X.) :
L — i i

]_._i_n;i(.'{i} : S p————> _1_'133(1(5) .

A

LS
(iii) Le foncteur a : L —» C commute aux limites inductives

Mlconques et aux limites projectives finies .

Les assertions (i) et (ii) résultent formellement de la formule

Mjonction (4.3.14 ) , et (iii) a déji &té signalé dans 4.3.16.

. 0lie 4.4.2. Ce théordme permet d'utiliser la méthode suivante pour démontrer

< Une assertion portant simultanément sur des limites inductives quelconques
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et des limites projectives finies (par exemple : "tout épimorphisme est effectip
universel", cf. plus loin). On commence par démontrer 1'assertion correspondante -
dans la catégorie des ensembles ; puis on 1'Stend "argument par argument" i 1g

catégorie des préfaisceaux. Ensuite, on utilise le théordme précédent pour passep
de la catégorie des préfaisceaux i la catégorie des faisceaux. Cn verra dans 1s W8

suite bien des exemples de cette méthode (4.4.3 , 4.4.6 , 4.4.9 , etc...) .

Remarquons enfin que les assertions relatives & la catégories des préfaisceaux
sont formellement des corcllaires des assertions relatives & la catédgorie des
faisceaux . I1 suffit en effet de prendre comme topologie la topologie la moing ;
fine ("chaotique") c¢'est-d-dire la topologie définie par J(8) = ES} pour tout

SE€0b C , tout foncteur est en effet un faisceau pour cette topologie .

Proposition 4.4.3. Scit S" ={Fi —_ F J- une fsmille de morphismes de fai

ceaux . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) fr est une famille épimorphiguse .

(ii) <F est une famille épimorphigue effective universelle (1.13 ) d

(iii) <F est couvrante (4.2.3 )

(iv) Le faisceau image de 3'_ (c'est-a~dire le faisceau associé_a‘g:

préfaisceau image de F (4.1.2 )) est F.

L'équivalence de (iii) et (iv) résulte de 4.3.12. Les autres

équivalences résulteront des lemmes suivants .

Lemme 4.4.4. Soit f : X —>» Y un monomorphisme de faisceaux qui soit un épi-’

morphisme . Alors f est un isomorphisme .

Le lemme est d'abord clair dans la catégorie des snsembles .
Démontrons le ensuite dans la catégorie des préfaiscesux . Considérons le pré- §

faisceau

x(s)
T(s) 1L ¥Y(s) ;

.
-
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la somme amalgemée de Y et de Y au-dessous de X dans la catégorie des
tfaisceaux » Si X —Y est un épimorphisme de préfaisceaux, le premier mor—

s coordonnée Y —»V est un isomorphisme, done Y(S) — V(S) wun isomor-

Wiere pour chagque S , donc X(8) —= Y(5) wun épimorphisme d'ensembles , ce

il régle la question, car c'est d'autre part un monomorphisme .

,'._;.,. enfin dems la catégorie des faisceaux . La somme amalgamée Z des
pceaux Y et Y au-dessous de X est le faisceau associé & V d'aprés

Or on a le triangle commutatif

—_—

x Z
Ny 27

on sait que le préfaisceau V est séparé , on saura que V —>» Z est un
morphiome: (4:3:41 (4v)) . Comna T = ‘% sst un deonerphisns par Hypothdss,
V le sera aussi . Le morphisme X ——> Y sera donc aussi un épimorphisme
8 préfaisceaux , ce gui démontre le lemme , lorsqu'on aura vérifié que V est

« Ceci résulte de :

me 4.4.5. (i) Le préfaisceau somme directe d'une famille de préfaisceaux

(ii) Soit X *3=§ Y une relation d'équivalence dans la caté=-

des préfaisceaux. Soit w : Y —» Z le guotient. Si ux v : X — Y x ¥

un monomorphisme, si X est un faisceau et si Y est séparé, alors Z est

(11i) si '-':r:rr—-"‘f 5 est une somme smalgamée dans la

rie des préfaisceaux, si u et w' sont des monomorphismes , si X est
m » ¥ et Y' des préfaisceaux séparés, alors Z est séparé ,

B On démontre aussitdt (1% ;(1ii) se prouve sans peine, en remarquant
f (s
h 7 N =

Pour tout S € ob(c) , X(S) 5 yi(s) —» Z(S) est une somme amalgamée dans

h“tégorle des ensembles. Pour prouver (ii), on doit prouver que deux morphismes d'un

'dlna Z coin

cidant sur un raffinement R de S sont Zgaux. Or tout morphisme d'un S
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représentable dans Z se remonte par construction de 2 en un morphisme de §

dans Y . On voit alors aussit®t gqu'il suffit de prouver gue pour tout préfajg.
ceau U et tout couple de morphismes f , g: U —> Y telsque wf=wg i
(] B

il existe un morphisme unique U —= X avec uf=v g « Or pour ce faire s 11088

suffit de prouver l'assertion correspcndante pour les composés de ces morphi -
3 ToNlsmeg

avec tout T > U ol T est représentable ; on peut donc supposer U =T
présentable . Mais le diagramme X(T) —3Y(T) — Z(T) est un conoyau dans la g
catégorie des ensembles, X(T) étant une relation d'équivalence dans Y(T) , ce iR

gul achéve la démonstration.

Lemme 4.4.6. Une famille couvrante est épimorphique effective universelle .

Comme la notion de famille couvrante est stable par extension de la
base , il suffit de montrer que toute famille couvrante est épimorphique effec- 4
tive . Soit done { Fi — F} une famille couvrante . Considérons le pré-

faisceau G image de cette famille . On a un diagramme

F, — G —F
x \J’{

a(G)

La famille de morphismes de préfaisceaux {Fi > Gi est épimorphique effec-
tive , car c'est une vérification qui se fait argument par argument, et car daung
la catégorie des ensembles, famille épimorphigue effective veut simplement di 3
famille surjective . Comme G —> F est un monomorphisme, les produits fibré

b - :‘,
Fi Xy Fj et J!i X Fj sont les mémes . De plus , pour tout faisceau H , L

Hom(G,H) 2~ Hom(F,H) .

I1 en résulte que la famille donnée est bien une famille épimorphigue effecti‘?!

de morphismes de faisceaux .

Lemme 4.4.7. Toute famille de morphisme de faisceaux {Fi—) F} se T

en une famille couvrante {Fi e G} et un monomorphisme G — F .
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11 suffit en effet de prendre pour G le faisceau image de la famille

Démonstration du théoréme : on a vu en 4.4.6 que (iii) =>(ii) , on

Bevidemment (ii) = (i) . Soit enfin {Fi — F} une famille épimorphique ;
Mepres 4.4.7 , elle se factorise en une famille couvrante suivi d 'un monomor—
fisne . Mais ce dernier étant majoré par une famille épimorphique est un épi-

frphisme , donc un isomorphisme par 4.4.4.

F

CQFD.

Qemarque 4.4.7. Comme le préfaisceau image de la famille F est séparé, la
pnstruction du faisceau associé montre gque les conditions du théoréme sont aussi

pivalentes aux suivantes :

(v) Pour tout S €0b C, tout f €F(S) est localement dans 1'image
de F , clest-i-dire :

(vi) Pour tout S €0b C et tout f € F(S) , l'ensemble des S'—y S
tels que 1'image de f dans F(S') soit dans 1'image d'un des

Fi(S'} est un raffinement de S .

(vii) (81 1a topologie est d€finie par une prétopologie). Pour tout
S €0b C et tout f & F(S) , il existe une famille
{SJ. —> S} € R(3) telle que pour tout j 1'image fj de T

dans F(Sj) soit dans 1l'image de 1'un des Fi(Sj} i

garcue 4.4.8. Si le faisceau F est reprdsentable ; les corditions précédentes

Mont aussi équivalentes &

(viii) L'ensemtle des T —» F (T & 0b C ) , tels qu'il existe un i

et un diagramme commutatif

53]

> F

/:’J

/

H —

est un raffinement de F
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En effet, si (viii) est satisfaite, le préfaisceau image des ¥.
1L
majore un raffinement de F , ce qui entraine que la famille est couvrante,

Réciproquement, on applique (vi) a id_ € F(F) .

Cette cordition s'exprime en langage imagé de la maniére suivante : localement
sur F, il existe un i +tel que Fi ——> F possgde une section . En particuliep

N

un morphisme G — F o G est un faisceau et F un faisceau représentable gapal

couvrant si et seulement si il possdde localement (sur F) une section .

-
Proposition 4.4.9. Toute relation d'équivalence dans C est effective univer-

selle (3.3.3 ).: soit R une E—relation d'équivalence dans le faisceau X ;

alors le faisceau associé au préfaisceau séparé

i(X)/iR) : s — o X(s)/R(S)

est un guctient effectif universel de X par R .

Soit X/R 1le faisceau quotient de X par R , qui existe par ‘
4.4.1 (41i) + X/R = a(i(X)/i(R)) . 1I1 nous faut montrer que X —=> X/R est ur
épimorphisme effectif universel , et gue le morphisme f :R —* X XX/R X est ul
isomorphisme . La premi®re assertion a dé€ja été démontrée (4.4.3 ) . Quant & £7
il provient par application du foncteur a du morphisme i(R) —> i(X) X5 (%/R)
ou , comme i(X)/i(R) est séparé (4.4.5 (ii)) done i(X)/i(R) — i(X/R) est

monomorphisme, du morpﬁisme canonique i(R) —=> i(X) xi(X}fi(R)i(R) .

On est donc ramené & démontrer la méme assertion dans la catégorie des préfais
Mais i(X)/i(H) est le préfaisceau S HX(S)/R(S) et on est ramensé & -:-'

l'assertion analogue dans la catégorie des ensembles, ot elle est immédiate .
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Meposition 4.4.10. Sous les conditions de 4.4.9 , soit Y un sous-faisceau de

Notons Ry 1la relation d'équivalence induite dans Y par R . Alors le
. hisme canonique (3.1.6 )

Y/RY > X/R

#t 'un monomorphisme ; il identifie 1'/11I & w1 sous-faisceau de X/R , qui est

@ faisceau-imagze du morphisme composé

Y > X > X/R .
Le morphisme de préfaiscesux
10/ARy) = 0/iR) ) —> iD/i(®)

8t un monomorphisme . Comme le foncteur a est exact & gauwche (4.3.16 ), i1

sforme monomorphisme en monomorphisme et

Y/RY

un monomorphisme . La derni®re assertion résulte du diagramme commutatif

X/R

Y e X
v "
Y/R, > YR ,

En vertu de cette proposition » nous identifierons toujours Y/RY & un
Ous~faisceau de X/R .

ot
osition 4.4.11., Soit R une C-relation d'équivalence dans le faisceau X .

tout scus-faisceau Y de X stable par R

R, notons Y' le guotient Y/RI
I8idére comme un sous-faiscezu de X' = };/R o« Alors Y =T7Y° xx, X, et les
m&ﬂtiﬂ Y pb—> Y/:i\: et Y'i—my T’xx, X réalisent une correspondance
%ntre 1l'ensemble des sous-faisceaux Y de X stables par R et

1
L@@y_&k&_des sous-faisceaux Y' de X!
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31 Y' est un sous—-faisceau de X' , slors ‘f'xKl X est un sous-
faisceau de X stable par R . S1 Y' est obtenu par passage au quotient i pap.

tir d'un sous=-faiccean Y de X, alors Y! X majore Y . Il suffit donc ge

X
X!
montrer que si 1l'on a deux sous-faisceaux Y et Yl de X, stables par R, 1'1
majorant Y , et si les quotients Y/RY et YlfRY sont identiques, alors e
1

Y = ‘fl . On est évidemment ramené A démontrer la méme assertion dans le cas oh
Yl = X . Notant alors P (resp. Q) le préfaisceau i(X)/i(R) (resp. l(Y)/l(R‘,) .
le disgramme

ey
o>

_
—
est cartésien . Comme on a2 un diagramme commutatif

P € a(pP)

L I

Q a(Q) »
le monomorphisme Q <> P est couvrant , donc Q est un raffinement de P
Par changement de base , Y est un raffinement de X . Comme X et Y sont §

des faisceaux, cela entraine (4.3.12 ) Y =X.

4.4.12, En particulier, si Y est un sous-faisceau de X, et si Y' = Y/RT )
alors la correspondance précédente définit un sous-faisceau Y de X , stable
par R , majorant Y et minimum pour ces propriétés , que l'on appelle le

saturé de Y pour la relation d'équivalence R .

4.5. Le cag d'une topeologie moins fine gue la topologie canonigue .

D'aprds 4.3.6 et 4.3.8 , les conditions suivantes sont équivalentel

pour une topologie T sur C :
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(1) T est moins fine que la topologie canonique de C .

(i1) Tout préfaisceau représentable est un faisceau pour T .

(iii) Tout crible couvrant pour T est épimorphique effectif universel.
" 7 est définie par une prétopologie S p—s R(s) y ces conditions €quivalent
(iv) Toute famille €& R(S) est épimorphique effective universelle .

a
s le cas ol ces corditions sont vérifiédes, le foncteur canonique C —> C

F . el
§ factorise par un foncteur jg=3:C — E (on notera aussi j(s) = S ) .

mites projectives quelconques . Il est en particulier exact & gauche el conserve

les structures algébrigues définies par limites projectives finies .

Cela résulte immédiatement de la considération du diagramme commutatif

L ——— C
J\AEZ’

Bde 4.4.1 (i) .

Avant d'exhiber d'autres propriétés du foncteur j , il nous faut

inir la topologie induite sur une catégorie Q/S « lie supposant plus néces-
ement la topologie donnée moins fine que la topologie canonigue , cela se

it de 12 manidre suivante : si C est un crible de T dans €L et siona
s'morphisme T —> S, alors C définit naturellement un crible de T dans
[car la définition d'un crible de T ne dépend que de la catégorie

E _ (‘C‘/S)/T] « Si , par exemple , C est défini par la famille {Ti iy T} ;

V8 son image dans est défini par la mbme famille considérés comme

E"“s
le de morphismes de E-/S . Ceci dit , 1'application T }——> J(T) définit

Q

® topologie sur E/S dite lopologie induite par la tepologis donrde . Ave

98 définitions de [fLS] 2.3 4 c'est la moins fins des topclogies sur C,
-

U}

)]

“8quellie le foncteur canonique
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est un comorphisme « On remarquera que les identifications

(E/S)/T = E/T

respectent par définition les topologies.

Proposition 4.5.2. Soient S un faisceau représentable sur C et F—» 5

un morphisme de EI_ « Pour que S'jp HomS(S',F) soit un préfaisceau sépard

(resp. un faisceau) sur g/s, il faut et il suffit que F soit un préfaisceau

séparé (resp. un faisceau) sur € s

Pour tout foncteur P, on a ( L. Hedat )
. . (. ; %
Hom(P,F) = & Hom(?,3) Hom, (P,F) .

Pour tout S'€ Ob C et tout crible couvrant C' de S' , on a un isomorphisme
Hom(C',S) < Hom(s',s) ,

car S5 est un faisceau . La proposition résulte immédiatement de ces deux

formules .

Corollaire 4.5.3. La topologie induite sur Q-/S par une topologie sur C

moins fine que la topologie canonique de C , est moins fine que la topologie

canonigue de g/s .

Corollaire 4.5.4. Supposons la topologie donnée sur C moins fine que la top&

logie canonique . Pour tout S €0b € , on a une équivalence de catégories

Ty — &5 -
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9../5 - (Q./S) —ﬁy (E/S) -———{—’-SA.» (Q/S) -

s‘ O —t
l ((g/s)/z')
G —s G5

La commutativité des deux premiers carrés résulte de la définition de

*équivalence C /g' —_— (E?;j . Pour démontrer la commutativité du dermier,

41 feut voir gue le carré suivant est commutatif :

c L C

&5 —> &3
\ v

P L" O
C9 — &9

oh L 1 ; i A " .
: est 1la restriction du fomcteur Lg a Q/S et L" 1le foncteur LQS 3
Ceci se voit aisément en revenant & la définition des forncteurs L (apreds 4.3.9 ).

&An‘t au second diagramme , ce n'est autre que la restriction aux catégories de
” fisceaux du diagramme correspondant sur les catégories de préfaisceaux

s

i% 4.5.5. Les diverses assertions de ce numéro montrent que dans le cas ol

0sé I, n° 1) qui est commutatif .

B
! la topologie donrée est meoins fine que la topologie canonique, on peut identifisr
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RS ]

ICJ}‘

£ & une sous-catégorie pleine de

; elle-m8me sous-catdgorie pleine de C et
que dans cette identification, on peut se livrer aux zbus de langage, habiﬁuelgenf

-~
ce qui concerne C —2 C , Jjustifids par les commutat

<
H
ot
D
]
e}
H
418
Q
{18
[=N
o
&
ot
o
]
-

o
[}

g

quons explicitement que le premier diagramme de 4.5.4 montre que 1'on pourra se

ciale du foncteur a .

i
[U1N

servir sans précaution a

Nous verrons dans le numéro suivant que l'identification de C 2 une sous-ca
-
i~ N = .
gorie pleine de C (contrairement & ce qui se passait pour C), commute & la fq

tion de certaines limites inductives et nous dirons alors comment utiliser ce faf|

A partir de maintenant et sauf mention expresse du contraire , nous

supposerons la topologie donnée moins fine gue la topologie cancnigue et nous

ferons systématiquement les identifications exposées ci-dessus .

=

Proposition 4.5.6. Soient F et G deux faisceaux au—dessus de S et

f:F —>3G un S-morphisme . Les conditions suivantes sur f sont équivalente

(1) f est un monomorphisme (resp. un gpimorophisme, resp. un iso—

morphisme) dans

A~
fal
= ¢

s 2y - # - a5 -
(1i) f est un monomorphisme (resp. un dpimorphisme, resp. un iso-

PSS,
morphisme) dans E;S = (gfsj .

Pour moncmorphisme et isomorphisme , clest évident (c'est une questionil
préfaisceaux) . Pour épimorphisme , cela résulte de la description des épimorp

mes comme morphismes couvrants et du fait que par définition de la topologis
Fa
induite , ceux-ci sont les m@mes dans C et

Jot-

S

Proposition 4.5.7. Soit f : F —>» G un morphisme de faisceaux . Les conditici

suivantes sont douivalentes :

(i) f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un iso-

morghisne:' .

(ii) Pour chaque S €0b C , £y + Bg —> &g

est localement un
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dnomorphisme (resp. un épimorphisme , resp. un isomorphisme) , c'est-i-dire :

(iii) Pour chague S &€O0b C , l'ensemble des T —3 S tels que
#5
. —> G, soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme , resp. un isomorphisme)

un raffinement de S .

Si la topologie donnée est définie par une prétopologie, ces conditions

Bnt encore éguivalentes & la suivante :

(iv) Pour chaque S € Ob C , il existe ume famille couvrante

- S} € r(s) telle gque pour tout i , FS > GS:‘»_ s0it un monomorphisme

X
pap. un épimorphisme, resp. un isomorphisme) .

Si la catégorie C possdde un objet final e , on peut se contenter

Bhrernire § = o dms les conditions (ii), (iii) et (iv) .

On a évidemment (ii) &> (iii) &> (iv) . Pour démontrer 1'dquive—
nce de (i) et (ii) ainsi que le supplément concernant 1'cbjet final , il
[aut montrer que (ii) =3»(i) et que les notions envisagées sont stables par
frtension de la base . Démontrons d'abord ce dernier point « Pour monomorphisme
dsomorphisme , c'est évident (c'est une question de préfaisceaux) . Pour

' morphisme , cela résulte du fait que tout épimorphisme de faisceaux est uni-
2 sel (4.4.3 ) . Montrons enfin que (ii) entraine (i) . Supposons que
..?5 —> Gy soit localement un monomorphisme (resp. un isomorphisme) . I1

BXiste alors un crible couvrant C de S tel que pour tout T —wC , T soit

T
dmonomorphisme , (resp. un isomorphisme) . Comme une limite projective de mono=

Bfphismes (resp. isomorphismes) en est un y Hom(C,f) sera un monomorphisme

\Pesp. un isomorphisme) (of. 4.1.4) . Le diagramme commutatif

Hem(C,F) Hom (C, £) > Hom(C,G)
TS "
F(s) £(8) > &(s)

ue f(S) est injectif (resp. bijectif) . Supposons enfin que
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F —> G soit localement un épimorphisme et soit H Z G 1'image de [ . Pour

chague § —> G , HxGS est 1'image de f x, S5 : Fx,S —sS5 . Pour mon-

trer que f est un épimorphisme , il faubt montrer que

eI

est un raffinement d4g
G, clest=a-dire que H X S5 est un raffinement de 5 pour chagque S5 . Mais

comme il en est ainsi aprés tout changement de base T — S d'un raffinement de:
S (si f X, S est localement couvrant) , H x. S est bien un raffinement de 8 48

G
(Axiome (T 2)) .

Corollaire 4.5.8. Soient P et G deux faisceaux au-dessus de S gt f : F

un S-morphisme . Pour que f goit un monomorphisme , resp. un épimorphisme, ._

un iscmorphisme , il faut et il suffit qu'il le soit localement sur S .

Remargue 4.5.9. La démonstration de la proposition montre que celle-ci reste
wvalable , pour la partie concernant les monomorphismes (resp. les isomorphismes)_
lorsqu'on suppose seulement que F est un préfaisceau séparé (resp. un faiscean)

et G un préfaisceau quelconque (resp. un préfaisceau sépars) .
Revenons proviscirement au eas d'une topologie guelcongue et posons

définition .

~

Définition 4.5.10. Soit G —> F un morphisme de C « On dit que G est un g

faisceau relatif au-dessus de F si pour chague F-foncteur H et chague re

nement R de H , l'application canonique

(+) Hom,, (r,6) & Hom,(,G)

est bijective.

La proposition 4.5.2 se zénéralise aussitdt @

Proposition 4.5.11. Si F est un faisceau , G est un faisceau relatif au- 4

dessus de F si et seulement si c'est un faisceau .

Lemme 4.5.12. Dans la situation X —T —S (ou X,T,S, sont trois objets C8
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' X est un faisceau relatif au-dessus de T  alors U = T]/S X est un faig-

relatif au-dessus de S .

En effet, on a pour tout S-foncteur Y

HomS(Y,U) = EomT(T xg Y, 2 3

_‘ C est un crible de Y , glors T Xg C est un crible de T Xg Y: on

BAn-1ut aussitdt .

Berollaire 4.5.13. Les préfaisceaux H (%,Y) , Isom_ (X,¥)y..., sont des
Hom /¢ Lsong sont des

'gceaux lorsque les arguments qui y interviennent en sont aussi .

En effet, tous ces préfaisceaux sont construits & l'aide de produits
Bbrés et de préfaisceaux T\ ( I 1.7 et II 1) . Il suffit de

grifier le résultat pour un préfaiscesu TI jS X 3 en ce cas, l'assertion résulte

Rappelons que nous supposons la topologie T donnée moins fine que la

i P‘l ’PE ~
‘#koposition 4.6.1. Seit R —————» X une C-relation d'éguivalence dans le

f8isccau X . Soit F €0b & défini comme suit : pour chaque S de C , F(8)

I fl'ensemble des sous-S-faisceaux Z de X , stables par Ry

dent par Rz est S (c'est-a-dire tels gue le diagramme R, —a 2 —®.8 soib
&t) + Alors pour tout faisceau Y , Hom(Y,F) s'identifie & 1'ensemble des

y et dont le quo-

Us~Y-faisceaux de X x Y stables par R x ¥ et dont le gquotient est Y . En

iculier 1e sous-faisceau =& de X x X correspond & un élément p de Hom(X,F)
¢ diagramme

D.aP
& P
R——=_—p3x—> o

8xact , donc identifie F au faisceau-quotient X/R .
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Posons en effet Q = X/R . Pour tout faisceau Y et tout morphisme

f € Hom(Y,Q) correspomdant & une section s : ¥ €3 ¥ x Q , considérons le dia-
gramme

(=) t = t

Z —a> T

o1 le carrd est cartdsien. Il est immédiat par 4.4.11 gue 4 est un sous-
Y-faisceau de X x Y , stable par R x Y , dont le gquotient est ¥ , et que,

réciproquement, tout Z de ce type provient d'une unique sectionde Qx Y

sur Y . Prenant d'abord Y vreprésentable , on en tire un isomorphisme

Q =~ F . Prenant ensuite Y quelcongue , on en tire la forme annoncée de

Hom(Y,F) . Considérant enfin le morphisme canonigue X —» Q , on voit aussitdt "8

qu'il correspond au sous-X-faisceau R de X x X, ce qui achéve la démonstratiff

Corollaire 4.6.2. Secit G un sous-foncteur guelconque de F tel que

Hom(X,3) € Hom(X,F) contienne R . Alors le morphisme canonigque X —>F

se factorise par G . Comme X — F est couvrant (4.4.9 et 4.4.3 ) il en

résulte que G est un raffinement de F . En particulier, tout sous-faisceau

de F wvérifiant la condition précédente est égal & F (4.3.12 ) .

4.6.3. DNous allons maintenant nous intéresser au cas oi X et R sont repré-,
sentables . Introduisons d'abord une terminologie . Outre les conditions (a)
(d) introduites en 3.4.7 , nous utiliserons d'autres conditions sur une

famille (M) de morphismes de C que nous énongons ci-apr®s, en rappelant les

conditions (2) & (¢) déja donndes, pour &tre complet .

(a) (M) est stable par extension de la base .

(b) TLe composé de deux &léments de (M) est dans (M) .
(c) Tout isomorphisme est &1ément de (M) .

‘:dT) Tout élément de (M) est couvrant .
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(eT} Soit f : X —>Y un morphisme de C . S'il existe un raffinement
R de Y tel que pour tout Y'-> R, XxYY'_.y‘f'

soit élément de (M) , alors f est &lément de (M) .
pelons que (a) et (b) entrainent

(a') Le produit cartésien de deux &léments de (M) est élément de M) .

_ntre Part (E-) et (dT) entrainent par 4-309.

(d') Tout élément de (M) est un épimorphisme effectif universel .

-;5.4. Les conditions précédentes sont vérifides par la famille des morphismes
Prrants , notée (I"IT) s lorsque C posséde des produits fibrés . En effet (a)
Seulte de (C 1) (4.2.3), (b) de (C2), (c) de (C 4), (4p) de 1a
finition , (eT) de (C 5) . Les résultats que nous allons établir pour une
gnille vérifiant ces conditions s'applimueront en particulier & la famille (I-iT) .
i particuiier, on pourra prendre pour T la topologie canonique et pour (M)

@ famille des Zpimorphismes effectifs universels .

®mne 4.6.5. Soit (M) une famille de morphismes vérifiant les propriétés (a)

(ET} précédentes . Soit R une C-relation d'dquivalence dans X € Ob g,

. 7 L A~ P
B8 type (M) . Soient X 1le faisceau défini par X , R la C-relation d'équi-

2 Ead P
ence dans X définie par R et X/l;{’ le faisceau~gquotient . Pour que R soit

. -~ A
")-effective, il faut et il suffit gque X/R soit représentable . S'il en est

— Supposons d'abord que R soit (M)-effective et notons Y = X/R .
-_._.lt‘ morphisme cancnique p:X —»Y est élément de (M), donc couvrant par (dT] 2

morphisme correspordant

_~ - P
p; X —> ¥R

%
-~ est ~ ich -
donc un épimorphisne effectif universel de c (4.4.3 ) , donc identifie X/R

®| quot; o ' g ra v e
ient de X par la relation d'équivalence R' définie dans £ P&r p .
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Comme le foncteur canonigue C —> C commute aux produits fibrés, R' n'esgt
-
autre que R , car R est la relation d'douivalence définie par p .

Réciproquement, supposons z/;{ représentable par un objet Y de g3
Soit p: X —> Y le morphisme déduit du morphisme canonigue I/ —-—)-’(‘,’/ﬁ', c'agt
un morphisme couwrant par 4.4.3 . Il est clair comme tout & l'heure que R ea:
la relation d'équivalence définie par p . Il ne reste plus qu'h montrer que '%

p & (M) . Or le carré cartésien
R 35X x_Y X —mo 3 X

P5 \\Eﬁfl’ P,
X——p—-)Y

montre que p devient P, qui est un élément de (M) aprés changement de basdl

par le morphisme couvrant p . On conclut par (eT) )

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de:

ce numéro .

Théordme 4.6.6. Soit (M) une famille de morphismes vérifiant les axiomes {

-

a (eT) de 4.6.3. Soit R une (C-relation d'égquivalence de type (M) dans @
l'objet X de C . Considérons ls foncteur F € Ob i défini comme suit : F{S

est l'ensemble des sous-S-faisceaux Z de XS stables par RS et tels que lé

relation d 'équivalence induite ait pour gquotient S . Soit Fo le sous-fonctel

de F défini comme suit : FO(S) est formé des Z € F(S) représentabtles, c'eH

a-dire des sousC gObjets de X, stables par R, et tels que la relation d 'ée
valence induite soit (M)-effective et ait comme quotient S (c'est-i-dire ]

Rz =% Xg Z et Z—> 5 élément de (M)).

Alors :

(1) Le morphisme p & Hom(X,F) = F(X) défini par le sous—ob eﬁ

R de Xx X identifie F au faisceau-quotient de X par R .
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(ii) Les conditions suivantes sont &quivalentes :

a) F est représentable .

o) F_ est représentable .

c) R est (M)-effective .

wis ces conditions , F = F, = R .

(iii) Soit (N) une famille de morphismes stable par changement de

'_i= , telle gue pour toute famille couvrante {'Si — S‘} et toute famille

E ; — si} de morphismes de (N) , toute donnde de descente sur les T, rela-

five B {Si -—%VS'} soit effective . Supposons X guarrable et le morphisme
§ —> X x X élément de (N) . Alors F =F.

gmontration. (i) a déj: &té démontré (4.6.1 ) .

(i1) On a vu 1'équivalence de a) et de c¢) ainsi que F = X/R .

este & prouver que b) ou c) implique E, F . Remarquons d'abord,

: il est d'ailleurs affirmé dans 1'énoncé, que Fo est bien un sous-
oncteur de F ; en effet pour tout 5 € Ob C et tout Z € FD(S) , le
Wrphisme Z — S est quarrable, donc Z Xg S' élément de FD(S') pour
_;}t §' => S . Comme R € F(X) appartient a FO(X) » 4.6.2 montre que
ﬁﬁ_f—-F = F . Supposons maintenant c¢) vérifié . Le morphisme X —> X/R
M8t élément de (M) et pour tout S € 0Ob C et tout Z € F(S) , le dia-

Ehmme (*) de 4.6, -
i ) de 4.6.1 montre que 2 s XY /R % S X x S est représentable,
gic €lément de F _(S) .

(iii) Soit f € Hom(B,F) correspordant 3 Z E F(S) . On doit
itrer que f se factorise par Foo» c'est-a-dire que Z est représen-

®dle . C'est d'abord clair si f se Ffactorise par X en vertu de

e 4.6.7. Soit x, € X(S) . L'image de x, dans F(S) correspond au sous—

—ceau Z de X, défini par les deux carrés cartésiens
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idxnx xo
%5 - 5 % %5 S X
Z > Rs > R .

Ce lemme résulte aussitdt de la description du morphisme X —> F ,

Revenons & la démonstration du théoréme . Si f se factorise par X , alors

Z est représentable et le morphisme Z —> XS élément de (1) . En zénéral ,
f ne se factorise pas nécessairement par X ; mais,comme X —>F est cou-
vrant (4.4.3 ) , il existe par 4.4.8 une famille couvrante {Si — 3 }

et pour chague i wun morphisme Si — { rendant commutatif le diagramme

ot

Si————b-S .

D'aprés ce qui précéde, le morphisme fi : Si —» F défini par le diagramme pré
cédent appartient A Hom(Si,Fc) et correspond au sous—faisceau 2Z xg Si de

X5 + Le morphisme 2 x_ S, —> X5 est élément de (N) et la famille
i S i 3

g, — Xs couwwrante . Il n'y a donc plus qu'a établir :
e

Proposition 4.6.8. 3Scient {Si —_ 3 } une famille couvrante et F un fais

ceau au-dessus de S ., Supposons gue pour chague i , le Si—foncteur F Xg Si

soit représentable par un objet Ti . Alors la famille des Ti est munie d'une

donnée de descente canonigue relative 2 Si —8 . Pour que F soit représgel

table , il faut et il suffit gque cette donnée soit effective 5 s'il en est ainsi

S
1l'objet "descendu" représente F .

Remarquons d 'sbord que d'aprés 4.4.3 , S, —» 5 est une famille ép:

~ ~
morphique effective universelle dans C , donc une famille de descente dans c -

—

Si F est représentavle par l'objet T , zlors T Xq Si (considéré comme fais

est isomorphe & F Xg Si ,-donc la donnde de descente sur les Ti est effective
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3 1fobjet descendu (unique) est isomorphe & F . Réciproquement, supposons que
16 dornée de descente canonique sur les Ti soit effective et soit T 1'objit
1Lgcendu « Comme la famille { S, —»S5 } est une famille de descente dans C ,

1 existe un S-morphisme T ——F qui par extension de la base & chaque Si
honr!e le morphisme canonique Ti — F Xg Si . Ce morphisme est localement un
qpomorphisme ; comme T et F sont des faisceaux, il résulte de 4.5.8 que
est un isomorphisme .

ollaire 4.6.9. Soit R une relation d'éguivalence (M)-effective dans X .

Pour tout faisceau F , 1'spplication

Hom{X/R,F) ——> Hom(X,F)

dentifie le premier ensemble & la partie du second formée des morphismes compa-—

tibles avec R &

Qorollaire 4.6.10. Scit T' une topologie moins fine que T , pour laquelle les

L morphismes de (M) soient couvrants. Sous les conditions de (iii), X/R est

aussi le faisceau—quotient de X par R dans toute topologie intermédiaire entre

T ot 1a topologie canonigue .

Bemerque 4.6.11. Si dans 1'énoncé de (iii), on suppose de plus que,dans les
pothéses du texte, si on note T 1l'objet descendu, le morphisme T — S
'. €lément de (N) , alors les morphismes d'inclusion 2 (_,XS sont aussi
lléments de (N) , comme il résulte aussitdt de la construction de Z par
_descente .

~

J‘ 4.6.12. Les implications

c) ==> b) === a) ’
¢) = F_=F= X/R s

oot €t¢ établies sans recourir 2 la partie "il suffit" du lemme 4.6.5 , qui est
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i x T ST Fa S = =
le seul endroit ol l'on utilise la condition (e.) « Elles restent donc valableg

si (M) vérifie seulement les conditions (a) & (4,) . Unexemple de telle :
- de
famille (M) est celle des morphismes guarrables couvrants (comparer avec 4.6.44'
F @(

Dans le cas de la topologie canconigue, ceux—ci ne sont autres aue les £ imorphi
it g 1S, 1 Pilsmag

effectifs universels . On & donec &
=

-

Corollaire 4.6.13. Soit R une relation d'dguivalence effective universelle

dans X . Alors X/R est le faiscesu-quotient de X par R pour la topologie

canonique . Il représente le foncteur suivant : X/R (8) est l'ensemble des

SOUSﬁng—ObjetS Z de XS stables par RS et tels que la relation d'équivalence

induite soit effective universelle et ait comme quotient S .

De méme , pour une topologie guelcongue :

Corollaire 4.6.14. Seit (M) 1a famille des morphismes quarrables couvrants .

8i R est une relation d'équivalence (M)-effective dans X , alors X/R est

le faisceau-quotient de X par R et représente le foncteur Fo de 4.6.6.

Scholie 4.6.15. Nous pouvons maintenant apporter les précisions suivantes a

4.5.5. Alors que dans les questions faisant intervenir exclusivement des limites

projectives ( produits fibrés, structures algébriques...), on peut, d'aprés les

résultats de 1'Exposé I et 4.5.5 , identifier indifféremment C & une soue-:‘
-

catégorie pleine de C ou de § y i1l n'en est pas de mBme dans celles qui

mélent limites projectives et inductives . Dans toutes les questions faisant

~

intervenir & la fois des limites projectives et des limites inductives, en par— j

ticulier des passases au quotient (exemple : structure de groupe sur le quotient_t
d'un groupe par un sous-groupe invariant), nous considdrerons la catégorie donnéd

comme plongée dans la catégorie des faisceaux ; ainsi si R est une C-relation

d'équivalence dans 1'objet X de C , X/R désignera le faisceau—quotient de X
par R (désigné antéricurement par 3j(X)/3(R) ), donc dans le cas ou ce faiscead}
sere représentable, l'objet qu'il représente . Les résultats précéddents montrenti

que dans les cas les plus importants, un quotient dans C sera aussi un quotie®
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1a catégorie des faisceaux ; de toutes fagons, nous nous interdisons 1'emploi

-1a notation X/R pour un guotient dans € qui ne coinciderait pas avec le
"‘, ient dans C (par exemple qui ne serait pas universel), modifiant ainsi les

pinitions du n® 3 .

Pour étudier un probleéme du type ci-dessus, on se place donc d'sbord

e "5 1a catégorie dea faisceaux, ol tous les résultats habituels sont valables

Utilisation de critéres d'effectivité : théortme d'isomorphie .

Dans ce numéro, nous donnons un exemple d'utilisation de critéres d'ef-

ect:l.v:Lte . Les donrdes de départ sont une topologie T sur C (toujours moins

que la topologie canonique) , une famille (M) de morphismes de C vérifiant
Y fal

es axiomes (2) =2 {:eT) de 4.6.3 et une famille (N) de morphismes de C

eptible de vérifier les axiomes suivants :
(a) (l‘w) est stable par extension de la base .

k (fT) "les morphismes de (N) se descendent par la topologie donnde" ;
Blest-2-dire : pour tout S €O0b C , toute famille couvrante {Si —+ 8] et
Ute famille {T —s S, } de morphismes de (W) , toute donnée de descente
les T relativement & {S - 'g est effective , et si on note T

1'°b.']et descendu , le morphisme T —> S est élément de (N) .

[
By
s

Signalons tout de suite un exemple de cette situstion, qui sers traité
Mﬂ tard : C est la catégorie des préschémas , T 1la topologie fiddlement plate
m"i"ccmpacte ; (M) la famille des morphismes fid2lement plats quasi-compacts,

.

i’ (I) la famille des immersions fermées , ou celle des immersions guasi-compactes .

hFPélona le résultat principal de 4.£.86 (compte tenu de 4.6.11 ) 3
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Proposition 4.7.1. 8i X est un objet quarrable de C , E une relation d'4.

—_—

guivalence de type (M) dans X, telle que X —> R x R soit &lément de (N
1 \ langs telle gue p

() vérifiant (2) ot (f.) , alors le faiscesu-guotient X/R est défini par

X/R (S) = ensemble des sous-S-objets 2 de ;{S , stables par
RS 3

qQue Z —>S g0it couvrant (ou élément de (M)) et que

tels que Z —> X, soit élément de (N) ,

&2 2 Z
RZ = 2 xg Z
Soit X un objet de £, R une relation d'édquivalence (I-’I)-effecti'
dans X , notons X' = X/R . Pour tout sous~cbjet Y¥' de X' tel que le mor-

phisme canonique Y' —sX' soit d1lément de (N) , 1z sous—cbjet Y = Y! X

= 1
de X est stable par R , le morphisme canonique Y — X eost élément de K(1‘\1) B
(si (N) vérifie (a)) , 1a relation d'équivalence induite dans Y est
(M)-cffective (4.4.11 et 4.6.6 ) ot son guotient est Y' . Réciproguement,
montrons que tout sous-objet Y de X , stable par R, tel que le morphisme
structural X-—>Y soit élément de (N) , s'obtient de cette fagon ; en effet, |
si Y est stable par R, ses deux images dans R = X xy, X sont identiques @
Y est muni d'une donnée de descente relative & X — X' . Pour avoir le résultsl
cherché, il suffit donc que la famille (N) vérifie 1'axiome suivant (entras
par l:fT} et les corditions sur (i) ) :

(£

I-I) 51 Y —>X est élément de () et X-—)X_L élément de (M) ,

toute donnée de descente sur Y relative 2 X ——)1& est effec-
tive ; =i on note ‘fi l'objet descendu, Y. K —» X est élément

1 1
de (W) .

On a donc

Propositien 4.7.2. Soit R une relation d'équivalence (M)-effective dans °

Soit (N) une famille de morphismes vérifiant (a) et (f,) - Pour tout Soug,

objet Y de X, stable par R et tel que le morphisme Y —>X soit élément
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est (M)-effective

(¥) . L'application Yw—> Y!

B (¥) , la relation d'équivalence induite dans Y par R
quotient Y/BY = Y' est un sous-objet de X' =

¥R tel que Y' —s> X!

réalise une correspondance bi-

des sous-objets Y de

grphisme ¥ —> X soit &lément de

(I) , et 1l'ensemble des sous—objets

X , stables par R , tels que le

Yt de

: . tels que le morphisme Y' —> X' goit élément de

X -

e est Y'—> T' x4,

(N) . L'application réci-

Merollaire 4.7.3. Supposons de plus gue R —> X x X soit élément de (XN) .
fors , pour tout Y comme dans 1'énoncé , RY —3 Y x Y est aussi €1ément de
. Si (W) vérifie (a) et (£;) , on a donme
Y'(S) = ensemble des sous-S-cbjets Z de Ys s stables par RS’
tels que 2 —)-YS soit élément de (N) (alors 2 —-)XS
est sussi dlément de (N)) , gque Z —>S soit couvrant

R, =52 x_ 2 .

et que 7 S

Passage au guotient et structures zlgébrigues .

On rappelle (

1T

XxH ——>» Xx X

f6fini par (x,h) —> (x , xh) est un isomorphisme

H est dit formellement principal homogéne sous H

(ef. loc. cit.) que pour tout S € Ob C , X(8)

Poogine scus H(S) , o'est-a-dire vide ou principal
Particuiier i

si on fait opdrer H sur lui-mdme par

242

IIT 0.1 ) gqu'un objet X & groupe d'opérateurs (

=i le morphisme

o+ 11 revient au méme de
est formellement principal
homoz®ne sous H(S) . En

translations (& droite) ,




H devient formellement principal homog®ne sous lui-méme .

Definition 5.1.1. L'bjet X & groupe d'opérateurs H est dit trivial sti) eﬁ"

isomorphe (comme objet & greupe d'cpsrateurs H) & H sur lequel H opire pap ,,'-‘
2. bR ik ZPeTe par.
translations . ;

-

Proposition 5.1.2. Soit X formellement principasl homoztne sous H . On a

isomorphisme
X n. H, X
rx =5 Ism&—obj.( + X)
d'ensemble principaux homognes sous | ' (H) .

A toute section x de X on zssocie le morphisme de H dans X
défini ensemblistement par hp—y x h . L'assertion énoncde est immédiate , par

réduction au cas ensembliste .

Corollaire 5.1.3. 0On a un isomorphisme d'objets & opérateurs H

X —_— > ISQH_Obj . (7,x) .

Corollaire 5.1.4. Pour gu'un objet & groupe d'opérateurs soit trivial , il

faut et il suffit qu'il soit formellement principal homogene et qu'il posside

une section .

Définition 5.1.5. 3Soit C une catégorie munie d'une topclogie . On dit

S-objet X 2 S-groupe d'opérateurs H est fibré principal homogine sous H

s'il est localement trivial , c'est-A-dire si les conditions équivalentes s

vantes sont vérifides :

(i) L'ensemble des T —> S tels que (le foncteur) X xg T asoit

trivial sous H Xg T est un raffinement de S .
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(41) Il existe une famille couvrante (pour une prétopologie définissant

'oo]_,o'e donnée) {Si — S} telle que pour chagque i , le Si—foncteur

_: P ! I - 0 3 =
. 5; b S -foncteur-groupe d'opérateurs H xg S, soit trivial ( = posstde

P section sur S )i

ogition 5.1.6. Soit C une catégorie munie d'une topologie T . Soit (M)

:.famille de morphismes de C vérifiant les axiomes (a) a (eT) de 4.6.3.

3 'nt H un S-groupe tel gque le morphisme structural H — S soit élément de

et P un S-objet & S-groupe d'opérateurs H . Les conditions suivantes

it équivalentes :

(1) P est fibré principal homogéne sous H (définition 5.1.5 )

(ii) P est formellement principal homogéne sous H et le morphisme
structural P — S est élément de (M) .

(iii) Il existe un morphisme S' —» S &lément de (M) tel gue par

extension de la base de S & S' , P devienne trivial , c'est-

&-dire que P Xg S' soit trivial sous Hx, S' .

(iv) H opére librement sur P , de maniere (H)-effective et le

quotient H/P est isomorphe & S .

Remarquons d 'abord gque (ii) et (iv) sont €quivalents, compte tenu
MTait que , dans 1'un et l'autre cas , P —+ S est élément de (M) , done
rrable y ce qai assure la représentabilité des produits fibrés H Xg P et

B P . 11 est clair que (ii) entraine (iii) , car on peut prendre comme

P lui-mBme , 1'hypothdse que P est formellement principal homogdne entrai-
$1t que P x P est trivial sous H xg P (5.1.4 ) , car il a une section (la
Wotion diagonale) . Il est clair que (iii) entraine (i) y Car {S' — S}
..'miﬁ fanille couvrante , psr 1'aexiome (dT} . I1 reste donc & montrer que (i)
e (4i) . Le morphisme de faiscgzux P xSE — P Xg P est localement un
“wOTphisme , donc un isomorphisme (4.5.8 ) : P est donec formellement principal

ogdne . Le morphisme structural P-—>S est localement isomorphe au morphisme
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structural H-— S qui est 41dment de (M) . Il est donc lui-méme &lément de (H)

L'équivalence entre (i) et (iv) se généralise :

Proposition 5.1.7. Sous les mBmes hypoth®ses sur C et (M) , soient H un

S-groupe et X un S-objet sur lequel H opére (& droite) . Supposons le mor-

phisme structural H — S élément de (M) . Les conditions suivantes sont

équivalentes

(1) H opére librement sur X et de manidre (M)-effective .

(11) Il existe un S-morphisme p : X—> Y compatible avec la relatidl

d'éguivalence définie dans X par l'sction de H et sl gue 1'cpdration de

H xg Y sur X au-dessus de Y qu'on en déduit fasse de X un fibré principal

homogéne sous HY au-dessus de Y . Sous ces conditions p didentifie Y

quotient X/H .

Si p: X—>Y est un morphisme compatible avec 1l'action de H , zlors
l'opération de H xSY sur X au-dessus de Y qu'on en déduit définit dans X

la méme relation d'dquivalence que 1l'action de H , en vertu de la formule
= Pl
I x X .
PIY Iy K—> H Xg X

la proposition résulte de cette remarque et de 1'équivalence (iv)e&=(i)

précédente .

Nous pouvons maintenant préciser le théorgms 4.56.6 dans le cas du

passage zu quotient par un groupe d'opérateurs :

Proposition 5.1.8. Dans les hypoth®ses de 5.1.7 , notons F0 le foncteur &

dessus de S défini comme suit : pour chaqus S'_—35§ , FO(S') est 1'ensemble

des sous-S'-foncteurs représentables 2 de X xg S' , stables sous E xg S'

fibrés principaux homogdtnes sous ce S'—groupe pour 1l'action induite (3.2.2 ) -
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(i) Les comditions suivantes sont équivalentes :

a) L'opération de H dans X est (M)-effective .

b) F_ est représentable .

§5 ces corditions , ona F = ¥H .

(ii) Soit (N) une famille de morphismes , stables par changement de

4 y telle que pcour toute famille couvrante {S]'_ —3 S'} et toute famille

} de morphismes de (N) , toute donnde de descente sur les Ti Tela—

fvement & {Si —S S'} soit effective . Supposons le morphisme

E—>Xxg X glément de (N) et X guarrable . Alors 1'élément p de

(x’Fo} correspondant au sous-objet X X H de X xSX identifie FO

fifaisceau-quotient X/H

Structures de groupes et passaze 2u guotient .

Nous nous intéressons dans ce numéro aux structures algébrigues que
Mon peut mettre sur le quotient G/H d'un groupe par un sous~groupe . Nous nous
Q8cerons d 'sbord dans la catégorie des faisceaux sur C pour une topologie
@lconque . En prenant la topologie canonique et en utilisant 4.6.12 , nous

endrons des résultats pour le passage au quotient effectif universel dans (C

oaiticn 5.2¢7« So0it u: H—> G un monomorphisme de faisceaux en groupes .

xiste sur le faisceau G/H une structure unigue d'objet & groupe d'opéra-

: I's G telle que le morphisme canonique

p: G —> G/H

RSt un morphisme d'objets & groupe d'opérateurs G . Cette structure est fone-

=tdelle par rapport au couple (G,H) : si on a un diagramme commutatif

”

; RS
v rd

a

246



le morphisme

-y
1]
=
(A
G2
h
I}
"
N
P
Mo
N
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1{1]
n
ot
[¢]
Q
1z
Lol
o
ct
)
o
1=
D
o
& n;
)]
0
Yt
4]
=]
()
iz}
e}
3
r-J
e}
4
1]
Hy

sur les groupes d'opérateurs .

+

En effet , le faisceau G/H est le faisceau associé au préfaiscean

i(G)/1(H)

w

—> c(8)/E(s) ;

comme le forcteur a est exact & gauche , il transforme objets & groupes d 'opé-
e

rateurs en objets & groupe d'opératsurs . Le préfaisce=zu 1i(8)/i(H) dtant muni

d'une structure d'objet & groupes d'opérateurs i(G) , G/H = a(i(G)

muni d'une structure d'objet & opédrateurs a(i(G)) = G . Cette structure jouit o '

éviderment de toutes les propriétds énoncées .

Corollaire 5.2.2. Scit w : H-— G un monomorphisme de C-gr oupes . Suoso-

gue l'opération de H sur G soit effective universelle . 11 existe sur le quo

-

tient G/H une structure unique d'cbjet & groupe opérateurgs G telle que le

L™

morphisme p: G — G/H soit un morphisme d'objets % opérateurs . Cette st

ture est fonctorielle en le couple (H,G)(H opérant de manidre effective uni-

verselle dans G) , au sens précédent .

Proposition 5.2.3. Soit u : H —>G un monomorphisme de faisceaux en grouped

identifiant H & un sous-faisceau en groupes invariant de G . Il existe sur: i

quotient G/H une structure unique de faisceau en groupes telle gue le morp

canonique p : G —> G/H soit un morphisme de groupes . Cette structure est

fonctorielle en le couple (H,G) (H invariant) .

La démonstration est semblable & celle de 5.2.1.

Corollaire 5.2.4. Soit u: H —> G un monomorphisme de C-groupes identifi‘

H 2 un sous-groupe invariant de G . Supposons que l'action de H sur G

effective universelle . Il existe sur le guotient G/H une structure de groupf

unigue telle gque le morphisme canonique G —- G/H soit un morphisme de g

Cette structure est fonctorielle par rapport au couple (H,G) (H invariant s

H opérant de manidre effective universelle) .
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On peut caractériser la structure de groupe de G/H de manidre plus

oposition 5.2.5. Sous les conditions de 5.2.4 , soient K un C-groupe et

—>» K un morphisme . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) £ est un morphisme de groupes compatible avec la relation d'édgqui-

valence définie par H .

(i1) £ est un morphisme de groupes induisant le morphisme trivial
H‘——%Ko

(iii) f se factorise en un morphisme de groupes G/H — K .

iculier , on a un isomorphisme , fonctoriel en le groupe K

Haug_gr.(G/H,K} ~ {f e ng_gr_{G,K} , fou=e } "

L'équivalence de (i) et (ii) se démontre ensemblistement . On a

demment (iii) =3 (4i) . L'équivalence de (iii) et de (ii) résulte de

Hom(G/H,K) o~  Hom(i(G)/i(H),K)
® la définition de la structure de groupe de G/H .

Tque 5.2.6. Dans la situation précédente y 5i le noyau de f est exacte—

lte aussitdt de 3.3.4.

Dans le cas de faisceaux en groupes , on peut préciser 4.4.11 par la

fition 5.2.7. Soient G un faisceau en groupes , H un sous-faisceau en

P88 invariant . Pour tout sous-faisceau en groupes K de G contenant H ,
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soit K' le groupe quotient X/H considéré oomme un sous~groupe de G' = G/H ,
Ona K=XK'x,, G . Les applications K P> K/H et K! —> X! Xy G régd
T —— = e

lisent une correspondance bijective entre 1'ensemble des sous-faisceaux en

de G contenant H et 1l'ensemble des sous-faisceaux en groupes de G

cette correspordance , les sous—faiscesux en groupes invariants de G

dent aux sous-feisceaux invariants de 2! .

La premigre partie rdsulte facilement de 4.4.11 et de 3.2.4
I1 reste & voir que K est invariant dans G si et seulement si K
invariant dans G' . 831 K est invariant dans G , alors le préfaisceau
i(K)/i(H) est invarient dans i(G)/i(H) . Il en est de mbme des
associésg, en vertu de 1'argument hebituel . Si réciproquement K' est invarian{y

dang G' glors ls produit fibré XK x., ¢ est invariant dans & comme on leg
» e »

voit immédiatement .

Si maintenant 1L est un sous-faiseceau en groupes gquelcongue de G,

soit L 1le saturé de L pour la relation d'dguivalence définie par

notera aussi L =L . H .

Proposition 5.2.8. Sous les conditions précédentes sy L «H estun

faisceau en groupes de & contenant E et l'image de L dans G/H

a

ELowH/HE 22 1/ uan .

En effet , notons L' 1le faisceau image de L dans G/H .
sous-faisceau en groupes de G/H correspondant & L . H dans la correspord
de la proposition précédente . Comme le morphisme L — L' est couvrant , don
un épimorphisme effectif universel de faisceaux , il résulte de 4.4.9 que
L' s'identifie au quotient de L par le noyau de L —>» L' qui n'est évi-

demment autre que EHENL .

Considérons enfin la situation suivante : on 2z un faisceau en gTOUPq'

un sous~faisceau en groupes K et un sous-faisceau en groupes H de K,
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ant dans K . Définissons d'abord une opération (& droite) du faisceau en

K/E) sur G/H . Le groupe K opire par translations & droite

@
2]
>4
]
—
il

,* + Comme H est invariant dans K , cette opération est compatible avec
relation d'équivalence définie par l'action de H et définit donc une opération

8 X sur G/H , c'est-a-dire un morphisme du groupe K° opposé &4 K dans

sur H , il se factorise par K/H et définit 1l'opératicon cherchée .
les opérations de G sur lui-méme & droite et & gauche commutent, les

, ations de G et de K/H sur G/H commutent .

‘6sition 5.2+9. Sous les conditions précédentes , K/H opdre librement

LA

R droite) dans G/H et on 2 un isomorphisme canonique de faisceaux &4 groupe

Yopérateurs G

(¢/B)/(X/B) == /K .

K

est invariant dans G , auquel cas K/H est invariant dans G/H

7 ), cet isomorphisme respecte les structures de groupe des deux membres .

On a un isomorphisme de préfaisceaux
(1@)/1®@)/1®/i®) <& ie)/ilx)

& Tospecte les structures d'objets & groupe d'opérateurs i(G) . Le résultat

neé s'obtient en appliquant le foncteur a & cette relation .

WEollaire 5.2,.10., Soient G un C-groupe , K un sous—C-groupe de G, H

' 'OUB-Q_—ggoupe invariant de K . Soit (M) une famille de morphismes de C

iant les axiomes (a) 2 (e,) . Supposons 1l'opération de H sur G
2 PP I sur

K) 2 droite (M)-effective . Alors K/H optre de manidre naturelle

—ment & droite sur G/H ; cette opération commute & celle de G . Les

fitions suivantes sont gquivalentes :
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(i) L'opérationde X sur G es [‘-.}-e fective . . 5.

(ii) L'opération de K/H s G/H est (M)=-effective .

Sous ces corditions , on a un isomorphisme d'objets & groupe d'opérateurs G .

(e¢/B)/(X%/H) —~ G/K . B

5.3. Utilisation de critires d'effectivitd : théoréme de Noether .

Soient C , T et (M) comme d'habitude . Scit (N) wune famille de |

morphismes vérifiant les axiomes (a) et (fM} de 4.7,

Mettant ensemble 5.2.7 et 4.7.2 , on obtient :

~

Proposition 5.3.1. Soit G wun (C-groupe . Soit H un sous-C-groupe de G,

invariant et opérant de mani®re (M)-effective dans G . Pour tout sous-C-group

K de G majorant H et tel que le morphisme K —3 G soit élément de (w)

H opére dans K de manidre (M)-effective et le quotient K/H = K' est un b

sous-C-groupe de G/H = G' tel que le morphisme K' —s3 G' soit élément de
(N) . L'application K p—b K' réalise une correspondance bijective entre 1'el

semble des sous-C-groupes K de G , majorant H et tels que X — G soit

élément de (N) et 1'ensemble des sous-C-groupes K' de G' tels que
element de L-group de 2e28 que

K' —3 G' soit élément de (N) . L'application réciproque est K'p— X xG.

Dans cette correspordance, les sous—-groupes invariants de G correspondent &

sous—groupes invarianta de G' .

Corollaire 5.3.2. S8i H —> G est élément de (N) , alors C posside un 4§

objet final e et la section unité e —3 G/H est élément de (N) .
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mopolozies dans la catégorie des schémas .

#T.o topologie de Zariski : C'est la topologie engendrée par la prétopologie
P

te 1 une famille de morphismes { Si — S } est couvrante si chaque
,;_., sme est une immersion ouverte et si la réunion des images des Si est S

Bt entier . On la note (Zar) .

bgisceau pour la topologie de Zariski est aussi appelé foncteur de nature
: c'est un forncteur contravariant de (Sch) dans (Ens) tel que pour

+ préschéma S et tout recouvrement de S par des cuverts Si y on ait un

articulier , un foncteur de nature locale transforme sommes directes en pro-

Comme tout foncteur représentable est un faisceau , cette topologie

--'.;'- de vue temminologie , chaque fois gue nous dirons "local" , "localement",

IUn procédé de construction de topologies .

0sition 6.2.1. Soient C une catégorie et C' une sous—catézorie pleine .

'E P un ensemble de familles de morphismes de C de méme but , stable par

gement de base et par composition (c'est—é—-dire vérifiant les axiomes (P 1)

= (p 2) de 4.2.5 ) . Soit P' un ensemble de morphismes de C' . On suppose

contient leg familles réduites 3 un isomorphisme identique (P 3)

€ la corditisn suivante :

(a) si {5, —s s} €

est un morphisme de C' , 2lors les produits fibrés Si s ol

o

' (done 5,5 € b gt) &t 38 T -8
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de C' dans C commute & certains produits fibrés) .

On suppose de plus vérifides les deux conditions ci-desscus :

\ . g o - B -
(b) Pour tout S €0v C y il existe { S, — S }é P  avec
att UL 2 3 e iPuen 3 A

) 5 Cts 18 5 P! ;
o @ i’sij’sijkeeb—’ii_’a}e ’{Sij_}siier
chaque i ; {sijk —> sij.ﬁ EP' pour chague ij , il existe une famille

iTn - S} € P' et pour chague n un multi-indice (ijk) et un diagramme

commutatif

Munissons C de la topologie engendrée par P et P'. Soient S € Ob C et

R un crible de S ., Pour que R soit couvrant, il faut et il suffit qu'il

existe une famille composée { Sij ~—> 8, — S } o0 8, ,8,, € 0C',d
=2 3 ij

{Si — S_}ﬁP ; {Sij —> Si}éP' pour chague i , et que les morphismes..-

sij —> S obtenus se factorisent par R (en d'sutres termes que le crible

engendré par cette famille composée soit contenu dans R ) .
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-Imgtration + Les familles éléments de P et de P' étant couvrantes s Une
le composée de telles familles le sera aussi (C 2) , donc un crible de la
‘:._'_ me indiguée couvrant, car contenant un crible couvrant . Réciproquement , il
Fit de voir que les cribles de cette forme forment bien une topologie, clest-

$3ire de vérifier les axiomes (T 1) & (T 4) de 4.2.1.

. idg,
5, — S} € P avec S, € Ob C' . Les familles ‘[Si e 8 Si} sont
Qéments de P' par hypothdse . Le crible S de S est donc de la forme

T 4) + Soit S € Ob C . Il existe d'aprds (b) une famille
Airliome

us .

dxiore (T 3) . Evident .

iome (T 2) . Soit R un crible de S de la forme voulue et soit C un
frible quelconque de S

Sij o Cij Comme sij —>» S se factorise par R , le crible
¥ C..=Cx_,8S,, de S est de la forme voulue par
q ij 5 ij
4 hypothése
fre, g « ¢ On a donc pour chague 1ij un diagramme de la forme
ci-contre . On a donc prouvé qu'il existe une famille
s composse
ijx
¥ S i ™% 8, o B i TS
s ijkl ijk ij i
ijk
N3 appartenant & P o P' o P o P' , se factorisant par
S:'L' «— C.. o] : ] ; 1 c .. o
J ij C et ou tous les objets autresque S sont dans ' .
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Appliquant la cordition (e} & chague famille { i . —3» S } s O en dé-
ijkl i L«

duit qu'il existe pour chague 1 une famille { Ti‘ﬁ — Si} e P', telle que -

T, —>» 3 se factorise par 1'un des 3,., . , donc par C .

in ijikad

T =B Le crible C est donc de la forme voulue, ce gqui

achéve la vérification .

Axiome (T 1) . oit R un crible de S de la forme donnde et soit T —> § |

)
un morphisme de C .

< I 1 ey, B

513 - ikj ikj

I f"

v i l |

B € LTy v

I o

& \L : P oy B .
R€C€y3pS T

Soit T, =S, x, T . La famille { T, —> T } appartient 2 P (par (P 1)).]
Appliquant (b) , on construit des {Uik -—9Ti}EP , avec les U*‘k & ObC'Y

Par hypoth®se (cordition (P 2) sur P), ona { U o leer

i

D'aprés (a) , U 8., = Ui est cbjet de (' et pour chaque ik,

ik Ksi i3 k5
{Uikj — Eik}EP! « Le carré commutatif ci-dessus montre alors gue les mor=
phismes Uijk —>3 T se factorisent par le crible T xg R de T, qui est done

de la forme wvoulue , ce gui achéve la démonstration .

Corollaire 6.2.2. Si S €0b C' et si R est un crible de S, R est cow

si et seulement si il existe une famille {Ti _a,s} €P' , se factorisant par}

En effet , un tel ecrible est couvrant . D'autre part il suffit ",Z"
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Cen premant la famille § S, —» S } réduite 3 1'isomorphisme identique de

our déduire de la proposition qu'un crible couvrant est de la forme indigquée.

eollaire 6.2.3. Pour qu'un préfaisceau F sur C soit séparé (resp. un

M oceou) , il faut et il suffit que le morphisme

P(s) —> TT 5(s,)

3’ injectif (resp. le diagramme

*e) —> Ve —= |7 25, 5,5

jxact) dans les deux cas suivants :

(1) {si-—-;s}ep,

s 5 ] L)
(i) $,5 € 0g {si_.)s}ep .

En effet , les conditions sont nécessaires , car les familles en gque s-
sont couvrantes . Si C est un crible de S engendré par une famille de

Orphismes du type indiqué , un disgram-chasing facile montre que les conditions

"8t que g est injectif , donc aussi f . Donc F est séparé . Mais R est

‘nffinement de C , donc h est aussi injectif , Si & est bijectif , alors
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f 1l'est aussi , done F est un faiscezu .

Remargue 6.2.4. Le corollaire précédent ne résulte pas de 4.3.5 , car P!

pas stable par extension de 1la base .

Remargue 6.2.5. La condition (c) est vérifide en particulier dans le cas o}

(1) P' est stable par composition .

(ii) si { S, —> s} est une famille de morphismes de C' , &lément 4

P, 1l en existe une sous-famille £l1ément de P! .

6.3. Applieation 2 la catézorie des schémas .

On prend pour C 1la catégorie des schémas , pour C' la sous-catégorie pleine
formée des schémas affines , pour P 1'ensemble des familles surjectives 4 'ime:

mersions ouvertes . On considérera plusieurs ensembles P! :

P! ¢ familles finies surjectives , composées de morphismes plats .

P, : familles finies surjectives , composées de morphismes plats
de présentation finie et quasi-finis .,

Pé : familles finies surjectives , composées de morphismes

P! : fami fini i i g i

L ¢ amilles finies surjectives , composées de morphismes

et finis .

T
4 :
sition sont vérifides ( (c) grice 3 6.2.5 , car un schéma affine &tant quasl

Pour chacun de ces ensembles Pi y sauf P! . les conditions de 1la PXSg

compact , toute famille de morphismes de C' , élément de P, contient ure sous™

famille finie qui soit également dans P , donc dans Pi ) . La topologie
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b
o1

.;ngendrée par P et Pi est notée et appelée de le manidre suivante :

il

topologie fiddlement plate quasi-compacte .

]

topologie fideélement plate (localemant) de présentation finie.

topologie Etale.

= topologie étale finie

2 (fppf) = (et) = (etf) = (Zar)

sition 6.3.1. (i) Pour que le crible R de S soit couvrant pour L

i € 3, il faut et il suffit qu'il existe un recouvrement S de S par des

fverts affines et pour chaque p une famille (S S élément de P! ,
pa—> vp p SoSEsnt 4 i

; qu étant affines, tels gue chague morphisme {.Spq__> S J. se factorise
R .

(i1) Pour qu'un préfaisceau F sur (Seh) so0it un faisceau

(fpqc) (resp. (fppf) , (et) » (etf)), i1 faut 11 il suffit que

(a) F soit un faisceau pour (Zzar) , i.e. un foncteur de nature

locale,

(v) Pour tout morphisme fidélement plat (resp. fid, plat de pré-

sentation finie et quasi-fini , resp. étale surjectif, resp.

3

€tale fini surjectif) T —>» § ot T et S sont affines,

on ait un diagramme exact :

F(58) — 7(7) = b S T)

(iii) Les topologies L, ,1=1,2,3,4, sont moins fines
topologie canonigue,
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(iv) Toute famille surjective formée de morphismes plats et

(resp. plats et localement de présentation finie, resp., €tales, resp. ét

‘.ales ‘f
et finis) est couvrante pour (fpgqc) (resp. (fppf) resp. (fpqf) , resp, (
resp. (etf) ) B

(v) Toute famille surjective , finie et formée de morphismes plats gt

———

quasi-compacts est couvrante pour (fpge) . En particulier , tout morphisme fiddet

lement plat et gquasi-compact est couvrant pour (fpge) .

Démonstration . (i) résulte de 6.2.1 , (ii) de 6.2.3 , compte tenu du Taite

gu'un faisceau pour la topologie de Zariski transforme scmmes directes en produi 'y

Tout foncteur représentable étant un faisceau pour (Zar) et vérifiant la condia

tion (b) de (ii) par sSGA VIII , 5.3, I, est moins fine que la topologie j
canonique , ce qui prouve (iii) .

Prouvons (iv) « Soit .[ Si —_— 8 } une famille de morphisme comme dans 1'énongl
Considérant un recouvrement de S par des ouverts affines , on se raméne immédia

tement au cas oi S est affine . Soit alors Sij un recouvrement de Si par de

. 1 o ;
Si' ¢ S, .. ouverts affines , tels que la restriction de Si -->.
/ J v a sij s0it quelcongue (msp. de présentation fiY
S,
i l ‘L et quasi-finie EGA IV , resp. quelconque ,
l /Tij(___Tijk resp. quelconque) ., Comme les morphismes
s en cause sont ouverts , les images Tij des Si

forment un recouvrement ouvert de S . Soit Ti

un recouwrement ouvert affine de T.., . Les S.. =8..=x., T.. sont affines
ij ijk ij °s ijk
les morphismes Sijk —_— Tijk sont surjectifs , plats et ouverts resp.

plats de présentation finie et quasi-finis, resp. étales, resp. étales
- 5
et finis) . La famille composée S, o — g}
ijk ijk
est donc couvrante par (i) . Comme elle se factorise par la famille donnée,

celle=ci est couvrante .

Prouvons (v) Soit { Si — 3 } une famille finie fidélement plate et quask

compacte . Soit TJ, un recouvrement de S5 par des ouverts affines . Les
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: :‘= Tj xSsi sont quasi-compacts et posstdent donc des recouvrements ouverts
¥fines finis Tijk « Chaque morphisme Tia'k s Tj est plat , la famille
: {Tijk - Tj} est finie et surjective . La famille
'.f"'sij“""Tijk iTijk —> 8 } est couvrante par (i) . Elle se fac-

torise par la famille donnde qui 1'est donc sussi .

borolleire 6.3.2. Soit (Mi) la famille de morphismes suivante :

(Ml) : morphismes fiddlement plats et guasi-compacts .

(Mg) : morphismes fidélement plats localement de présentation finie .

(1‘13) : morphismes étales

(MA) : morphismes &tales et finis .

(Mi) wérifie les axiomes (a) , (b) , (e) , (dT) et (eT ) de
4 e

En effet , pour (a) , (b) , (c) , c'est classique (EGA et SGA ,

. D'aprés 6.3.1 , (iv) et (v) , (Ml) vérifie (dT) . I1 reste
=
(I-&'i) vérifie (eT ) ; pour cela , il suffit de voir que (Mi)
=

(eT ) qui entraine les autres . Cela résulte de SGA 1 VIII (n® 4 et 5)
=

M 6.3.3, Si X est un préschéma et R une xelation d'déquivalence dans

X de type (Mi) s, R est (Mi)-effective si et seulement si le faisceau quotient

: ‘-.9. X par R pour 21 est représentable et en ce cas il est représenté par le

En effet , c'est 4.6.5 .
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6.4. Corditions d'effectivitd .

Nous cherchons maintenant des familles (N¥) de morphismes vérifiant

l'axiome (f,) de 4.7. Remarquons d'abord que (f., ) entratne (£,
T a =i

qui fait gque nous pouvons nous restreindre au cas de la topologie (fpge) .

Lemme 6.4.1. Les familles de morphismes suivantes vérifient 1'axiocme (fT )

de 4.7 , c'est-&-dire "se descendent par (fpge)": L.
(N) : immersions ouvertes .
(N'): immersions fermées .
(1"):  immersions quasi-compactes .
En vertu de 6.3.1 (ii) , il suffit de vérifier que les familles

dornées se descerdent par la topologie de Zariski et par un morphisme fid2lement
plat quasi-compact . La premi®re assertion est claire , vérifions la seconde .
Pour (N) , c'est SGA 1 VIII, 4.4, pour (N') , c'est loc. cit., 1.9 Pour (N

on raisonne comme dans loc. cit., 5.5 & 1'azide des deux résultats antdrieurs.

Corollaire 6.4.2. Le mdme résultat est valable pour les immersions ouvertes

quasi-compactes .

Ces résultats permettent d'appliguer & la situation présente les rés
tats généraux de 4.7.1 , 4.7.2, 5.1.8 , 5.3.1 , etc... Enongons—en un comme

exemple , le premier .

Corollaire 6.4.3. ( = 4.7.1 + 4.6.10 ) . Soient X wn préschéma et R une Ie

lation d'équivalence dans X . On suppose que R —3 X est fiddlement plat et

quasi-compact et que R -~ X x X est une immersion fermée (resp. ouverte, resp

quasi-compacte, resp. ouverte guasi-compacte) . Alors le faisceau—-quotient b7} !

est le méme pour la topologie (fpge) et pour la topologie canonique , et pow

chaque préschéma S , on =
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_I,/R (5) = ensemble des sous-préschémas fermés (resp. ouverts, resp. rétro-

compacts, resp. ouverts rétrocompacts) Z de X, , stables par

RS » Yels que Z —3 S soit fiddlement plat gquasi-compact et le
diagramme Rz'::),z —» S exact .

§5., Fibrés principaux homogénes .

malons simplement la terminologie :

topologie fibrés principaux homog®nes
(fpge) w n " (tout court)
(et) n " " quasi=-isotriviaux
(etf) " " " localement isotriviaux
(Zar) e " n localement trivisux.

Autres top ologies .

Wtilise parfois 4 'autres topologies sur la catégorie des schémas . Signalons-en

D8 : la topologie gtale finie globale (etfg) engendrée par la prétopologie

les fanilles couvrantes sont les familles surjectives formées de morphismes
mles et finis . Elle n'est pas plus fine que la topologie de Zariski . Les

*Tes principaux homogdnes correspondants sont appeléds "isotriviawmx"

(canonique)

(fprqc)
(fppf)
(e:t)
{et‘f)
/ )
(Zar) (etfg)

\ ]
{chao‘thue} .

-l -l -
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CONSTRUCTION DE PRESCHEMAS QUOTIENT

par P, GABRIEL

L'objet de cet exposé est de démontrer les théordmes énoncéds dans TITE

¥, Si X et T sont deux objets d'une catégorie C nous écrivons X(T) au lieu
Hmc(’l' , X) « De méme, si Y : ¥ —5X et £f:U~—>T sont deux fliches de
_;P(T) désigne l'application gi—9feo g de Y(T) dans X(T) , ¥(£)
Bplication g —p gof de Y(T) dans Y(U) . Enfin, si P est un préschéma,

pote P 1l'ensemble sous-jacent & P

Exceptionnellement, nous ne suivons pas dans le présent exposé 1la
fdnvention énoncée dans IV 4.6.15 sur la notation des quotients (loc.cit.
de la page 68), car nous désirons donner ici une construction de guctients
-‘ s'applique également 4 des "pré-relations d'dquivalence" gui ne sont pas des

wlations d'équivalence.

8 C-GROUPOIDES.

Y L est une catégorie ol les produits et produits fibrés existent.
#PPelons d'abord gqu'un diagramme
d
! P
—p
X, — X, —— ¥
o

. £ est ait exact si de@d1 et si, pour tout TE C, T(p) est une bi-
Btion de T(Y) sur 1a partie de T(X) formée des fldches f : X —> T

88 que f4q =fd, . On dit sussi que (¥ , o) est le conoyau de (4, d.)

,—\
g
LSl
——
Il
Q
1]
H
u
-
o9
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Soit par exemple C la catégorie des espaces armelés. Dans ce cas,
il existe toujours un conoyzu (Y ’ p) dent on peut donner la description sui-
vante : l'espace sous-jacent & Y est obtenu i partir de Ko en identifiantlea
points dcfx) et d1(x) et en munissant Y de la topologie quotient. L'appli-
cation canonique U : X —a3 Y et d_»d, induisent alors une double-fliche de

faisceaux d'anneaux sur Y

5
T) =23 7,04, 0) = Tlaen)

*ox
i
ch Qi est le faisceau structural de Xi « On choisit pour faisceau 4 ‘anneaux

sur Y le sous—faisceau de 7T*(gtj dont les sections s sont telles qus

50(5)= 51(5) » La fleche p est définie de fagon évidente .

Dans cet exposé, nous étudions 1'existence de Goker(do A d1) lorsqual

la double fléche (do ) d1) se trouve insérée dans un contexte plus riche ; de

fagon précise, désignons par X_ = X, X X le produit fibré du disgramme 1

2 i 1
d1,d0
X1
(%) a1l
d
X ___O__+ X
1 o
par dé et dé les deux projections canoniques de Kz sur X? 5 on a done

par définition un carré cartésien
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De plus, donnons nous une troisidme fldche d; H XQ'—’ }(1 3 nous
-..j; {gons que (c.io,d1 : X, —2 X, d:]‘) est un C-groupoide si pour tout objet
1('1‘) est l'ensemble des fldches d'un groupoide X, (T) dont 1'en—

zble des objets est XO(T), l'application source d‘r(T) s, l'application but

4 (T) et dont l'application composition est d;(T) (on identifie comme d'ha-
pitude (X, x X)(T) 3 x, (7 x X, (T) ; on reppelle aussi qu'un
- 1 | 1 1
dqrdg a,(1),a (1)

upoide est une catégorie dont toutes les fliches sont inversibles) .

Si ¢ est une fldche du groupoide X, (T) , l'application f — Pof
une bijection de l'ensemble des fliches f dont le but coincide avec la

e de ¢ sur l'ensemble des fliches ayant méme but que <« . On voit

acilement qu'on peut traduire ce fait en disant gue le carré
- X1
1
(1) a! l dc\‘/
d
)
X, —— X_

E De méme, l'application g;—» go@ est une bijection de 1'ensemble des
J .f_'leI'xea g de X*(T) qui ont pour source le but de { sur l'ensemble des

g °ches qui ont mBme source que @ - On peut encore traduire ce fait en disant

6 le carrd

3 1
(2) azl a1l
a

& certésien,
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Notons d'autre part s : X_J —-—+J{1 l'unigue fleche de C telle qus

s(T) : Kg(T}-——+ X1(T) associe & tout objet de X_(T) 1la fldche identique de

cet objet . La fldche & satisfait aux €galités

A} =
(3) 4, 8 = Id,
o

et (3 bis) i s = Idxo y

Enfin, 1l'associativité des applications-composition d!(T) se traduit§

par la commutativité du diagramme

d; x Xﬁ
X1 >4 X1 X K! o K1 X X1
dy0d, di’d') ﬂ1’6'0
] r
(4) X1 Xd‘l d1
dl
1
X‘! » X1 :';_ XT »
d,d

Réeiproquement, les conditions (1}, (2) et (4} et l'existence d'une fléche 8
L ;
satisfaisant & (3) impliquent que (1511 dﬁ KO, d}l) est un C-groupoide . .
o

La cordition (3) est bénigne; elle assure simplement que 1'application
d,(T) : Ii(T) s XO(T) est surjective pour tout T & C . Dans la suite de
cet exposé, nous nous servons surtout des carrés cartésiens (o), (1) et (2)

nous résumons dans le diagramme

at a
S, -4 L9
X‘ZT—PXT X‘o
0
0 L]
(0,1,2) as : a1\
1
x ::35::23; X
o)
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o

Dans ce diagramme les deux carrés de gauche (i.e. les carrés (o) et (2))
cartésiens; la premidre ligne est exacte et X2 s 'identifie au produit fibré

x1 « Nous n'utilisons 1l'associativité que de fagon détournée, par exemple

assurer l'existence d'une fldche s satisfaisant & (3) et (3bis)

E !pour assurer l'existence d'une fldche g : X -—)'X telle que doﬂ‘ = cl1

a, (on choisit 0~ de telle mani®re que a (T} X1(T) —_— X1(T)

Poie toute fliche de X (T) sur la fliche inverse)

Par abusde langage il nous arrivera d'appeler C-groupotide un diagramme

nous parlerons aussi du groupoide X, de base XO s ou de la prérelation
$quivalence X dans X .
- * —— [o)

® EXEVPLES DE  C-GROUPOITES.

a) Soient X un objet de € et G un C-groupe opérant & gauche sur
Ii Nous désignons par d : GXX —>» X la fliche définissant 1'opération de G
- X s par c:‘.1 : GxX —-i» X 1la projection du produit sur le deuxidme facteur,
= M 1 GG —>G 1la fliche définissant la structure de C-groupe de G , enfin

IPI‘E’3 la projection de GyBxX = Cx(GxX) sur le deuxidme facteur . Alors

T, 5
<y ; d1q
G xG %X &)(X G x X X
—_—
d
—_ Qo
G xad
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est un C-groupoide.

b) Soit d,d,: X, —>X_ un couple d'équivalence . 5i
d.ﬂﬂd1 z 11 — Z{Dx XO est la fléche de composantes do et d1 y TNOUS Sup-

posons donc que (dolﬁ d1)(T} est, pour tout objet T de C , une bijection de

1{1 (T) sur le graphe d'une relation d'édquivalence de KJ(T) . L'ensemble x1 (1)
s'identifie par conséquent & 1l'ensemble des couples (x,y) formés d'éléments da.I

IG(T) tels que xzwy ; de mfme, 1'ensemble j{zi\T) = (1{1 X K1):T}
d,,d

1?70

g'identifie & 1l'ensemble des triplets (x,y,z) d'éléments de ;{O(T} tels que

xwy et y~z . I1 y a done une et une seule fliche d{ : }{2 —_— 3{1 rendant

commutatifs les carrés (1) et (2) : d;(T) doit envoyer (x,y,2)& XE(T) sur

{x,z}EX1(T) . Pour ce choix de d; (dc,d X, —> X, d!) est un

1 1

C-groupoide,

Réciproquement, considérons un C-groupoide X, tel que
d,@md, : X, —> X xX  soit un monomorphisme . Alors (do,d1) est un couple
d'équivalence et X, peut 2tre reconstruit & partir de {do,d1) comme cela

est expliqué quelques lignes plus haut .

c) 8i p: X—>Y est une fléche quelcongue de C et si T, et

PT gsont les deux projections de X x X sur X, alors (pr,,pr.) : Xx X
2 P 1 2 psD

?
est un couple d'équivalence . On dit que p est un gpimorphisre effectif si 16

diagramme
PT1
X %X ———= x—P x3%
B:P pr
2

est exact, c'est-d-dire si (¥,p) = Cc}cer(pr1,pr2) .

Scit par exemple S un préschéma noethérien et soit C 1la catégo
des préschémas finis au-dessus de S . Montrons qu'un épimorphisme de C n'est

pas forcément effectif : on choisit S é&gal & Spec k[Tj,TS:] y ol k estun
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P yps commutatif , Y égal & S et X égal & Spec k I:T] Si i est 1l'in-
aion de B = k[T3 TSJ dans =k [T] est choisi égal & Spec i .

ce cas prpx s'identifie & Spec A@A et Coker(pr1,pr ) & Spec B! ,
0y -B' est le sous—anneau de A formé des a tels que a@E‘l = 1®Ba §

7’ ® 1= (T 2p2) ® 1 = 72 @, 72 - 1° ®B(T3T2) 5 TSQBTE = 1®BT7

T appartient & B' , n'appartient pas & B et Spec B' est distinct de

Voici p8le-mé&le gquelques remargues utilisées dans la suite :

a) Soient
d |
1’ do’dl
i, == § =k =&

C-groupoide et f;} s Yo*—)-}[o une fliche de £ . Nous allons définir un

=groupoide de base Y:)

'
] e, 1,85 e e .
e— D S
g ——— § == o

] - . " . g g i ¥ .
Q'on dira induit par X, et fo . On dira aussi que Y_ est 1l'image réciprogue

88 X, par lc changement de base - SH

Nous choisissons pour Y le produit fibré du diagramme

1
X‘I
d
\Ldom 1
f w7t

o o , <
Y x ¥ ——» X x X
) 0 o 0
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pour e et e, les fléches composées de la fliche canonique Y1 %‘fox Yg

et des premidre et deuxi®me projections de Yo ng sur Ya « On peut dire que
le couple (90,91) est défini de telle fagon que, pour tout TE€C , et pour toy
couple (y,x) d'41éments de YQ(T], il y ait une certaine correspondance biuni.
voque y'r-_ipyw; entre les fldches Y de X*(T) de source fc(x) y de but
fo(y) et les fliches yﬁ; de Y*(T) de source x et de but y . On détermins
donc e; en définissant pour tout TEC 1a composition des fliches de Y*(T)

4 1l'aide de la formule

o - o (P
oy e = N -
I1 est clair que cette définition fait de chague Y, (T) un groupoide

b) Comnaissant le C-groupofde X, et le changement de base
fo: YO-——} Xo y on peut reconstruire le couple (90’81):Yﬂ = Yo d 'une autre

manigre : construisons Yo § X1 » PT, et pT, de telle fagon que le carré
o

pT,

1 > Ay

4

o
4
e o
GP-
0.‘-‘4 ——

e
s} Ead

soit cartésien. On vérifie alors sans peine par réduction su cas ensembliste

qu'on peut définir Y1 gu moyen du carré cartdsien

e @T
[} 1
Y1 >, Yo X
o)

1
1 d1 OB

Y g > X

I
o o]

£ 5o o . _ .
oh f, désigne la projection canonique de 23 (Yox'Yo)(xggxo)x1 sur X
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¢) Nous allens donner un exemple d'image réciprogque d'un C—groupoide :
‘ Yo égal A X1 » fo égal & do « Pour tout objet T de C , Y1(T}
fdentifie alors & l'ensemble des diagrammes de la forme
p
—_—
f g

|

x*(T) . La source d'un tel diagramme est la fléche f , le but est la fldche

p—> o

Ces diagrammes se composent de fagon évidente .

Posons maintenant Y(‘} =X, fc1> =4d (nous ajoutons les accents pour

1 1
r toute confusion avec 1'exemple précédent) . Dans ce cas, I;(T} g'identifie

tout TEC & 1l'ensemble des diagrammes de la forme

b R |
i .

_

‘application
wp
b ——— d b da
A A
f l g —_— 1 g |
| e s ERE L o
* Y sur Y’(T) définissent un isomorphisme du groupcide Y (T) sur

1
T (T) « De plus, cet isomorphisme dépend fonctoriellement de T de sorte que

dep C-groupoides Y, et Y! .sont isomorphes.
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d) PROPOSTITION 3.1 : Nous conservons les notations de z) ot nous
T =, _'____‘———-.-

gst un épimorphisme effectif et universel . Dans ce cas,

Coker(do,-i1} existe si et seulement si Col-cer(ac,e1} existe .
(X,p) = Coker(do,d1) entraine (D{,pfo} = -Soker(eo,c1) ,

~
+
ol 4

SUppgsons que

L'ézalits

Rappelons d 'abord qu'un épimorphisme f‘o : ‘fo ——)—Xo est dit uni-

versel si, pour tout carré cartédsien

]

r_____,_'ff
9]

£
\
xXs

f' est un épimorphisme. Ceci &tant, désignons par C(do’d‘l) le foncteur co-
dans les ensembles qui associe & tout T €& C 1le noyau du couple

(o}

s
e

N

variant de C
T(do}, T(d1} : T(Xo) e T{X1) . Définissons de mime C—(eo, 91) . Pour

tout T & E_-, on a donc un diasgramme commutatif

T(d,)

@ »a,) () ——s 7(x)
T(f)\L (z,) °ne)

?(e,)

cle,re)(T) —> (v ) ——‘——( ; 3 T(y,)
' T(e
(o)

o T(f) est l'injection induite par 1'injection T(fg) + Si nous montrons que

T(f) est une surjection pour tout T , on aura un isomorphisme fonctoriel

f: C(do,d1} —_ C(eo, e,l) de sorte que la représentabilité de 1'un de ces fonc=

teurs équivaudra & celle de 1l'autre; ceci prouvera notre proposition.

Four prouver la surjectivité de T(f), considérons le diagramme
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I

y Al

: Y :
3 2 &
3 eoll“? do l\Ld1
; PO f
X
o

o)
2

=
vy
<

- o]
pry

A egt défini par les égelités (eoﬁ e,) A = pr, i PT, 17
i - s Y i

dche s @ Xo-—? X1 satisfaisant aux égalités (3) et (3 tis) du paragraphe 1 .

%afléche g:YO—-%'T est telle que ge =g e jyonea g eoi.‘x =g 91A,

g PT, = & DT, . Comme fo est un €pimorphisme effectif, g est composé ds

A =
et f'.| sfopr

f et d'une fliche h : Xo——-—>T s ¢'est-&~dire qu'on a g = T(f‘o (n) « I1 reste
pontrer que h sappartient & c(do,‘a1)(m‘, c'est-2-dire satisfait & 1'égalité

=hd1;orona

QoL 1'égalité cherchée gréce au fait que f1 est un épimorphisme (car f est
- o
0 épimorphisme universel) .

e) Considérons maintenant un préschéma S et choisissons C égal &

Beh/S) . La donnde d'un C-groupoide

fon
P =

> 44
3 =A%
X, al > XK X
z 1 1 = ]
= > a
a? o
a0
et de définir une relation d'éguivalence dans l'ensemble X sous-Jjacent au

8Chéma X ; gi X, yEX_ , on écrira xe.y lorsqu'il exist

4z et y =d z . La réflexivité et la symétri

_ ':hidentes; pro

i}
[oh)
4]
0
i3]
o
ot
o
H
o
—
1]
ct
'_I.
0O
o}
in
8
o |
cF

uvons la transitivitd: si x~y et y~rz , il existe ‘.E,VC—£1 tels
X*=du, y = aou sy Yy=4d,v , z = inr « I1 s'ensuit que (v,u) appartient au
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produit fibré ensembliste X,. x. X, . Comme l'application canonique
* =1d4,,4 = =
=1"=o

X1d13;<d0x1 — im_jfgo_}g_] de l'ensemble sous-jacent au produit fibré dang 3,

produit fibré des ensembles sous-jacents est surjective, (v,u) est l'image dhyp

certain wéeX .« Onaalors x=d,d!'w et z=d4dd'w, d'ch X~r 2 .
=g 171 o 1

f) Conservons les notations de a) et b), C étant toujours égal a

(Seh/S) . Si x,y sont des points de YO , nous allens voir qu'on a Xey st

et seulement si fo[x} ~J fo(y} (1'image réciprogue de la relation d'équivalence“
définie par un groupoide est la relation d'éguivalence définie par 1'image réc

proque du groupoide) .

En effet, supposons gqu'on a x~y .« Il existe donc z.é-.l.’_1 tel qus
22 = . = Gk £ t e
x=ez2,y=e72. On a alors fo(x) =a,f,z et f (y) = d f,z d'oh
I -
£ @)~ £ ()

Réciproquement, supposons qu'on a fo(x)m fo(y) et soit zegT

x X tel
owx 1
(]

que fol:_-f) =d,z, fO(x) = doz .« I1 y a alors un point t de Y

que pr, t=x et pr, t =z (1es notations sont celles de b)) . De mZme,
comme fc(y) = c11pr2t ;y 11l y aun s € §1 tel que y = e
(entg_} f1)(s) = t . On a alors eos=pr1(eDE]f,l)s

D'od Xy o

s et

I
=}
H
ot
]
]
.

4. PASSAGE AU QUOTIENT PAR UNE PRERELATION D'EQUIVALENCE FINIE ET PLATE

(démonstration d'un cas particulier).

THEOREME 4.1 : Soit

]
dE d1
—_—
_..—_-.9.
1
Xg ---——-——-dT——} K1 dC‘ XO
o]
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f_' (Sah/s)-gx_\_o_upoide tel que d1 soit fini localement libre et gue, pour tout

1'ensemble dod;T(x) soit contenu dans un ouvert sffine de X . Alors :

4) Il existe un conoyau (Y,p) de (do’d1} dans (Sech/S) ; de plus, un tel
.':P) est un conoyau de (do,d1) dans la catégorie de tous les espaces annelés.

fe
43) p est entier, et Y gst affine si Kc: est affine .

) Le morphisme X1—~9- Xo b Xo de composantes d'c:- et 4, est surjectif .
Y

iv) Si (do,d1) est un couple d'éguivalence, X, —>X x X  est un isomor-

gme et p : Xo““" Y egt fini localement libre .

I1 résulte évidemment de (i) que 1'espace topologique sous-jacent & Y
le quotient de l'espace topologique sous-jacent & I{o par la relation

i¢quivalence définie par le (Sch/S)-groupoide X, .

Nous allons d'sbord prouver ce théoréme lorsque Xo est affine et que
est locslement libre de rang constant n . Nous verrons ensuite comment on

_peut se ramener i ce cas particulier :

Dans le cas ol nous nous sommes placés, Xo . K1 et }{2 sont affines.

- & o f = S
Xl Tec &i 5 dJ, Spec (’j ) dk = Spec { i s

Ai étant des annesux commutatifs , les gj R 6;{ des homomorphismes

'anneaux. On peut slors remplacer le diagramme (o, 1, 2) par le suivant

1
5 5.
A2 o - Ao
Q
Qo
A‘]

A
% 4

(0, 1, 2)* 9. 1

2

éi—%

J 0
ol ; s
les deux carrés de gauche sont cocartésiens.
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Désignors par B le sous-anneau de A formd des a € ;-.O tels q

0,(a) = &,

&)

a) A, est entier sur B :

Si1 a &appartient &8 A , soit

o

m mil -1
P, (T, (So(a)) = T -.(3-11'n

3 ame e (1)
|"J1 n

le polyndme caractéristique de 5O(a) lorsqu'on considére A, comme algdbre
sur AO au moyen de 1l'homomorphisme 51 (Bourbaki, Alg. VIII, § 12). Comme leg

*
carrés de gauche de (0, 1, 2) sont cocartésiens, on a

6, (Bg (2, §_(a))) Pe (1,8 5 (a)
1 2

et 51 {Pg1(T, 50[3))) - Pé.a (T,é-'1 éo (a)) .
Comme &' § =6'§ , On a
o 1
S, 5 (@, § () = 9, e, @ § ()

c'est-a-dire 50'@3‘1) = 51(Ti) pour tout i . Hamilton-Cayley nous enseigne |

d'autre part gu'on a
d@% -8 (o) § @ s a8 (o) -0 .

Comme 51({3"1) est ézal & goiwi} , On a aussi

n \ ne= 1 n Y
So(a) 50( Q.-T)‘ so(a) + esse + (_1:] 50( a-nf —— 0 t)
d'ol a St i
a —(T',| &  F enw # (=) g"n=0 »
car il existe un homomorphisme T A1 —_— Ao tel que T d—o = Id_& donc J
3

s}
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I1 s'ensuit que AO est entier sur B .

gonsidérons maintenant deux iddaux premiers x et y de A, « DNous allens

Brer que 1'égalité xNB = yNB entraine 1'existence d‘'un idéal premier =z
tel que x=4(2) et y=4a,(2):

%
- En effet, si l'assertion n'était pas vraie, x serait distinct de

t) pour tout idéal premier t de 111 tel que 5:1(‘&]:};

’

'un tel t on mraitJ;1(t)nB =5'1‘1(t)nﬁ = yNB =xN B

’

résulterait grice & Cohen-Seidenberg que x ne serait contenu dans

5;1(1:,:1 3 11 y aurait donc un 2 € ¥ qui n'sppartiendrzit & aucun

) (cer i1 y a au plus n iddaux premiers t de A, tels que

1
) =y) « Par conséguent, So(a) n'appartiendrait & aucun de ces t de

e que la norme Nﬁ ( Eo(a)) n'appartiendrait pas & y (on calcule cette
; 1

#'en considérant Aj comme algébrz sur AO au moyen de 1'hcmomorphisme 51

.
2

_'Hs (go(a)) = ¢°, &avec les notations de a)) . Or cette norme appartien-
B 1

Posons Y = Spec B et p = Spec i y o2 i est ltinclusion de B
:10 « Nous allons 4'sbord montrer que (¥,p) est un conoyau de (do,d1)
48 catégorie de tous les espaces amnelés : il résulte en effet de b) que
igemblc sous-jacent & Spec B est obtenu & partir de 1'ensemble sous-jacent

en identifiant les points x et ¥y telec ocu'il existe z € X, avec

o

b doz =X « De plus, comme i est entier, Spec i est fermé de sorte
est muni de 1a toprologie quotient de celle de J{o s I1 résulte enfin
de B et gu fait que p, 4, et d, sont affines, que la suite

B 3ue de faisceaux d'anmesux
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Oy —> Pyl EKOJ —= P*(dﬁ*( g1‘11}) ﬁp*(d1* l‘:911)1

egt exacte, c.qg.f.d.

I1 reste & montrer que (Y,p) est aussi le conoyau de (do,d1] dang -

la catégorie des préschémas (plus généralement duns celle des espaces annelés en:
ammeaux locaux) : soit donc gq : KO —>» Z un morphisme de préschémas tel gque
q_do = u_<i1 « D'aprés ce qui préciéde, il y 2 un morphisme d'espaces annslés

r: Y—>Z et un seul tel que q=1rp . Il s'agit de montrer que, pour tout

¥y €Y , 1'homomorphisme Oty — >0 induit par r est local . Cela résulte d§
ce que p est surjectif , donc de ce que ¥y est de la forme p(x) et de ce
que les homomocrphismes gq(x)-——} Qx et 9y—> Qx induits par p et gq

sont locaux .

d) Démonstration de (ii) :
Résulte de a) et c) .

e) Démonstration de (iii) :

Rappelons qu'on désigne par P 1'ensemble sous-jacent & un préschémd
P , par : P —>Q 1l'spplication induite par un morphisme d : P —>Q . On

-—..'

peut alors traduire b) en disant gque l'application

g,®d,: & —> X %

I X

de composantes go et 'd-‘l est surjective ; or cette application se factorise

comme suit

dod1 q
&, h—ﬁ__}'xo;}to_—“_’\’zu;ﬁo

q ¢étant 1l'application canonique; 1'image de doﬁ d1 contient donc tous les

points v de XD S Xo tels gue {v} = ¢ 1(a(v)) . Cette dernidre condi¥i
Y
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1
G 51 i “"o
A‘Z 2 : je= Ao
o
u2 iy UOT
,ezn igzn |
A, @zue:————-a ® zt ¢———3B ® z°
'3
E"_Z Z W Z 4

§ u, w, et u, ont pour composantes respectivement i et E, 51 et 505 i

est un isomorphisme . Comme les deux carrés

1 ot 3"} 50 & . Nous savons que u,

: '_gauche de (0, 1, 2)* sont cocartésiens, u, est bijectif . Or les deux lignes

gontales de notre diagrzmme sont exactes; donc u est bijectif .

'PASSAGE AU QUOTIENT PAR UNE RELATION D'EQUIVALENCE FINIE ET PLATE (cas général)

Soit U(n) le plus grand ouvert de ){ au-dessus duquel d‘i est fini
(z)

glement libre de rang n . On sait que X est la somme directe des U

,& résulte d'autre part des deux carrés cartés:.ens

a! al

o] 3]
X > X % > X,
] 1
d5 l a4, »L ot d3 l 4
JE1 do Kc) K1 d‘1 Xo

par do et d, coincident toutes les deux

(n)
1

®c le plus grand ouvert de X, au-dessus duguel dé’ est localement libre de

Mg n; onadonc & 1(U(ﬂ}) &‘”U(n)) de sorte que le groupoide X, est

1 sonme cELlrecte des g:roupoides X(n) induits par X, sur les ouverts et
- MImcs | n)

We les images réciproques de U

« I1 suffit par conse?uent, comme on le voit aisément, de prouver

L théoreme 4.1 pour chacun des : on est ramené au cas ob d1 est fini

1Q!lgen‘c libre de rang n .
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sera réalisée en particulier si v est rationnel au-dessusde Y, c'est=2-dip,

) - . - - - - - » s = A -
gl le corps résiducl kfv} de v s'identifie au corps résidusl k(w) ds

l'image w de w dans Y .

Si v € J':O x XD n'est pas rationnel au-dessus ds Y , soit toujourg
Y
w l'image de v dans Y ; il existe alors un anneau local € de radical n

et un homomorphisme local et plat £ :@ —>C tel que C-/"_L; s0it isomorphe i S

w
k(v) comme k(w) - algdbre . Si cnpose Y' =Spec C ot si T : ¥' —3Y ogt 3
le morphisme induit par £ , il est clair gue la projection canonique de

(X x Xo}x I' dans X x X  envoie sur v unpoint v' de

b § Y ¥ 4
(X X X ) X ¥' qui est rationnel au-dessus de Y' . Comme (X x X ) x Y ¢
[o] [e] [s] o] i
Y Y Y Y
s'identifie 3 (X x Y') x (X x Y') et que les raisonnements faits ci-
e ¥r 9 y

dessus restent valables aprés le changement de base Wi Y' —> Y , v'! esgt

1'image d'un élément u' € }11 Y' par le morphisme déduit de do = d1

x
X
par changement de base « S1 u est 1'image de u' dans }C1 s On & bien
v = [dorﬁ di) (u) , ceq.f.d.

f) Démonstration de (iv) :

I1 suffit de montrer que, pour tout idéal premier p de 3B, 1‘hom:'
morphisme Aqg@ B_p :'LGE——--a A1E
Autrement dit, il est loisible de supposer B loczl . Il résulte alors de b)}

de composantes o et $ est bijectif
il 2

que Aon est semi-local ; en effet, si m est un idédal maximal de Aon , 1e8

autres idéaux maximaux sont de la forme 5;1{11} , o n parcourt les idéaux pI§

. =1 i r : .
miers de A‘I tels que 5-1 (@ =m; 1l'assertion résulte donc de ce qu'il y @
au plus n = rA1 i Ao] idéaux premiers n . Quitte & faire un chanzement de
base fidelement plat, on peut aussi supposer que le corps résiduel de B est

infini de sorte qu'on peut utiliser le lemme suivant :

A

LEMME 4.2 : Soient B un anneau local de corps résiduel infini, A un @
n

semi=locgl et 1: B —3 4 un homomorphisme qui envoie 1'idéal maximal
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§le radical r de A . Soient M un A-module libre de rane n et N un

pus-module de M ogui enzendre M en tant gque A-module . Alors N contient

On rappelle en effet qu'une suite My, oy eeey m d'éléments de M est
A-base de M si et seulement si les images canoniques de Misenes T dans
» M forment une bass de M/g M sur af; + On peut donc remplzcer M par

y, N par N/(NNzxM), A par A/T et B par B/m . Dans ce cas le lemme
'facile (si A est ua produit de corps K,' XoawaX Kr y on peut identifier M

3 module K? S e xK: i sl x, est alors un élément de N dont la j—iéme

o

&4 coefficients dangs B a toutes ses composantes non milles; rem—

Woer cnsuite M par M/Ax et procéder par récurrence sur n) .

/!

Nous appliguons le lemme précédent dans la situation suivante :
=5 , A = Ao s 1 est l'inclusionde B dans A, M = A1 considéré comme

odule au moyen de 1'homomorphisme 51 s N = 50 {AO) : en effet, comme

=%

1{1 —_— Xo x XO est un monomorphisme , 1'homomorphisme
Y

:-.@B ao — A1 de composantes 50 et 51 est surjectif; cela signifie

- =] 1 -_ 1ul i -
ent que SD(AOJ engendre le A -module A,

¢
-

ment une base de A, sur Ao - 8i nous montrons gque Byseney B est unz base

sur B , il s'ensuivra gue 1'homomorphisme A & A — 4, applique
B

1 @ a‘. 1la I Lo § I.- \ -\. -C 13 : i -
( 1)1$ié: sur la base Lso(aijﬂgign’ donc est bijectif

Far Consequent, =i £ ; z2 — .-5.0 est 1'horomorphisme de groupes abdliens Jui

. N n e S
ole la base naturelle de Z SUr g,yeesy @, il suffit de prouver gque

n
s e n . = 3 e ]
PPlication B ®,2" —s 4 de composantes i et & est bijective .
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b) Nous sommes maintenant en mesure de= prouver notre théorime dans le Cas—%

D'aprds a) on peut supposer que d, est localement libre de rang 2,
Soit alors (Y,p) un conoyau de (do’d1) dans la catégorie de tous les ESpmmia
annelés. Le raisommement du paragraphe 4c) montre qu'il suffit pour démontrey
4.1 (i) de prouver que Y est un préschéma et p : XO —» Y un morphisme de :
préschémas . La question est donc locale sur Y : Soit y €Y et soit x & Ia[f
tel que p(x) =y . Si x possdde un voisinage ouvert affine et saturé U,
p(U) sera un ouvert affine de Y d'aprds le § 4 et p|U sera un morphisme ¢
préschémas . Il suffit donc de prouver que tout x é,Ko posséde un voisinage
ouvert affine et saturé U . Voici comment on procgéde (la démonstration est t %
de SGA 1VIII cor. 7.6 ).

_1 1 1 T T
a1(do (z)) < U:(.Ff) c C Vi ¢ v C X

y |
ouvert affine ouvert affine
gpécial de V
plus grand ouvert plus grand ouvert
saturé de Vf saturé de V

On prend pour V un ouvert affine contenant d1{d;1(x))
F=X-V, diid: (F)) est fermé car d, est entier et V' =X~ d1(d;1(F));

est le plus grand ouvert saturé contenu dans V ., Comme V' est un voisinagai'

B.

1'ensemble fini c3.1(ni;1 (x)) , il existe une section f du faiscesu structuraR
de V qui s'ennule sur V = V' et est telle que d1(d:} (x)) soit contenud
1l'ouvext Vf de V formé des points ob f ne s'annule pas . Nous allons vVoX

que le plus grand ouvert saturé (Vf)' de V_, est affine, donc répond & lad

f
question *

Soit en effet 2(f) = V' - V, . Alors d_'(4(f)) est 1'ensemble 4t
points de d;‘(\”) =c1-1'1(V') ou s'annule 1'image d;(f) de f par 1'applicd
induite par do . D'sutre part, comme d1 induit un morphisme localement 118

de rang n do a7'(v) =a7'(V)) sur V', a,(a7(2(£)) est 1lensemble dodl

283



271

Rermule 1la norme N de d;(f) pour le morphisme d, « I1 s'ensuit que
est l'ensemble des points de Vf oi N ne s'ennule pas; par conséquent,

Ceci prouve 4.1 (i) ; les autres assertions sont claires .

PASSAGE AU QUOTTENT LORSQU'IL EXISTE UNE QUASI-SECTION

Nous ellons maintenant prouver un lemme de caraciire technique qui nous

a dans la démonstration des deux théordmes que nous avons en vue : soient

L ] ] ]
.t doldl!dz dO’ dl

* (Sch/S)-groupotide. Nous gppellerons guasi-section du groupoide X, , tout

préschéma U de X  tel qu'on ait (1) et (2) :

o]

. La restriction v de dT & d_1(U) est un morphisme fini , localement

Mire et surjectif de d;1(Uj sur X .

8. Toute partie de U formée de points deux A deux équivalents pour la relation
Wivalence définie par le groupoide X, (§ 3 e) est contenue dzzsun ouvert
de Uo

Si U est une guasi-section de X, , le (Sch/S)-groupoide

] ] u
o’ 2 o> 1

o . )
R B ———

u ui,u

et ltinclusion de U dans Ko (§ 3, a)) vérifie les hypothéses
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Z -1 ;
du théoréme 4.1, Posons en effet V = do (T) et soient u

de source V induits regpectivement par do 6% B 8
i

1]
ot
o
I_-I
@
0]

u

X e—— v —2 5y

D'aprés le paragraphe 3b), on a un carré cartésien

——
U1 v
|
u1 v
i
o inclusion xo

de sorte que u, est fini localement libre d'aprés (1) + Aveo (2) , la comiitil
(1) assure donc que le groupoide U, vérifie les hypothdses du théorime 4.1 8

En particulier Coker(uo,ui) existe dans (Seh/S) . De plus, do possdde une

section de sorte que u est un épimorphisme effectif et universel ; il s'ensul

d'aprés la proposition 3.1 , que Coker(uo,u1) coincide avec Coker(vo,vT)

x,

(ot

V'

2 ¥y
—— —_—
V2 —V e v1 T
-*——;1—“"*3’ o
o

désigne 1l'image réciproque de U, par le changement de bese u: V—> U,

¢'est-a-dire aussi 1'image réciproque de U, par le changement de base
) i a
inclusion . o \

v }4{1 }XO;.

De méme, comme v est un épimorphisme efrectif et universel,

Ooker(do,d1} coircide avec le conoyau de 1'image réciproque de X, par le &
i i d

changement de base v : V 1nCluSl°%; X, L > X« Or cette image réci=

proque est isomorphe & V_ d'aprés le paragraphe 3c) . Nous avons donc DProud
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Npremiére assertion du lemme suivant :

_-_.-; et que a : XT —> X soit fidélement plat et guasi-compact. Alors :

I1 existe un conoyau (Y,p) de (do’di) dans (Seh/S) ; de plus, un tel
fyp) est un conovau de (d_,d,) dans la catégorie de tous les espaces anmelés.

) p est surjectif; il est ouvert si d0 l'est 3 si S est localement
hérien et Ko de typve fini sur S , Y gst de type fini sur S .

;" ) Le morphisme J{‘J —_ XD X XG de composantes do et d1 est surjectif .
b X

) 5i (do,d1) est un couple d'éguivalence, X1 ——-}Xo X Xo est un isomor-

¥
gme et p est fiddlement plat .

Avent de prouver la deuxidme assertion de (i), nous allons démontrer
@) ot (iii) :

. Démonstration de (ii) :

Nous venons de voir que (Y,p) s'identifie & Coloer(vo,v1) et

- r(ue,u1) « Soient done g et r les épimorphismes canoniquesde U et V

%@ 1 et v sont surjectifs, p est surjectif si et seulement si r 1l'est ,

B 81 ot servilomont: si g l'est . Or g est surjectif d'aprés le thédordme 4.1
4
A Aol 14 Surjectivité de p .

.
]
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De mdme, si U' est un ouvert quelconque de U , le sature de TU!
pour la relation d'équivalence définie par le groupoide U, n'est autre que
u1(u;1(U')) ; c'est done un ouvert de U , d'ou il ressort que le morphisme g
est ouvert ; ai do est ouvert , u est également ouvert ainsi gue 1 ;

comme v est surjectif , il s'ensuit que p est ouvert .

Supposons maintenant S localement noethérien et Xo de type fini
su~-dessus de S . Montrons que Y est de type fini au—-dessus de S : en effet,
comme U est guasi=-compact au-~dessus de S et que g est surjectif , Y est
quasi-compact sn-dessus de S5 . De plus, soient S' = Spec R un ouvert affins
de S , Y' = Spec B un ouvert affine de Y se projetant dans S' et Ul =
l'image réciproque de Y' dans U . Il s'agit de montrer que B est une
R-algtbre de type fini ; or, d'aprés les paragraphes 4 et 5, B est contenu
A qui est une Re-dlgébre de type fini ; 1l'assertion résulte donc de ce que R

est noethérien et A entier sur B .

b) Démonstration de (iii) :

Comme le groupoide V, de base V est iscmorphe & la fois & 1'image
réciproque de U, par le changement de base u et a 1'image réciproque de K*--_

par le changement de base v , on a un double carré cartésien

- S s,
X, Y Y

dothl voﬂwl %EML
VeV u xu U
xc";xoé_"_voﬁvo -Uo; o

Comme u lElu1 est surjectif, il en va de méme pour voiii‘v1 -

Comme v x v est surjectif, il en va de meme pour les morphismes composés

voﬂv.‘ v XV
1y
VT Vo x VO ——y XO p 4 XO
Y X
dOEd1
et e X 0 s X s
1 1 0 o !
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I1 reste & prouver que (Y,p) est un conoyau de (do’d1) dans la
orie de tous les espaces annelés. Nous montrons d'sbord que Y est obtem
bertir de X~ en identifiant les points x et y tels qu'il existe z & X1

do(z) =x et d1(z) =y ¢ en effet p est surjectif et on a pd  =pd, ;

sutre, si p(x) = p(y) y il ¥ a un point =z' de KO X Xo dont la premidre
fojection est x , la deuxidme y . Si =z est un point’de X

1 tel que
: di](z) = 2', on a bien do(z) =x et d1(z} =¥

D'autre part,si W est un ouvert saturé de X, s WO U est un ouvert

$iré de U ; d'eprés 4.1 sy a(WO U) est un ouvert de Y + Comme a(Ww N u)

I1 reste & démontrer que la suite canonique de faisceaux d'anneaux

gg- — P, (% ) = P*do*{_qx1) = P*d1*(231)
[+

exacte . Soit donc Y' un ouvert de Y et posons U! = q_1(Y')

Ve p-1(Y’) +++ Il est clair que U' est un ouvert de U saturé pour la rela-

ion d'équivalence définie par le groupoide U, . Il résulte donc du théortme 4.1
P Y' ost le conoyau du groupoide induit par U, sur U' , De méme, Xc') est

duvert de Xo saturé pour la relatien d 'équivalence définie par X, et on
= X; AU . Par conséquent, U' est une quasi-section du groupoide induit
X, sur X.r: » Ce qui précéde montre slors que Y' est aussi le conoyau de

® dernier groupofde. En particulier pour tou% S-préschéma T , on a la suite

T(plx!) T(do) X{)
T(Y') —m > T(X(;}

T(J{T'}
™a,|x;)

LT est la "droite affine" G (1

4.3 ), cette suite s'identifie &
=g,3
¥
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la suite

Phey) —> PEEY, 0 ) —2 (@)

o

qui est donc exacte pour tout ouvert Y' .

d) Démonstration de (iv)

Si (do,d1) est un couple d'équivalence, il en va de méme pour

1 i : U j st un isom i
(uﬂ,u1) . I1 s'ensuit que u Bu, ¢+ U,—>U, x U_ estun omorphisme

(théordme 4.1 ) , donc aussi v RV (confer les carrés cartésiens de b) ;

1
comme VvV x Vv est fidélement plat et quasi-compact, dOEE r.i1 est un iscomor-

phisme SGA 1 VIII 5.4).

De plus, q est fiddlement plat, donc aussi r , car u est fiddlemed

plat. Comme r et v sont fidélement plats, il en va de m8me pour p .

7. QUOTIENT PAR UNE PRERELATION D'EQUIVALENCE PROPRE ET PLATE.

THECREME 7.1: Soient S8 un préschéma localement noethérien et

dl
2,

% T > X _ x
a7 > %

un (Sch/S}-g;ogoide tel gue d1 soit propre et plat, gue Xo soit quasi-

projectif sur S et que le morphisme X1 ——— Xo * Xo de composantes do
S

et d1 gsoit quasi-fini . Alors :

(1) Il existe un conoyau (Y,p) de (do’di)

(Y,p) est un conoyau de (dod1) dang la caté
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4) p est surjectif , ouvert, propre et Y est de type fini sur S

411) Le morphisme X, —= X x X_ de composantes d t d est surijectif .
(41 1 oy © o, - 1
' ) Si (do,d1) est un couple d'équivalence , X, —> Xo x Xo est un iso-

1 Y
orphisze et p est fiddlement plat .

Soit (Y,P) le conoyau de (do’d‘l) dens la cstégorie de tous les
.,'__. annelés. Le raisonnement du paragraphe 4c) montre que, pour prouver
'? y 11 suffit de démontrer que Y est un préschéma et p un morphisme de
fpéschémas . Or cette question est locale sur Y ; d'apr®s le lemme 6.1 (i)
guffit donc de montrer gue tout point z de Xo posséde un voisinage ouvert
it saturé Uz tel que le groupoide induit sur Uz par X,  possdde une guasi-
potion . On peut méme supposer que 2z est fermé dans la fibre de 2z sau-dessus
s (nous dirons que z est fermé relativement &2 S )

Tlexistence de U, résulte alors des lemmes qui suivent :

: Soient T un schéma affine noethérien , X, Y , et Z des

éschémas de type fini , X gtant quasi-projectif sur T , et

(Sch/T) . Soit d'sutre part z un point de Z oqui est fermd
ﬂw T ot tel que v soit plat sux points de v (z) .

N Si v (z) n'est pas vide, il existe un sous—préschéma fermé F de X
'ﬁl_cm u (w1(F) N v1(2)) soit f:uu nen vide et gue la restriction do 3

k(F) soit plate aux points de Vv ( )

Scit T = Spec 4 . Il est loisible de supposer X de la forme Proj S ,
R S gt o1t

-

algébre symétrique d'un A-module de type fini 2 .
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. -1 - s i W e s —
Si u(v '(z)) est fini , on peut choisir F égal & X . Sinon , noy

o . . . -1 - ;
désignons par Voo anny ¥, les points de la fibre v (z) associds au faisceay
structural gv-1fz} de v1(z) (les y; sont donc tels que , si O, désigng

1l'anneau local de v=1(z) au point y; » 1'iddal maximal de scit formé

O,
de diviseurs de 0) . Si % est 1'image de z dans T 3 u{v‘1j(-z:l} est une
partie constructible infinie de la fibre de t dans X . I1 existe donc un pointld
x fermé dans cette fibre , appartenant & ul(v~'z)) ot distincte de .’i‘
u(y1) TR u(yn) « Alors X -—{rx_} est un voisinage ouvert de ul:y1} P u&nki_
donc contient un voisinage ouvert de la forme I)*(:-") y o1 £ est un élément homogh
de degré 4 de S (les notations sont celles dé EGA II § 2.3 ) . Par conséquan
ls sous-préschéma fermé X, = V+(f) défini par f contient x et évite les

points u(_y1) 5 Wi u(yn) « Il s'ensuit évidemment que 1'image réciproque

Y1 = u”(v+(f}) de ce sous-préschéma est distincte dz Y et rencontre v_i(z)
Nous allons m#me montrer que la restriction v, de v & Y‘i est plate aux :
points de v-1(z) ; =i u(v'.l‘1{z) est fini , on n'aura donc qu'a choisir F égs \
a }'C1 ; sinon , on répdtera 1'argument qu'on vient de dévelepper en remplagant
Y par Y.} » V par v, , u par le morphisme u, induit dans Y, par u ; on_

1 1

obtiendra de cette fagon une suite décroissante X . iX .+« de sous-préschémag

1 ?
fermés de X ; comme une telle suite s'arrfte , u(u~! (J{n) N v~1(z)) sera fini
non vide pour un certain n et on choisira ¥ ggal & Kn .

I1 reste donc 2 montrer que v, est plat aux points ds v-1fz) ;

soient donc__y un point de Y1 au-dessus de 2z ; O  1l'anneau local de ¥
dans Y , 9, l'anneau local de y dans v—1(z) , gv(y) 1l‘anneau local de
v(y) dans Z2 . 5i g GST est tel que D+(g) soit un voisinage de :
dens X, soient < 1l'image de f/g® dans o et ¢ 1l'image de £/g? dang

« I1 résulte alors de la construction de * quec ne divise pas

t‘gouol

; comme gy est plat sur Qz » P ne divise pas O dans 93"
est plat sur QZ (SGALIV § 5.7 ) . Or Qy/ Q_y_iP n'est autre que 1'anneau
local de =z dans Y1 i e
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7.3 : Nous conservons leg notations et les hypoth®scs de 7.1.

z de Ko gui est fermé€ relativement & S posséde eslors un voisi-

saturé Uz tel que le groupoide induit par J{* sur Uz possede

! (Sch/S) +« Soit donc F un sous-préschéma fermé de X

tel que
AL | &;1(3‘) N d‘;"(z)) it fini non vide et que la restriction de d, & d:(F)
pit plate aux points de d:1(z} « Désignons par F,! et F2 les images réci=-

» . ! — ' L i
ques de F par do et dodo d0d1 s Dpar _t_i_o et §_1 les morphismes

Montrons d'abord gqu'il n'y a qu'un nombre fini de points de F‘I au=—
z : soit en effet s 1l'image de z dans S ; comme %(iﬁ(z))
les points de cet ensemble sont fermés dans la fibre de = dans Xo

& done qu'un nombre fini de points u de 1{0 x X_} dont la deuxifme
g
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projection est 2z et dont la premitre projection appartient & g‘a@:ﬁz)) i enfip,

comme X,l —-9—3{0 * XD est gquasi-fini, un tel point u prox;ient d'un nombre fipg

S

de points de X, , d'oh l'assertion .
1

Le morphisme g._1 est donc quasi-fini et plat aux points de F1 au-

dessus de z . Désignons par ® le fermé de P, formé des pointa ob §1 n'egt
pas & la fois plat et quasi-fini (SGAL1IV § 6.10 et EGA III § 4.4.10 ). Comme

d1 est propre , Q1(‘i’)est fermé et ne contient pas z ; par conséquent , si on ¥
pose W =4d, (B _é_,l(t?} » 4, est plat et quasi-fini, c'est-i-dire fini et loca .
lement libre (EGA III § 4.4.2 ) su-dessus de W . Comme ;:1__,1 ]5{1-1(‘#) est ouvert )
4, (F1:l est un voisinage ouvert de z , et W est le plus grand ouvert de Xo

contenu dans g1 {F1) au-dessus duquel 11 est & 1la fois plat et quasi-fini ,

Nous allons voir dans le lemme 7.4 que les images réciproques de P
ar

Ls!

1' et _clé s'identifient toutes les deux & l'ensemble des points de F,

<3
h 22' n'est pas & la fois plat et quasi-fini. Il s'ensuit que

& () = 43(F,) - 4, (@7'®) cotnoide avec a7 (W) - 44(F) - a1 d)

Q

G i - ’ ) ; -1
c'est-a-dire que W est saturé . Par conséquent, si on pose W =4, (W) ,

1
- -1 - - -
1'8galité d01(w) = d] (W) entratne &) 1a01(w) = gl 1d1’(w) clest-a-dire

<

-1
1 ol -1 s 3% . :
a (w1) =4] {Ji} » Comme d_ est fid®lement plat et quasi-compact et que le

carrs
d'l
=1
R, S,
F2 ,r1
i . l
=0 s o)
(=55
F,e— T

ke

-1
est cartésien, il s'ensuit que W, est de la forme g.e (U) , ot U est uno J
de F (SGA1VIII § 4.4 ). Cet ouvert U de T est une quasi-section pour le
groupoide de base W induit par X, . On peut donc choisir Uz égal &4 W .

I1 nous reste donc & énoncer le lemme 7.4 dont la démonstration est i

classique :
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g 7.4 : Considérons un carré cartésien de préschémas
v
T et T,

d' d

X, ——-—“—‘——s»xo

Eleoit x un point de F2 «Si u est plat, d4' est plat en x si et seule-
¢ gi d est plat en v(x) . Si 4 est localement de type fini, 4' est

ghpi-fini en x si et seulement si d est guasi-fini en v(x) .

Nous avons donc prouvé qu'il existe un recouvrement de Xo par des
Werts saturés W tels que le groupoide ‘nf* induit par X, sur W posside
quasi-section. Modulo le lemme 6. 1 + cecl prouve le théordme 7.1 a
eption peut-8tre du fait que p est propre . Pour ce dernier point, nous
! snons les notations de 6az) en remplagant le groupocide X, par W, « Alors
#st entier d'aprés le théordme 4.1 , donc propre . Comme u est déduit de
g H1 —_ 'do par changement de base , u est Propre ; donc r est propre .
W est quasi-projectif sur S , wo est séparé et de type fini au-dessus
i de plus , v est surjectif ; donc p est propre (BcA 1T § 5.4.3 (ii)).

i PASSAGE AU QUOTIENT PAR UNE PRERELATION D 'EQUIVALENCE PLATE NON NECESSAIREMENT

PROPRE.

8.1 : Soient S un préschéma noethérienet

(=18
3.

—— d
K2 at 5 X —_— X
T ': 1 ———do_$ e ]
a’ -

& (SCkJS}—;z;cuna'ide tel que -:11 soit plat et de type fini , gue Ko soit de
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type fini sur S et que le morphisme X, —» X x X de composantes d et
1 By T SESSSUNEEESE T 55

d1 soit quasgi-fini .

Il existe slors un ocurert wo de XO dense , saturé et satisfaisant
& ZE 3 St

gux propriétés suivantes @

w! W.

(1) si W, il W, b5 W_ est le grounoide induit par X, sur

WO, (wc,wT) possdde un conoyau (V,p) dans (Sch/S) ; de plus , (V,p) est

un _conoyau de (wa,w1} dans ls catészorie de tous les espaces annelés .

(ii) p est surjectif , ouvert et V est de type fini sur S .

(iii) Le morphisgme W, — W X V¥ de cowposantes w_ ot w, est surjectifpt

(iv) Si (a_,d,) est un couple d'éguivalence, W, —» W X W est un isomo
oM |

’
phisme et p est fidélement plat .

Nous allons montrer qu'on peut choisir W de telle fagon que le
(Sen/s)=groupcide W, induit par X, posside une quasi-section (confer § 7) &

Le théoréme 8.1 résultera alors du lemme 6.1.

Admettons provisoirement gue, pour tout point 2z £ Xo formé relatir
vement & S (confer § 7), il existe un ouvert WZ qui est saturé, posstde
quasi-section et rencontre toutes les composantes irréductibles de Xb
par 2z . Alors l'extérieur X -'ﬁz de Wz dans X est saturé (car le satulf
&1 (d;’(XO -.ﬁz)) de cet extérieur est ouvert et ne rencontre pas WZ) . Sicg
extérieur n'est pas vide, on peut y choisir un point z' fermé relativementrﬁ

S et associer & z' un ouvert Wz‘ comme ci-dessus ; on peut d'ailleurs sups

poser W _, contenu dens X, - ﬁz j alors W_ et HZ sont disjoints et le

groupoide irduit par X, sur WZIJ Wzr posséde une quasgi-ssction.... Le pro-
cessus doit s'arrd@ter parce que KO n'a qu'un nombre fini de composantes i

ductibles . Il reste donc & construire Wz :

Pour cela il est loisible de supposer S affine ; dans ce cas, s0188

contanané

¥ un point de X1 tel que d1y =2z, X un ouvert affine de Xa
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3-1' 1'image réciproque de X dans X1 par d_ , enfin u: ¥ —» X et

& 0
PR Xo les morphismeg induits par do et d1 + Comme X est affine ,

'-{qu_agi—projectif » on peut appliquer le lemme 7.2 : il y a donc un sous—

3 S héma F de Xo tel que d T(F) N d; 1(2) soit non vide, que

$ 1(F) @ 6'1(z)) soit fini et que la res‘brlct‘lon de d1 a do (F) soit

-'.: aux points de v 1(2) + Ce fait nous permet de reprendre les notations du

o 7.3 en désignant par F1 et F, les imeges réciproques de F dans

= 2
X? iae

a! a
F2 — F‘} -_ F
o
& g,
d

On montre slors comme en 7.3 que d est quasi-fini aux points de

7 (z) de sorte qu'il est naturel de c‘onsuiérer l'ouvert F! dso F formé

1
-points ou g_1 est & la fois plat et quasi-fini . D'aprds 7.4 , 1es deux -

88ges réciproques de F! par 4! et d! sont formées des peints de F, ou
" est plat et quasi-fini, de sorte que ces deux images réciproques coincident

que F1' est de la forme Q:(F‘) y o F' est un ouvert de F (Sgal VIII 4.4 Ve
Wltte & remplacer F par F' , on peut donc supposer que 11 est quasi-fini
®%.Plat . Dans ce cas , nous désignons par W le plus grand ouvert de 4 (F.)

®dessus duquel d‘l est fini et plat . Cet omert Wz contient les points

&‘!‘iques des composantes irrdductibles ds Xo passant rar z « I1 résulte

Aors dc sca 1 VITT § 6.5 et 5.7 que d“‘l""ﬁ' ) et d ('ﬁ' ) coincident tous

1l'l deux avec lc plus grand ouvert de —Q(FE) au-—dessus duqucl d'! est fini ot

-_2

« On voit par conséquent comme en 7.3 que les doux images réciproques de

3| .
l"hiz) par d! et 4! colincident, donc quo ,gi11f?57} cst de

R U g unow.rrr'l' de F
L
#*

la forme d (")
qui est unc guasi-section pour le groupoide 1nd-u11t

sur W .
=z
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9. ELIMINATICN DES HYPOTHESES NOETHERTIENNES

a) Reprenons les notations et les hypoth®ses du lemme 6.1 ct soit
T: S' =33 5 un changement de base arbitraire . Désignons par f' : X' —3 11
le morphisme de S'-préschémas déduit par l'extension 7C dez lz base d'un morp
de S-préschémas f : X ==Y . Avec cette convention, p! : X{") —> Y' gt

surjectif ainsi gque le morphisme X; —_— XC; Y:f Xcl; de composantes dé et d1' (N

L'ensemble sous-jacent & Y' s'identifie donc au guotient de 1l'ensemble sous- §
jacent & Xé paer la relation d'équivalence définie dans Ké par le
S'-groupoide X . De plus , gq': U' —>Y' est entier surjectif de sorte que¥
la topologie de ¥!' est la topologie quotient de celle de U' , donc aussi de |
celle de X{; (confer la preuve du § 6 ¢)) .

D'un autre cdté, il est clair que U' est une quasi-section du
S'-groupoide X) auquel on peut donc appliquer le lemme 6.1. En particulier ,
X, possdde un conoyau (Y.‘, p1) et l'espace topologique sous-jacent & Y1
s'obtient & partir de l'espace topologique sous—jacent & X(‘) en identifiant
les points équivalents pour la relation définie par X; « 11 s'ensuit que le
morphisme canoniqus Y1 ~—>» Y' est un homéomorphisme ; je dis méme que
Y.[ —>» ¥' est un homéomorphisme universel : en effet, si S" est au-dessus __

de S' soit YE le conoyzau de (do x a", d1 x S") . D'aprds ce qui préctde g

appliqué aux changements de base S"_s.;. s ets S 'S 5 YE — Y1 x S"
SI
et Y2 —_ T g S" >~ ¥' x 8" sont des homéomorphismes de sorte qu'il en va @
st +
de m@me pour Y1 X S" —YTt x 8Y .,

St gt

b) Des remarques analogues s'sppliquent dvidemment au cas ou le groupoide®

X, posstde '"localement" des quasi-sections (confer la démonstration du
théordme 7.1 ) . Soient par exemple S un préschéma arbitraire et

B

d
X, J > X, > X, um (Seh/S)-groupoide sur lequel on fait les

hypothdses suivantes : XO est de présentation finie et gquasi-projectif sur

d.1 est de présentation finie , propre et plat ; le ‘morphisme X1 — Xo x XS
S
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romposentes rfl(\_J et ci1 est quasi-fini . Alors tout point =x de I{O a un
Al

ouvert W gui est saturé et tel que le groupoide induit par X, dans

possede une quasi-section :

En effet, la question est locale sur S de sorte qu'on peut supposer
gffine . Il existe alors un anneau A de type fini sur # , un morphisme
— > T = Spec 4 et un (Sch/T)-groupoide Z, tel que X  s'identifie 2

85 (EGA IV 8) ; de plus , or peut supposer que Z, vérifie les conditions

'héoréme 7.1 (EGA IV 8) . Par consequent Z, posseéde "localement" des

Phsi-sections et on peut appliquer les remarques de a) .

Be) I1 résulte de a) et de b) que les assertions (i), (iii) et (iv) du
ordme 7.1 restent vraies sous les hypoth®szs de b) . Lorsque de plus
d1) est un couple d'équivalence, on voit que Y est de présentation

fis sur S en appliquant la proposition suivante :

, A

oposition 9.1 : Considérons les morphismes de préschémas

E) p By ¥ S

Q

@#18 que gp soit de type fini (resp. de présentation finie) et p fidélement
s

de présentation finie . Alors q est de type fini (resp. de présentation

(%),

Comme p est surjectif et gqp guasi-compact , g est quasi-compact .
B0C on peut supposer S , Y et X, affines d'ammeaux 4, B,C : On a
p¥'® 1im Bi s Ou les Bi parcourent les sous-algtbres de type fini de B .,

- Comme C est de présentation finie sur B , il existe un indice
-~

. - , . o e B
-—_ i, s ure Bio—a_Lgebre de présentation finie Cio et un isec-
morphisme C 2 C. @ B; sionpose C, =C. ® B
1 Bj_o - 0 Bio 1
W —> ¢, pour i3 i , onadonc C "__’(‘-i@ B. Comme C est
1 =.
=1
fideélement plat sur B , on tire ds EGA IV 11 l'existenece d'un
. - | tel gue o4 seit fidélement plat sur B;, ; par
. 1 - a A 14 k ig !

(»
.) Cf. EGA 1V 17.7.5 pour un résultat plus général,
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conséquent Ci est fid2lement plat sur Bi pour i > i, - Pour i3 :’.1 » 1'appigs
cation canonique Ci —> C est alors injective , car déduite de Bi —>» B
par extension fidélement plate de la base . Si C est de type fini sur 4,
il s'ensuit que 1l'application Ci—-er C donc aussi l'application Bi —> B

sont bijectives pour i assez grand .,

Supposons maintenant C de présentation finie sur 4 : d'aprés ce qui
précéde, B est de type fini sur A , donc de la forme §/I o B est une
algebre de polynbmes sur A & un nombre fini d'indétermindes, et I wun idéal
de B . Alors I est réunion de ses sous-iddaux de type fini Iy 5 d'u 14 -
lité B =1lim B, avec By= B/I“ - Procédant comme plus haut, on choisit un |

irdice 9(0 et une B,%-alg‘ebre de présentation finie E‘-a( tels qu'il existe
o]

4

un isomorphisme C = C @_3B . Pour o > X | on pose encore
g B “ o

Q
= 0 u' ; 3 o o , Touj a
Co( KQQB“:K de telle sorte qu'on a C Co< ®B°<B pour > e oujours

d'eprés EGA IV 11 , on conclut comme plus haut que Cn( est fidélement plat su
B¢ pour X assez grand . Dans ce cas, le noyau de l'application Cw —>C
(resp. ¢ —> Cg pour > ) s'identifie 2 CK@BG({:I/IK ) (resp. &
Cx ®BD((I"6 /I.()) « Comme Cy et € sont de présentation finie sur A et qus |

Cu—> C est surjectif , ¢, @ (I/I,) est un idéal de type fini et est -
By o
. g & . Q
réunion des idéaux Coc QBK(IIS /IK) . On a donec "°<®Ba( (IB /IG<) Co BaE |
pour /3 assez grand , d'oh aussi Ig =1 (car Cy est fiddlement plat sur

BK) ; donc B est de présentation finie sur A .
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GENERALITES SUR LES GROUPES ALGFEERIQUES
par P. GABRIEL

Dans tout ce chapitre, A désignera un ammeau local artinien de

forps résiduel k . Un préschéma en groupes G sur Spec A sera appelé

,Lﬁlement un A-groupe. Cet A-groupe est dit localement de type fini si le
-éachéma sous-jacent est localement de type fini sur A ; il est dit

gébrique si le préschéma sous-jacent est de type fini sur 4 .

Considérons d'abord un préschéma en groupes G sur un préschéma

'ﬂ:lconque S . Nous appelons multiplication le morphisme structural

?fit Gﬁ? ——= G et inversion le morphisme c : G —3 G gui est défini
les égalités ¢c(T)(x) = <1 ( T étant un préschéma sur S et x un
" 5ment de G(T) )« Si U et V sont des parties de 1'ensemble scus—
acent 2 G , nous notons U.V 1'image par le morphisme multiplication de
la partie de &EG formée des points dont la premiére projection appartient
;i U, la deuxidme & V . De méme, les notations U L et c(U) sont

$qu vaelentes.

= Soient pry la projection de G%G sur le premier facteur et

S
¢"G§F--—~+ %G le morphisme de composantes pry et el Four tout
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Sepréschéma T , o~ (T) est l'application (x,y)i—> (x,x.y); il s'ensuit

gue g~ est un automorphisme. Le composé de cet sutcmorphisme et de la Pro-

Jection pr de Ggﬂ'} sur le deuxigme facteur est le morphisme multiplica. °
2

tion. Lorsque G est plat sur § , pr, donc - sont des morphismes plats;

..
e

lorsque G est lisse sur S , PT, donc/u. gsont des morphismes lisses..

c.2. Nous supposons & partir de maintenant que S est le spectre d'un

anneau local artinien A de corps résiduel k . Nous désignons par

(SCh/k)red la catégorie des préschémas réduits sur k. Pour tout préschéma

sur A , le préschéma réduit X _, est un objet de (Sch/k)red et le fonod
_ 5 : T :

teur Xb——0 xred est adjoint & droite & 1l'inclusion de (Sch/k)red dans

(Sch/A) - I1 s'ensuit que, pour tout A-groupe G , G est un groupe d&ns

red
la catégorie (Sch/k)red .

Réciproquement, si k est un corps parfait, 1'inclusion de

(Scl'/k)red dans (SCh/k_) commute aux produits de sorte que les groupes
dans la catégorie (Sch/k)red stidentifient aux préschémas en groupes stn;
k dont le prégchéma sous-jacent est réduit. En particulier, pour tout
k-groupe G , Gred est un sous-préschéma en groupes de G ; ce scus-groupd
n'est pas invariant dans G en général : par exemple, si k est un corpd,
de carectéristique 3, le groupe constant (Z/(2))k opére de fagon non
triviale dans le groupe diagonalisable D, ( Z/(3)) (1.4.1_ et I.4.4 )
G désigne le produit semi-direct de Dk( Z/(3)) par (Z/{E))k défini P&
cette opération, G__, s'identifie 2 (Z/(2))k et n'est pas invariant

dans G .

Si k est un corps quelconque et H un groupe dans la catégo
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-0 - a0
{Hﬁ@kkp )red est un préschéma en groupes sur k¥

. - a0
“;e Hﬁykkp a méme espace topologique sous-jacent que Cﬁﬁﬁkkp >red’

P voit que les groupes de (Sch/k)red ont en commun avec les k-groupes
_;taines propriétés topologiques invariantes par extension du corps de base:

exemple, il résultera de 0.3 et des remarques gqu'on vient de faire que

bout groupe de (Sch/k)red est séparé.
Nous rencontrerons dans la suite des groupes de (SCh/k)red cha-
ke fois que nous avrons affaire 2 une partie localement fermée non vide

ﬂ:alun b-groupe G telle que U.U =T et U-l =T : en effet, le sous-

f€schéma réduit de G défini par U est un groupe de (SCh/k)red .

0.3, Un A-groupe G est toujours séparé : la diagonale de GG
jlidentifie en effet au foncteur de (Sch/A)° & valeurs dans (Ens) qui
.;;BOcie & tout préschéma S sur A 1'image réciproque de 1'élément neutre

80 G(S) par llapplication < (S) & (x,5) +—> x.y" > de G(S)xG(S) dans

GE? ¥ > G

morphisme

: section unité
diagonal

G —————> Spec A

e 8orte que le morphisme diagonal, gqui est déduit d'une immersion fermée

Par changement de base est lui-méme une immersion fermée,
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0.4. Seit G un A-groupe. Nous dirons gqu'un point g de G est

strictement rationnel sur A s'il existe un A-morphisme s : Spec &4 — g

qui envoie le seul point de Spec A sur g . On sait qu'un tel s définit
un automorphisme L du préschéma G sur A qu'on appelle translation &
droite par s : pour tout morphisme TC : S —> Spec A , rS(S) est l'auto-

morphisme xp—3 x.(G(7C)(s)).

De méme, on note -Es la translation & gauche par s , c'est-a-di _‘
l'automorphisme de G défini par les égalités (£€,(8))(x) = G(T)(s))ux .
Comme G@Ak et G ont méme espace topologique sous-jacent G , que .
G ®Ak esat un k-groupe et que S®Ak dépend seulement de g et non de s -
on voit que les automorphismes de G induits par r, et £ < (ou par
rgI®k et ﬁa@k) dépendent seulement de g et non de s ; lorsque P

est une partie de G , nous pouvons donc noter P.g et g« au lieu de

rS(P) et -ﬁs(P), ce qui est conforme a 0.l.

0.5. Considérons maintenant deux ouverts partout denses U et v d!

A-groupe localement de type fini G . Le produit U,V (0.1 ) est.alors

€gal & tout 1'espace sous-jacent & ¢ : en effet, comme G et G@Ak ont
méme espace scus-jacent, on peut supposer, quitte & remplacer A par k @@
G par G®Ak que A est un corps k . Dans ce cas le morphisme multi-
plication est plat et localement de type fini (0.1 ), donc ouvert, de sorte:
que U.V est un ouvert de G . Si k est une cl8ture algébrigue de k , ,
on a évidemment (U.v)@k'ﬁ B (U@ki).(v®k1€) ; d'aprésSEGA1VIII § 4, il sufg
fit donc de prouver qu'on a G@kg = (U@ki).(vﬁk_}c) et on est ramené au

cas o k est algébriquement clos. Dans ce dernier cas, 1l suffit de
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piver que U,V contient tout point fermé x de G ; si k est algé-

Biguement clos, un tel x est strictement ratiommel et les ouverts partout

fances U .x et V ont en commun un point fermé v ;3 si u est 1'€lé-

gnt de G(k) défini par 1'égalité x = u.v , T appartient alors &

4 x de sorte que u appartient & U , ce qui prouve ll'assertion.
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1. Propriétés locales d'un A-grcupe localement de pe fini,
. 11
Nous allons voir d'abord que, si G est localement de type fini -
do
et plat sur A , on peut "rendre strictement ratiommel tout point fermé de .
G " au moyen d'une extension finie et plate de la base.
1.1, Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons & partir de

maintenant que G est un A-groupe localement de type fini.

Lorsgque A est un corps, nous obtiendrons dans 1'exposé VIIB des résultats
trés précis sur les anneaux locaux de G . Nous nous contentons ici de quel=

ques résultats élémentaires :

PROPOSITION 1.l1.1 : Scit x un point d'un A-groupe ¢ localement de

type fini et plat sur A , Alors l'anneau local 03 = est de Cohen-Macaulay
? M
et il existe un systéme Byy eeey B de paramétres de Qb - tel gue
= ¥

Eb,x/(al,...,an) scit un A-module plat.

Nous supposons d'abord A égal & son corps résiduel k 3 il suf-

fit de prouver alors que 9. . est de Cohen-lMacaulay et on peut se limiter
]

au cas ol x est un point fermé (EGA OIV 16.5.13 ). Dlaprés le lemme

l.1.2 ci-dessous, G contient un point fermé y tel que soit de

"QG).Y
Cohen-Macaulay. D'aprés SGA 1 I § 9, il revient au méme de dire gue, pour
toute extension finie K du corps de base k et tout peint y de

G = GQQkK au-dessus de y ,.Q§’§ est de Cochen-Macaulay. Si 1l'extension
K a €té choisie assez grande (i.e. s8i X contient l'extension normale da:

k engendrée par les corps résiduels k(y) et k(x) ), ¥ est (strictemen}
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firicl sur K ainsi que tout point x de G au-dessus de x . Comme
3 ; -1 . ” sz k .
_;hmorphlsme ri°(I§J appligque ¥y sur X , il slensuit que EE,E"
[ (sGA1 I § 9) sont de Cohen-Macaulay.
%
¥
Lorsque A est de nouveau supposé gquelconque, le raisonnement
kdent s'applique & k®§G de sorte que k@, O, ~ est de Cohen-Macaulay.
gy seey By est une suite d'éléments de O, " dont l'image dans
Ve
est un systéme de paramétres, il résulte de SGA 1l IV 5.7 ocu de
15.1.16 que &y, ..., &, est une suite gh’x-réguliére et que
:' {al""’&'J est fini et plat sur A .,

1.1.2 : Tout préschéma non vide X , localement de type fini sur un

mmeau artinien A , contient un point fermé x dont 1'anneau loecal est de

On peut évidemment supposer X affine dtalgébre B et raisonner

récurrence sur dim X (l'assertion est claire si X est disecret, tous

81 dim B > 0, B contient un élément a non inversible et non divi-
de O ; le sous-préschéma fermé X' = Spec B/(a) de X est alors de
ension strictement inférieure & dim X et contient par hypothése de ré-

®RTence un point fermé x tel que Oy, . Soit de Cohen-llacaulay. Comme on
- = X

"
"

.
E&J;x = Oy X/{a) et que a est non inversible et non diviseur de O dans
: ]

L, x :,QX est de Cohen-Macaulay (Voir aussi EGA IV 6,11.3 ).
]

o
]
=
=1
=
O
=
1_!
o
2]
Q
'_l.
[i]
(]
o
"=

un ammeau artinien, ¢ un A-groupe loca-

<==€nt de type fini et plat sur A et x un peoint fermé de ¢ . Il existe
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alors une A-alstbre A! locale. finie et libre sur A telle que tout poing
— 2Nt

de G @,A' zu-dessus de x soit strictement rationnel sur A

On sait en effet qu'il existe une A-algébre 4, locale, finie et
libre sur A et telle gue le corps résiduel de Al contienne l'extension
normale de k engendrée par le corps résiduel k(x) de =x . Dans ce cas,
tous les points s +es8

de G &, A au-dessus de g & G ont méme corps
I A -

résiduel que Ay (i.8% €19 +++y &, sSont rationnels sur A, au sens de

V, § 4; e)). Soient donec By 5 «++, B, les ammeaux locaux de €19 <ver By of
Dtapres 1.1.1 , Bl B Me— Bn possédent des gquotients Bl 5 --nes Bﬁ qui
sont artiniens et plats sur A, . 51 on pose A! = Bi&§ﬂl ...@9A1 B! , les
algebres Biﬁgﬁlﬂf sont toutes locales et elles ont un guotient isomorphe ;
& A' , de sorte que A' répond & la question.

s Soit e 1'élément neutre (ou origine) de G , c'est-a-dire

l'image du seul point de Spec A4 par la section unité Spec A—3G .

Par définition méme, e est strictement rationnel sur A .

PROPOSITION 1.3.1 : Soient G un groupe Jocalement de type fini et plat!

Sur un anneau artinien A et K 1a cl8ture parfaite du corps résiduel k&

de A . Les assertions suivantes sont équivalentes 3

(1) G®,K est rdduit.

(ibis) Si 9  est l'annean local de l'origine de G
]

(ii) G est lisse sur A4 .

(iibis) ¢ est lisse sur 4 & ll'origine. i
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1]
0
un

Au moyen de SGA 1 II 2.1 , on se raméne tout de suite au cas ol
'3,,1; un corps (A = k). Les implications (i) = (ibis), (i1) =>(dibis)
¥i) = (i) et (iibis) =>(ibis) sont évidentes de sorte qu'il suffit

Borouver que - (ibis) entratne (ii). Or, si k désigne la clBture algé-

Bfque de k , il résulte de (ibis) que _{_;G’e@kfc est réduit. De plus, si

est un point fermé guelconque de G = G@kE y 1l y a exactement un

'rphisme s : Spec kK —b G®kE dont l'image est x ; la translation &

T, induit alors un isomorphisme de 9G,e®kk sur -Qé',x de sorte

% & donc G sont réduits. Mais, comme G est aussi localement de
.

fype fini sur k , G contient au moins un point y fermé dans G et

_'_Be sur k . Comme d'autre part les anneaux locaux des points fermés de

8 sont tous isomorphes 2 9 eﬁki y on voit que tous ces anneaux locaux sont
j ’

iers, de sorte que & est lisse sur k , donc G

¥ lisse sur k .
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2. Composantes connexe

m
fo)
!lj
.
i
g
H
0
=
(]
]
i
(o]
0
W)
=
(4]
i
(1]
]
ot
[o!
m
(5]
4]
]
F 4
s
o

-

2.1, Considérons d'abord un A-groupe guelcongue G et soit G!' 1a

N}

composante connexe de l'origine e de G . Cette composante connexe est

évidemment fermée de sorte gue nous pouvons l'identifier au sous-préschéma

fermé réduit de C ui a Gt our espace sous-jacent.
P I 7

PROPOSITION 2.l1.1 : Pour toute extension X du corps résiduel k de

4L GI@AK g _pour espace sous-jacent la composante connexe de l'origine

dans le K-groupe G®jK (G!' est géométriquement connexe).

Soit en effet (G @AK)I la composante connexe de l'origine dans
C}@ﬁ}( . Comme l'image de (C—@AK)T dans G est commexe et contient 1'élé-
ment neutre de G , cette image est contenue dans G! de sorte gue
(¢ ®AK)1 est contenu dans 1l'image réciproque GT@AI{ de G' dans G@AK.J
La proposition résulte donc de la conmexité de G‘@AK gui est prouvée

dans le lemme 2.1.2 :

LEMME 2.1.2 : Soient X et Y deux préschémss connexes sur un corps k

Si X contient un point ratiommel, Xxk’f est connexe.

Nous donnons ci-dessous une démonstration directe de ce résultat
de HGA (IV 4.5.8 et 4.5.14 ).

Supposons d'abord Y non vide, connexe et affine d'algébre B .
Dans ce cas, Xx , ¥ est le spectre de la gx-ﬂlgébre quasi-cohérente
B = QX®kB . Nous voulons montrer gque toute partie U de X ka gui est
ouverte, fermée et non vide coincide avec X X.Y ., Bt en effet U est

k

affine sur X et a pour _C_}X-Algébre affine un facteur direct de B .
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@te donc du lemme 2.1.3 ci-dessous que l'image de U dans X est
rte et fermée, i.e. coincide avec X tout entier. Cette image contient
iculier un point rationnel x de X , de sorte gque U rencontre
are réciproque de x dans XXkY - Comme cette derniére est isomorphe 2
donc est connexe, U contient cette image réciproque. Le mime résultat
feit valable pour le complémentaire de U dans X >fk‘f s 81 U était

{§tincte de Xka y ¢ce gul serait absurde.

Si Y est maintemant un k-préschéma quelconque, ce qui précdde
tre que les fibres de la projection canonique XXKY —> Y sont connexes.
est un point ratiomnel de X , ces fibres rencontrent toutes le

i8-préschéma {x}ka Qui est lui-méme comnexe, d'ol la proposition.

E' 2.1.3 : Soient X un préschéma et A une Oy-Algébre gquasi-

Soit V cette image. Il est clair que V est contenue dans le

$port de A . Réciproquement, si x appartient au support de A4 , -%x .est

@8pec A en x , qui est affine d'algdbre AQ, k(x) n'est pas vide.
=8 —X,x
Wit donc que 1l'image de Spec 4 coincide avec le support de A

Si s est la section unité de A , 1'égalité s = 0 entraine

8 est nul dans un voisinage du point x de sorte gue le support de

et forms ., Cn peut supposer d'lautre rart que A est un facteur direct

la Somme directe d'une famille ((_).;) d'exemplaires de O

Oy « Scit alors
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Iy

o " ) )
{P la restriction & A 4de la projection canonique de 1l o sur 0

8i x est un point de

P4
.
ct
(8]
=
ct

homomorphisme de EXZ x—mcdules
»

" A ot oA :.
. A £ <. = ( ) 5
?x 1 A — OX,x egt de la forme a +H——> ___.i f’ t{l \a) o ( t} )  est 48

une famille d'éléments de U0, . Comme "&x est libre et non nul, on peut

. P4
oA, —_— Ol o f“ ‘.x. -
choisir les tf et a de telle fagon qu'on ait 1 = :i— \; Y (a) =1 llf 1

- & eoﬁl of,
+ --+§:

A O A O

alors valable dans un voisinage de x , c2 qui montre que & , donc A

~
T @ ®a) . Liégalité 1

sont non nuls dans un voisinage de x ("le support d'un module projectif 3

est ouvert “) »

2.2, Les notations étant toujours celles de 2.1 , il est clair que
G! est un préschéma réduit au-dessus de Spec k  Spec A . Le lemme 2.1

ed

préschéma réduit de GKAG gqui a pour espace sous-jacent la composante

montre que G! Xk{}‘ est connexe, de sorte que (G'X kG‘)r est le soud

connexe de l'origine. En particulier, le morphisme multiplication
Pt X6 —> G induit un morphisme M-! : (G 'Xk{}')red —> G! qui faif
de G' un groupe dans la sous-catégorie pleine de (Sch/k) formée des

k-préschémas réduits.

2.3, Conformément & nos conventions de 1.1 , nous supposons de nouve

& partir de maintenant que G et localement de type fini sur A . AloOIXS

connexe de 1'élément neutre est ouverte dane G . Nous noterons G° 1le
sous-préschéma induit par G sur cet ouvert de sorte qu'avec les notatlf

de 2.1 ona G' = (Go)red « I1 résulte évidemment de 2.2 que G° eS%
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groupes de G que nous appellerons la composante

Soient G‘"i une composante comnexe quelcongue de G e

'g."r‘x AG“ —> G le morphisme défini par les égalités

3 -1 _
R(s)) (g, ¥Y) =e¥e (s€(sch/a) , g€ 6™ (S) , € G°(S)). 51 e est
gine de G , la restriction de VL G“XA {e} est le morphisme nulj;

(}“xAG" est connexe d'aprés 2.1.2 , on voit que V¥ se factorise

mvers G° de sorte que G° est un A-socus-groupe invariant de G (car

fui précéde entraine, que pour tout préschéma S sur A , G°(S) est un

oupe invariant de G(S)).

MOPOSITION 2.4 : La composante neutre d'un A-groupe

Soit k 1la oldture algébrique du corps résiduel k de A et mon-
d'abord que G° est géométrigquement irréductible, c'est-i-dire que
l; est irréductible. D'aprés 2.2 (Gﬁgﬂi)red est un k-groupe locale-
Bt de type fini et réduit, donc lisse sur k (1.3.1 ). A fortiori les
WBux locaux de (C® 2K)

red sont intégres de sorte que les composantes

Mxes de G@A‘E , en particulier G“@Ai-c , sont irréductibles.
Montrons maintenant que G° est de type fini sur A . Comme G°
* localement de type fini sur A , il suffit de prouver que G° est
1"00mpact. Pour cela, soit V un ouvert affine de G°. Comme G° est
‘ﬂ"ductible,

cet ouvert est dense dans G° de sorte que V.V coincide avec

Ge

(0'5 )i comme V.V est l'image de VEV par le morphisme multiplication,
Y
Vst Quasi-compact.
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CORCLLATIRE 2.4.1 3

Toute composante connexe de G est irréductible et §

type fini sur A

On peut supposer en effet A #égal & son corps résiduel k

Soit alors H wune composante connexe de G sy X un point fermé de H ,

k(x) 1le corps résiduel de x et K 1'extension normale de k engendrde

par k(x). La projection canonique T : H@kl{ —> H est ouverte et fermd _

de sorte gue toute composante connexe de H@kK est la somme des images def

G°@®, K par les trenslations définies par les points de TL""l(x}. Comme

H@kK est de type fini, H 1l'est,

Si H n'était pas irréductible, on pourrait choisir =x de tell

fagon que =x appartienne & deux composantes irréductibles distinctes.
L'anneau local Oy , aurait alors deux idéaux premiers minimaux distinctd
]

ainsi que l'anneau local de tout point de H@kK au-dessus de x (going d

voir que H@kK est la somme directe d'un certain nombre d'exemplaires dé

G°®kK y qui est irréductible ...

313



301

rgnstruction de groupes-quotient (cas des groupes de type fini).

Soient A un anneau local artinien et u : P —> ¢ un homo-

grphisme de A-groupes. Si u t FX,F — F et V : Gx,6 —> G désignent

A :'-mpnismes mltiplication et ) 1le morphisme composé

x
FxG A G %,G Y o &

gppelle que le gquotient & gauche F\C— de G par F est le co-noyau

IdaF x A
=
A TdG i ®
> e ——— O
anFx!tG > F AG > G
PTs 3 Pro

et pr2’3 sont les projections de FXAG et FXA(Fx&G) sur les

ixiémes facteurs). Nous dirons que G, est le groupoide de base G défini
u (confer V, 2a; comme dans l'exposé V, nous ne suivons pas en VIA
convention de IV 4.6.15 ),

Comme 1'unique A-morphisme F —> Spec A est universellement
A ert (A IV 2.4.9 ), pr, est un morphisme ouvert; il en va donc de
e pour A qui est composé de PT, et de l'automorphisme o= de FXAG
‘ est défini par les formules suivantes : 0 (S)(x,y) = (x,(u(S)(x)).y)
‘& 5 est un A-préschéma variable, x et y appartenant & F(S) et

E). On voit de la méme fagon que p
Mat Bur 4 .

r, et A sont plats lorsque F est

Remarquons aussi pour terminer ces préliminaires que tout
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A-morphisme s : Spec A —3> G d8finit un automorphisme du groupoide G, 5
ui induit sur G , FXG et FXF X G respectivement les automorphism
A AR : . -
Tg o Id Fx, Ty et I& FXAIf: Py, ;ST Nous rnoterons encore r_ cet auto-
4 1 L =S

morphisme dg G et nous dirons que =r est la translation &

définie par s (confer 0.4 ).

3.2, THECOREME : Soient F G des groupes plsats et local

+
-

fini sur un anneau local artinien A . Seit u ¢+t F — G un

de A-groupes guasi-compact et de neoyau fini. Alors :

(i) L2 quotient 2 gauche F\G de G par F existe et la suite

A ;
PX G > . canonique F\G
# PT

est exacte dans la catégorie de tous les espaces annelés.

(ii) Le morphisme canonique G —> F \G est surjectif et cuvert et

F\G est une somme directe de préschémas de type fini sur A .

(iii) Le morphisme canonigue Fx,6 — G?"{(GG est surjectif .

(iv) 8i u est un monomorphisme, FX,6 —> C—F>{GG est un iscmorphism

et G —> F\G est plat.

Dans la démonstration de ce théordme A! désignera une A-algel

loecale, finie et libre sur A. Si R est une relation faisant interv
34

A' , nous dirons gque R(A!) est vraie guand A!' est assez grande s'il

existe une algdbre A4 1locale, finie et libre sur A telle que la

relation R(A') soit vérifide pour chague algébre A'! locale, finie €%
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{pre sur Ay . DNous allons d'abord prouver notre théoréme lorsque F et

& on-t, de pe fini sur A :

Supposons un instant que tout point de G posséde un voisinage
rt et saturéd W tel que le groupcide induit par G, sur W posséde
g quasi-section (V § 6). Le théordme 3.2 résulte alors de V.

Nous allons montrer gqu'en outre toute partie finie de F\G est alors

Jeo

ntenue dans un ouvert affine :

S8i U est une quasi-section du groupoide induit par Gy sur
_'vert saturé W de G , U®AAl eat en effet une quasi-section du
‘A')-groupoide induit par G*®‘&_A" sur W@J&A' . De plus, si U, est
TR Sch/A)-groupoide induit par G, sur U, U, @,A' st'identifie au

ﬁ A')-groupoide induit par G*®AA’ dans U@AA’ + I1 résulte donc

démonstrations de 1l'exposé V que la construction du guotient F\G

mte & 1'extension A —3 A' de la base du type considéré ici.

Soient donc Ky weey X des peoints de F\G que nous pouvons

| _Eer fermés et g1s «cv1 By des points fermés de G se projetant sur
,_! veey X5 scient U wun ouvert affine partout dense de F\G y V 1l'limage
: 3‘" '1quue de U dans G et soit A' une A-algtbre assez grande poux

o8 besoins de notre cause : alors l'image réciprogque de 813 o0y By dans
‘0‘. ' est formée de points g1y «ves gﬁ qui sont strictement ratiomnels
E" A' (1.2 ) ; en outre, si A' est assez grande, l'ouvert partout dense
_.'l._{v@A.A‘)-].‘g]!_ contient un point x sirictement rationnel sur A' .
_h? done x ¢ (V@Aﬁ’)_].'gi d'ott g! € (v@_ﬁjﬂ.‘).x . Comme (v@_ﬁ_a').x

b &
"t 114 2 V@ ' _ e N - - .
lmage de &' par un automorphisme du grcupoide G,® ,A' , 1l'image
- Ea
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(U@AA').:( de (V@A.-‘L'}.x dans (F\G)@rﬂar est 1'image de U®,A! pay

ll'automorphisme induit sur F\G)®,A' . Donc U, A').x est un ouvep
A A t

affine de {F\G)@AA* contenant g{, ..., g

Pour terminer la démonstration on montre comme dans V § 5b)
(U@AA').x contient un ouvert affine W' qui contient g1y +eey gr')
est saturé pour la relation d'équivalence

(F\G)@AA' @t ———3 (F\G)@AA'

induite par les deux injections canoniques de A' dans A!®AA1 . L'imaga
de W' dans F\G contient alors 81y ooy &y et est un ouvert affine da

F\G (Vv 4.1).

2.2, Pour toute algébre A' sur A (du type considéré en 4.1.),
désignons maintenant par U(A') 1'ensemble des points de G®,A' ayant B
voisinage ouvert et saturé W tel que le groupoide induit par Gy @AA'
sur W posséde une quasi-section. Il est bien clair que U(A’) est sat
pour les opérations de G(Speec A!') . sur G@-&A' . Nous allons wvoir que,

lorsque A' est assez grande, U(A') est égale & G@AJU :

la preuve se fait par récurrence sur dim (G - U(A)) : soient |

81y sy & des points fermés appartenant aux diverses composantes irré
ductibles de G - U(A) ; si A' est assez grande, les points gi, see _:
de G ®AA1 se projetant sur g,, ..., g Sont strictement rationnels
de méme, U(A)QAA' contient un point strictement rationnel x (U(A) n'est 1

vide d'apregs V 8.1). Par conséquent, U(A') contient (U(A)GAA').K_]'.gi r
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tout 1 ; donc U(A') contient By oo g}'} et on a

dim (G @ A" - U(a')) & dim (6 - U(4))

L'hypoth&se de récurrence entraine alors l'existence d'une algébre

b

X' sur A' telle qu'on ait U(A") = (G @AA‘)®A|A" =GQ@,4" .

Nous sommes maintenant en mesure de prouver 1l!'existence de F\G
F et G sont de type fini sur A : soit A' assez grande sur A
que U(A') coIncide avec GQ@,Al (oconfer 3.2.2 ).
.; poserons A" = A‘@Aﬁl et, pour tout A-préschéma X , nous désignerons
X' et X" les produits fibrés X@,A' et X@,A" . D'aprés
et 3.2.2 1les quotients F'\G' et F"\G" existent et on a le

amme commutatif

prl "
(] poll XAnG" ._2...___._? on 5 Fn \G"

}\n e |

Y1 li“’z ¥t | Ve “Jl l“z
prj v '

B s e 2 ¢! P s> Fr\¢'
Ar
Prg

F ka (%‘ G
A

Dans ce diagramme, pr} et A' (resp. pry et A") sont obtenus

4+
rfartir de pr, et A par des changements de base é&vidents: les morphismes g et

L]
Ezant induits par 1'injection canonique A—»A', On y désigne par p' et p"
log Dorphismes canoniques ; les morphismes Vis vy, et W o, W,
nduits par les deux injections canoniques de A' dans A" ; enfin, si

sont
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Y s F'\G’ — Spec A' est le morphisme structural, il résulte de ce que
la construction du quotient FT\G’ commuite aux deux changements de base

fl ’ f2 : Spec A" ——% Spec A' qu'on a des iscmorphismes canoniques

i, et i, de F"\G" sur (F‘\G‘)_}riffl Spec A" et (F‘\G’)_T(_,:’:fz Spec j»
Les morphismes u, et u, sont composés de il et 12 et des projections =

de (F'\G')_ﬂ_lffl Spec A" et (F'\G')T(_lx Spec A" sur F!'\G!' .

’fz

Or, lorsqu'on a un diagramme du type (%) , Coker(prz, A ) exista
si et seulement si il en va de mé&me pour Coker{ul,uz) et ces deux conoyan
s'identifient. L'existence de F\G résultera donc de celle de Coker(ul,uz)_ :
Or il résulte de la compatibilité de la formation de F\G avec les exten- -_j':

sions de la base considérées ici gue le morphisme composé

.. 5
i .
1 >
F'\G! X  Spec A" ———> Fr\g" —=_35 (F'\G') ,X_ Spec A" {
( \ )rl’fl pec \ ( \ :ln_r,fz p

est une dornée de descente sur F! \G‘ relativement & f : Spec A' —> Spec.
D'aprds SGA VIII § 7.6 et 3.2.1 cette donnée de descente est efftc-_'
tive, c'est-a-dire que Coker(ul,uz) existe (on pourrait d'ailleurs uti-

liser directement V 4.1),

3e2 44, Pour terminer la preuve du théoréme 3.2 dans le cas ol F et G-.
sont de type fini sur A , il reste & étudier le quotient F\G .
D'apreés V 6.1 les assertions (ii), (iii) et (iwv)

"deviemment wvraies" apr2s le changement de base f : Spec A! —> Spec A
d'aprés A IV 2.6.1 , 2.6.2 et 2.7.1 , ces assertions étaient donc

avant le changement de base. Enfin, pour prouver la deuxigéme assertion de !

(i), i1 n'y a qu'a se reporter &2 V § 6c).
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& Cconstruction de groupes-quotient (cas général).

Nous supposons maintenant satisfaites les hypo-hdses du théoréme 3,2,

' et G n'étant pas nécessairement de type fini sur A

'5' Considérons tout d'abord une composante conrexe G ™ de G et mon-

rons que le saturd G“ de G* pour la relation d'équivalence définie par

oupofde G_ est une partie ouverte et fermie de G (autrement dit ect

1a réunion de certaines composantes commexes de G), C(Ce saturé est l'image
FxAGO{ par A , donc est ouvert dans G (confer § 3.1 ). Si k est

corps résiduel de A et k une cl8ture algébrique de k y il reste &

atrer que 1'image de (FX g% }@ k par ’\@ﬁ.k est fermée dans G@Ak 5
hencore, d'aprés SGA 1 VIII 4.4, que 1l'image de(F:Gg‘)@EE par A @ET{.
ft fermée. Comme Gdb k est la réunion d'un nombre fini de composantes

Mmexes de GGAk s On est ramené au cas ot A

 Jad T

Olos, ¢e que nous allons supposer : dans ce cas, G est la réunion des

est un corps algébriguement

il!ges de ¢ par les translations & gauche u(x) ? ol x parcourt les

lointa fermés de F ; 1'assertion résulte dcne de ce que ces images sont

dos composantes connexes de G

42, Prenons en particulier pour GmQ la composante connexe G° de

1°I‘igine de G . Alors (° consient évidemmen=+ l'image de F par 1 qui

'est autre que la classe d'éguivalence de l'origine. D'autre rart, si Fﬁ

Bt une composante connexe de F , FﬁXAG" " est commexe (2.1.2 ) de sorte
raies

ml’ima.ge de FﬁxﬁG" par 2

n(pﬁ )

est contenue dans lg ccmposante connexe deo

i

dans G . Autrement dit, G° est 1a réunion des composantes

k) . 3
WMexes qui rencontrent 1l'iragse de F
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Cn remarquera aussi gue le sous-préschéma ouvert de G qui a

G°® pour espace sous-jacent est un sous-groupe de G (gue nous notons
encore G°) : en effet le morphisme inversion de G conserve l'image de

F et commute les composantes connexes de G Qui rencontrent cette imsge;

il suffit donc de montrer gue ‘J 3 Gi{‘: —>» & appligue ET‘*ﬁ?’ dans G°

et pour cela on peut supposer que A est un corps algébriquement clos

(avec les notations de 4.1 , G°® k s'identifie en effet au saturé de
A

(G @A'l_c)"‘ par la relation d'éguivalence définie par 1'homomorphisme u@A"E)'

gi G ¥ et Gg sont alors des composantes connexes de G° , Gz{:-':“i[‘,S est

connexe et son image par V rencontre l'image de F ; par conséquent,

u(GXxAG ) est contenu dans une composante comnexe de G rencontrant

u(F), c.q.f.d.

4.3, I1 résulte de ce qui précdde que le groupoide G, de base G

défini par u est la somme directe des groupoides Gf‘ induits par G,

sur les différentes parties ouvertes et fermées de G de la forme G .

Le conoyau de G, est donc la somme directe des conoyaux de ces groupoldes

3 £y E i < .
G, » qu'on est amené & étudier séparément.

Considérons tout d'abord le groupoide G9 induit par G sur

G°. Il est clair que G2 est le groupoide de base G° défini par 1'homo-¢
morphisme de F dans G° dinduit par u (§ 3.1 ). Le conoyau dont nous

voulons prouver l'existence s'identifie donc & F\E_" . Considérons dlautrg

part le groupoide

2'2 &3
—_—
GO £' G_:l > Gc =G_a
2 L—» G] >
_"—;.—-——)' gO
RAL
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..;; par G_i sur G° . Si 1l'on se reporte & la construction explicitée en

& 3 5 ' o
l'objet noté alors Yoxxoxl n'est autre que Fﬁc- » de sorte que

-jest 1'image réciproque de G° par le morphisme FﬁG° —> G° induit

e

e A . Je dis que cette image réciproque est FOXA(}“, si 1l'on note Fo

page réciproque de G° par u : en effet, si Fﬁ est une composante

impexe de F, et e 1'élément neutre de G ; FﬁxAG" est connexe (2.1.2

L

), (F xAG-“) est contenu dans G° ; réciproquement, si P est une

k);

3t

sante commexe de F non contenue dans FO sy l'image de FﬁxAC—" est

ipore connexe et contient u(F/g) s si u(Fﬁ) n'est pas contenu dans

A (FﬂxA °) ne rencontre pas G°

I1 résulte de ce qui précdde gque le groupoide G% induit par
ig Eur G° est le groupocide de base G° défini par 1'homomorphisme
_{_ ——an G° dinduit par u ; d'aprés le paragraphe 4, ce groupoide posside

81 conoyau qui n'est autre que F, \G° + Je dis maintenant gue RN

dentifie 2 F\F : en effet, la démonstration est analogue & celle de

*l8ssertion (i) du lemme V § 6.1 ; considérons le diagramme

des

P T

T

Bl e—— mpr N

A v st le morphisme induit par ;\ « Comme pr, posséde une section,

F \G®
o\

I,

2 8%t un épimorphisme effectif et universel de sorte gue

- ®0Incide avec Ccker(VO-VIJ » O

re
V3 s
v, T v, ———> v -rx o
P
vc') < i o
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est 1l'image réciproque du groupoide G% par pr, (V §

dire également l'image réciproque de G% par le morphisme composé

: L _ T
EﬁG" inclusion Fico 2 co .

De méme, comme v est fidelement plat et quasi-compact, F\G°

eoIncide avec le conoyau de 1l'image réciproque de G° par le changement de

base v . Or cette image réciproque est isomorphe & Vv, dlaprés V§ 3 ¢); 8

il résulte de 1a que l'inclusion canonique de G° dans G induit un

isomorphisme de FO\G sur F\G- 4
On remargue enfin que la construction de F\F commute aux
changements de base finis et localement libres parce qu'il en va de méme
L=]
pour FD\\G =
. ; = oA
4.4. I1 reste & construire le conoyau du groupcide G, lorsque G

est une composante connexe quelconque de G : si A'! est une A-algdbre

d'un nombre fini de composantes connexes G]'_, vosy {}1]1 de G@AA' qui pos
stédent toutes un point strictement rationnel. Pour tout i y 11 existe dong
une translation & droite r, de GG&A' qui applique G°®AA' sur G! ;
cette translation induit un isomorphisme du groupoide {ﬁ @AAT sur |
(EET* de sorte que le groupoide induit par G*®AA‘ sur le saturé de G:L_.
posséde ur ccnoyau. Comme (F)*QAA‘ est la somme directe d'un certain .‘
nombre d'entre les (EI)* g ((";?)*QAA’ possdde un conoyau; ce congyau
est la somme directe d'un certain nombre d'exemplaires de FOQAA‘ \G "@A

de sorte que toute partie finie de ce conoyau est contenue dans un ouvert 3

affine ; de plus, la construction de ce congyau commate aux extensions
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et localement libres de la base. On voit donc comme en 3.2.3 que ce

au est de la forme Y@AA' y ol Y est un conocyau de (G%), .

Nous avons donc construit F\G . Les autres assertions du théoréme

: a ) i ol
se ramenent directement & des assertions concernant les groupoides G 4 .

w

e on V § 6 il suffit de prouver (ii), (iii) et (iv) ; d'aprés SGA VIII

,qufit de vérifier les assertions correspondantes du groupoIde Gﬁ;@iﬁ‘

fl est isomorphe & la somme directe d'un nombre fini d'exemplaires de

.;@Aaf (confer 4.4 ), de sorte qu'on est ramené au groupoide G% .
ce dernier on continue de calguer la preuve établie en V § 6 comme

commencé & le faire en 4.3.

Ajoutons pour terminer ce paragraphe quelques remarques concernant

lemme 6.1 et le § 9 a) de 1'exposé V : avec les hypothéses et les nota-

ion du conoyau du (Sch/S)-groupoide X, commute & une extension
ot S' —> S de la base. Comme les conoyaux de X_ et X' s'identifient

8UX conoyaux des groupoides U et U' ~ induits par X, et X' surles

tasi-sections U et U!', on est ramend au cas d'un (8ch/S)-groupoide
krlfiant les hypothéses du théordme V 4.1. Si g : U, —> Y est le morphisme
tanonigue de U,=U sur le conoyau Y de Uy , nous voulons gue la suite

L QY,-Modules
(+) Oy — &% (0y) T (mu)} oy ))=(ew,)] (o)

Soit exacte. Si S est lccalement noethérien et xo de type fini sur S ,
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cu bien si (do,le est un couple d'dguivalence, il résulte de EGA TIT

1.4.5 que la suite (%) s'identifie & l'image réciproque de la suite

(%*) o — &, ( QUG) —D egn, Qfl) g, 931}

chaque fois que S' est plat sur S . Comme * % est une suite exacte
q a L 3

on voit que la construction du conoyau de

X, commute aux extensions platas

de la base sous les hypothises mentionndes.

4.7 Considérons maintenant le cas du groupoide G, du théoréme 3.2 M
lorsqu'on suppose proviscirement F et G de type fini sur A . D'aprés
3.2.2 il existe une algdbre A' 1locale, finie et libre sur A telle gque i
le groupoide G*QAA' posséde '"localement" des Quasi-sections. Pour toute
extension T — Spec A de 1la base, la suite

(F" \G") ———

SpaanT — 2 (F* \g* ) >< < aT —> (F\e) T

SpecA

déduite du diagramme (%) de 3.2.3 est exacte. Si 1l'on suppcse de plus T

" L] E k] 14 i . s_
plat sur Spec A , (F"\G )SpecAT et (Fr\G! )S Coal s'identifient re
pectivement aux conoyaux de (G, @,A" ) AT et (G« ® LA }Spe AT d'aprds
4.6. Le diagramme déduit de (%), 3.2.5 par le changement de base T —> Spéf

montre alors que (F1\G)Snec AT s'identifie au conoyau de Gx T . Ung

SnecA

raisonnement analogue est valable dans le cas géndéral :

Sous les hypothéses du théorime 3.2 , pour tout A-préschéma

; s . " &
(F”\G)SpécAT s 'identifie au quotient & gauche de GSpecAL par
O L L

Spech
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- Compléments

b . Nous reprenons les notations du § 3 et les hypothises du théorime 3.2;

in & alors le diagramme commutatif suivant

FXvy

F’iGXAG > F:ic
przxt‘xl l)gx(‘r przl l)\
Gx G ¥ > ¢
l can XxG lcan.
(F\G)xAG F\ec

.@ satisfait aux égalités pr,o(FxV ) = vo(przx G) et Ao(FxV) =Ve(AXa)
-_outre, comme G est supposé plat sur A , la suite verticale de gauche

exacte d'aprés 4.7 , de sorte que 4 induit un morphisme de

spréschémas

P : (F\G)XAG — F\C

Ce morphisme P fait opérer G & droite sur F\G comme on le
SWerifie immédia tement; de plus, le morphisme canonique G —> F\G commute

opérations de G & droite sur G et F\G .

Lorsque 1'homomorphisme de A-groupes u : F —> G est un mono-
I'Phlsme, on peut retrouver 5.1 en se servant des résultats de l'expcsé IV.

lu effet, le morphisme canonique p : G —>F\G est fiddlement plat et

Qavert d'aprés 3.2 ; il est donc couvrant pour la topologie (fpgc)

(I‘I 5-3-1) et 1'on peut appliquer les corollairea IV 5.2.2 et IV.5.2.4.
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En particulier, si nous supposons, en plus des hypothéses de 3.2 , que qu oot
—

l'inclugion dans G d'un sous-groupe invariant F , il existe sur F\G lng

et une seule structure de A-groupe telle gque le morphisme canonigue

p:G—> F\G soit un homomorphisme de A-groupes.

e 1S Nous allons maintenant passer en revue quelgues énoncés de

l'exposé IV :

5.3.1. Les énoncés IV 5.2.7 et IV 5.3.1 se traduisent comme suit :
soient F et G deux groupes localement de type fini et plats sur A ,
F é&tant un sous-groupe invariant fermé de G . Les applications

Hjp—>F \H et H'pb—> H'FX\ C—G définissent une correspondance biunivoque
entre les A-sous-groupes plats de G contenant F et les A-sous-groupes
plats de F\G . Dans cette bijection les sous-groupes fermés (resp. inva- -f
riants) de G contenant F correspondent aux sous-groupes fermés (resp.

invariants) de F\G .

Hade2. La proposition IV 5.2.9 impligue le résultat suivant : soient
F,H et G des groupes localement de type fini et plats sur A ; on
suppose F contenu et fermé dams G , H oontenu dans G et contenant Fr{
F invariant dans H . Dans ces conditions, F\E opére librement & ga.uche.'
sur F\G , le préschéma quotient (F\g) \(F\ G) existe et on a un iso-
morphisme canonique de préschémas & groupe d'opérateurs G

(F\H}\(F\G) = H\G .

L I De IV 5.2.8 , enfin, découle 1l'assertion que veici : soient

F, E et G des groupes localement de type fini et plats sur A ; on
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_-.':, ose que F est contenu, fermé et invariant dans G , Qque H est contenu
3 b

Bns ¢ et que FNH est plat sur A . Soit alors FXAH le A-groupe
-. a pour préschéma sous-jacent le produit I-"XAH y 1a multiplication €tant
Beinte par le morphisme " ((x,€),(y,m)) —>(x€y €72, #n) "; de méme,
b T : <)

pient u : HNF — Fx,H le monomorphisme x —3p (x ,Xx) et F.H 1le

T
FNnH Fx,H) . Dans ces conditions il existe un isomorphisme
A

F\(F.H) = (FNnH)\H

Soit u ¢ F —> G un homomorphisme quasi-compact de groupes
Dcalement de type fini et plats sur A ; supposons que le noyau de u soit
galement plat sur A . Dans ce cas, le groupe-quotient Ker u\F existe
I,a'.prés le théoréme 3.2 et 5.2 ; de plus, u induit un monomorphisme
F't Ker u \F —> G (IV 5.2.6 ) et, Ker u\F est plat sur A d'aprés

e -~
3.2 (iv). D'autre part, Ker u \F s'identifie au faisceau-quotient de F par
:-r.l A " -
“Kor u pour la topologie (fpagc) de (SCh/A (confer 5.2 ); il en résulte gque

™ \G stidentifie & (Ker u\F) \G car le faisceau-quotient "‘\G pour la

G du point distingué de F\G (de sorte que v est une immersion fer-
lﬁa; confer VI.B) Lorsque F et G sont des A-groupes commutatifs, cette

inage réciproque est l'image de u dans la catégorie des A-groupes abéliens,
“8lors que Ker u\F est la coimage de wu. D'ol :

m : La catégorie des groupes commutatifs de type fini sur un corps est

$élienne .

En effet, lorsque 4 est un corps, Ker u est plat sur A quelgue
soit
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5.5 Soit G un groupe localement de type fini et plat sur un anneau

artinien local A . On sait que la composante connexe de l'origine G° est un
sous-groupe invariant de G (2.3 ). Ce sous-groupe G° opere & gauche sur tou- 8
tes les composantes connexes G o de G de sorte gue G° \G est la somme diresk
des G° \ch( + En particulier, la composante connexe de 1'origine dans G° \G o
n'est autre que G° \Goz Spec A et G"\G —> ©Spec A est un isomorphisme

local & 1'origine; par conségquent, G° \G est non ramifié sur Spec &4 (3.3 ),

comme G°\ G est également plat sur Spec A d'aprés le théordme 4.2 (iv),

on voit gue G°\G est un groupe étale sur Spec A .

5.5. Soient maintenant k un corps parfait et G un groupe localement
de type fini sur k . Nous avons vu (0.2 ) que C,.q ©st alors un sous-schéns
en groupes de G . De plus, la classe d'éguivalence de 1'origine de G pour
1'opération de Gred 3 gauche sur @ est tout 1l'espace sous-jacent & G .
Il résulte donc du théordme 4.2 gue le quotient Gred\G est le spectre d'ungj

k-algebre finie et locale.

PROPOSITION : Secit w : F —> G un homomorphisme de groupes locslement de

(1) u est plat.

14 o . o 4] 3 i « G
(ii) we : Po —» ¢ est dominant et le morphisme v : ”red\F —_— Gred\_'

induit par u est plat.
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Considérons en effet le diagramme commutatif suivant

- P
Frgg ——> F P o 7 ed\F
Yred B i
_ ¥
J q
Cred g 3 Gred\G

i et j désignent les inclusions, p et g les projections canoniques.

.f‘h est plat, qu = vp est plat, donc également v .
goiprogquement, si v est plat, F et G sont plats sur Gfed‘\c'; d'apres

)

6L 1 IV 5.9 il suffit donc de monter que le morphisme u_l{Gr =

ed Gred

_ﬁ-uit par u est plat ; cela est vrai parce que Gred est réduit (3.3.1 ).
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GENERALITES SUR LES PRESCHEMAS EN GROUPES

par J.E. BERTIN

Cet exposé, qul ne correspond & aucun éxposé oral du séminaire, est destiné
4 regrouper un certain nombre de résultats techniques couramment utilisés iF

concernant les préschémas en groupes (¥*).

1. Morphismes de groupes localement de type fini sur un corps.

1.1. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes et u : G = in‘
un morphisme de A-groupes. Alors u induit un homomorphisme de groupes
u(A) : G(A) —> H(A). Comme H(A) opére sur H par translation & droite, u(A)§
définit par restriction une opération de G(A) sur H, Cette opération est
compatible avec le morphisme u et 1l'opération de G(A) sur G définie par
translations a droite. Comme G(A) op&re transitivement sur les points striq,

tement rationnels (VIA 0.4) de G, on voit que ces points '"se comportent tod;

de la méme manidre a l'égard de u" ; de 1la sourdent les propriétés suivantef

Proposition 1.2, Seit u : G —> H un morphisme quasi-compact de A-groupes

localement de type fini sur A. Alors 1'ensemble u(G) est fermé dans H et of

a dim G = dim u{(G) + dim Ker u.

(*) Cet exposé a été assez sérieusement remanié depuis son &dition multi-

graphiée, notamment les §§ 10 et 11 ont été entidérement rerédigés.
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Comme u commute avec les symétries de G et H, 1l'image u(G) est
;riante par la symétrie de H ; il en est donc de méme de 1'adhérence

: de u(G) dans H. Soit d'autre part L 1l'ensemble des points de Hx,H dont
deux projections appartiennent 2 u(G) ; il est clair que L est 1'image
F;horphisme u!Au - GKAG‘“ﬁ* Hﬁhﬂ ; donc le morphisme de multiplication de
Senvoie L dans u(G), autrement dit u(G).u(G) = u(G). D'autre part le

I 1.2.1 ci-dessous montre que E, adhérence de L dans H, est 1'ensemble
points de HKaH dont les deux projections appartiennent a u(G)

; donc

.u(@) = u(G) de sorte que le sous-préschéma réduit de G qui a pour espace

fus-jacent u(G) est muni naturellement d'une structure de groupe dans la
i =4 P

Bategorie (Sch/k) ot k est le corps résiduel de A (cf. VI, 0.2).

ed’
Montrons la premiére assertion de 1.2 : quitte & remplacer A par

‘¢cloture algébrique de son corps résiduel k, nous pouvons supposer que A

H

u G — on peut s oser et dui ; dans ce cas, ainsi
red red red?’ P upp G H réduits ; :

nous venons de le voir, u(G) est 1'espace sous-jacent a un sous-préschéma
P ] P

“onnexe, donc irréductible et de type fini (vIA 2.4). Alors u est de type fini
Pulsque quasi-compact et localement de type fini ; comme H est noethérien,
 E¥G) est constructible (EGA IV 1.8.5), donc contient un ouvert V de H

i‘eﬁ OIV 9.2.3), et alors H = V.VZ u(G).ul(G) = u(G) (VIA 0.5).

Montrons la seconde assertion. Rappelons tout d'abord que le fonc-

teur Ker u (cf. I) est représentable par u_l(e), oli e désigne 1'élément neutre
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de H. Lorsque u est localement de type fini, Ker u est donc localement de
type fini sur A. On se raméne comme précédemment, grice cette fois-ci 3
(EGA IV 4.1.4), au cas ol A est un corps algébriquement clos k, ol G et §
sont irréductibles et de type fini et oll u est dominant : en effet k étant ;i
algébriquement clos, il est clair que les composantes connexes de G, sur
l'ensemble desquelles G(k) opére transitivement, ont toutes méme dimension,
et que si u° est la restriction de u i GO, alors (Ker u)® < Ker ua, et
dim Ker uD = dim Ker u, On voit de méme qu'alors u est de type fini sur k,
Si h désigne le point générique de H, dim uhl(h) = dim G -dim H (EGA 1V
10.6.1 (ii)). D'apr2s (EGA IV 9.2.3 et 9.2.6) 1l'ensemble des Yy € H tels qu;
dim unl(y) = dim u-l(hJ contient un ouvert non vide V. Puisque u est dominan
u-= u-l(V) est alors un ouvert non vide de G, et contient un point fermé
x de G (puisque G est un préschéma de Jacobson (EGA IV 10.4.6)). Alors la |

; . : ’ : -1 TN
translation & droite r, st un isomorphisme de Ker u sur u (u(x)), si bieg

que :

dim Ker u = dim u-liu(x)) = dim u"l(h) = dim G - dim H, cqgfd,.

Lemme 1.2.1. Soient f : X' —> X et g : Y' —> Y deux morphismes quasi-

compacts et dominants de préschémas sur un anneau local artinien A alorss

3

fog i X'xAY' —_— KXAY est dominant,

En effet, on a £x,g = (fo id,,) o (idXXA g). I1 suffit donc de
montrer que foidv‘ et id‘(xA g sont dominants. On peut pour cela remplacer
A par son corps résiduel k. Dans ce cas X et Y' sont plats sur A = k, et

comme foidY' (resp. idxxgg) est déduit de f (resp. g) par le changement

de base plat Y' —> A (resp. X —> A), il est dominant (EGA IV 2.3.7).
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exemple 1.2.2, Soient k un corps de caractéristique 0O, G le k-groupe

tant Z et H le k-groupe additif Ga' Soit u : G —> H un morphisme de

Bosition 1.3. Soient k un corps, G un k-groupe localement de type fini,

—> H un morphisme de k-groupes, X un point de G. Les assertions sui-

I1 suffit de montrer que (i) entrainme (ii). D'aprds (EGA IV 2.7.1
-4%?.?.1), on peut supposer k algébriquement clos et x € G(k). Soit alors
ﬂsuvert non vide de G formé des points oli u est quasi-fini (resp. non
ééfié, resp. plat, resp. lisse, resp. étale). Il suffit de montrer gque
fBut point fermé y de G appartient 3 U, puisque G est un préschéma de
[Eobscn (EGA IV 10.4.6). Il existe alors une translation qui envoie x sur

§ ce qui montre que u est quasi-fini (resp. non ramifié, resp, plat, resp.

'se, resp. é&tale) en y, cqfd,

dollaire 1.3.1. Soient k un corps et G un k-groupe. Alors, pour que G

@01t localement quasi-fini (resp. non ramifié, resp. lisse, resp. étale) sur

I1 suffit d'appliquer 1.3 au cas ot H est le k-groupe unité,
ompte tenu de ce que 1'ensemble des points en lesquels G est de type fini

™ . -
Ur k est ouvert, et du lemme suivant
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Lemme 1.3.1.1. Soient k un corps et G un k-groupe. S'il existe un ouvert

non vide U de G tel que U soit localement de type fini sur k, alors G est

localement de type fini sur k.

Soient x € G et y € U. Soit k' une extension de k composée des

extensions u(x) et #(y). Posons G' = @G gk kY, o' =10 3kk'. I1 existe alors

un point ratiomnel x' € G' au-dessus de x et un point rationnel y' € U

=] '
au-dessus de y. Alors V' = x',y' ~,U' est un ouvert contenant x' et localemeg

de type fini sur k'. La projection G' —> G étant ocuverte (EGA IV 2.4.6),
la projection de V' sur G est un ouvert V de G contenant x et localement

de type fini sur k, d'aprés (EGA IV 17.7.5), cqfd.

Corollaire 1.3.2., Soient A un anneau local artinien, C et H deux A-groupes

localement de type fini, u :

G —> H un morphisme de A-groupes, Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) u est universellement ouvert,
(ii) u est ouvert,

(iii) wu est ouvert en un point de G,

o i : i
(iv) 1'application u : ¢? — §° déduite de u est dominante, ou ce quisg

o y .
revient au méme (1.2 et VI, 2.4), u est surjective,

(v) il existe une composante connexe G" de G telle que, si H~ dési
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Litne (v). Reste donc 2 montrer que (v) implique (i) (ecar, (iv) é&tant

bas particulier de (v), cela montrera aussi que (iv) entraine (i)).

L'ouvert G~ (resp. h~) de G (resp. H) sera muni de sa structure
Sréschéma induit, et u”~ désignera le morphisme u~: G~ —> H~ déduit
goit k le corps résiduel de A. Puisque G~ est quasi-compact sur A

0.2), u"est quasi-compact, donc

B2 4.1) et que H™ est séparé sur A (VIA

;k est quasi-compact et dominant ; il en est de méme de uﬂEAE (odr k
 gne la cléture algébrique de k) d'aprés (EGA IV 2.3.7). Puisque Gﬁ&AE
:réunion de composantes connexes de G'&AE, il est clair que G EAE,

Bk et u-®AE vérifient l'assertion (v). Nous sommes ainsi ramenés au cas

B = k est un corps algébriquement clos, compte tenu de (EGA IV 2.6.4).

Dans ce cas, nous pouvons de plus remplacer u par Roag? et nous

fme s ramenés au cas ol H est réduit. Alors H™ est réduit, et le théoréme

osition 1.4. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes

alement de type fini, et u : G —> H un morphisme quasi-compact de

Rroupes. Les assertions suivantes sont équivalentes

u est propre,

. . -1
il existe h £ H tel que la fibre u (h) soit non vide et propre sur

w(h),
Ker u est propre.
Il est c¢lair que (i) entraine (iii), et que (iii) entraine (ii).

D! 5 . 5 oo . =
8utre part, il résulte des hypoth&ses que u est de type fini et séparé
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(EGA I 5.5.1) (puisque G est séparé (VI, 0.2)). Il reste donc 3 montrer Que

l'assertion (ii) entraine que u est universellement fermé, si bien que nousg

pouvons supposer A égal & son corps résiduel k, et méme que k est algébriquelt

(]

ment clos et que h € H(k) (EGA IV 2.6.4). Nous avons vu (1.2) qu'alors u(g)
est 1'ensemble sous-jacent & un sous-préschéma en groupes réduit fermé de

H ; toute immersion fermée &tant propre (EGA II 5.4.2), nous pouvons suppose:-
que u est surjectif, et que H est réduit. Puisque u est surjectif, le

groupe G(k) opére transitivement sur 1'ensemble des points fermés de H ;
quel que soit le point fermé y de H, u-l(y) est donc propre sur “(y). D'apri
(EGA IV 9.6.1), l'ensemble des vy € H tels que u_l(y) ne soit pas propre sut.
k(y) est localement constructible;puisqu'il ne contient aucun point fermé,
il est vide (EGA IV 10.1.2). Considérons alors le point générique de HC,

D'aprés (EGA IV 8.10.5) utilisé suivant la méthode 8.1.2 b), il existe un
ouvert non vide V de H® tel que la restriction de u au-dessus de 1'ouvert ?
soit propre. Il est clair alors que les g. V (g€6(k)) forment un recouvre-
ment ouvert de H tel que, pour tout g€ G(k), la restriction de u au-dessus
de l'ouvert g.V soit propre ; on en déduit que u est propre (EGA IV 2.4.3

(wii)).

Corollaire 1.4.1. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupesj

localement de type fini, u : @ — H un morphisme de A-groupes., Les assertiol

suivantes sont équivalentes :

(i) u est localement quasi-fini,

(ii) u est quasi-fini en un point,

(iii) Ker u est discret,

(iv) la restriction de u & chaque composante connexe de C est finie.
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mmposante connexe de G ;

puisque G~ est de type fini sur A (VIA 2.4,1) et

fntrer que u” est universellement fermé nous pouvons donc supposer que

somme d'un nombre fini de composantes connexes de G—@AE. Soit alors g

L . . ., 0 o] T e -
point fermé de G*, si u” : G —> H est la restriction de u & G ,» On a
' o < g . . ;
= ru(g-l) ou o© rg, ot ¥ désigne la translation & droite par g, et
o~ " i o
pOUT montrer que u” est propre, il suffit de montrer que u est propre.

» U est localement quasi-fini, donc la fibre Ker u est discréte

; TMOous avons vu que u” est de type fini, donc la fibre Ker u®
8t finie (EGA II 6.2.2),

. o
donc propre, et non vide ; donc u

est propre
» donc fini (EGA III 4.4.2) puisqu'il est quasi-fini.

=0rollaire 1.4.2

Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes
Ocalement de type fini, u

{: G — H un morphisme quasi-compact de A-groupes.
Lﬂiﬁﬁgﬁg}ions suivantes sont équivalentes
(1)

U est une immersion fermée,

1) U est un monomorphisme,
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(iii) Ker u est isomorphe au k-groupe unité,

En particulier, tout sous-préschéma en groupes de H est fermé,

Il est clair que (i) entraine (ii), et, si 1'on considare les
foncteurs que représentent respectivement G et H, il est immédiat que les
conditions (ii) et (iii) sont équivalentes. Enfin, si Ker u est le k—grouPQ;
unité, Ker u est une fibre propre et non vide, donc (1.4), u est un mono-
morphisme propre, et de présentation finie puisque H est localement noethé;;

rien (EGA IV 6.1), donc est une immersion fermée (EGA IV 8.11.5).

Le derni2re assertion résulte de ce que, puisque H est localement!

noethérien, toute immersion G —> H est quasi-compacte (EGA I 6.6.4).

Contre-exemple 1.4.3. Soient k un corps de caractéristique 0, G le k-grouk

constant £ et H le k-groupe Ga. Soit u : G —> H un morphisme de k-groupesy

Si u # 0, Ker u = 0, mais u n'est pas une immersion fermée (1.2.2).

Nous utiliserons plus loin les deux résultats suivants qui auraig

did figurer dans 1'Exposé VIA :

Lemme 1.5. Soient k un corps et G un k-groupe localement de type fini.

composante irréductible de G a méme dimension que G, autrement dit, quel

soit g € G, on a dimgG = dim G.

Les deux assertions sont équivalentes (EGA IV 10.6.3 et 10.7.1)4
Soit G” une composante irréductible de G. Alors si k désigne la cldture
algébrique de k, G”&ki est réunion de composantes irréductibles de G%j;;:
(EGA IV 4.4.1) ; on est donc ramené au cas ol k est algébriquement closji

(EGA IV 4.1.4). Dams le cas, G" se déduit de G° par translation, donc

dim G*=dim G° = dim G.
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.6. Soient S un préschéma de caractéristique zéro, G un S- pré-

groupes localement de présentation finie le long de la section unité

gsque G soit lisse sur S le long de la section unité, il faut et il

1

& . -Module W e® (0}

S .G/S = GISJ’ (appelé Module conormal & la section

, Soit localement libre.

Rappelons qu'un préschéma S est dit de caractéristique zéro si pour

i point fermé x de S, le corps #(x) est de caractéristique zéro.

Rappelons aussi (II 4.11) que, si TT désigne le morphisme structural

S, on a ol

= T (1
‘Gis (

Ya/s

1
est localement libre, ou que le G&—Module QGKS est localement

), si bien qu'il revient au méme de dire que le

(23

f:dule mGKS

E La proposition est alors une conséquence immédiate de (EGA IV

W2.2 et 17.12.5).

En effet, il est alors clair que le k-module W est localement

G/k

_0- Dans tout ce qui suit, S désignera un préschéma quelconque ; un S-présché-

€n groupes sera appelé un S-groupe G, Etant donné un S-groupe G, nous

FD“WODS T ou —F le morphisme structural G —> S, £ la section unité, c la

Symétrie et U le morphisme de multiplication GX_.G — G.

o
be

Etant donnéeune propriété P(u) pour un morphisme de S-préschémas
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u : X —> ¥, nous dirons que IP(u) est stable par changement de base $i, chas

fois que u vérifie P(u), il en est de méme du morphisme Yegrys quel que Sﬂibi

le S-morphisme Y' —> ¥. On dit que TP(u) est de nature locale pour la tg 0_‘

— -9po;

logie T (cf. IV 4 et 6) si P(u) vérifie les deux conditions suivantes

a) P(u) est stable par changement de base,
b) chaque fois qu'il existe une famille de S-morphisme Yi —> Y couvrante

pour la topologie T et telle que chacun des morphismes Uy ) vérifie P(u),
i
alors u vérifie P(u).

Proposition 2.1. Soit PP(u) une propriété pour un morphisme de S-préschémas;,

Supposons que IP(u) soit de nature locale pour la topologie fidelement platel

quasi-compacte. Scient G et H deux S-groupes et u s G —> H un morphisme de

S-groupes. Supposons G plat et universellement ouvert sur S. Soit W le plusi

grand ouvert de H au-dessus duquel u vérifie la propriété P(u) et soit

V= u-l(w). Alors il existe un ouvert U de S tel que V soit un sous-préschél

en _groupes ouvert de G|U.

L'existence d'un plus grand ouvert W de H au-dessus duquel u véri]
P(u) résulte de ce que P(u) est de nature locale pour la topologie de Zaridk
Puisque 77, est universellement ouvert, "C(V) est un ouvert U de 5. Il suffll

G

de montrer que V est un sous-préschéma en groupes de G|U. Nous pouvons donf

supposer que U = 5.

Posons alors G' = GXSV, H' = HxSV, V' = VxSV, W' = NXSU et
u' = Uryy 3 soitwi le plus grand ouvert de H' au-dessus duquel u' vérifiell
P(u) ; puisque V est plat et universellement ouvert sur S, il en est de
méme de H' sur H, et le lemme 2.1.1 ci-dessous montre que W! = W', chsidéb

1
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1'automorphisme de V-préschémas a (resp. b) de G' (resp. H'), trans-

:-. 2 droite par le symétrique de la section diagonale & (resp. par le sy-

frique de u(8)), défini par a(g,v) = (g.v_l,v) (resp. b(h,v) h. u(v_l),v)),

™

\1s que soient le morphisme T —> S, g € G(T), v € V(T) et h € H(T). Il
fclair que u' o a = b o u', ce qui mentre que W' est stable par b, donc

V' est stable par a, si bien que V est un sous-préschéma en groupes de G.

2.1.1. Soit P(u) une propriété pour un S-morphisme u. Supposons P(u)

ature locale pour la topologie fpge, Soit f : X —> ¥ un S-morphisme de

@Bchémas, et soit g : Y' —> Y un S-morphisme plat et ouvert. Soit W (resp.

-ie plus grand ouvert de Y (resp. Y') au-dessus duquel f (resp. f' = f(Y'))
fifie P(u). Alors W; = Wx,Y'.
. Posons W' = waY' ; puisque P(u) est stable par changement de base,
-1
L i t L g t = U = i -
est clair que W' < wl, Posons wl g(wl), Vl f (‘.JI} et V V. X Wl :

1 11\.1

ilest clair que Vi = f‘"l(Wi). Puisque g est plat et ouvert, le morphisme

Wl déduit de g est fidilement plat et ouvert, donc couvrant pour 1la

l'en est de meme du morphisme V. —> W. déduit de f, donc wl < W, et

1 1 i
X (wl) (o g_l(h‘) = W' ; donc W' = wl', cqfd,
que 2.1.2. Un grand nombre de propriétés pour un morphisme sont de

I:lture locale pour la topologie fpgc (cf. EGA IV 2.6 et 2.7) ; citons celles

'
d'etre plat, lisse, non ramifié, étale (EGA IV 17.7.3), localement quasi-fini.

v,

La démonstration de 2,1 n'utilise en fait que des changements de
g

base Par des morphismes plats ; la proposition s'appliquera donc & une pro-
P P : prop pp P

-ond- .
Pri€ee Veérifiant la condition b) de 2.0 relativement 2 la topologie fpge, et

L] "
tableg par changements de base par des morphismes plats (exemple : celle
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d'étre quasi-compact et dominant).

Bien entendu, on peut énoncer une proposition analogue concernanpg
les propriétés de nature locale pour une topologie T plus fine que la topoeil
logie de Zariski, la condition & vérifier sur G étant alors que T soit uni,

versellement ouvert et couvrant pour la topologie T .

En particulier, si G est plat et localement de présentation finiel
sur S, on a un énoncé analogue pour les propriétés stables par changements
de base par des morphismes plats et localement de présentation finie, et
vérifiant la condition b) de 2.0 relativement & la topologie fpqc (par

exemple, celles d'étre régulier, réduit, de Cohen-Macaulay, etc... (ECA

IV 6.8)).

Proposition 2.2. Soient G et H deux S-groupes et u : G —> H un morphisma

de S-groupes. Alors :

(i) Supposons G ou H plat sur S, et G ou H localement de présentation £

sur 5, alors le plus grand ouvert V de G tel que la restriction de4

V soit plate et localement de présentation finie (resp. lisse, resp

étale) est un sous-préschéma en groupes ouvert de GIU, ol U désigne

un ouvert convenable de S,

(ii) Supposons G ou H universellement ouvert sur S, alors le plus grand

ouvert V de G tel que la restriction de u a2 V soit universellement 2

ouverte est un sous-préschéma en groupes ouvert de G|U, oli U est ul

ouvert convenable de S.

Montrons d'abord (i). Montrons que la restriction 7 de T, 2
\{i‘

est plate et localement de présentation finie :
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e de M, » comme composé de la restriction de u & V et de Ty -

Donc, dans les quatre cas envisagés dans 1'énoncé, T, est plat et

v

lement de présentation finie, donc universellement ouvert (EGA IV 2.4.6).
p = ﬂv(v) ; U est donc un ouvert de S. Il suffit alors de montrer que

fﬁ un sous-préschéma en groupes ouvert de GlU ; nous pouvons donc supposer

Posons alors G' = GXSV, H' = HXSV, v' = VKSV et u' = Uiy - Alors

:?.t plat et localement de présentation finie sur S , il en est de méme
B' sur H. D'aprés EGA IV 17.7.4, V' est alors le plus grand ouvert de G'
i#que la restriction de u' & V' soit plate et localement de présentation
nie (resp. lisse, resp. étale). Les automorphismes a et b étant définis
dans la démonstration de 2.1, il est alors clair que V' est stable
8, donc que V est un sous-préschéma en groupes de G.

Montrons (ii). La restriction T, de Mo @ V est un morphisme uni-

‘Wifsellement ouvert, soit parce qu'il en est de méme de TT soit comme com-

G)
2 de la restriction de u 2 V et de ﬁH dans le cas oi Ty est universellement

rt. Posons U = "v(v) ; U est alors un ouvert de S. Il suffit de montrer
V est un sous-préschéma en groupes ouvert de G|U. Nous pouvons donc
Wfl-aser que U = S,

—— Posons comme précédemment G' = stv, H' = Hxsv, v = VXSV et

(v)- Alors My + V== 5 est surjectif et universellement ouvert, il

L
W=,

est de meme de G' —> G, si bien que V' est le plus grand ouvert de G'
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tel que la restriction de u' & V' soit universellement ouverte, en vert

de (EGA IV 14.3.4) et (ii). Les automorphismes a et b &tant définis Comme

précédemment, il est alors clair que V' est stable par a, donc que V est

un sous-préschéma en groupes de G,

Corollaire 2.3. Soit G un S-groupe. Le plus grand ouvert V de G tel que

V soit plat et localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale,

resp. universellement ouvert) sur S est un sous-préschéma en groupes DuverL

de G|U, ot U désigne un ouvert convenable de §.

I1 suffit d'appliquer 2.2 au cas ot H est le S-groupe unité et of
u est 1'unique morphisme de S-groupesG —> H, car alors FH est un morphism

T, =T
et IG H o u.

Corollaire 2.4. Soit G un S-groupe : supposons qu'il existe un voisinagey

de la section unité tel que X soit plat et localement de présentation fini

(resp. lisse, resp. étale, resp. universellement ouvert) sur S X

il existe

alors un sous-préschéma en groupes ouvert V de G tel que V soit plat et

localement de présentation finie (resp. lisse, resp. é€tale, resp. universe

lement ouvert) sur S.

I1 suffit d'appliquer 2.3 en remarquant qu'ici avec les notation

de 2.2, on a €(8) © V, donc U = 8.

Proposition 2.5. Soit u : ¢ — H un morphisme de S-groupes.

(i) Supposons que G soit plat et de présentation finie sur S aux points

sa section unité, et que H soit de présentation finie sur S aux points dezS

section unité. Alors 1'ensemble U des points s € S tels que u_ soit plat,

(resp. lisse, resp. étale) est ouvert dans S.

345



333

S§i, en particulier, on suppose G plat sur S, et G et H localement

— -

?,sentation finie sur S, alors 1'ensemble V des points de G ol u est

resp. lisse, resp. étale) est égal a G|uU.

posons que u soit localement de présentation finie (resp. localement

e fini) aux points de la section unité de G, et que, pour tout s € §,

=

“fini sur § aux points de la section unité (1.3.1.1)). Alors, 1'ensemble

s € 5§ tels que u_ soit non ramifié (resp. localement quasi-fini) est

Si on suppose de plus que u est localement de présentation finie

#p. localement de type fini), alors 1'ensemble V des points de G ol u

fnon ramifié (resp. quasi-fini) est &gal & G1U.

Montrons (i). Notons d'abord (1.3.1.1) que, pour tout s £ §, G,
fiocalement de type fini sur %(s). Soit Y l'ensemble des points de H oh
pst de présentation finie, et soit X 1'ensemble des points de u_l(Y) ot
st plat et de présentation finie. Rappelons (EGA IV 1.4.2 et 11.3.1)
M8 X (resp. Y) est ouvert dans C (resp. H). Soit u, : X —> Y le morphisme
'¥uit de u. Puisque Y (resp. X) contient la section unité de H(resp. G),
t;estriction TX de "G a2 X est surjective, et le morphisme S —> X déduit
¢ €St une S-section de X. Soit VK l'ensemble des points de X on u, est

Pt (resp. lisse, resp. étale). Soit x € X et posons s = T_(x) ; alors

$®pr2s (EGA IV 11.3.10), (resp. 11.3.10 et 17.5.1, resp. 11.3.10 et 17.6.1),

(=9
1]

\

#ppartient i Vy si et seulement si u, est plat (resp. lisse, resp. étale)
W point ¥, ou, ce qui revient au méme (1.3), si et seulement si u, est

“'t{r&Sp. lisse, resp. étale). Par conséquent on a U = ¢_ (V.)
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v, = *;I(U)A Rappelons (EGA IV 11.3.1 (resp. 17.3.7)) que UK est ouvert dap,

X, donc dans G, si bien que U est ouvert dans S,
La seconde assertion résulte de ce qu'on vient de wvoir, car alorgi

¥

X =G, Y=H, Vg =V, donc V = -"éliu).
le fait que pour qu'un S-morphisme u : X —> Y localement de présentation ?{
finie (resp. localement de type fini) soit non ramifié (resp. quasi-fini)

en un point x € X, il faut et il suffit que, si s désigne la projection deg

sur 5, u_ soit non ramifié (resp. quasi-fini) au point x (EGA IV 17.4.2 et}

20).
Erro.; 0)
Corollaire 2.6. Soit u : G —> H un morphisme de S-groupes qui soit un mor

phisme radiciel (ce qui est le cas si u est un monomorphisme (EGA I 3.5.¢i

On _suppose G et H localement de présentation finie sur § et G plat sur S.f

P

Alors 1'ensemble U des s € S tels que u_ Soit une immersion ouverte est

ouvert dans S, et la restriction de u au-dessus de U est une immersion ou

D'aprés (2.5 (1)), 1l'ensemble U' des points s € S tels que u
étale est ouvert dans S, Puisque u est radiciel, il en est de méme de U
quel que soit s € 5§, donc d'aprés (EGA IV 17.9.1), U = U', ce qui montre
U est ouvert. Enfin, d'aprés (2.5 (i)), la restriction de u au-dessus de
est étale ; puisque u est radiciel, cette restriction est une immersion

ouverte (EGA IV 17.9.1).

Proposition 2,7, Soit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont équiwi

lentes :

(i) G est non ramifié sur S aux points de la section unité,

(ii) 1la section unité est une immersion ouverte,

(iii) G est de présentation finie sur S aux points de la section unité, .
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que soit s € S, G, est non ramifié sur wis).

L'équivalence des assertions (i) et (ii) résulte du lemme plus

-Ei-ral (2.7.1) ci-dessous. Remarquons (1.3.1.1) que 1'une ou 1l'autre des
aditions (i) ou (iii) entraine que, quel que soit s € S, G_ est localement
iiype fini sur #(s). Alors (EGA IV 17.4.1), l'assertion (i) équivaut au

'; que, quel que soit s € §, G, est non ramifié sur #(s) au point e, unité

g» Ou encore (1.3.1), au fait que G, est non ramifié sur #(s), done les

entation finie sur S, les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes

IV 17.4.1).

80it une immersion ouverte.

On sait déja que la condition est nécessaire (EGA IV 17.4.1

ue F:::jb")). Réciproquement, si € est une immersion ouverte, alors la

kS
Testriction & €(S) du morphisme structural C —> S est un isomorphisme, donc

Cest non ramifié sur S aux points de £(S).

Lorollaire 2.8. Soit u : G —> H un morphisme de S-groupes. Supposons que

380it localement de présentation finie (resp. localement de type fini) et

Y€ pour tout s € 5, Cs soit localement de type fini sur u(s). Les conditions

348



suivantes sont équivalentes

(i) U est non ramifié (resp. localement quasi-fini),

(ii) quel que soit s € S, b, e = H, est non ramifié, (resp. locale. i

ment quasi-fini),

(iii) Ker u est non ramifié (resp. localement quasi-fini) sur 3,

(iv) la section unité S —> Ker u est une immersion ouverte (resp. les

_—

fibres de Ker u sont discrétes).

Il est clair que les assertions (i) et (i)) sont €quivalentes
(EGA IV 17.4.1) (resp. ErrIIIEO). Le rappel (2.8.1) ci-dessous montre que §

(i) entratne (iii). De plus, (iii) entraine que, quel que soit s € §, si

-1
u

e_ désigne 1'élément unité de HS,(Ker u)5 = Ker u_ = L

s (e ) est non ramiff

(resp. localement quasi-fini) sur k(s), donc (puisque k(s)== kfes)) que
est non ramifié (resp. quasi-fini) au point unité de Gs, donc que u_ est
non ramifié (resp. localement quasi-fini) (1.3). Donc (iii) entraine (i1) g

Enfin, les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes e e 5

Rappel 2.8.1. Rappelons (I) qu'étant donné un morphisme u : G — H de
S-groupes, on appelle noyvau de u, et on note Ker u le sous-foncteur en groy

de G défini en posant, quel que soit le morphisme £ : T —> §

Ker u (T) = {a€ 6(T) / uo a= EH o £}

I1 est clair (EGA I 4.4.1) que ce foncteur est représentable par le S-grotiy
-1

Gx,S = u (EH(S}), noté simplement Ker u. En particulier, le morphisme StE

tural Ker u —> S se déduit de u par changement de base.

Lemme 2.9, Soit 7™ : G —> S un morphisme admettant une S-section €.
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T est injectif, il est entier (i),

T est localement de type fini, et si, pour tout s

M
w

est un

somorphisme, alors T est un isomorphisme (¥%),

Remarquons tout d'abord, que d'aprés le lemme (2.9.1) ci-dessous,
ftant un homéomorphisme, est un morphisme affine,

- Si 7 est injectif, ¢ est surjectif, Puisque € est une immersion
,ﬂéctive, €(S) est isomorphe au sous-préschéma fermé de G défini par un
Widsal Jde Gk- Puisque € est une S-section du morphisme T, on a une

fomposition en somme directe : O = o, © d de © -Modules. Puisque J est

Nilidéal de 6%, J est évidemment entier sur Gb, donc Ok est entier sur

et T est entier,

Supposons maintenant que T soit localement de type fini. Alors
8t localement de présentation finie (EGA