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Avant-propos

Cet ouvrage se propose de donner un exposé systématique des
fondements de la Géométrie algébrique. Il est maintenant admis que
pour obtenir une théorie susceptible d’applications aussi larges que
possible, il convient de donner a la Géométrie algébrique toute la
souplesse et la généralité désirables, en la faisant reposer sur la notion
de schéma: nous avons essayé, dans I'Introduction, de décrire rapidement
I’évolution qui a abouti 4 cette notion.

A titre informatif, nous donnons ci-dessous le plan général prévu
pour le Traité:

Chapitre 1. Le langage des schémas.

Chapitre  1I. Etude globale élémentaire de quelques classes de mor-
phismes.

Chapitre III. Cohomologie des faisceaux algébriques cohérents. Appli-
cations.

Chapitre IV. Etude locale des schémas et des morphismes de schémas.

Chapitre V. Compléments sur les morphismes projectifs.

Chapitre V1. Techniques de construction de schémas.

Chapitre VII. Schémas en groupes, espaces fibrés principaux.

Chapitre VIII. Le schéma de Picard.

Chapitre IX. Le groupe fondamental.

Chapitre  X. Résidus et dualité.

Chapitre XI. Théorie d’intersection, classes de Chern, théoréme de
Riemann-Roch.

Chapitre XII. Cohomologie étale des schémas.

Les chapitres I, I et III jouent un role central dans tout le Traité
et sont indispensables pour la lecture de tous les travaux de Géométrie
algébrique fondés sur la théorie des schémas; les chapitres suivants
(surtout a partir du chap. VII) traitent de questions plus spéciales. Mais
il convient de souligner que ce Traité n’a pas de prétentions encyclo-
pédiques et passe sous silence de nombreuses questions de Géométrie
algébrique, sans tenir compte de leur importance historique ou du
nombre de travaux quelles suscitent aujourd’hui. Le lecteur déja au



2 Avant-propos

courant de la Géométrie algébrique classique pourra pallier cet in-
convénient en consultant un des ouvrages [3], [7], [11], [12], [13], [16],
[17] de la Bibliographie, ou il pourra se familiariser avec Paspect que
prennent certains problémes classiques lorsqu’on les envisage dans
I'optique de la théorie des schémias.

Il n'est guére possible d’aborder la lecture de ce Traité sans avoir
une bonne connaissance des sujets suivants:

a) L’Algébre commutative, telle qu’elle est exposée par exemple dans
les Eléments de N. Bourbaki [1].

b) L'Algébre homologique, pour laquelle nous renvoyons a Cartan-
Eilenberg [2], (cit¢ (M)), Godement [5] (cité (G)), MacLane [9], ainsi
qu’a l'article [6] de A. Grothendieck (cité (T)).

¢) La Théorie des faisceaux, ou nos principales références seront (G)
et (T).

d) Enfin, il sera utile au lecteur d’avoir une certaine familiarité avec
le langage fonctoriel, qui sera constamment employé dans ce Traité et
pour lequel le lecteur pourra consulter (T) et [10], ainsi que [SGA 47, I
et [SGA 3], I et IV. .

Pour la commodité du lecteur, nous donnons dans un «Chapitre O»
(publié en plusieurs parties jointes aux autres chapitres) des com-
pléments divers d’Algébre commutative, d’Algébre homologique, de
Théorie des faisceaux, utilisés au cours du Traité, qui sont plus ou moins
bien connus, mais pour lesquels il n’a pas été possible de donner des
références commodes. Il est recommandé au lecteur de ne se reporter au
chapitre 0 qu’en cours de lecture du Traité proprement dit, et dans la
mesure ou les résultats auxquels nous nous référons ne lui sont pas
suffisamment familiers.

Les références seront données suivant le systéme décimal; par exem-
ple, dans III, 4.9.3, le chiffre IIT indique le chapitre, le chiffre 4 le para-
graphe, le chiffre 9 la section du paragraphe. A lintérieur du méme
chapitre, on supprimera la mention du chapitre. Le chiffre Oy référe a
la partie du chapitre O jointe au chapitre N.

I1 est parfois utile de grouper des résultats dans un méme paragraphe
alors que certains ne peuvent &tre démontrés qu’en faisant appel a des
propositions prouvées ultérieurement dans le texte; ces résultats seront
toujours placés entre astérisques: * ... , et le lecteur pourra dans chaque
cas vérifier qu’il n'y a pas de cercle vicieux, ces résultats n’étant jamais
utilisés pour prouver les propositions sur lesquelles ils reposent. Quant
aux exemples, nous ne nous astreignons pas a n’y utiliser que les proposi-
tions prouvées antérieurement dans le texte.

Les passages imprimés en petits caractéres peuvent &tre omis en
premiére lecture; de méme que pour le Chapitre 0, il est conseillé de ne
se reporter a ces.passages qu’en cas de besoin.
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Les deux premiers chapitres du Traité constituent une réédition des
deux chapitres parus séparément dans Publ. Math. Inst. Hautes Et.
Scient., n° 4 (1960} et n° 8 (1961). Les principaux changements par
rapport a cette premiére édition consistent surtout en remaniements
de I'ordre des matiéres, notamment par incorporation a ces deux chapi-
tres de questions traitées d’abord (ou prévues) dans des chapitres ultéri-
eurs; signalons particuliérement I'introduction au chap. I, §9 des schémas
représentant certains foncteurs particuliérement importants dans les
applications, dont I'existence est établie par une méthode uniforme.

Signalons enfin, par rapport a la premiére édition, un changement
important de terminologie: le mot «schéma» désigne maintenant ce qui
était appelé «préschéma» dans la premiére édition, et les mots «schéma
séparé» ce qui était appelé «schéma». Le sens du mot «constructible»
a également changé: on désigne maintenant ainsi ce qui était appelé
«localement constructible» dans la premiére édition, et «globalement
constructible» a le sens qu’avait «constructible» dans la premiére édition.

Les références aux chapitres III et IV de la premiére édition sont
données comme ci-dessus, mais en ajoutant une astérisque au chiffre
du chapitre.



Introduction

1. Nous nous proposons, dans cette Introduction, dessayer de
montrer (sans entrer dans les détails) comment le point de vue moderne,
en Géométrie algébrique, s’est dégagé de fagon assez naturelle de ’évolu-
tion des problémes fondamentaux posés par cette branche des mathé-
matiques. Pour la commodité de I'exposé, nous utiliserons le langage
de la Mathématique moderne, méme pour décrire des situations histori-
ques ou il est évident que le langage et la technique des auteurs con-
temporains étaient fort différents des conceptions actuelles.

2. On peut dire que l'origine historique et un des buts essentiels de
I’Algebre, depuis les Babyloniens, les Hindous et Diophante jusqu’a nos
jours, est I'étude des solutions de systémes d’équations polynomiales. Pour
préciser le probléme, nous considérons un anneau commutatif k ayant
un élément unité, et anneau

M P1=P=k[(Ti)iel]

des polyndmes par rapport a une famille arbitraire (T);,, d’indétermi-
nées, a coefficients dans k. Rappelons que pour toute famille #=(¢);,
d’éléments de k, il y a un k-homomorphisme et un seul de P dans k,
transformant 1’élément unité en élément unité et chacun des T; en
t; (iel): 'image d’un polynéme FeP par cet homomorphisme est notée
F(f). On définit ainsi, pour tout polynéme FeP, une «application
polyndme» t—>F(f) de k' dans k.

Cela étant, le probléme considéré consiste a se donner une famille
(F)je; de polynomes de P, et a chercher tous les systeémes t=(t)ek'
pour lesquels on a

2 F/(#)=0 pour tout jel.

On dit qu’un tel systéme t=(t;);,; est une solution du systéme d’équations
polynomiales

(3 F{(T)ie)=0 pour jel..



Introduction 5

Il y a lieu, pour ne pas s’embarrasser de restrictions génantes dans
certaines applications (et en particulier pour les développements qui
vont suivre) de ne faire aucune hypothése spéciale sur les ensembles
d’indices I et J; mais historiquement, ce sont les problémes ou I et J
sont finis qui ont été étudiés presque exclusivement pendant trés long-
temps.

3. A laspect purement «algébrique» du probléme précédent sest
ajouté, dés I'invention de ce qu'on a longtemps appelé la «Géométrie
analytique», un aspect géométrique d’un grand intérét, tout d’abord
pour k=R et I réduit a 2 ou 3 éléments, ou les ensembles de solutions
de certains systémes (3) se trouvaient étre des «courbes» ou «surfaces»
étudiées depuis ’Antiquité, comme par exemple les coniques ou les
quadriques. Depuis environ le milieu du XIX® siécle, on s’est peu & peu
habitué a employer un langage géométrique inspiré de celui de la géo-
métrie élémentaire, lorsque k est un anneau quelconque et I un ensemble
d’indices quelconque; C’est ainsi que k' est souvent appelé un «espace
affine» sur k et ses éléments £=(t,);.; des «points».

4. Les premiéres questions naturelles que 'on se pose dans I'étude du
systéme d’équations (3) concernent 1'ensemble de ses solutions dans k':
cet ensemble est-il vide ou non? Est-il fini ou non? S’il est fini, peut-on
donner une estimation du nombre des solutions? S’il est infini, peut-on
donner des estimations asymptotiques du nombre de solutions satisfai-
sant a des inégalités supplémentaires ou figurent des paramétres, lorsque
ces parameétres tendent vers certaines limites? Etc. On peut qualifier ce
point de vue «naif» de point de vue arithmétique (en un sens tres large),
parce que la nature «arithmétique» de ’anneau k y joue un role essentiel:
les méthodes et les résultats seront trés différents suivant que k est un
corps, ou un anneau tel que Z (par exemple), ou 'anneau des entiers
d’un corps de nombres algébriques. De méme, si k est un corps, les
résultats différeront beaucoup suivant que k est un corps de nombres
algébriques, ou un corps fini, ou un corps algébriquement clos (par
exemple le corps C), ou le corps R des nombres réels («géométrie algé-
brique réelle»).

5. Ceest précisément I’étude des courbes et surfaces algébriques dans
le domaine réel qui allait conduire 4 un point de vue différent: des le
début du XVIII® siécle, et systématiquement a partir de Monge et de
Poncelet, on associe a un systéme (3) a coefficients réels le méme sys-
téme dont on ne cherche plus seulement les solutions dans R', mais
bien dans I'espace complexe correspondant C!, utilisant le fait que R
est un sous-corps de C. Cette idée se montra trés féconde, du fait que
les propriétés des €tres algébriques étudiés se simplifiaient considérable-
ment par cette «extension» du corps de base; en fait on peut méme
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dire que cette «extension» réussit en un certain sens trop bien, car
I'avantage additionnel de disposer, sur le corps C, de la puissante théorie
des fonctions analytiques, fut cause que pendant tout le XIX® siécle,
on cessa pratiquement de considérer d’autres systémes (3) que ceux a
coefficients complexes (ou dans des sous-corps de C tels que les corps
de nombres algébriques); ce qui conduisit a perdre de vue pendant
longtemps I'idée fondamentale du «changement du corps de base»
sous sa forme générale (la seule exception concerne la théorie des con-
gruences, ou I'idée de chercher des «solutions imaginaires» conduisit 4
la théorie des corps finis (Gauss, Galois) et a leur utilisation dans la
théorie des groupes linéaires (Jordan, Dickson)).

6. Cest seulement a partir de 1940, avec la Géométrie algébrique
«abstraite» (c’est-a-dire sur un corps de base k quelconque, pouvant
étre de caractéristique s~ 0) développée surtout par Weil, Chevalley et
Zariski, que I'idée du changement de base prend de 'importance dans
un contexte plus général: il est en effet fréquemment nécessaire de passer
par exemple a une cldture algébrique de k, ou (lorsque k est un corps
valué) a la complétion de k. Toutefois, il n’y a pas d’étude systématique
de cette opération chez Chevalley ni Zariski; tandis que chez Weil,
qui l'utilise dans bien d’autres occasions, sa généralité est quelque peu
masquée par le parti pris de se restreindre une fois pour toutes a n’en-
visager que des sous-corps d’'un corps algébriquement clos «assez
grand» (le «corps universel»), restant donc en apparence assez proche
du point de vue classique ou le corps C tenait ce rble. Ce n’est que plus
récemment, d’abord chez E. Kéhler [8], puis dans la premiére édition
du présent Traité, que l'utilité d’admettre des «extensions» k' de k qui
soient des k-algébres (commutatives) arbitraires (méme lorsque k est un
corps) a été reconnue et que de tels changements de base arbitraires
sont devenus un des procédés les plus importants sans doute de la
Géométrie algébrique moderne; si bien qu'on peut opposer au point
de vue «arithmétique» décrit plus haut le point de vue qu’on peut
qualifier de proprement «géométrique»: on y fait abstraction des
propriétés spéciales aux solutions du systéme (3) dans ’espace particulier
k! &0l Ton est parti, pour considérer, pour chaque k-algébre k', l'en-
semble des solutions de (3) dans k’, et la fagon dont cet ensemble varie
avec k'; on recherchera en particulier les propriétés du systéme d’équa-
tions (3) qui restent invariantes lorsque k' varie (ou, comme nous dirons
encore, qui sont «stables par changement de base»).

7. L’idée de «variation» de 'anneau de base que nous venons d’intro-
duire s’exprime mathématiquement sans peine grace au langage fonc-
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toriel (dont I'absence explique sans doute la timidité des tentatives
antérieures). On peut dire en effet que 'on a un foncteur covariant

@) B K~ k!

de la catégorie des k-algébres dans celle des ensembles, ce foncteur
faisant correspondre a tout k-homomorphisme ¢: k'—k” lI'application
o' K'-Kk"'; on dit encore que (4) est le foncteur «espace affine-type de
dimension I sur k». Si S désigne la famille (F)),.; de polynémes con-
sidérée au n°2, notons Vs(k') la partie de k" formée des solutions du
systéme (3); on dit encore que ces solutions sont les «points 4 valeurs
dans k'» de la «variété sur k» définie par le systéme (3). Il est immédiat
que

(5 Vs: k' = V(K

est un sous-foncteur du foncteur E' ('image de Vs(k') par ¢' étant con-
tenue dans V5(k")). On pose donc en principe que l'étude du systéme
d’équations (3) du point de vue de la Géométrie algébrique est l'étude du
foncteur Vg (de la catégorie des k-algébres dans celle des ensembles).

Cette étude comporte deux aspects: tout d’abord I’étude du foncteur
k'~ V5(k), indépendamment de la fagon dont il est réalis¢ comme sous-
foncteur d’un foncteur «espace affine-type» convenable; ensuite, le cas
échéant, I’étude des propriétés d’un plongement Vs(k')— k', Dans la
plupart des problémes qu'on se pose d’ordinaire en Géométrie algé-
brique, ce deuxiéme aspect est entiérement accessoire: seules importent
les propriétés intrinseques du foncteur Vg, indépendamment de l'immersion
affine particuliére

(6) Vs(k') — k'

Par suite, on est justifié de regarder deux familles S;,S, de polyndmes
(par rapport a deux familles d’indéterminées éventuellement distinctes,
il importe peu) comme essentiellement équivalentes, si les foncteurs cor-
respondants Vg, et Vg, sont isomorphes.

8. Nous allons préciser la structure du foncteur (5); partons de
l'observation que ce foncteur ne change pas quand on ajoute aux équa-
tions données (3) toutes les équations de la forme F=0, ou F est de la
forme

Jjel
les A; étant des polyndmes de l'algébre k[(T),], nuls sauf pour un

nombre fini d’indices; I'ensemble de ces polynémes F n’est autre que
Vidéal 3 de l'algébre P, engendré par la famille (F);;. On peut donc
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toujours, pour I'étude des foncteurs Vg, se ramener au cas des foncteurs
de la forme Vg, ou J est un idéal de P,.(})
Introduisons maintenant la k-algébre quotient

8) As=P/3
et notons que l'on a une bijection fonctoriell¢ en k'
(9) kll = Homk-alg.(Pl’ kl)

associant 4 tout point t=(t,) de k' ’homomorphisme F — F(f). Par
cette bijection, V5(k') correspond a I'ensemble des homomorphismes de
k-algébres P,—k’ qui sont nuls dans J, ou encore a I'ensemble des homo-
morphismes de k-algeébres de A5 dans k’. Autrement dit, on obtient par
restriction de (9) un isomorphisme de foncteurs en &’

(10) V5 (k) 5 Homyyy(Ag, k).

En outre, par les bijections (9) et (10), le plongement canonique (6) n’est
autre que linjection Homy.,y (Ag, k') = Homy.,y (Py,k'), correspondant
a 'homomorphisme canonique surjectif

(11) . Po Ag=P/3.

Si on tient compte du fait que toute k-algébre commutative A peut
s’écrire sous la forme P;/J pour I et J convenables, on voit donc qu’a
isomorphisme prés, les foncteurs Vg sont exactement les foncteurs repré-
sentables

(12) VA . k’ e d Homk_alg_(A, k’) .

Un plongement V,— E' d’un tel foncteur (pour un ensemble d’indices
I convenable) est une application injective fonctorielle en k'

Va(k) = k1,
Or, si 'on a une application fonctorielle en k'
(13) Homk-alg.(A’ kl) g Homk-alg.(Pl’ k’),

(!) Cela montre que, méme lorsque I'ensemble I des indéterminées est fini et
que k est un corps, il n’y a pas lieu de se borner & des systémes d’équations finis,
puisque les systémes «les plus naturels» sont ceux dont ensemble d’indices est un
idéal de P (ensemble qui est rarement fini!). Bien que, lorsque k est un corps et
que [ est fini, tout idéal J de P=k[(Ty,,] puisse &tre engendré par un nombre
fini d’éléments («théoréme de la base» de Hilbert), donc que les deux définitions
possibles du foncteur (5) (par un systéme S fini, ou par un idéal de P) coincident,
il n’en reste pas moins que la restriction de finitude est a priori artificielle, et techni-
quement génante.
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en y faisant k'=A, il correspond par (13) 4 l'identité 1, de A un k-ho-
momorphisme

(14) n: P,—A

et, par fonctorialité, ’application (13) n’est autre que wu—>uon. Lorsque
I’homomorphisme m est surjectif, Papplication (13) est donc injective
(la réciproque étant inexacte); on se borne d’ordinaire aux plongements
V,— E' obtenus comme (6) & l'aide d’un homomorphisme = surjectif.
Se donner un tel homomorphisme équivaut d’ailleurs a se donner les
images des T, par cet homomorphisme, c’est-a-dire un systéme généra-
teur (t;);, de la k-algébre A, ayant I pour ensemble d’indices.

9. Ces considérations montrent (compte tenu des propriétés élémen-
taires des foncteurs représentables (voir (0,1))) que la catégorie des
foncteurs

k-alg — Ens

associés 4 des systémes d’équations (3) (autrement dit de la forme V)
est équivalente o la catégorie opposée de la catégorie des k-algébres
k-alg, en associant 3 toute k-algébre A le foncteur V, défini dans (12)
(qui dépend de A de fagon contravariante). On peut donc dire que
l’étude des foncteurs Vi indépendamment des immersions (6), étude -que
nous avons présentée comme étant le but initial de la Géométrie algé-
brique sur k, équivaut trés exactement a I'étude des k-algébres quel-
conques A. Dans cette correspondance A «»V,, aux k-algébres A de
type fini correspondent les sous-foncteurs de foncteurs «espaces affines-
types E! de rang fini», C’est-a-dire pour lesquels I est fini. Si I'on s’était
donc (& tort) borné 4 des familles finies d’indéterminées dans (3), cela
aurait eu pour conséquence de nous restreindre a I’étude des k-algeébres
de type fini exclusivement.

D’autre part, I'étude des foncteurs de la forme Vg munis de leur
immersion (6), revient a I'étude des k-algébres A munis d’un systéme de
générateurs (t;),;, ou, de fagon équivalente, & I’étude des idéaux dans
des anneaux de polyndmes P,. On voit en particulier, pour I fixé, que
la correspondance

I~ Vs

d’idéaux de P; a sous-foncteurs de E' de la forme Vg, est injective: un
idéal 3 est connu quand on connait le sous-foncteur Vy de E' ensemble
des solutions du systéme d’équations (3) défini par 3, dans n’importe quelle
k-algébre k', en effet J est 'idéal des polyndmes F tels que la fonction
polyndme correspondante #— F(f) soit nulle dans Vy(k') pour toute
k-algébre k'. Ceci montre plus généralement que pour deux idéaux
3,3 de Py, on a I’équivalence

(15) [<=3J) = (V3= Vy).
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10. 11 y a lieu de bien noter la différence, fort importante pour la
question des fondements, entre ces résultats, liés a la considération de
k-algebres k' quelconques, et ce qui se passe lorsqu'on se borne a la
considération de k-algébres k' qui sont des corps, ou plus généralement
qui sont réduites (C’est-a-dire sans élément nilpotent # 0). De fagon
générale, soit C une sous-catégorie de k-alg formée d’algebres ré-
duites (par exemple la catégorie de toutes les algébres réduites, ou de
toutes les k-algébres qui sont des corps, ou la catégorie ayant un seul
objet qui est une algébre réduite, ou un corps); notons Vg . la restriction
de V5 a C. Il est immédiat que V5 ¢ n’est pas modifi¢ lorsqu’on remplace
le systéme d’équations F==0, ou F parcourt J, par le systéme d’¢qua-
tions F=0, ou F parcourt I’ensemble des polyndmes tels quil existe
une puissance F" convenable de F contenue dans J. L’ensemble de ces
polyndmes, image réciproque dans P, du nilradical de Ay=P/3, est
la racine t(3) de 3, et on a donc

(16) V3,¢ = Veg),c-

Comme il est possible que r(3)# 3,(') la correspondance J— V5
n’est plus injective en général. Toutefois, si J=1(J), et si C contient
les corps des fractions des k-algébres intégres quotients de Py, alors la
connaissance de Vg ¢ détermine complétement J. En effet, J=1(3J) est
I'intersection des idéaux premiers p de P, contenant J (Bourbaki, Alg.
comm.,chap. 11, § 2, n°6, prop. 13); pour tout polyndme FeP, non dans
3, il y @ donc un idéal premier p= 3 tel que Fé¢p, et si k' est le corps
des fractions de P/p, la fonction polyndme ¢~ F(f) dans k! n’est pas
identiquement nulle dans Vg(k'), puisque I'image de F dans Py/p (et a
fortiori dans Py/J) n’est pas nulle. On peut donc dire que, moyennant
I’hypothése précédente sur C, Uapplication J— Vg ¢, restreinte a Pen-
semble des idéaux égaux a leur racine, est injective. Plus généralement,
le m&me raisonnement montre que, sous la méme condition pour C,
on a I’équivalence

(17) (x(3) = 1IN & V3e2 Vg0 (O)

(*) 1 suffit de prendre P=k[X] et J engendré par X2; on a 1(J)=(X).

(3) Le célébre «Nullstellensatz» de Hilbert (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 3,
n° 3, prop. 2) montre que I'équivalence (17), et par suite 'injectivité de J+~> Vg ¢
sur 'ensemble des idéaux J égaux a leur racine, est encore vraie lorsque k est un
corps, que I est fini, et qu'on suppose seulement que C contient les extensions
finies de k (lorsque k est algébriquement clos, C peut donc étre réduite 4 k): en
effet, 1(J) est alors lintersection des idéaux maximaux m de P, contenant J, et
ceux-ci sont tels que P;/m soit une extension finie de k).
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11. On peut donc dire que la considération exclusive de k-algébres k'
réduites, comme anneaux de valeurs pour les coordonnées des solutions
d’un systéme d’équations polynomiales (3), revient & développer une Géo-
métrie algébrique dans laquelle on ne distingue pas entre un idéal J (d’une
algébre de polyndmes P,) et sa racine (3); ou, en termes de anneau
quotient A=P\/3, ou lon ne distingue pas entre une k-algébre A et le
quotient de A par son nilradical. V

Un tel point de vue, non seulement serait a priori artificiel, mais il
apparait aujourd’hui comme un fait bien établi par I'expérience qu’il
serait inadéquat pour exprimer un grand nombre de phénoménes im-
portants en Géométrie algébrique (plus particuliérement les phéno-
ménes de nature «infinitésimale»), et pour développer certaines tech-
niques essentielles (telles la technique de descente, ou celle du passage
de la Géométrie formelle a la Géométrie algébrique [7]). On verra
notamment apparaitre, au cours de notre Traité, le role technique trés
important des anneaux locaux artiniens, qui intuitivement représentent
des «voisinages infinitésimaux» de points sur des variétés algébriques.

12. Dans le point de vue classique de la Géométrie algébrique du
XIXe siécle, ol k=C et ou 'on ne fait pas «bouger» le corps de base,
lensemble V(k)= Vs(k) = k! est appelé la variété algébrique définie par
le systéme (3) et I'intérét se concentre sur ses propriétés géométriques
(sous-variétés, intersections avec d’autres variétés plongées dans le méme
espace affine k!, etc.). Nous allons voir que dans la Géométrie algébri-
que congue comme nous l'avons exposé au n°7, il est encore possible
d’associer au foncteur Vg (ou V, (équation (12))) que l'on étudie un
objet «géométrique» bien déterminé, qui tient lieu de la notion classique
de «variété algébrique» et la généralise. Comme nous voulons étudier
ce foncteur indépendamment de ses plongements possibles (6), il s’agit
de définir cet objet (qui sera appelé le spectre de A) en partant unique-
ment de la donnée de la k-algébre A.

En Géométrie algébrique classique, 'anneau A apparait comme
I'anneau des fonctions polynomiales sur la variété V(k), restrictions a
cette variété des fonctions polyndmes sur k', et la correspondance bi-
univoque (10) entre la variété et 'ensemble Hom, (A, k) consiste &
associer a tout point teV(k) 'homomorphisme f+~ f(f) associant a la
fonction fsa valeur au point ¢ (idée due d’abord a Dedekind et Weber) (*).

La mé&me interprétation de la correspondance (10) est bien entendu
possible dans le cas général: si feAs, pour tout polyndme FeP; dont

(!) En vertu du Nullstellensatz et du fait que k=C est algébriquement clos,
il y a aussi corréspondance biunivoque entre V(k) et I'ensemble des idéaux
maximaux (ou «spectre maximal») de A (cf. chap. 1, Appendice I).
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I'image canonique dans A est f, la restriction a Vy(k') de la fonction
polynéme t—>F(t) sur k'* ne dépend pas du polynéme F choisi dans
I'image réciproque de f; c’est donc une fonction f,. sur Vy(k'), bien
déterminée par f, et (pour k' fixé) application

f=fe
de A dans la k-algébre k'V¥) des applications de V(k') dans k’, est un

homomorphisme (en général non injectif) de k-algébres. A tout point
teV(k) correspond alors le k-homomorphisme

(18) = fiel®)

de A dans k'. On est donc conduit 4 noter simplement ¢ cet homo-
morphisme, a écrire f(f) ou #(f) au lieu de f,.(2), et & appeler les éléments
de Homy (A, k) les «points de V, a valeurs dans k'» (ou «a coor-
données dans k'»).

13.  Ona bien ainsi réintroduit un langage «géométrique»; toutefois,
on n’a plus affaire 2 un «objet» bien déterminé comme dans la Géo-
métrie algébrique classique, mais a une «famille d’objets» variables avec
k'. Pour obtenir le spectre de A, nous allons tout d’abord restreindre
notre attention aux «points de V,» a valeurs dans des k-algébres k' qui
sont des corps; nous dirons que ce sont les «points géométriques» de
V,, et nous allons établir entre ces points (correspondant aux différents
corps k' possibles) une relation d’équivalence. Nous dirons que deux
points géométriques ‘

f:Ask, t:Aok

sont équivalents il existe un troisiéme point géométrique s:A— K et
des homomorphismes de k-algébres (nécessairement injectifs)

[k =K, [k -K

tels que 'on ait s=f'ot'=f"ot", autrement dit que le diagramme
K
N
K
soit commutatif.

Montrons que cette relation équivaut a la suivante: ¥~ (0)=¢""1(0)
(ce qui prouvera bien que c’est une relation d’équivalence). En effet,

(19) A K
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puisque f” et f” sont injectifs, la commutativité du diagramme (19) en-
traine I'égalité des noyaux de ¢ et ¢'. Inversement, remarquons que
puisque tout sous-anneau d’un corps est un anneau intégre, le noyau
d’un homomorphisme A — k' est un idéal premier de A. Si les noyaux de
t' et t” sont égaux & un méme idéal premier p, k' et k” peuvent &tre con-
sidérés comme deux extensions du méme corps «(p), corps des fractions
de A/p, et on sait (Bourbaki, Alg., chap. V, §4, n°2, prop. 2) qu’il existe
un corps K et deux k(p)-monomorphismes f':k'—>K, f":k" - K, qui
rendent évidemment (19) commutatif.

Les classes d’équivalence pour cette relation (qu’on peut encore
appeler les lieux de A)(') sont donc en correspondance biunivoque avec
des idéaux premiers de A; en fait, on obtient ainsi tous les idéaux premiers,
car si p est un tel idéal et x(p) le corps des fractions de I'anneau intégre
A/p, I'idéal p correspond a la classe d’équivalence du point géométrique
A— A/p—x(p), ou les deux fléches sont les homomorphismes ca-
noniques. ‘

On a donc obtenu ainsi une correspondance biunivoque canonique entre
Pensemble des «lieux» de la k-algébre A et lensemble des idéaux premiers
de A. Cest donc I'ensemble Spec(A) des idéaux premiers de A que nous
prenons comme ensemble sous-jacent de I'«objet géométrique» que doit
étre le spectre de A. Dans le cas classique ou k=C et ou A est une
C-algebre de type fini, cet ensemble contient la «variété algébrique»
correspondant & A, ensemble des points géométriques de V, 4 valeurs
dans k.

14. L’ensemble Spec(A) est muni naturellement d’une topologie
liée a la généralisation de la notion de «sous-variété» d’une variété
algébrique. Classiquement, une sous-variété d’une variété algébrique
définie par un systéme d’équations (3) est définie par un systéme d’équa-
tions contenant le systéme (3); autrement dit, si ’'on considére ’anneau A
comme anneau des «fonctions polynomiales» sur la variété, une sous-
variété est définie comme 'ensemble ou s’annulent certaines de ces foncti-
ons. Dans le cas général, on est donc amené a considérer une partie S
de la k-algébre A, et, pour toute k-algébre k', 'ensemble (partie de V(X))
ou s’annulent toutes les fonctions f,. correspondant (n°12) aux éléments
f€S. Si T'on se restreint comme au n°13 aux points géométriques a
valeurs dans des corps, on est donc amené a considérer ’ensemble V(S)
des «lieux» de ceux de ces points ou s’annulent les f,. pour feS. Il
résulte du n°13 que cet ensemble correspond biunivoquement a I’ensem-
ble des idéaux premiers de A contenant S; on dit encore que cette partie

(!) Le lecteur bien informé reconnaitra dans ce langage une reformulation des
points «généraux» ou «génériques» des variétés algébriques, tels qu’ils inter-
viennent par exemple chez Zariski ou A. Weil.
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de Spec(A) est I'eensemble algébrique défini par S». On remarquera
quil ne change pas quand on remplace S par la racine de ’idéal engendré
par S; et comme cette racine est précisément l'intersection des idéaux
premiers de A contenant S, on voit qu’on obtient ainsi une correspon-
dance biunivoque entre ’ensemble des idéaux de A égaux a leur racine,
et 'ensemble des parties V(S) de Spec (A). On montre (Bourbaki, Alg.
comm., chap. Il, § 4) que cet ensemble de parties est 'ensemble des parties
fermées pour une topologie sur Spec(A), dite topologie spectrale ou
topologie de Zariski. En outre (loc. cit.) 'espace X obtenu en munissant
Spec (A) de cette topologie est quasi-compact et satisfait a 'axiome de
Kolmogoroff, mais posséde en général des points non fermés (et a fortiori
n’est pas un espace séparé); pour tout élément fecA, l'ensemble D(f)
=X—V(f) est ouvert dans X, et les D(f) (pour feA) forment une
base de la topologie spectrale.

15. Si nous voulons que I'objet «spectre de A» que nous désirons
associer 4 un anneau A permette inversement de reconstruire 'anneau A,
il ne suffit pas de prendre pour un tel objet I'espace topologique Spec (A)
que nous venons de définir: par exemple, pour tous les corps K, on obtient
I’espace réduit 4 un seul point. Dans ce dernier cas, il est bien clair que
la considération de cet espace n’apporte rien de nouveau pour I'étude
du corps K.

Il est donc vain d’espérer décrire le spectre de A en termes exclusive-
ment topologiques; il faut munir ’espace topologique X=Spec (A) d’'une
structure ol l'algébre A intervienne. Le modéle sur lequel on se guide ici
est fourni par les variétés holomorphes (dont les variétés algébriques sans
singularités du cas classique (k=C) fournissent des cas particuliers); sui-
vant la conception introduite par H. Cartan, puisque sur une telle variété
X il est possible de définir sur tout ouvert U = X les fonctions (complexes)
holomorphes dans U, en associant a tout ouvert U 'ensemble O(U) de ces
fonctions, on définit de fagon évidente un préfaisceau d’anneaux sur X
et en fait ce préfaisceau est un faisceau Oy; autrement dit, la variété
holomorphe apparait comme un espace topologique muni d’un faisceau
d’anneaux, ou, comme on dit encore, un espace annelé. Dans son travail
fondamental [FAC], J. P. Serre a montré en substance comment on peut
transporter cette définition en Géométrie algébrique. Bornons-nous
d’abord au cas classique (k=C) et supposons que la «variété algébri-
que» X corresponde & un anneau de «fonctions polynomiales» A qui
soit intégre (cas ou l'on dit que la variété est «irréductible», et auquel
I'on se borne souvent en G€ométrie algébrique classique). Le corps des
fractions K de A est alors appelé le «corps des fonctions rationnelles»
sur X; un élément g/f de K, quotient de deux fonctions polynomiales
(avec f##0), est une fonction définie aux points xeX ou f(x)#0,
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mais ne peut en général étre prolongée par continuité aux points ou
Sf(x)=0 («pbles» ou «points d’indétermination»). Depuis Riemann, ces
fonctions jouent traditionnellement, pour une variété algébrique, le
role des «fonctions méromorphes» sur une variété analytique. On est
donc conduit a considérer le préfaisceau U~ @O(U) sur X, ou, pour
tout ouvert U <= X, @O(U) est I'anneau des fonctions rationnelles définies
dans U.

Or, on peut encore donner une définition analogue lorsque A est un
anneau intégre quelconque, X 'espace topologique Spec(A), et ou d’une
part on restreint les ouverts U a ceux de la base des D(f) (pour f#0
dans A), et ol on prend pour O(U) I'anneau A, des éléments de K de
la forme g/f" (n entier quelconque = 0, geA). Mais en fait, il est méme
inutile de faire aucune hypothése sur Panneau A, et il est possible pour
tout feA (diviseur de z€ro ou non) de définir I'anneau A, (Bourbaki,
Alg. comm., chap. I, §5, n°1); on montre alors que l'application
D(f)~A, définit un faisceau de k-algébres sur X, noté A ou Oy, et 'objet
«spectre de A» associé 4 A est finalement U'espace annelé (X, 0x). Les
démonstrations détaillées seront données au chap. I, §1; on y verra
entre autres que les fibres du faisceau d’anneaux @ sont les anneaux
locaux A, localisés de A aux idéaux premiers de A, si bien que (X, 0y)
est un espace localement k-annelé; Panneau A se déduit alors (a isomor-
phisme prés) de son spectre par la relation I'(X, Og)~A.

On verra aussi au chap. I, § 1 comment, a tout homomorphisme

(20) o:A->A

de k-algébres est associé de fagon fonctorielle un morphisme d’espaces
localement k-annelés

(21) Spec(9): X'=Spec(A’) - X=Spec(A)
tel que ’homomorphisme de k-algébres correspondant
I'X, 0 -» I'(X', 0x)
s’identifie (compte tenu des isomorphismes canoniques I'(X,0x)~A,

I'(X',0x)~A’) 4 T'homomorphisme donné (20). Cela implique en
particulier que 'application .

(22) @~ Spec(9): Hom;.,14(A, A') —» Hom, (Spec(A’), Spec(A))

(ou le second membre est 'ensemble des morphismes d’espaces localement
k-annelés (0, 4.1.12)) est injective. En fait, on prouvera méme que cette
application est bijective (I, 1.6.3); en d’autres termes, le foncteur contra-
variant A~ Spec(A) de la catégorie des k-algébres dans la catégorie des
espaces localement k-annelés, est pleinement fidéle. Cela permet donc
(compte tenu du «renversement des fléches» usuel quand on passe d’une
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catégorie a son opposée) d’identifier en pratique la catégorie des k-
algeébres & une sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces localement
k-annelés, savoir celle formée de ceux de ces espaces isomorphes 4 un
Spec(A) pour une k-algébre A convenable; ces espaces localement
k-annelés sont appelés schémas affines sur k. Le probléme initial de la
Géométrie algébrique sur k, que nous avons identifié 3 Iétude des
k-algébres, est donc aussi équivalent a4 Pétude des objets algébrico-
topologiques que sont les schémas affines sur k. Quant au foncteur V,
défini par (12), il s’exprime simplement en termes de Spec(A), compte
tenu de la bijectivité de (22), par la formule

(23) Va(k') > Hom, (Spec(k’), Spec(A)),

ot le second membre a la méme signification que dans (22).

16. Il peut sembler au premier abord que I’équivalence de catégories
précédente ne puisse aboutir qu’a remplacer 'étude d’un objet de défini-
tion assez simple comme une k-algébre par celle de I'objet beaucoup
plus compliqué qu’est son spectre. En fait, méme dans des études d’al-
gébre locale, la traduction des propriétés en termes de la théorie des
schémas affines, en leur donnant une tournure «géométrique», les rend
souvent moins abstraites et plus accessibles & une sorte d’«intuition»
qui en facilite le maniement (cf. chap. IV), bien quen définitive les
démonstrations doivent toujours se ramener a des propriétés purement
algébriques. Mais I'avantage décisif qu’apporte le langage géométrique,
basé sur I'introduction du spectre d’'un anneau, provient de ce que ce
langage permet sans effort de sortir du cadre de ’Algébre commutative,
ce qui est indispensable si 'on veut développer la Géométrie algébrique
moderne sur le modéle de la théorie classique. En effet, depuis le début
du XIXe® siécle, on s’est apergu que étude des systémes d’équations
polynomiales du type (3) (qui est ce que 'on peut appeler la Géométrie
algébrique affine) ne donne des énoncés simples et frappants que lorsqu’on
la place dans un cadre plus vaste, celui de la Géométrie algébrique
projective(*). On sait que, classiquement, ’espace projectif complexe P&
s'obtient par «recollement» de n+1 espaces affines, savoir les hyper-
plans x;=1, dans I'espace C**' (1<j<n+1), deux points étant identi-
fiés si dans I'espace C"*! la droite qui les joint passe par l'origine. Or,
dans d’autres domaines des mathématiques, de tels processus de «re-
collement» interviennent dans des contextes bien plus généraux, puisque
c’est ainsi maintenant que 'on définit les diverses notions de «variété»:
topologique, différentielle, analytique, etc. Dans tous ces domaines, le

(') 11 w’est d’ailleurs sans doute pas fortuit que ce soient les mémes hommes,
Monge et Poncelet, qui sont 2 la fois 4 T'origine de cet élargissement et du passage
du corps des réels au corps des complexes.
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point crucial dans 'opération de «recollement» est le recollement des
topologies, celui des structures additionnelles s’en déduisant sans peine;
c’est sans doute H. Cartan qui a le premier vu la raison de ce fait en
observant que les diverses structures dont nous venons de parler peuvent
toutes étre définies comme des structures d’espaces annelés, et que
P’opération de «recollement» se raméne donc dans chaque cas a Popé-
ration générale de recollement de faisceaux.

Or, une fois qu’on a ramené l'algébre commutative i une étude
d’espaces annelés particuliers, il suffit d’appliquer mutatis mutandis cette
opération générale pour arriver enfin 4 la notion fondamentale de la
Géométrie algébrique moderne, celle de schéma sur k: ce sera simplement
un espace X localement k-annelé, qui admet un recouvrement (X,) par
des ouverts qui sont (pour la structure d’espace annelé induite) des
schémas affines sur k.

Un tel objet X définit encore un foncteur

(24 k' — X(k"): k-alg — Ens
par la formule (généralisant (23))
(25) X(k")=Hom, (Spec(k’), X)

(«points de X & valeurs dans k'»). On peut d’ailleurs montrer (I, 2.3.6),
que la connaissance du foncteur (24) redonne le schéma X 4 isomorphisme
unique prés, et plus précisément que le foncteur X~ X(.) de la catégorie
des schémas sur k, dans la catégorie des foncteurs k-alg— Ens,
défini par la formule (25), est pleinement fidéle; en d’autres termes, il
permet d’identifier la catégorie des schémas a une sous-catégorie pleine
de la catégorie des foncteurs
k-alg — Ens ().

17. 1l reste a signaler que '«canneau de base» k n’a joué dans tout
ce qui précéde qu’un réle accessoire. L’espace annelé Spec(A), pour une
k-algébre donnée, ne dépend en fait que de la structure d’anneau de A,
et la donnée de 'homomorphisme k- A définissant la structure de
k-algébre équivaut simplement a la donnée d’une structure de k-algébre
sur le faisceau d’anneaux @, ou encore (d’aprés ce qu’on a vu au n°15,
en y faisant k=2Z) a la donnée d’un morphisme d’espaces localement
annelés

Spec(A) — Spec(k).

(Y) En ce sens, on peut considérer que Pintroduction des structures d’espace
localement annelé est surtout un artifice technique, permettant de formuler de
fagon particuliérement commode et intuitive un procédé de recollement de foncteurs
«affines». Pour plus de détails sur les relations entre espaces annelés et foncteurs
k-alg—Ens, voir [3], chap.], §1, qui contient également un exposé, excellent
du point de vue technique, de la définition des schémas.
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11y a donc intérét a définir d’abord la notion de schéma au sens «absolu»
(i.e. un schéma sur Z), et de définir ensuite un «schéma sur k» (ou k-
schéma) comme un schéma X dont le faisceau d’anneaux @y est muni
d’une structure de k-Algébre, i.e. définie par la donnée d’'un homomor-
phisme d’anneaux k->T'(X,0y), ou encore (et de préférence) par la
donnée d'un morphisme d’espaces localement annelés

X — Spec(k).

Ce dernier point de vue a 'avantage considérable de se préter a la sub-
stitution 4 'anneau k (ou mieux au schéma affine Spec(k)) d’un schéma
arbitraire Y, et de conduire ainsi 4 la notion de schéma X au-dessus
d'un schéma Y (ou Y-schéma) (cf. I, 2.6.1), qui sera étudiée de fagon
détaillée dans notre Traité, et qui, intuitivement, est toute analogue a la
notion d’espace fibré (ou plus généralement d’un espace topologique X
au-dessus d’un espace topologique Y, c’est-a-dire muni d’'une applica-
tion continue f:X—Y), couramment utilisée par les topologues.

L'objet de la Géométrie algébrique, au sens ou nous lentendons dans
ce Traité, est donc I'étude des schémas, espaces localement annelés d'un
type particulier; ou, de fagon équivalente, I'étude des foncteurs (24)
auxquels ils donnent naissance.



CHAPITRE 0

Préliminaires

§ 1. Foncteurs représentables

1.1, Foncteurs représentables

(1.1.1) Nous désignerons par Ens la catégorie des ensembles.
Soit C une catégorie(); pour deux objets X, Y de C, nous poserons
hx(Y)=Hom(Y,X); pour tout morphisme u:Y-—Y dans C, nous
désignerons par hy(u) lapplication v—vu de Hom(Y',X) dans
Hom (Y, X). 1l est immédiat qu’avec ces définitions, hy:C°— Ens est
un foncteur contravariant, c’est-a-dire un objet de la catégorie, notée
Hom (C°, Ens) des foncteurs covariants de la catégorie C°, opposée de
la catégorie C, dans la catégorie Ens (T, 1.7, d) et SGA, 3, I).

(1.1.2) Soit maintenant w:X-— X' un morphisme dans C; pour
tout YeC ettout veHom(Y,X)=hx(Y), ona woeHom (Y, X")=hy.(Y);
désignons par h,(Y) l'application v—~>wv de hy(Y) dans hy(Y). 11
est immédiat que pour tout morphisme u:Y Y’ dans C, le diagramme

hy(Y) 2 hy(Y)

hW(Y’)I I hw(Y)

by (Y') ;“(—u’) hx.(Y)

est commutatif; autrement dit, h,, est un morphisme fonctoriel hy - hy:
(T, 1.2), ou encore un morphisme dans la catégoric Hom(C°, Ens)
(T, 1.7, d)) Les définitions de hy et de h,, constituent donc la définition
d’un foncteur covariant canonique

(1.1.2.1) h: C - Hom (C°, Ens).

(*) Nous considérons les catégories d’un point de vue «naify, comme s’il
s’agissait d’ensembles et renvoyons 4 SAG, 4, I pour les questions de logique liées
a la théorie des catégories, et la justification du langage  que nous utilisons.
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(1.1.3) Soient X un objet de C, F un foncteur contravariant de C
dans Ens (objet de Hom(C°, Ens)). Soit g:hyx— F un morphisme fonc-
toriel: pour tout YeC, g(Y) est donc une application hx(Y)— F(Y) telle
que pour tout morphisme u:Y—Y' dans C, le diagramme

hy(Y) 2 hy(Y)

(1.1.3.1) HW‘)I ' l@‘“

F(Y) —— FOY

soit commutatif. En particulier, on a une application

9(X) : hx(X) = Hom(X,X) - F(X),

d’ol1 un élément

(1.1.3.2) a(g) = (9(X))Ux) eF(X)
et par suite une application canonique
(1.1.3.3) o: Hom(hy, F) - F(X).

Inversement, considérons un élément £ F(X); pour tout morphisme
v:Y—X dans C, F(v) est une application F(X)— F(Y); considérons
I'application

(1.1.3.9) v (F())(&)
de hy(Y) dans F(Y); si on désigne par (B(§))(Y) cette application,
(1.1.3.5) BE): hx—F

est un morphisme fonctoriel, car on a pour tout morphisme u:Y-Y’
dans C, (F(vu))(&) = (F(v)oFu))(), ce qui vérifie la commutativité de
(1.1.3.1) pour g=P(£). On a ainsi défini une application canonique

(1.1.3.6) B: F(X) - Hom(hy, F).

Proposition (1.1.4) Les applications o et B sont des bijections réci-
proques l'une de Pautre.

Calculons a(B(§)) pour £eF(X); pour tout YeC, (B(£))(Y) est I'appli-
cation g,(Y): v~ (F())(€) de hx(Y) dans F(Y). On a donc

a(B(E) = (91 X)(1x) = (F(1)(E) = Lrx) (&) =&-

Calculons maintenant B(a(g)) pour geHom(hy,F); pour tout YeC,
(B(oug)))(Y) €st Papplication v~ (F (1)) ((¢(X))(1x)); en vertu de la commu-
tativité de (1.1.3.1), cette application n’est autre que v—(g(Y))((hx(v))(1x))
=(g(Y))(v) par définition de hy(v), autrement dit, elle est égale a g(Y),
ce qui démontre la proposition.

(1.1.5) Rappelons qu'une sous-catégorie C' d’une catégoric C est
définie par la condition que ses objets soient des objets de C, et que si
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X', Y’ sont deux objets de C’, Pensemble Hom,.(X',Y’) des morphismes
X'—Y’ dans C' est une partie de 'ensemble Hom(X',Y’) des morphis-
mes X'—Y' dans C, lapplication c¢anonique de «composition des
morphismes»

Hom (X', Y') x Hom¢.(Y',Z) - Hom¢ (X', Z)
étant la restriction de I'application canonique
Hom¢(X',Y") x Homg(Y',Z") - Hom (X', Z).

On dit que C’ est une sous-catégorie pleine de C st Hom(X',Y’)
=Hom(X',Y’) pour tout couple d’objets de C'. La sous-catégorie C”
de C formée des objets de C isomorphes aux objets de C' est encore
alors une sous-catégorie pleine de C, équivalente (T,1.2) a C' comme
on le vérifie sans peine.

Un foncteur covariant F: C,— C, est dit pleinement fidéle si, pour
tout couple d’objets X,, Y, de C,, application u—F(u) de Hom(X,,Y;)
dans Hom(F(X,), F(Y,)) est bijective; cela entraine que la sous-catégorie
F(C,) de C, est pleine. En outre, si deux objets X,, Xj ont méme image
X,, il existe un isomorphisme unique u:X,-Xj tel que F(u)=1y,.
Pour tout objet X, de F(C,), soit alors G(X,) un des objets X; de C,
tel que F(X;) =X, (G ¢étant défini au moyen de 'axiome de choix);
pour tout morphisme v:X,—Y, dans F(C,), G(v) sera 'unique mor-
phisme u:GX,;)—>G(Y,) tel que Fu)=v; G est alors un foncteur de
F(C,) dans C;; FG est le foncteur identique dans F(C,), et ce qui
précéde montre qu’il existe un isomorphisme de foncteurs ¢ : 1o, x GF
tel que F, G, ¢ et l'identité Iy, > FG définissent une équivalence de la
catégorie C, et de la sous-catégorie pleine F(C,) de C, (T, 1.2).

(1.1.6) Appliquons la prop. (1.1.4) au cas ou le foncteur F est

hy., X’ étant un objet quelconque de C; I'application
ﬁ : HOIT](X,X’)—‘) Hom(hx, hX')

n’est autre ici que 'application w—h,, définie dans (1.1.2); cette appli-
cation étant bijective, on voit, avec la terminologie de (1.1.5), que:

Proposition (1.1.7.) Le foncteur canonique h: C - Hom(C°, Ens) est
pleinement fidéle.

~On utilisera trés souvent ce fait pour prouver des résultats sur les
morphismes d’une catégorie C: pour montrer par exemple qu'un dia-

gramme A _J B
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de morphismes de C est commutatif, il suffit de prouver que pour tout
objet YeC, le diagramnie
ha(Y) =225 hy(Y)

llu(Y)l lhu(Y)

he(Y) "W hp(Y)

est commutatif, car la relation h,oh,=h,oh, équivaut en vertu de (1.1.7)
a vof =gou. On est ainsi ramené a vérifier des commutativités de dia-
grammes ensemblistes, ce qui est en général beaucoup plus aisé.

(1.1.8) Soit F un foncteur contravariant de C dans Ens; on dit
que F est représentable s’il existe un objet XeC tel que F soit isomorphe
a hy; il résulte de (1.1.7) que la donnée d’'un XeC et d’un isomorphisme
de foncteurs g:hyx—F détermine X a un isomorphisme unique prés.
La prop. (1.1.7) signifie encore que h définit une équivalence de C et de
la sous-catégorie pleine de Hom(C°, Ens) formée des foncteurs contra-
variants représentables. 11 résulte d’ailleurs de (1.1.4) que la donnée d’un
morphisme fonctoriel g:hy—F équivaut a celle d’'un élément &eF(X);
dire que ¢ est un isomorphisme équivaut pour & a la condition suivante:
pour tout objet Y de C lapplication v—(F(v))(€) de Hom(Y,X) dans
F(Y) est bijective. Lorsque & vérifie cette condition, on dira que le
couple (X,&) représente le foncteur représentable F. Par abus de langage,
on dira aussi que 'objet XeC représente F §’il existe EcF(X) tel que
(X,&) représente F, autrement dit si hy est isomorphe a F.

Soient F, F' deux foncteurs contravariants représentables de C dans
Ens, hx—F et hy.—F deux isomorphismes de foncteurs. Alors il résulte
de (1.1.6) qu'il y a une correspondance biunivoque canonique entre
Hom(X,X') et I'ensemble Hom(F,F’) des morphismes fonctoriels F—F".

(1.19) Exemples. I: limites projectives. La notion de foncteur con-
travariant représentable couvre en particulier la notion «duale» de la
notion usuelle de «solution d’'un probléme universel». Plus générale-
ment, nous allons voir que la notion de limite projective est un cas parti-
culier de celle de foncteur représentable. Rappelons(') que dans une
catégorie C, on définit un systéme projectif par la donnée d’un ensemble
préordonné I, d’'une famille (A,),.; d’objets de C, et, pour tout couple
d’indices (o, B) tel que a<P, d’'un morphisme u,:Az—A, avec
Ugy =Uygo Uy Pour a<P<y. Une limite projective de ce systéme dans C

(!) Nous nous bornons ici aux limites projectives (ou inductives) suivant un
ensemble préordonné, qui seront seules utilisées jusqu’au chap. VI. Pour Iexten-
sion de ces notions au cas ol I'ensemble préordonné est remplacé par une caté-
gorie, voir [10] et SGA, 4,1, 2.
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est constituée par un objet B de C (noté¢ limA,), et pour chaque ael,
un morphisme u,:B— A, tels que: 1° u,=u,zu; pour a<f; 2° pour
tout objet X de C et toute famille (vy),., de morphismes v,:X—A,,
telle que v, =u,zv, pour a<f, il existe un morphisme unique v:X—-B
(noté Jimuv,) tel que v,=u,v pour tout ael (T,1.8). Ceci s'interpréte
de la fagon suivante: les U, définissent canoniquement des applications

Hom(l)bua[}) = ﬁa[} : HOIT](X,AB) g Hom(XsAa)

qui définissent un systeme projectif d’ensembles (Hom(X,A,), ;) et
(v,) est par définition un élément de ensemble lim Hom(X,A,); il est

clair que X~lim Hom(X,A,) est un foncteur contravariant de C dans

Ens, et l’exmtence de la limite projective B équivaut a dire que (v)~ limv,
est un isomorphisme de foncteurs en X

(1.19.1) lim Hom(X, A,) 5 Hom(X, B)

autrement dit que le foncteur X~ lim Hom(X,A,) est représentable. Si
tout systéme projectif d’objets de C a une limite projective, nous dirons
pour abréger que C admet des limites projectives.

(1.1.10) Exemples. II: Objet final. Soient C une catégorie, {a} un
ensemble réduit & un seul élément. Considérons le foncteur contra-
variant F:C°—Ens qui, a tout objet X de C fait correspondre ’en-
semble {a} et a tout morphisme X—X' dans C l'unique application
{a}—{a}. Dire que ce foncteur est représentable signifie qu’il existe
un objet eeC tel que pour tout YeC, Hom(Y,e)=h.(Y) soit réduit d un
élément; on dit que e est un objet final de C, et il est clair que deux objets
finaux de C sont isomorphes (ce qui permet de définir, en général a
l'aide de l'axiome de choix, un objet final de C qu’on note alors eg).
Par exemple, dans la catégorie Ens, les objets finaux sont les ensembles
réduits 2 un élément; dans la catégorie des algébres augmentées sur un
corps K (ou les morphismes sont les homomorphismes d’algébres
compatibles avec les augmentations), K est un objet final.

(1.1.11) Pour toute catégorie C et tout objet SeC, on introduit
une nouvelle catégorie Cg dite «des S-objets de C» de la fagon suivante;
les objets de C;s sont les morphismes (de C) u:X,—S de but S; on
appelle S-morphisme de X, dans X, (pour u,v dans C) un morphisme
f:X,—X, de C tel que le diagramme

X———)X

N S
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soit commutatif, la composition des S-morphismes étant la méme que
dans C. On prend alors comme ensemble Homg, (u,0) des morphismes
de u dans v Pensemble des triplets (X,,X,,f), ou f:X,—»X, est un
S-morphisme; le composé du morphisme (X,,X,,,g) de v dans w et du
morphisme (X,,X,,f) de u dans v est donc (X,,X,,, gof). Dans cette
catégorie 1g est objet final, car pour tout morphisme u:X,—-S,
Homg, (4, 15) se réduit par définition au seul morphisme (X,,S,u).

On a un foncteur C—C qui, 3 tout morphisme u:X,—S, fait
correspondre sa source X, et 4 tout morphisme f:u—v, le morphisme
f:X,~X, correspondant. Bien que u—~X, ne soit pas en général in-
jectif, on parle souvent (par abus de langage) de X, (au lieu de 4) comme
d’un «S-objet», et on dit que u est son «morphisme structural». Les
S-morphismes s:S—X,, c’est-d-dire les morphismes de C tels que
uos=15 sont appelés les S-sections de u (ou de X,); ce sont des mono-
morphismes dans Cg, comme on le vérifie aussitdt; leur ensemble est
noté I'(X/S).

Lorsque la catégorie C admet un objet final e, C,, s’identifie cano-
niquement a C.

(1.1.12) Pour deux objets X, Y d’une catégorie C, posons hx(Y)
=Hom(X,Y) et pour tout morphisme u:Y—Y’, soit hx(u) I'application
v~ uv de Hom(X,Y) dans Hom(X,Y’); hx est alors un foncteur co-
variant C— Ens, d’0ou I'on déduit comme dans (1.1.2) la définition d’un
foncteur covariant canonique h': C°— Hom(C,Ens); un foncteur co-
variant F de C dans Ens, autrement dit un objet de Hom(C, Ens) est
alors dit représentable s’il existe un objet XeC (nécessairement unique
a isomorphisme unique prés) tel que F soit isomorphe & hy; nous laissons
au lecteur le soin de développer les considérations «duales» des précé-
dentes pour cette notion, qui couvre cette fois celle de limite inductive,
et en particulier la notion usuelle de «solution de probléme universel».

On a de méme une notion «duale» de celle d’objet final, celle
d’objet initial d’'une catégorie C: c’est un objet ¢'cC tel que Hom(e',Y)
soit réduit 4 un élément pour tout YeC.

(1.1.13) Soit C une catégorie quelconque, et considérons la caté-
gorie Hom(C,Ens) des foncteurs (covariants) de C dans Ens; cette
derniére catégorie admet des limites projectives et injectives. En effet,
soit (F,) un systéme projectif de foncteurs de C dans Ens; pour a<p,
on a donc un morphisme fonctoriel u,;:Fz—F, avec u,, =u,goug,
pour a<B<y. Pour tout objet XeC, les ensembles F,(X) for-
ment donc un systéme projectif d’ensembles pour les applications
u3(X) 1 Fy(X)»F(X), et ont donc une limite projective F(X). De plus,
st'Y est un second objet de C et v:X—Y un morphisme de C, les applica-
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tions F,(v) : F,(X)— F,(Y) forment un systéme projectif d’applications, qui
a donc une limite F@):FX)— F(Y). On vérifie aussitét que l'on a
ainsi défini un foncteur F de C dans Ens, et que F est limite projective
du systéme projectif (F,). On voit de méme qu’un systéme inductif (F,)
de foncteurs de C dans Ens a une limite inductive définie par F(X)
= lim F,(X) et F(v) =limF,(v) (on dit encore que les limites inductives

et projectives dans la catégoric Hom(C, Ens) «se calculent argument
par argument»).

(1.1.14) Dans la catégoriec Hom(C, Ens) il y a aussi un objet final,
a savoir un foncteur P qui a tout objet XeC fait correspondre un
ensemble P(X) & un €lément et & tout morphisme u:X-Y lunique
application P(u):P(X)- P(Y).

1.2. Produits fibrés dans une catégorie

(1.2.1) Soient C une catégorie, X, Y deux objets de C; on dit que X
et Y admettent un produit dans C si le foncteur contravariant

F: T~ Hom(T,X) x Hom(T,Y)

de C dans Ens est représentable (pour tout morphisme v:T- T, F(v)
est application (f’,¢")~ (f'ov,g ov) de Hom(T',X) x Hom(T',Y) dans
Hom(T,X)x Hom(T,Y)). Un objet représentant ce foncteur est donc
formé d’'un objet ZeC et d’'un couple de morphismes p,:Z-X,
p2:Z—Y, et ces objets sont déterminés & isomorphisme unique prés
(1.1.8). On dit que Z est le produit de X et Y dans C, p, et p, la premiére
et la seconde projection de Z; on écrit le plus souvent X xY pour désigner
le produit Z. L’application

(12.1.1) g— (p10g, p209)
est un isomorphisme de foncteurs en T:
(1.2.1.2) Hom(T,X xY) &% Hom(T, X) x Hom(T,Y).

Par cette application, au morphisme 1x.y correspond le couple
(p1.p2)-

I1 est clair que I’on peut encore dire que Xx Y est la limite projective
du systéme projectif ot I'ensemble préordonné I est formé de deux
¢léments distincts o, P, la relation d’ordre dans I étant la relation
d’égalité, la famille (X,),., est telle que X,=X et X;=Y, les seuls mor-
phismes u,,, étant donc les identités 1x et 1y (1.1.9).

(1.2.2) Considérons maintenant un objet S de C, et deux morphis-
mes @: X— S, ¥: Y-S, quel'on peut considérer comme des objets de
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Cs (1.1.10). Si le produit de ces deux objets existe dans Cs, on le note
8: XxsY—S, et on dit (1.1.10) que 'objet X xsY de C, muni du mor-
phisme structural 0, est le produit fibré des objets X et Y (pour les mor-
phismes @ et V). Si, pour abréger, on note Homg(U,V) T'ensemble des
S-morphismes U—V pour deux S-objets U, V, on voit que 'on a un
isomorphisme fonctoriel

(1.2.2.1) Homg(T, X x5 Y) = Homg(T, X) x Homg(T,Y).

En particulier, a I'identité de X xgY correspond un couple de S-mor-
phismes

p1:XxsY - X, p:Xxs¥Y—-Y
dits encore premiére et seconde projection du produit XxsY, et on voit
comme dans (1.2.1) que 'isomorphisme (1.2.2.1) s’explicite en

(1.2.2.2) g~ (p10g, p,09).
En outre, on a @op,=VYop, =0, morphisme structural de XxsY.

Lorsque C admet un objet final e, on a X x ., Y=XxY a isomor-
phisme unique prés.

(1.2.3) Dans le cas particulier ot C=Ens, le produit XxY
existe et n’est autre que le «produit cartésien» usuel. Pour tout ensemble
S et tout couple d’applications ©:X—S, y: Y-S, le produit fibré
X xsY existe et est le sous-ensemble du produit X xY formé des couples
(x,y) tels que @(x)=VY(y): en effet, st /1 T—>X et g:T—Y sont deux
applications telles que @of =Vog, (f(1),9(r)) appartient & ce sous-
ensemble pour tout teT, donc f et g se factorisent en f=p,oh et
g=p,oh, ou p, et p, sont les restrictions a X xgY des projections pr,
et pry.

Si ’on revient a une catégorie quelconque C, notons que I'on peut
écrire, pour deux morphismes @: X— S, y:Y—S et tout objet TeC

(123.1)  Hom(T,X) X gomer,s) Hom(T,Y)=Hom(T,X xY).

En effet, si /:T—X, g:T—Y sont deux morphismes de C tels que
@of=Vog, la valeur commune 6 de ces deux composés définit T comme
S-objet et f et g comme des S-morphismes, d’ou I'existence d’un unique
morphisme h:T— XxgY tel que f=p,oh, g=p,oh, ce qui prouve
(1.2.3.1). On peut donc dire encore que X xgY est ’objet de C représen-
tant le foncteur contravariant C° - Ens:

T = Hom(T, X) X yom¢r,5)Hom(T,Y)

ou le produit fibré ensembliste du second membre est relatif aux appli-
cations

Hom(1;, ) : Hom(T,X)— Hom(T,S)
et

Hom(11, ¥): Hom(T,Y)— Hom(T,S).
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Avec les mémes notations, on posera h=(f,g)s ou simplement
h=(f,g) si cela n’entraine pas confusion.

(1.2.4) On dira qu’un diagramme de morphismes de C

X 2 Z

v
est cartésien §'il est commutatif et si, pour tout S-objet T, I'application

g~ (uog,vog)

est une application bijective de Homg(T,Z) sur Homg(T,X) x Homg(T,Y)
(X, Y et Z étant considérés comme S-objets au moyen de ¢,y et 6= @ou
=WYoyp respectivement); le S-préschéma Z est donc égal & X x Y a
isomorphisme prés.

(1.2.5) Soient X, Y, X, Y’ quatre S-objets; supposons que les
produits X XY et X' x¢Y' existent et notons p,, p,, P}, P> les projecti-
ons canoniques. Alors, pour tout couple de S-morphismes u: X' — X,
v:Y' Y, on pose

(1.2.5.1) uxgv=(mopy,vopyls: X XY = X %Y.
On écrit aussi ux v §’il n’y a pas de confusion.

Proposition (1.2.6) Supposons que les produits existent dans Cis.
Si Pon pose F(X,Y)=XxgY, F(u,v)=uxgv, F est un bifoncteur co-
variant de Cisx Cg dans Cis.

11 suffit de remarquer que le diagramme

XxgY LXsly, Xrx Yy £Xsby X7y Y

pl p’l p”l
X N X I X

est commutatif (les fleches verticales étant les premiéres projections)
comme il résulte aussitot de la définition (1.2.5.1).

Proposition (1.2.7) Pour tout S-objet X, le produit X x4S (resp.
SxgX) existe; la premiére (resp. seconde) projection de X xgS (resp.
SxgX) est un isomorphisme fonctoriel de X xgS (resp. SxgX) sur X,
dont lisomorphisme réciproque est (1y,®)s (resp. (,1x)s), en désignant
par ©: XS le morphisme structural.
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En effet, pour tout S-objet T, Homg(T,S) est un ensemble a un
¢lément, donc I’objet X représente le foncteur

T — Homg(T,X) x Homg(T, S).
On peut donc écrire a isomorphisme canonique prés
(1.2.7.1) X XgS=8xgX=X.
Corollaire (1.2.8) Soient X,Y deux S-objets, ¢:X—-S, ¥: Y-S
les morphismes structuraux. Si Uon identifie canoniquement X a X xS
etY a SxgY, la premiére projection p,: X xsY = X Sidentifie a 1x xg\¥

et la seconde projection p,: XxsY =Y a ¢ xgly.
La vérification résulte aussitot des définitions.

Proposition (1.2.9) Etant donné un diagramme commutatif de mor-
phismes de C

X
(1.2.9.1) ¢l Wl Wl
S ,

supposons que le carré de gauche soit cartésien (1.2.4). Alors, pour que
le carré de droite de (1.2.9.1) soit cartésien, il faut et il suffit que le carré
composé

(1.29.2) ¢l lw

"

Soit cartésien.

Supposons le carré de droite dans (1.2.9.1) cartésien et considérons
deux morphismes u: T— X, v": T— S tels que @ou=fof ov”. Puisque
le carré de gauche de (1.2.9.1) est cartésien, il existe un unique mor-
phisme #': T— X' tel que u=gou' et f'ov"=0 0w, et puisque le carré
de droite est cartésien, il existe un unique morphisme u”:T— X" tel
que ¥'=gou” et v"=0"ou"; on en conclut que (gogou"=u, donc le
carré (1.2.9.2) est cartésien.

Inversement, supposons (1.2.9.2) cartésien, et soient u':T— X" et
v": T— 8" deux morphismes tels que @'ou'=f'ov". Posons u=gou';
en vertu de la commutativité du carré de gauche dans (1.2.9.1), on a
@ou=(fof")ov", donc il existe un unique morphisme u”:T— X" tel
que (goglou"=u=gou' et @"ou’=v'. Mais on a aussi @o(g'ou”)



§ 1. Foncteurs représentables 29

=(f'o@")ou"=f"ov" =@ ow'; de cette relation et de go(g'ou")=gou',
on déduit u'=g'ou”; cela prouve que le carré de droite dans (1.2.9.1)
est cartésien.

Proposition (1.2.10) Soient f: XS, g:Y—>S deux morphismes de
C tel que le produit X xgY existe; soient p;: X XY = X, p,: XX Y=Y
les projections canoniques. Si s:S—Y est une S-section de g (1.1.11),
alors s'=(1x,s0f)s est une X-section de p,, et le carré

XxgY «~— X

I

Y —— S

est cartésien.

On a p,os'=1x par définition, donc s’ est bien une section de p,.
La seconde assertion résulte de I'application de (1.2.9) au diagramme
commutatif

X 2 XxgY «— X

I

S Y S

g 5

Proposition (1.2.11)  Soient X, Y deux S-objets tels que X xsY existe;
alors Papplication f~T,=(1x,f)s est une bijection

Homg(X,Y) & Homg(X, X x3Y)=T'(X x5 Y/X)

de 'ensemble des S-morphismes de X dans Y sur U'ensemble des X-sections
de X xgY (pour la premiére projection p,: X xsY — X).
C’est un cas particulier de la définition du produit fibré (1.2.2).

La X-section I'y de X xgY est appelée le morphisme graphe du mor-
phisme f; c’est donc un monomorphisme.

Proposition (1.2.12) Soient f:X— X, g:Y > Y' deux S-morphismes
qui soient des monomorphismes de Cg (T, 1;1.1); alors, si les produits
X xsY et X'xgY' sont définis, fxgg: XxY >X'%xY' est un mono-
morphisme de Cp.

En effet, soient p,, p, les deux projections de X %Y, p’, p, les deux
projections de X' xgY'; si u,v sont deux S-morphismes de T dans
XxsY tels que (fxgg)ou=(fxgg)ov, on en tire pjo(f xgg)ou
=plo(f xgg)ov, autrement dit fop,ou= fop,ov, et comme f est un
monomorphisme, on en tire p,ou = p,ov; utilisant de méme le fait que
g est un monomorphisme, on obtient p,ou = p,ov, d’ou u=v.
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(1.2.13) Supposons la catégorie C telle que tous les produits fibrés
X xgY existent. Alors, pour n S-objets quelconques X,,X,,...,X,, on
peut définir par récurrence le produit fibré

Xy xgX, xg o XgX,=(X; xgX; Xg " XgX,_ 1) XX,

qu’on note aussi IIs X, et il est immédiat que cet objet représente le
foncteur 1sisn

T » Homg(T, X,) x Homg(T, X,) x -+ x Homg(T,X,).

Les propriétés d’associativité et de commutativité du produit cartésien
d’ensembles donnent donc des propriétés correspondantes pour les
produits fibrés (1.1.7), que nous laissons au lecteur le soin d’énoncer.
Par exemple, si p,,p,,p; sont les trois projections canoniques de
X xsX, xs X5 dans X;,X,,X; respectivement, et si on identifie cano-
niquement ce produit a (X, xsX,) xsX;, la premiére projection de ce
produit fibré est identifiée & (p,,p,)s. Si f;: X;~Y; est un S-morphisme,
le morphisme f xsf, x - xsf, de Il X, dans Ilg Y, se note aussi
HS fi' 1<i<n 1<i<n

1<isn

Proposition (1.2.14) Soient f:S—S" un morphisme de C qui est un
monomorphisme (T, I, 1.1), X,Y deux S-objets, ¢:X-S, ¥: Y-S les
morphismes structuraux; les morphismes fo@: XS, foy:Y-S dé-
finissent X et Y comme des S'-objets. Alors tout produit des S-objets X,Y
est un produit des S'-objets X,Y et réciproquement.

En effet, si T est un S’-objet, u: T—X,v: T—-Y deux S’-morphismes,
on a par définition fo@ou= foov =490, morphisme structural de T;
I’hypothése sur f entraine que 'on a @ou=1\ov, et 'on peut donc
considérer T comme S-objet de morphisme structural 8=@ou=your.
La conclusion résulte aussitot de 1a et de la définition d’un produit.

Proposition (1.2.15) Supposons que dans C les produits existent.
Considérons une famille de morphismes g,:B;~C,; (1<i<r), et posons
B=B;xB,x::xB,, C=C;xC,x-*xC,, g=g,%xg, %" xg,. B->C.

Pour chaque i, soit q; : A— B, un morphisme, et soient j:A—C et v: A—B
les morphismes (uniques) rendant commutatifs les diagrammes

A % B, A —— B

[ N /

C—C
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pour 1<i<r, o p; et p; sont les projections canoniques (1.2.1). Alors j
se factorise en

A B-%£C.

En effet, on a pour tout i, pogov=gopiov par définition de g
(1.2.5), puis g,opiov = g,0q; = p;0j, et la relation p;o(gov)=p;0j pour
tout i entraine gov=j (1.2.1).

Remargue (1.2.16) Les objets de la catégorie opposée C° étant les
mémes que ceux de C, on est amené 4 développer une terminologie
«duale» de la précédente dans C correspondant aux notions précéden-
tes appliquées a la catégorie C°: ce qui correspond au produit fibré
dans C°, relatif a deux morphismes de C, ¢:S—X, y:S—Y, est
appelé souvent somme amalgamée de X et Y, et noté XIIY; c’est I'objet
de C représentant (1.1.11) le foncteur covariant

T Hom(X, T) X yoms, 1y Hom(Y, T)
ou le produit fibré ensembliste est relatif aux applications
Hom(o,11): Hom(X, T) - Hom(S, T)
Hom(Y, 11): Hom(Y,T) -~ Hom(S, T).

et

Par exemple, si C est la catégorie des K-algebres commutatives avec
élément unité (ou K est un anneau commutatif avec élément unité), la
somme amalgamée BII,C n’est autre que le produit tensoriel B®,C.

1.3. Changement de base

(1.3.1) Supposons que C soit une catégorie dans laquelle tous les
produits fibrés existent. Soit ©:S'-»S un morphisme de C; pour tout
S-objet X, de morphisme structural/n, X xS, muni du morphisme
projection 7': XxgS8->S’, est un S’-objet, qu'on note encore Xy ou
Xy €t quon dit déduit de X par le morphisme changement de base ©,
ou encore limage réciproque de X par ¢. Pour tout S-morphisme
f:X-Y on note fi, le Smorphisme f xglg: Xy~ Y, et on dit
que fs est limage réciproque de f par ¢; on a alors défini (compte tenu
de (1.2.6)) un foncteur covariant X~ X5, de Cg dans Cj.. Si f est un
isomorphisme, il en est de méme de fs,-

Proposition (1.3.2.) («transitivité du changement de base») Soient
©:8'-S, ¢ :S"->S' deux morphismes de C. Alors, pour tout S-objet X,
il existe un isomorphisme canonique fonctoriel du S"-objet (X)) Sur
le S"-objet X po41)-
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1l s’agit de prouver que dans le diagramme commutatif

X . X(¢) . (X(¢))(<P')

S — S: PR SII
L4 L4
le carré composé€ est cartésien, sachant que le carré de gauche et le carré
de droite le sont, ce qui résulte de (1.2.9).

Ce résultat s’exprime en écrivant I’égalité (2 isomorphisme canoni-
que pres) (Xs»)sy = Xg~, Ou encore

(1.3.2.1) (X x¢S) xS = X xgS" :

le caractére fonctoriel de I'isomorphisme défini dans (1.3.2) s’exprime
de méme par une formule de transitivité des images réciproques de
morphismes

(1.3.2.2) (fsys = fsry
pour tout S-morphisme f:X-Y.

Corollaire (1.3.3) Si X et Y sont deux S-objets, il existe un iso-
morphisme canonique fonctoriel du S'-objet Xgxs Y, sur le S-objet
XxsY)s).

En effet, & des isomorphismes canoniques fonctoriels prés, on a

(X xgS)xg(¥Y xg8) =X xg(Y x58) = (X xsY) x5S,
compte tenu de (1.3.2.1) et de l’associativité des produits fibrés (1.2.13).

Le caractere fonctoriel de Iisomorphisme défini dans (1.3.3) s’exprime
par la formule

(1.33.1) Uy Vs = (,0)s)s)

pour tout couple de S-morphismes u:T—X, v: T-Y.
En d’autres termes, le foncteur image réciproque X —X g, commute
d la formation des produits dans les catégories Cjs €t C/s respectivement.

Corollaire (1.3.4) Soient Y un S-objet, f:X—Y un morphisme, par
lequel X devient un Y-objet, et par suite aussi un S-objet au moyen du
morphisme composé X —L>Y ¥ S, ou V est le morphisme structural.
Alors Xy Sidentifie au produit XxyYs,, la projection

X xyYs)~ Y
Sidentifiant a fg)-
Clest encore une application de (1.2.9), ou on remplace S,5,5",
X, X', X" respectivement par S,Y,X,S,Y g et X
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Corollaire (1.3.5) Si X,Y,Z sont trois S-objets, f:X—-Z, g:Y—Z
deux S-morphismes, X xzY le produit fibré relatif a f et g, on a, a un
isomorphisme canonique preés

(XxzY)sy = Xy ¥ ZsH X

En effet, en vertu de (1.34), (Xx;Y)s, sidentific a (XxZY)(Z(S,))
et il suffit d’appliquer (1.3.3).

Proposition (1.3.6.) Si le S-morphisme f:X-Y est un monomor-
phisme, fgy: Xy~ Y5, est un monomorphisme.
C’est un cas particulier de (1.2.12).

Proposition (1.3.7) Lapplication f+ (f,1g)s est une bijection cano-
nique

(1.3.7.1) Hom(S,X) & Homg (S, X)) =T'X(s,/S)

de lensemble des S-morphismes de S’ dans X, dans U'ensemble des S'-sec-
tions (1.1.10) de X, fonctorielle en X et S'.

Cela n’est autre qu'une maniere d’énoncer (1.2.11). Si p: X)X
est la projection canonique, la bijection réciproque de (1.3.7.1) est
J'=pof.

Rappelons que la section f'=(f,1g)s est le morphisme graphe de f
et se note I'; (1.2.11).

Proposition (1.3.8) Soient X,Y deux S-objets, f:X—-Y un S-mor-
phisme, T,=(lx,f)s le morphisme graphe de f; pour tout morphisme
g:8=8, ona Iy =)sy-

Cest un cas particulier de (1.3.3.1).

Remarque (1.3.9) Considérons une propriété P des morphismes de
la catégorie C, et les deux propositions suivantes:

@) Si f:X-X, g:Y-Y sont deux S-morphismes possédant la
propriété P, f xgg posséde la propriété P.

(i) Si f:X—Y est un S-morphisme possédant la propriété P, tout
S'-morphisme fs,: Xgy—>Ys, déduit de f par un changement de base
S'=»8, posséde la propriété P.

Comme fs,)=f xslg, on voit que si pour tout objet X de C lidentité
14 posséde la propriété P, (i) implique (ii); comme d’autre part f Xgg
est le morphisme composé

XxgY L5255 X xgY X224 X'x Y

on voit que si le composé de deux morphismes possédant la propriété
P, posséde aussi cette propriété, alors (ii) implique (i).



34 0. Préliminaires

Proposition (1.3.10) Soit F: T—F(T) un foncteur contravariant de
la catégorie Ci5 dans la catégorie des ensembles. Si ce foncteur est re-
présentable par un couple (X,£),0n XeCy et EcF(X), alors, pour tout
morphisme changement de base g:S'—8, le foncteur T'—~F(T'), restric-
tion d Cs de F, est représentable par le couple (X',&), ot X'=XxgS¥
et &=F(p,)(€), ou p,: X'~>X est la premiére projection.

En effet, on a deux bijections fonctorielles en T

Homg (T', X) & Homg(T', X) ~ F(T')

ou la premiére s’écrit f'—>p,of” et la seconde f—F(f)(€); il suffit de
les composer.

1.4. Noyaux; morphisme diagonal

(1.4.1) Soient E,F deux ensembles, et considérons deux applica-
tions u,:E—F, u, : E-F; on appelle noyau de u, et u, (ou ensemble
des coincidences de u, et u,) 'ensemble des x€E tels que u, (x) =u,(x),
et on le note Ker(u;,u,). On dit qu'un diagramme d’applications

N——J.—-»E£3F
uz

est exact si j est injectif et si j(N)=Ker(u,,u,); ce diagramme est évi-
demment alors commutatif.

(1.4.2) Soient maintenant C une catégorie quelconque, X,Y deux
objets de C, u;,u, deux morphismes de X dans Y; on définit un fonc-
teur contravariant F:C°-» Ens en posant, pour tout objet TeC,

F(T) = Ker(Hom(11,4,), Hom(1,4,)) = Hom(T, X)

et, pour tout morphisme w:T T, en prenant pour F(w) la restriction
a F(T') de Hom(w,1y) (on vérifie aussitot que I'image de F(T’) par
Hom(w, 1y) est contenue dans F(T), en raison de la définition du no-
yau de deux applications). Si le foncteur F est représentable, un objet
qui le représente (déterminé 4 isomorphisme unique prés) est appelé
un noyau de u, et u, ou objet des coincidences de u, et u,, et noté
Ker(u;,u,). Nous verrons plus loin (1.4.10) que lorsque les produits
fibrés existent dans C, il en est de meme des noyaux.

Si N=Ker(u;,u,), linjection canonique Hom(T,N) - Hom(T,X)
est donc de la forme Hom(ly,j), ou j:N=-»X est un monomorphisme
de T; on dit encore alors que le diagramme de morphismes

(1.4.2.1) N— X=3Y
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est exact, ce qui équivaut donc & dire que, pour tout objet T de C,on a
le diagramme exact d’applications

Hom(1v,uy)

Hom(T,N) ———— Hom(T, X) ) Hom(T,Y)

Hom(1+, f) Hom(1y,u;

donc (1.4.2.1) est en particulier commutatif.

Lorsque N=XKer(u;,u,) existe, pour qu’un morphisme f:T-»X
soit tel que w;0f = u,of, il faut et il suffit, d’aprés ce qui précéde, que
f se factorise en f=jog, ol g: T->N est un morphisme déterminé de
fagon unique.

(1.4.3) Considérons maintenant une catégorie C ou tous les pro-
duits fibrés existent. Soient S un objet de C, X un S-objet, p,,p, les
projections canoniques de X xgX; on appelle morphisme diagonal de X
dans X xgX et on note Ays (ou A, si @:X—S est le morphisme
structural, ou Ay, ou méme A), le S-morphisme (1x,1y)s, autrement
dit 'unique S-morphisme tel que

(14.3.1) P10 Axis = oAy =1x.

1l résulte aussitot de cette définition que pour tout couple de S-mor-
phismes f,g de T dans X, on a

(14.3.2) (f,9)s = (f Xsg)o Aqys.

Proposition (1.4.4) Le diagramme
X 25, XxgX —3 X
P2

est exact (1.4.2).

En effet, en vertu de (1.4.2) et (1.2.3), on est ramené 4 prouver la
proposition lorsque C est la catégorie Ens; mais dans ce cas, on voit
aussitot que le morphisme diagonal n’est autre que l'application diago-
nale usuelle x— (x,x), et assertion est triviale.

Ays est donc un monomorphisme (1.4.2).

Proposition (1.4.5) Si f: XY est un S-morphisme, le diagramme

X 25, X x X

(1.4.5.1) fl lesf
Y —— YxgY

Avy/s
est commutatif.
On est encore ramené a la vérification pour la catégorie Ens, qui est
triviale.
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Proposition (1.4.6) Soient X, Y deux S-objets; si on identifie cano-
niguement les produits (X xgX) xs(Y %XY) et (X xsY)xg(X%sY) (1.2.13)
le morphisme Ay ysyys Sidentifie @ Ay XsAyys.

Ici encore, il suffit de le vérifier pour les ensembles, ou c’est évident.

Corollaire (1.4.7) Pour tout changement de base S —S, Ax s
S'identifie d (Axs)s')-

Il suffit de remarquer que (X xsX)g Sidentific canoniquement a
X X5 Xy (1.3.3).

Proposition (1.4.8) Soient X, Y deux S-objets, @:S—>T un mor-
phisme de C, faisant de tout S-objet un T-objet. Soient f:X~S,g:Y S
les morphismes structuraux, p,, p, les projections canoniques de X xgY,
n=fop,=gop, le morphisme structural X xgY —S. Alors le diagramme

XXSY (m P2t XXTY

(14.8.1) l l Fxra

S -——A—S/T—'> SXTS

est un carré cartésien, et le morphisme (p,,p,)r Sidentifie d
I xp ¥X 5 xps By
On se raméne encore au cas o C=Ens, et la vérification est alors
immeédiate.
Corollaire (1.4.9) Si f: X~ Y est un S-morphisme, le diagramme
X el ¥y

(1.4.9.1) fl lfxsly

Y - Y %Y
r r. /5
est un carré cartésien.
11 suffit d’appliquer (1.4.8) en remplagant S par Y et T par S, et re-
marquant que XxyY=X (1.2.7).
On notera que (1y,,)s n’est autre que le morphisme graphe I, (1.3.7).
Considérons en particulier une S-section s:S-»X d’un morphisme
g:X—S faisant de X un S-objet; identifiant canoniquement SxgX a X
(1.2.7), on voit, en rempla(;ant dans (1.4.9) Y par X, X par S et f par s,

que le diagramme
S —2—s X

(149.2) s l l (sog, 1x)s

X T XXSX
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est un carré cartésien. On peut donc dire que s s’obtient a partir de la
X-section A;:X—XxgX (de p, ou de p,) par le changement de base
(sog, 1x)s: X—= X xsX; cela permet de dire aussi que le morphisme
diagonal A, est une «S-section universelle» de g.

Proposition (1.4.10) Soient u;, u, deux S-morphismes X-Y.
Considérons X et Y comme des (Y xgY)-objets au moyen des morphismes
(uy,us)s: XY %Y et Ay:Y—Y %Y. Alors le produit fibré X xy, vY
de ces deux (Y xsY)-objets est un noyau de u, et u, dans Cg (cf. (I, 5.1.5)).

On est encore ramené au cas C=Ens, ou la vérification est triviale.

Proposition (1.4.11) Pour qu'un morphisme f:X->Y de C soit un
monomorphisme, il suffit que Ayxyy: X = X xyX soit un isomorphisme, ou
que Pun des morphismes pi: XxyX—=X, py: Xxy X~ X soit un mono-
morphisme (auquel cas c’est un isomorphisme).

On est toujours ramené au cas C=Ens, ou c’est immédiat.

Remarques (1.4.12) Lorsque dans une catégorie C tous les produits
fibrés existent, il en est de méme de toutes les limites projectives finies,
C’est-a-dire celles correspondant aux systémes projectifs (X)), ou
I’ensemble préordonné I est fini (1.1.9). En effet, dans le cas particulier
ou C est la catégorie des ensembles, lim X; est le sous-ensemble de
ITX; formé des (x;) tels que u;;(x;)=x; pour i<j. Cet ensemble peut

iel

étre considéré comme un noyau de la fagon suivante: pour tout couple
(j,k) tel que j<k, on pose Y, =X, et on considére les deux ensembles
lEII1 X; et II Yy; on définit ensuite deux applications v=(v;) et w=(wy)
de H X; Jdans II Yk en prenant v, =pr, et wy=ugopr;; il est clair
que ll_an est le noyau de v et w. On peut alors répéter cette définition
dans la catégorie C; il résulte de I’existence des noyaux dans C (1.4.10)
et de la définition d’une limite projective (1.1.9) que l'on a encore
li‘_m X;=Ker(v,w).

(1.4.13) On peut définir de méme P'ensemble des coincidences
Ker(uy,u,,u;) de trois applications u;: E—-F (i=1,2,3), comme l'en-
semble des xeE tels que u,(x)=u,(x)=u5(x); puis, pour une caté-
gorie C, le foncteur

F(T)=Ker(Hom(1y,u;) Hom(11,u,), Hom(1,u5)) =« Hom(T,X)
pour deux objets X, Y et trois morphismes u; (i=1,2,3) de X dans Y.
Dans une catégorie C ou les produits fibrés existent, ce foncteur est
représentable par I'objet (dit encore objet des coincidences des ;)

Ker(uy,uy,uz)=Ker(uy,u,) xx Ker (u,, us;)
comme on le voit aussitdt en se ramenant au cas C=Epns.
On généralise aussitot & un nombre fini quelconque de morphismes.
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(1.4.14) En formulant les définitions et propositions précédentes
pour la catégorie opposée C°, on obtient de nouvelles notions pour C,
les conoyaux dans C étant les noyaux dans C°, les morphismes co-
diagonaux dans C les morphismes diagonaux de C°; on laisse les tra-
ductions au lecteur.

1.5. Foncteurs adjoints

(1.5.1) Soient C, C' deux catégories, F:C->C’ un foncteur co-
variant. Alors, pour un objet donné X'eC’, T+~ Hom.(F(T), X') est un
foncteur contravariant de C dans Ens. S’il est représentable, on dit qu’un
objet YeC qui le représente (déterminé & isomorphisme unique prés)
est associé (pour F) a X'; par définition, pour tout objet TeC, on a
donc un isomorphisme fonctoriel en T:

(1.5.1.1) Hom((T,Y) ~x Hom.(F(T), X")
que nous noterons u— u*, I'isomorphisme réciproque étant noté w' —u’’.

Pour tout morphisme w:T— S de C, on a un diagramme commutatif
Hom¢(S,Y) == Hom(F(S), X

(1.5.1.2) Hom(w, IY)l l Hom(F(w), 1x)
Hom¢(T,Y) == Hom(F(T), X)

Autrement dit, pour tout morphisme u:S—Y, ona

(1.5.1.3) (wow)f =ufoF(w).

En particulier, si 'on prend T=Y, on a un morphisme canonique

(1.5.1.4) ox=(y*: FY)-X

et il résulte de (1.5.1.3) appliqué en remplagant w par u:T—-Y, et u
par 1y, que 'on a la factorisation canonique unique

(1.5.1.5) W F(T) £ FY) =5 X

(1.5.2) Supposons maintenant qu’a fout objet X' de C' soit asso-
cié (pour F) un objet de C, que nous noterons F?*¢(X’). Nous allons
voir qu’on peut définir F*® comme foncteur covariant C' — C, que nous
appellerons adjoint ¢ droite du foncteur F.

11 faut en effet, pour tout morphisme w':X; - X, de C', définir le
morphisme F*4u): F*¢(X) - F*¢(X},). Or, considérons le morphisme
composé

FF9(X}) = X; -5 X,
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Nous poserons
(1.5.2.1) F4u)=Wo Gx;)bi F*4(X}) - F*9(X}).

Utilisant la factorisation canonique (1.5.1.5), on a par suite le diagramme
commutatif

F(Fad(le)) F(Fad(u")) F(Fad(xlz))

(1.5.2.2) ox; J J ox;
X5

X

qui caractérise F*4(u'): si en effet un autre morphisme
u FH0K) ~ F(X,)

est tel que F(u) rende commutatif le diagramme précédent, on a
(F4w"))’=u", donc u=F%(«). Ceci prouve aussitdt que si v':X,~X}
est un second morphisme de C’, on a

F2d(v'ou/) = F*4(v') o F*4(w),
et établit notre assertion.

Compte tenu de la factorisation canonique (1.5.1.5), on voit que
I'isomorphisme u— u*:

(1.5.23) Hom(T,F*4(X")) & Hom.(F(T),X’)
est un isomorphisme de bifoncteursen T et X'.

(1.5.3) Formulant la définition d’un foncteur adjoint a droite pour
les catégories opposées C°, C'° et notant que F définit encore un foncteur
covariant F°:C°-» C'°, on déduit la notion de foncteur adjoint a
gauche *%F:C' - C de F. On a donc un isomorphisme de bifoncteurs
enTetX

(1.5.3.1) Hom(*F(X'), T) =~ Hom.(X',F(T)),
que nous noterons cette fois v~ v’, isomorphisme réciproque étant

noté v~ v'*. Pour tout morphisme v:**F(X')~ T et tout morphisme
w:T->S deC,ona

(1.53.2) (wov)” =F(w)o?v’.
et en particulier on a un morphisme canonique
(1.5.3.3) px: X' = F(*UF(X)

tel que I’on ait une unique factorisation canonique
(1.5.3.4) o X B FRE(X) 2 F(T).
Enfin, pour tout morphisme u': X~ X, de C',ona

(1.5.3.5) ME(W) = (pgso ') : 2F(X}) = F(X).



40 0. Préliminaires

(1.54) Lefait que(1.5.2.3) soit un isomorphisme de bifoncteurs prou-
ve aussitét que lorsqu’un foncteur F:C-»C posséde un adjoint a
droite F*¢, F*¢:C’' - C posséde un adjoint @ gauche qui n’est autre que
F 4 isomorphisme unique prés, autrement dit on a **(F*¥)=F et de méme
(*YF)**=F lorsque 2°F existe.

Exemples (1.5.5) Soient A, B deux anneaux admettant chacun un
¢lément unité, p: A— B un homomorphisme d’anneaux tel que p(1)=1,
C la catégorie des A-modules 4 gauche, C’ celle des B-modules 4 gauche;
on définit alors deux foncteurs p*:C~C', p,:C - C tels que p*(E)
=B®AE pour tout A-module a gauche E et que p,(F), pour tout
B-module a gauche F, soit le A-module obtenu en restreignant a A
I'anneau des scalaires de F au moyen de p; on sait (Bourbaki, Alg.,
chap.1I, 3° éd., §5, n°1) que l'on a un isoniorphisme canonique de bi-
foncteurs

Homg(p*(E),F) ~ Hom,(E, p.(F))

en E et F; autrement dit, p* est adjoint a gauche de p,, et p, adjoint d
droite de p*.

Soit maintenant E un (B, A)-bimodule. On définit alors deux foncteurs
F—~E®,F de C dans C', G—~Homg(E,G) de C' dans C, et on a un
isgmorﬁhisme canonique de bifoncteurs (Bourbaki, Alg., chap. II, 3¢ éd,,
§4,n°

Homg(E ®,F,G) >~ Hom,(F, Homg(E, G))

en F et G; le foncteur F—E®,F est adjoint a gauche de G— Homg(E,G).

(1.5.6) Si C est une catégorie ou les produits existent, alors, pour
tout objet SeC, le foncteur canonique ig:Cg—C, qui a tout objet
u:X-S de Cg fait correspondre sa source X, admet pour adjoint d
droite le foncteur produit X—Xx S, car, pour tout objet TeCg,
Homg(T,X x S) est la partic de Hom(T,X x S) formée des morphismes
u tels que p,ou=@, ou @ est le morphisme structural T—S. En vertu
de (1.2.1.2), Homg(T,X xS) est donc en correspondance biunivoque
fonctorielle avec Hom(T,X) par P'application u~— pjou, d’oll notre
assertion.

Plus généralement, si w:S'—S est un morphisme de C, le foncteur
canonique igs:Cis— Cgs, qui, a tout objet u:X-—S de Cg., fait
correspondre I'objet mou: X—S de Cg, a pour adjoint d droite le fonc-
teur produit fibré X—Xx¢S’; la démonstration est tout a fait analogue,
utilisant (1.2.2.1).

(1.5.7) Si un foncteur F:C-C’ admet un adjoint a droite (resp.
a gauche), cet adjoint commute aux limites projectives (resp. aux limites
inductives), autrement dit, on a
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ad (1 Y 17 ad (v’
(1.5.7.1) F*(lim X;) = lim F**(X;)
(resp.

ad : 1Y _ 134 ad ’
(1.5.7.2) F(lim X;) = lim**F(X,))

a des isomorphismes canoniques prés. Prouvons par exemple (1.5.7.2):
a isomorphisme canonique prés, on a, pour tout objet TeC, par (1.5.3.1)
et (1.1.12),

Homc(adF(lilz)l X)), T) = Homc.(lixll X, F(T) = lim Home (X, F(T))
— 15 ad ’ _ Tian ad ’
- 11_111 Homc( F(Xa)9 T) - HomC(llII)l F(Xa)3T) ’

d’ou le résultat.

1.6. Structures algébriques dans les catégories

(1.6.1) FEtant donnés deux foncteurs contravariants F,F’ de C
dans Ens, rappelons que pour tout objet YeC, on pose (FxF')(Y)
=F(Y)x F'(Y), et pour tout morphisme u:Y—-Y' dans C, on pose
(F x F")(u) = F(u) x F'(u), qui est I'application (¢,7')— (F(u)(#), F'(u)(")) de
F(Y)x F(Y') dans F(Y)x F'(Y); Fx F': C°-» Ens est donc un foncteur
contravariant (qui n’est autre d’ailleurs que le produit des objets F,F’
dans la catégoric Hom(C°, Ens)). Etant donné un objet XeC, nous
appellerons loi de composition interne sur X un morphisme fonctoriel

(1.6.1.1) vx: hxxhyx—hy.

Autrement dit (T, 1.2), pour tout objet YeC, yx(Y) est une applica-
tion hy(Y) xhy(Y) = hx(Y) (donc par définition une loi de composition
interne sur l'ensemble hy(Y)) soumise a la condition que, pour tout
morphisme u:Y-—Y’' dans C, le diagramme

hy(Y') x hy(Y') 22 B®, p (Y) x hy(Y)

Yx(Y')l l T (¥)

hx(Y") hyx(Y)

hy (u)

soit commutatif; cela signifie que pour les lois de composition y4(Y) et
vx(Y), hy(u) est un homomorphisme de hy(Y’) dans hy(Y).

De la méme fagon, étant donnés deux objets Z,X de C, on appelle
loi de composition externe sur X, ayant Z comme domaine d’opérateurs,
un morphisme fonctoriel

(16.12) Wy 7t hthx“‘)hx.
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On voit comme ci-dessus que pour tout YeC, oy z(Y) est une loi
de composition externe sur hy(Y), ayant h,(Y) comme domaine d’opéra-
teurs, et telle que pour tout morphisme u:Y—Y’, hy(u) et hz(4) forment
un dihomomorphisme de (hz(Y'), hx(Y")) dans (hx(Y), hy(Y)).

(1.6.2) Soit X' un second objet de C, et supposons donnée sur X’
une loi de composition interne yy.; nous dirons qu’un morphisme
w: X=X dans C est un homomorphisme pour ces lois de composition,
si pour tout YeC, h,(Y):hy(Y)—hy(Y) est un homomorphisme pour
les lois de composition yx(Y) et vx(Y). Si X" est un troisiéme objet de
C muni d’une loi de composition interne yx~ et w': X'~ X" un mor-
phisme dans C qui est un homomorphisme pour yy et vy, il est clair
que le morphisme w'w:X-»X" est un homomorphisme pour les lois
de composition yyx et yx.. Un isomorphisme w:X=xX' dans C est
appelé isomorphisme pour les lois de composition vy et yyx si w est un
homomorphisme pour ces lois de composition, et si son morphisme
réciproque w™! est un homomorphisme pour les lois de composition
Tx et vx.

On définit de la méme maniére les dihomomorphismes pour les couples
d’objets de C munis de lois de composition externes.

(1.6.3) Lorsqu’une loi de composition interne yx sur un objet XeC
est telle que yx(Y) soit une loi de groupe sur hy(Y) pour tout YeC, on
dit que X, muni de cette loi, est un C-groupe ou un C-objet en groupes.
On définit de méme les C-anneaux, C-modules, etc.

(1.6.4) Supposons que le produit X xX d’un objet XeC par lui-
méme existe dans C; par définition, on a alors hy,x=hyxhy 2 un
isomorphisme canonique prés, puisqu’il s’agit d'un cas particulier de
limite projective (1.1.9); une loi de composition interne sur X peut
donc &tre considérée comme un morphisme fonctoriel yx:hy.x~>hy,
et détermine donc canoniquement (1.1.6) un élément cyeHom(X x X,X)
tel que h, _=7y; dans ce cas, la donnée d’une loi de composition interne
sur X est donc équivalente a celle d’un morphisme X x X-»X; lorsque
C est la catégorie Ens, on retrouve la notion classique de loi de com-
position interne sur un ensemble. On a un résultat analogue pour une
loi de composition externe lorsque le produit Z x X existe dans C.

(1.6.5) Avec les notations précédentes, supposons en outre que
XxXxX existe dans C; la caractérisation du produit comme objet
représentant un foncteur (1.1.9) entraine I'existence d’isomorphismes
canoniques

XxX)x Xy XxXxX x Xx(XxX);
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si on identifie canoniquement XxXxX a (XxX)x X, Tlapplication
vx(Y) x 1y (v, sidentifie & h, ., (Y) pour tout YeC. Il est par suite
équivalent de dire que pour tout YeC, la loi interne yx(Y) est associa-
tive, on que le diagramme d’applications

hy(Y) % hy(Y) x hy(Y) 2225 B (Y) x hy(Y)

1 ny(Y)l lvxm

hy(Y) x hy(Y) hy(Y)

est commutatif, ou que le diagramme de morphismes

¥x(Y)

XxXxX X% xux

lxxcxjv lvcx

X x X ———s X
est commutatif. >

(1.6.6) Sous les hypothéses de (1.6.5), si on veut exprimer que pour
tout YeC, la loi interne yx(Y) est une loi de groupe, il faut d’une part
exprimer qu’elle est associative, et de 'autre qu’il existe une application
ox(Y) :hy(Y) —hy(Y) ayant les propriétés de I'inverse dans un groupe;
comme pour tout morphisme u:Y—Y' dans C, on a vu que hy(u) doit
étre un homomorphisme de groupes hy(Y')—>hy(Y), on voit d’abord
que oy:hyx—hy doit &tre un morphisme fonctoriel. On peut d’autre
part exprimer les propriétés caractéristiques de l'inverse s—s~' dans
un groupe G sans faire intervenir 'élément neutre: il suffit d’écrire que
les deux applications composées

(5,8)= (5,5 L, (5,87 ) > s(s™ 1)

(5,8) = (5,57, (s,ts7 ) > (ts71)s
sont égales 4 la seconde projection (s,t)—t de G x G dans G. En vertu
de (1.13), on a ax=h,, ou axeHom(X,X); la premiére condition
précédente exprime alors que le morphisme composé

Xx X Q0mXIX wo XX 1XX% XxX —% 5 X

est la seconde projection X x X-»X dans C, et la seconde condition se
traduit de méme.

(1.6.7) Supposons maintenant qu’il existe dans C un objet final e
(1.1.10). Supposons toujours que yx(Y) soit une loi de groupe sur hy(Y)
pour tout YeC, et désignons par mx(Y) ’élément neutre de yy(Y).
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Comme, pour tout morphisme u:Y—-Y' dans C, hy(u) est un homo-
morphisme de groupes, on a Ny (Y) = (hx())(nx(Y"); prenant en parti-
culier Y'=e, auquel cas u est 'unique élément € de Hom(Y,e), on voit
que I'élément ny(e) détermine complétement ny(Y) pour tout YeC.
Posons ex=nx(X), élément neutre du groupe hx(X) =Hom(X,X); la
commutativité du diagramme

hy(e) X0 hy(Y)

hex(e)l l hex(Y)

bx(e) < hx(Y)

hx(e)

(cf. 1.1.2) montre que, dans I'ensemble hx(Y), 'application h.,(Y) n’est
autre que s—nx(Y) transformant tout élément en I’élément neutre. On
vérifie alors que le fait que ny(Y) soit élément neutre de y4(Y) pour
tout YeC équivaut a dire que le morphisme composé

X EXIq xx IXXeX ¥ X —X X,
et I'analogue ol on permute 1y et ey, sont tous deux égaux a 1y.
g p X X g X

(1.6.8) On pourrait bien entendu multiplier sans peine les exemples
de structures algébriques dans les catégories. Lexemple des groupes a
¢té traité avec assez de détails, mais par la suite nous laisserons générale-
ment au lecteur le soin de développer des considérations analogues dans
les exemples de structures algébriques que nous rencontrerons.

1.7. Morphismes fonctoriels représentables
(1.7.1) Etant donnée une catégorie C et un foncteur contravariant
F: C°— Ens
on appelle sous-foncteur de F un foncteur contravariant
G: C°—~Ens

tel que pour tout objet XeC, on ait G(X)<=F(X) et que pour tout
morphisme u: X—X', G(u): G(X') -+ G(X) coincide avec F(u) dans G(X').
Par exemple, si w: X->X' est un monomorphisme de C, I'application

h,(Y): Hom(Y,X) - Hom(Y,X")

est injective; si 'on identifie Hom(Y,X) a son image dans Hom(Y, X’)
par h,,, hy s’identifie & un sous-foncteur de hy..

Si, pour tout objet XeC, j(X) désigne linjection canonique
G(X) - F(X), il est clair que j: G—F est un morphisme fonctoriel.
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(1.7.2) Considérons maintenant trois foncteurs contravariants
F,G,H de C dans Ens, et deux morphismes fonctoriels

g:G-F, h:H-F.

Dans la catégoriec Hom(C°, Ens), le produit fibré G xgH (pour les mor-
phismes g et 4) existe et se calcule «argument par argument»; autre-
ment dit, pour tout XeC, (GxgH)(X) est le produit fibré d’en-
sembles G(X) xgx,H(X) pour les applications g(X): G(X)— F(X) et
hX): HX)~F(X); et pour tout morphisme u:X~-Y de C, (G xgH)(u)
est la restriction & G(Y)xgy,)H(Y) de l'application G(u)x H(u) de
G(Y) x H(Y) dans G(X)x H(X). La vérification du fait que ’on obtient
bien ainsi un produit fibré au sens de (1.2.2) est immédiate.

Si G est un sous-foncteur de F, j: G—F le morphisme fonctoriel
d’injection, alors GxgH s’identifie & un sous-foncteur de H et
Jan: GxgH-H (notation de (1.3.1)) au morphisme fonctoriel d’injec-
tion.

(1.7.3) Supposons que dans (1.7.2) F,G,H soient trois foncteurs
représentables: F=hg, G=hy, H=hy; alors (1.1.7), on a nécessaire-
ment g=h, et h=h,, o0 u:X-S et v:Y-S sont deux morphismes
de C. Pour que le produit fibré G xgH soit représentable, il faut et il
suffit que le produit fibré X xgY (pour u et v) existe dans C, et alors
G xgH est isomorphe & hy.gy, comme il résulte de (1.7.2) et de (1.1.7).

(1.7.4) Les notations étant les mémes que ci-dessus, on appelle
morphisme représentable un morphisme fonctoriel

[ F-G

ayant la propriété suivante: pour tout objet XeC et tout morphisme
fonctoriel u:hy—G, le foncteur F xghy est représentable.

Proposition (1.7.5) (i) Tout isomorphisme de foncteurs est repré-
sentable.

(i) Si f:F-G et g: G- H sont deux morphismes fonctoriels repré-
sentables, il en est de méme de gof: F - H.

(iii) Si f:F->G est représentable, il en est de méme de tout mor-
phisme fonctoriel fy,: FxgH—H déduit de f par changement de base
H-G.

L’assertion (i) résulte de ce qu’un isomorphisme se transforme en
isomorphisme par changement de base (1.3.1), et I'assertion (ii) de ce
que Fxyhy>F x5(G xhy); comme G xyhy est isomorphe 4 un fonc-
teur hy, Fxg(Gxyhy), isomorphe & Fxghy, est représentable. De
méme, pour prouver (iii), il suffit de noter que (FxgH)xyhy est iso-
morphe & F xghy, donc est représentable.
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Si f:F-» G est un morphisme fonctoriel représentable, et si pour
un morphisme fonctoriel hy— G, le foncteur Fxghy est représenté
par 'objet Ye C (donc est isomorphe 4 hy), alors, pour tout morphisme
Z-X de C, le produit YxyZ existe, puisque le foncteur hyx, h;
est représentable en vertu de (1.7.5, (iii)).

Proposition (1.7.6) Soit G:C°—Ens un foncteur contravariant
représentable. Pour qu’un morphisme fonctoriel ¥~ G soit représen-
table, il faut que le foncteur F soit représentable; cette condition est
suffisante si dans C les produits fibrés existent.

La suffisance de la condition résulte de (1.7.3). D’autre part, si G=hy,
a isomorphisme prés, et si le morphisme F - G est représentable, le
foncteur FxgG=F xghy (ol G-~ G est I'identité) est représentable
par définition; comme il s'identifie & F, cela achéve la démonstration.

(1.7.7)  Soit 2 un ensemble de morphismes de la catégorie C; nous
supposerons, d’'une part que le composé d’un morphisme de £ et d’un
isomorphisme (& droite ou a gauche) appartient encore a 2, et d’autre
part que £ vérifie la condition suivante:

Si f:A-»B appartient & 2, alors, pour tout morphisme g:C—-B,
le produit fibré A xgC existe et la projection fio=p,:AxgC~C
appartient 4 2 (i. e., 2 est «stable par changement de base»).

Cela étant, nous dirons qu’un morphisme fonctoriel représentable
u:F—- G, ou F et G sont des foncteurs contravariants de C dans Ens,
est représentable par un morphisme de P si, pour tout objet XeC et
tout morphisme fonctoriel v:hy~>G, le morphisme fonctoriel corres-
pondant F xghy - hy, qui est de la forme h,, oo w:Y—-X est un
morphisme de C (Y étant un objet représentant le foncteur F xghy),
est tel que w appartienne @ 2 (condition qui ne dépend pas de I'objet Y
choisi, puisque le composé d’un morphisme de £ et d’un isomorphisme
appartient encore & 2). Il est immédiat que tout morphisme fonctoriel
déduit de u par changement de base (1.3.1) est encore représentable par
des morphismes de 2

(1.7.8) Soient G:C°-»> Ens un foncteur contravariant, F un sous-
foncteur de G, 2 un ensemble de morphismes de C vérifiant les condi-
tions de (1.7.7). Supposons que G soit représentable par un objet XeC.
Alors, pour que le morphisme fonctoriel d’injection j:F - G soit re-
présentable par un morphisme de & il faut et il suffit que pour tout
objet SeC et tout morphisme fonctoriel hg— G, le morphisme fonc-
toriel correspondant js:F xghg—hg soit représentable par un mor-
phisme de 2 La condition est en effet nécessaire par définition (1.7.7),
et elle est suffisante puisqu’il suffit d’y faire S=X, d’ott hy=hy=G.
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On observera qu'un morphisme fonctoriel hg— hy est de la forme
h,, pour un morphisme w:S—X bien déterminé, autrement dit un
élément de G(S). Ceci permet de mettre le critére précédent sous une
autre forme. Considérons en effet, pour un SeC et un weG(S) fixés,
le foncteur suivant:

Fw: (C/s)o -> Ens

ot, pour tout morphisme u:Z— S (objet de Cy), on pose

w

F.() ={(b si wou=G(u)(w)¢F(2Z),
{wou}={Gww)} si Guw)w)eF(Z)

de sorte que F,_(u) est vide ou réduit 4 un seul élément; on a bien ainsi
défini un foncteur contravariant dans C, car si w': Z'— S est un second
objet de Cs et f:Z->Z un morphisme de Cjs (de sorte que u'of =u),
on a Gu)=G(f)oG('); puisque F est un sous-foncteur de G, on a
G(f)(F(Z)) = F(Z); on prend donc F,(f) égal a l'application vide si
wou'¢F(Z)), et égal A la restriction de G(f) & {wou'} dans le cas con-
traire.

Cela étant, dire que ’objet TeC représente le foncteur F x ghg et que
le morphisme i: T-»S représente le morphisme fonctoriel jg: F x g hg—hg
équivaut a dire que l'objet ieC représente le foncteur F,. En
effet, pour tout ZeC, (Fxghg)(Z) est I'ensemble des éléments de
F(Z) = G(Z)=Hom(Z,X) quisont de la forme wou, o ucHom(Z,S);
dire que T représente F xghg et que i représente jg signifie que pour
tout ueHom(Z,S) tel que woueF(Z), il existe un morphisme g: Z—- T
et un seul tel que u=iog, et réciproquement l’existence d’un tel g
entraine que wou appartient 4 F(Z). De méme, dire que i représente F,,
signifie que pour tout morphisme u: Z-» S, il n’existe aucun morphisme
g:Z~T telque iog=u si woug¢F(Z), etil en existe un seul si woueF(Z).
Cela établit I’équivalence annoncée.

Remarque (1.7.9) Soit p: S —S un monomorphisme dans la caté-
gorie C; la catégorie Cjs peut alors €tre considérée comme une sous-
catégorie pleine de Cy, car I'application g~ pog, ou g parcourt I'en-
semble des morphismes T - S’ de C, est injective par hypothése.

Soit F:(Ck)°~Ens un foncteur contravariant; comme hg(T)
=Homg(T,S) est un ensemble réduit 4 un élément pour TeCy, on a
un unique morphisme fonctoriel F-»hg; le produit fibré F, x, F, de
deux tels foncteurs est donc identique -au produit ordinaire F; xF,.
Considérons en particulier le produit fibré

(1.79.1) F'=F xp hg
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et remarquons que, puisque p: S —S est un monomorphisme, hg(T)
=Homg(T,S’) est vide si T n’appartient pas a la sous-catégorie Cjs. de
Cs, et réduit 2 un seul élément dans le cas contraire; on a donc F'(T)=0
dans le premier cas, F'(T)=F(T) dans le second. Il revient donc au
méme de dire que F’ est représentable, qu’on le considére comme fonc-
teur de (C)° dans Ens, ou de (Cg)° dans Ens; une autre proposition
équivalente est de dire que F, restreint & la sous-catégorie Cg de Cg,
est représentable.

§ 2. Compléments de topologie

2.1. Espaces irréductibles

Rappelons qu'un espace irréductible est un espace topologique
non vide E tel que E ne soit pas réunion de deux ensembles fermés
distincts de E; il revient au méme de dire que tout ensemble ouvert
non vide dans E est partout dense. Un espace irréductible est connexe.
Dans un espace topologique quelconque E, un ensemble irréductible
est une partie F de E qui est un espace irréductible pour la topologie
induite; 'ensemble des parties irréductibles de E contenant un méme
point x admet un plus grand élément, dit composante irréductible
de x, qui est une partie fermée de E. Pour les principales propriétés
de ces notions, nous renvoyons & Bourbaki, Alg. comm., chap.ll,
§4,n°1.

(2.1.1) Tout sous-espace d’un espace topologique X qui est I'ad-
hérence {x} d’un sous-espace réduit & un point est_irréductible; nous
exprimerons la relation ye{x} (équivalente 2 {y} < {x}) en disant que
y est une spécialisation de x, ou que x est une générisation de y; cC’est une
relation d’ordre dans X. Les éléments maximaux pour cette relation
d’ordre sont dits points maximaux de X. Lorsqu’il existe, dans un espace
irréductible X, un point x tel que X={x}, on dit que x est un point
générique de X; tout ouvert non vide de X contient alors x, et tout sous-
espace contenant x admet x pour point.générique. Un espace topolo-
gique peut étre irréductible sans posséder de point générique, comme
le montre I'exemple d’un ensemble infini Z, muni de la topologie pour
laquelle les ensembles fermés sont les parties finies de Z et Z lui-méme.
Un espace topologique peut admettre plusieurs points génériques,
comme le montre ’exemple d’un espace non vide X ou @ et X sont les
seuls ensembles ouverts, et oU tout point de X est générique.
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1l résulte de ces définitions que dans un espace topologique X,
les points maximaux sont les points génériques des composantes irré-
ductibles de X.

On dit qu’un espace topologique X est sobre si toute partie fermée
irréductible de X admet un point générique et un seul (cf. (2.9)).

(2.1.2) Un espace de Kolmogoroff est un espace topologique X
vérifiant ’axiome de séparation:

(Ty) Si x#y sont deux points distincts quelconques de X, il existe
un ensemble ouvert contenant 'un des points x, y et non 'autre.’

Tout sous-espace d’un espace de Kolmogoroff est un espace de
Kolmogoroff. Si un espace de Kolmogoroff irréductible X admet un
point générique, il n’en admet qu’un seul, puisqu’un ouvert non vide
contient tout point générique. Tout espace sobre (2.1.1) est un espace
de Kolmogoroff.

Notons aussi que dans un espace de Kolmogoroff quasi-compact
et non vide X, il existe des points x tels que {x} soit fermé dans X, ou,
comme on dit par abus de langage, des points fermés. 11 suffit en effet
de remarquer que dans un espace quasi-compact non vide, ’ensemble
des parties fermées non vides est inductif pour la relation =, donc il
existe des ensembles fermés non vides minimaux; mais dans un espace
de Kolmogoroff X, un ensemble fermé non vide minimal M est
nécessairement réduit a4 un seul point.

(2.1.3) Dans un espace irréductible X, un ensemble localement
fermé A dintérieur non vide est nécessairement ouvert. En effet, I'inté-
rieur U de A, étant non vide, est dense dans X, donc a fortiori A est
dense dans X, et on sait qu'un ensemble localement fermé est ouvert
par rapport a son adhérence.

Proposition (2.1.4) Soient X un espace topologique, x un point de
X, U un voisinage ouvert de x n’ayant qu’un nombre fini de composantes
irréductibles. Alors le complémentaire dans X de la réunion des compo-
santes irréductibles de X ne contenant pas x est un voisinage ouvert V de
x tel que tout voisinage ouvert de x contenu dans V soit connexe.

Soient U; (1 <i< n) les composantes irréductibles de U ne contenant
pas x; il résulte de Bourbaki, loc. cit., prop.7, que V est aussi le complé-
mentaire dans U de la réunion des U;, donc est ouvert. Soit alors W un
voisinage ouvert de x contenu dans V. Les composantes irréductibles
de W sont les intersections de W et des composantes irréductibles de U
qui rencontrent W (Bourbaki, loc.cit., prop. 7), donc ces composantes
contiennent x; comme elles sont connexes, il en est de méme de W.
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Corollaire (2.1.5) Soit X un espace topologique dont Iensemble des
composantes irréductibles est localement fini.

(i) Lespace X est localement connexe.

(i) Supposons en outre que toute partie fermée irréductible de X
admette un point générique. Alors toute partie fermée ¥ de X, stable par
générisation (2.1.1), est ouverte dans X.

L’assertion (i) est conséquence évidente de (2.1.4). Pour prouver (ii),
soit xeF et soient z;(1<<i<n) des points génériques des composantes
irréductibles Z, (1 <i<n) de X contenant x. Par hypothése les z; appar-
tiennent & F, donc Z,<F puisque F est fermé. Comme par hypothése
il y a un voisinage U de x tel que U soit réunion des U nZ; (Bourbaki,
loc. cit.,prop.7),ona U cF; donc F est ouvert.

Proposition (2.1.6) Soit X un espace topologique dont I'ensemble des
composantes irréductibles est localement fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

a) Les composantes irréductibles de X sont ouvertes.

b) Les composantes irréductibles de X sont identiques d ses composan-
tes connexes.

c) Les composantes connexes de X sont irréductibles.

d) Deux composantes irréductibles distinctes de X ne se rencontrent
pas.

Lespace X est alors Pespace somme de ses composantes irréductibles.

La condition a) entraine b), car il en résulte que les composantes
irréductibles de X sont des ensembles & la fois ouverts et fermés, et par
ailleurs un espace irréductible est connexe. Il est trivial que b) entraine ¢);
inversement, un ensemble fermé F contenant une composante connexe
C de X et distinct de C ne peut étre irréductible, car F n’étant pas connexe,
est réunion de deux ensembles non vides disjoints & la fois ouverts et
fermés dans F, donc fermés dans X; par suite c) entraine b). On en conclut
que c) entraine d), deux composantes connexes distinctes étant sans
point commun. Enfin, pour voir que d) entraine a), on peut se borner,
compte tenu de Bourbaki, loc. cit., prop. 7, au cas ou X n’a qu’un nombre
fini de composantes irréductibles; mais comme celles-ci sont fermées
et sont deux 4 deux disjointes, elles sont ouvertes.

Lorsque les conditions de (2.1.6) sont remplies, on dit que X est
localement irréductible.

Corollaire (2.1.7) Soit X un espace topologigue dont I'ensemble des
composantes irréductibles est localement fini. Pour que X soit irréductible,
il faut et il suffit que X soit connexe et non vide, et que deux composantes
irréductibles distinctes de X ne se rencontrent pas.
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(2.1.8) On appelle antifiltre de parties fermées d’un espace topo-
logique X un ensemble § de parties fermées de X tel que la réunion de
deux ensembles de § appartienne & § et que toute partie fermée de X
contenue dans un ensemble de § appartienne a §.

Proposition (2.1.9) Soient X un espace topologique dont I'ensemble
des composantes irréductibles est localement fini, § un antifiltre de parties
Sfermées de X. On suppose que si Y est une partie fermée de X telle que,
pour tout yeY, il y ait un voisinage ouvert V de y dans X et un Y, e§
tels que VNnY=VnY,, alorsona Ye®. Les conditions suivantes sont
alors équivalentes: ‘

a) Pour tout Ye&, X—Y est connexe.

b) Si X' et X" sont deux composantes irréductibles distinctes de X,
il existe une suite (X;)g<;<, de composantes irréductibles de X telles que
Xo=X, X,=X" et que, pour 1<i<n, onait X;_; nX;¢§.

Supposons b) vérifiée et prouvons que U=X—-Y est connexe pour
tout Ye@. Si U’ et U” sont deux composantes irréductibles distinctes
de U, il existe deux composantes irréductibles X', X" de X telles que
X' nU=U et X"nU=U" (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, §4, n°1,
prop. 7); formons pour ces deux composantes X', X" une suite (X;)
ayant la propriété énoncée dans b), et posons U;=X;~U pour 0 <i<n;
alors U;nU,_,; #0 pour 1<i<n, sinon on aurait X,nX;_, =Y, donc
X;nX;_; € § contrairement 4 la définition des X;; a fortiori U,;#§ pour
tout 4, donc (loc. cit.) U, est une composante irréductible de U. Comme
tout point de U appartient & une composante irréductible de U, et que
ces composantes irréductibles sont connexes, on en conclut que U est
connexe.

Montrons maintenant que a) entraine b). Désignons par Y la réunion
de la famille (X, Xg), ou (X,,Xg) parcourt Pensemble des couples de
composantes irréductibles distinctes de X telles que X, X;e§. Pour
tout point y €Y, il y a un voisinage ouvert V de y dans X ne rencontrant
qu'un nombre fini de composantes irréductibles de X; cela montre d’une
part que Y est fermé et d’autre part que V'Y est intersection de V et
d’un ensemble de &; en vertu de ’hypothése sur &, on a Ye@&, donc
U=X-Y est connexe; en outre (Bourbaki, loc. cit., n°1, Remarque) Y
est rare dans X, donc X, adhérence de U, est connexe. Soient alors X', X"
deux composantes irréductibles distinctes de X, U’,U” leurs traces
sur U, qui ne sont pas vides puisque U est dense dans X; ce sont donc
des composantes irréductibles distinctes de U (loc. cit., n° 1, prop. 7). Or,
la réunion T de I'ensemble ® des composantes irréductibles W de
U telles qu’il existe une suite (U)y<;<, de composantes irréductibles
de U pour laquelle Uy=U’, U,=W, U;_,#U; et U,_, nU;#0 pour
1<i<n, est un ensemble d la fois ouvert et fermé dans U: en effet, les
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composantes irréductibles de U forment une famille localement finie
de parties fermées de U (loc. cit.), donc T est évidemment fermé;
d’autre part, si xeT, il y a dans U un voisinage ouvert S de x qui ne
rencontre qu'un nombre fini de composantes irréductibles V, (1 <k<r)
de U, dont chacune contient x (2.1.4); on peut supposer que V,e®, et
comme Vi, V,_;# @ pour 2<k<r, toutes les composantes irréduc-
tibles V, appartiennent 4 ®, donc S=T. On voit donc qu’il y a une
suite (Uj)o<i<n ayant les propriétés précédentes et telles que U,=U";
soit X; (0<i<n) la composante irréductible U, de X (loc. cit.); on a
X;AnU=U,, et comme U;_;#U,; pour 1<i<n, on a X;_#X; pour
1<i<n; si 'on avait X;_, nX;e § pour un i, on en déduirait
X;_1nX;<=Y par définition de Y, dott U,_; nU;=0, contrairement
a ’hypothése. Ceci achéve la démontration de (2.1.9).

Corollaire (2.1.10) Soit X un espace topologique dont Uensemble
des composantes irréductibles est localement fini. Pour que X soit connexe,
il faut et il suffit que si X', X" sont deux composantes irréductibles distinctes
de X, il existe une suite (X;)y<;<, de composantes irréductibles de X telles
que Xo=X',X,=X" et que, pour 1<i<n, on ait X,_; " X;#0.

Il suffit d’appliquer (2.1.9) avec &= {0}.

Proposition (2.1.11) Soit X un espace topologique, dont ensemble
des composantes irréductibles est localement fini, et dans lequel toute
partie fermée irréductible admet un point générique. Soit Z une partie
fermée rare de X ayant la propriété suivante: pour tout xeZ, si T, désigne
Pensemble des générisations de x dans X, alors T,—{x} est connexe.
Dans ces conditions, si X est connexe, X —Z estconnexe.

On peut se limiter at cas ot dans X toute partie fermée irréductible
n’admet quun seul point générique. En effet, dans le cas contraire on
considere 'espace Y =X/R, quotient de X par la relation d’équivalence
{x}=1{y}. 1l résulte aussitdt de cette définition que tout ouvert de X
est saturé pour R, donc la topologie de X est 'image réciproque de celle
de Y par l'application canonique 7 : X — X/R. Un ouvert dense dans X
est de la forme =~ '(U), ot U est un ouvert dense dans Y, donc un fermé
rare Z dans X est de la forme n7(S), o0 S=mn(Z) est fermé rare dans Y,
et il revient au méme de dire que X—Z est connexe ou que Y —S est
connexe. De méme, m(T,) est I'ensemble des générisations de =(x),
et il est équivalent de dire que T, — {x} est connexe, ou que w(T,)— {n(x)}
I’est. Enfin, par construction Y est un espace de Kolmogoroff, dont
toute partie fermée irréductible admet un point générique et un seul;
puisque pour tout xeX il y a un voisinage ouvert n~*(U) de x qui ne
rencontre qu'un nombre fini de composantes irréductibles de X, U est
un voisinage de m(x) qui ne rencontre qu'un nombre fini de composantes
irréductibles de Y, les composantes irréductibles de X étant les images
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réciproques des composantes irréductibles de Y. Il revient donc au
méme de prouver la proposition pour X ou pour Y.

Supposons donc désormais que toute partie fermée irréductible de X
admet un point générique et un seul. Avec les notations de 1’énoncé,
supposons que 'ouvert U=X—Z, partout dense dans X, soit réunion
de deux ouverts non vides sans point commun U’,U", et soient X', X"
les adhérences respectives de U’ et U” dans X. Comme X=U=X"u X"
et que X est connexe, on a X' N X"#0, et il est clair que X'nX" < Z.
Soit x le point générique d’une composante irréductible de X' nX".
Par hypothése, il y a un voisinage ouvert V de x dans X tel que VAU’ et
VU" naient qu'un nombre fini de composantes irréductibles (Bour-
baki, Alg. comm., chap. 11, § 4, n°1, prop. 7); comme x est adhérent a U’
et a U”, il est nécessairement dans I'adhérence (dans X) d’'une composante
irréductible Z'de VAU’ et dans 'adhérence (dans X) d’une composante
irréductible Z” de VA U”. Mais comnie Z' (resp. Z") est fermé et irré-
ductible dans X, il posséde un point générique z' (resp. z"), et on a né-
cessairement z'eU’ et z"eU”. Ceci prouve que les intersections de
T,—{x} avec U’ et U” sont non vides. Mais par définition, on a
X A X") " (T,~{x})=0, puisque x ne peut avoir dans X' nX" aucune
générisation autre que lui-méme. Donc les intersections de X' et X"
avec T,—{x} sont des fermés non vides disjoints dans T, —{x}, dont la
réunion est T, —{x}; or cela contredit I’hypothése que T,—{x} est con-
nexe.

(2.1.12) Soient X,Y deux espaces topologiques, f une application
continue de X dans Y; il est clair que si X admet un point générique x,
f(x) est point générique de f(X), donc aussi de f(X); si f(X) est dense
dans Y et si Y n’admet qu’un seul point générique y, on a donc nécessaire-
ment f(x)=y. On dit que X domine Y (pour f'), ou que I'application f est

dominante lorsque f(X) est dense dans Y.

Proposition (2.1.13) Soient X,Y deux espaces topologiques, f: X - Y
une application continue. On suppose que Y est irréductible et posséde
un seul point générique y, et que toute composante irréductible de X posséde
au moins un point générique. Alors Papplication Z—Zf " '(y) est une
bijection de Pensemble des composantes irréductibles de X rencontrant
£y (ou,ce qui revient au méme, dominant Y) sur Pensemble des com-
posantes irréductibles de f~*(y), les points génériques de Z étant iden-
tiques a ceux de Znf "' (y).

En effet, si une composante irréductible Z de Y rencontre f~'(y),
tout point générique z de Z appartient a 7' (y) (2.1.12), et Znf "' (y),
étant I'adhérence de {z} dans f~'(y), est irréductible et admet z pour
point générique; en outre, toute partie fermée irréductible de f~'(y)
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est nécessairement contenue dans une composante irréductible Z de X,
donc dans Z~f " *(y). Cela prouve la proposition.,

Proposition (2.1.14)  Soient X, X' deux espaces topologiques, f: X'—X
une application continue. On suppose que les conditions suivantes sont
vérifiées:

(i) fest surjective et ouverte (resp, telle que I'espace topologique X s’iden-
tifie canoniquement au quotient de X' par la relation d’équivalence définie
par f).

(ii) Pour tout xeX, f~'(x) est irréductible (resp. connexe).

Alors, pour que X' soit irréductible (resp. connexe), il faut et il suffit
que X le soit,

L’assertion relative 4 la connexité n’est autre que Bourbaki, Top. gén.,
chap. I, 4°¢d., § 11, n°3, prop. 7. Prouvons l’assertion relative 4 I'irréduc-
tibilité; la condition étant trivialement nécessaire puisque f est surjective,
prouvons qu’elle est suffisante. Soient donc X, X, deux parties fermées
de X' telles que X'=X)uUX) et désignons par X; (i=1,2) 'ensemble
des xeX tels que f 7' (x) = X}; onadonc X;=X—f(X—Xj), et comme
[ est ouverte, on en conclut que X; est une partie fermée de X (i=12).
Drautre part, pour tout xeX, f~'(x) est irréductible par hypothése
et est réunion des deux parties fermées X;nf '(x) et X;nf " (x);
I'une de ces deux parties doit donc étre égale 4 f~'(x), ce qui signifie
que I'on doit avoir xeX,; ou xeX,; onadonc X=X,uUX,, et comme
par hypothese X est irréductible, on en déduit X=X, ou X=X,, donc
X=X} ouX'=X,,

Remarque (2.1.15) Si I'on remplace '’hypothése «f ouverte» par
«f fermée» (ce qui entraine pourtant que la topologie de X est quotient
de celle de X' par la relation d’équivalence définie par f) il peut se faire
que X et toutes les fibres f~!(x) soient irréductibles sans que X' le soit.
*Par exemple (cf. chap. I et II), soient k un corps algébriquement clos,
X la droite affine sur k, P la droite projective sur k, S=X x, P, p: S— X,
q:S—P les projections: soient x, un point fermé de X, ¢, un point
fermé de P, et désignons par X' le sous-schéma réduit de S ayant pour
espace sous-jacent 'ensemble fermé p~'(xo)uq™ '(ty); si I'on prend
pour f la restriction de p a X/, f est un morphisme propre, donc fermé,
mais X' n’est pas irréductible, bien que les f~'(x) soient réduits & un
point ou isomorphes & P, donc irréductibles.

De méme, si 'on suppose seulement f surjectif, mais non que la
topologie de X soit égale au quotient de celle de X' par la relation d’équi-
valence définie par f, il peut se faire que X et toutes les fibres f ™ '(x)
soient irréductibles (donc connexes), sans que X' soit connexe: il suffit
de prendre X et x, comme ci-dessus, et pour X' I'espace somme de {x,}
et du sous-espace ouvert X —{x,}, f étant la bijection canonique. ,
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2.2. Espaces localement noethériens

Nous ne reviendrons pas sur la définition et les principales pro-
priétés des espaces noethériens (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 4, n°2).

(2.2.1) Ondit qu’un espace topologique X est localement noethérien
sitout xeX admet un voisinage dans X qui est un sous-espace noethérien
et a fortiori quasi-compact. Tout sous-espace d’un espace localement
noethérien est localement noethérien. Inversement, si (X,) est un
recouvrement localement fini d’un espace topologique X tel que les
sous-espaces X, soient localement noethériens, X est localement noe-
thérien.

(2.2.2) Puisqu’un espace noethérien n’'a qu'un nombre fini de
composantes irréductibles, il résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap.
II, § 4, n°1, prop. 7, que ’ensemble des composantes irréductibles d’un
espace localement noethérien est localement fini; les résultats (2.1.5)
a (2.1.11) sont donc en particulier applicables aux espaces localement
noethériens.

(2.2.3) On notera quun espace de Kolmogoroff localement
noethérien non vide X ne contient pas nécessairement de point fermé:
un exemple en est fourni par 'ensemble N des entiers > 0, ot on prend
comme ensembles fermés I'ensemble vide et tous les intervalles [n, + oo
pour n = 0.

2.3. Ensembles quasi-constructibles et ensembles constructibles

Définition (2.3.1) On dit qu'une partie Z d’'un espuce topologique X
est rétrocompacte dans X si, pour tout ouvert quasi-compact U de X, Zn'U
est quasi-compact.

Une partie fermée de X est rétrocompacte dans X, mais une partie
quasi-compacte non fermée de X n’est pas nécessairement rétrocompacte.
Si X est quasi-compact, toute partie ouverte rétrocompacte dans X est
quasi-compacte. Il est clair que toute réunion finie d’ensembles ré-
trocompacts dans X est rétrocompacte dans X, toute réunion finie d’en-
sembles quasi-compacts étant quasi-compacte. Toute intersection finie
d’ouverts rétrocompacts dans X est un ouvert rétrocompact dans X.
Dans un espace localement noethérien X, tout ensemble quasi-compact
est un sous-espace noethérien, et par suite toute partie de X est rétro-
compacte dans X.

Définition (2.3.2) Etant donné un espace topologique X, on dit
qu'une partie de X est globalement quasi-constructible (resp. globalement
constructible) si elle appartient au plus petit ensemble § de parties de X
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contenant toutes les parties ouvertes (resp. toutes les parties ouvertes
rétrocompactes) de X et stable par intersection finie et passage aux complé-
mentaires (ce qui implique que § est aussi stable par réunion finie).

Il est clair que toute partie globalement constructible de X est
globalement quasi-constructible; la réciproque est vraie si X est locale-
ment noethérien.

Proposition (2.3.3) Pour qu’une partie de X soit globalement quasi-
constructible (resp. globalement constructible), il faut et il suffit qu’elle soit
réunion finie d’ensembles de la forme U (V, ou U et V sont des ouverts
(resp. des ouverts rétrocompacts) de X.

11 est clair que la condition est suffisante. Pour voir qu’elle est néces-
saire, considérons I'’ensemble & des réunions finies d’ensembles de la
forme Un CV, ou U et V sont ouverts (resp. ouverts rétrocompacts).
11 suffit, puisque ® = &, de montrer que tout complémentaire d’un
ensemble de ® appartient 4 ®, car cela prouvera que ® = § par défini-
tion de &. Soit donc Z= Ul(Uim CVy), ou I est fini, U; et V, ouverts

ie

(resp. ouverts rétrocompacts) dans X; ona ((Z= ﬂl (V;u CU)), donc (Z

est réunion finie d’ensembles dont chacun est intersection d’un certain
nombre des V; et d’un certain nombre des (U, donc de la forme V (U,
ol U est réunion d’un certain nombre des U; et V intersection d’un
certain nombre des V;; la conclusion résulte de ce que I'ensemble des
ouverts (resp. des ouverts rétrocompacts) de X est stable par réunion
et intersection finies.

On peut dire encore que les parties globalement quasi-constructibles
de X sont les réunions finies de parties localement fermées de X.

Corollaire (2.3.4) Toute partie globalement constructible de X est
rétrocompacte dans X.

11 suffit de montrer que si U et V sont ouverts rétrocompacts dans X,
Un(V est rétrocompact dans X; or, si W est ouvert quasi-compact
dans X, WnUN (V est fermé dans I'espace quasi-compact WU,
donc est quasi-compact.

En particulier:

Corollaire (2.3.5) Pour qu’une partie ouverte U de X soit globalement
constructible, il faut et il suffit qu'elle soit rétrocompacte dans X. Pour
qu’une partie fermée F de X soit globalement constructible, il faut et il
suffit que Pouvert (F soit rétrocompact.

(2.3.6) Un cas important est celui ou toute partie ouverte quasi-
compacte de X est rétrocompacte, autrement dit, ot I'intersection de
deux parties ouvertes quasicompactes de X est quasi-compacte (cf. I,



§ 2. Compléments de topologie 57

5.5.6). Lorsque X lui-méme est quasi-compact, cela signifie que les
parties ouvertes rétrocompactes dans X sont identiques aux parties
ouvertes quasi-compactes de X, et les parties globalement constructibles
de X aux réunions finies d’ensembles de la forme UA(V, ot U et V
sont ouverts quasi-compacts.

Proposition (2.3.7) Soit f:X-—Y une application continue. Pour
toute partie globalement quasi-constructible Z de Y, f ~*(Z) est une partie
globalement quasi-constructible de X.

Proposition (2.3.8) Soient X un espace topologique, U une partie
ouverte de X.

(i) Si T est une partie globalement constructible de X, TnU est une
partie globalement constructible de U.

(ii) Supposons en outre U rétrocompact dans X. Pour qu’une partie Z
de U soit globalement constructible dans X, il faut et il suffit qu’elle soit
globalement constructible dans U,

(i) Utilisant (2.3.3), on est ramené a montrer que si T est ouvert
rétrocompact dans X, TnU est ouvert rétrocompact dans U, autre-
ment dit, pour tout ouvert quasi-compact WU, TnUnW=TnW
est quasi-compact, ce qui résulte aussitét de 'hypothése.

(ii) La condition étant nécessaire en vertu de (i), il reste 4 démontrer
qu’elle est suffisante. Compte tenu de (2.3.3), il suffit de considérer le
cas ol Z est ouvert rétrocompact dans U, car il s’ensuivra alors que
U —2Z est globalement constructible dans X, et si Z, Z sont deux ouverts
rétrocompacts dans U, Zn(U—2Z') sera bien globalement construc-
tible dans X. Or, si W est ouvert quasi-compact dans X et Z ouvert
rétrocompact dans U, on a ZNnW=Zn(WnU) et par hypothése
WU est ouvert quasi-compact dans U; donc WnZ est bien quasi-
compact, et par suite Z est ouvert rétrocompact dans X, et a fortiori
globalement constructible dans X.

Corollaire (2.3.9) Soient X un espace topologique, (U))..; un re-
couvrement fini de X formé d’ensembles ouverts rétrocompacts dans X.
Pour qu’une partie Z de X soit globalement constructible dans X, il faut
et il suffit que pour tout iel, Zn'U; soit globalement constructible dans U,.

Définition (2.3.10) Soit X un espace topologique. On dit qu’'une par-
tie T de X est quasi-constructible (resp. constructible) si, pour tout xeX,
il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que TV soit globale-
ment quasi-constructible (resp. globalement constructible) dans V.

I résulte aussitdt de (2.3.7) que si f: XY est une application
continue et Z une partie quasi-constructible de Y, f ~*(Z) est une partie
quasi-constructible de X. Il résulte de (2.3.7) et (2.3.8, (i)) que si V est
un ouvert de X tel que VAT soit globalement quasi-constructible
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(resp. globalement constructible) dans V, alors, pour tout ouvert W'V,
WAT est globalement quasi-constructible (resp. globalement construc-
tible) dans W par suite, si T est constructible dans X, alors, pour tout
ouvert U de X, UNT est constructible dans U. On en conclut aisé-
ment que 'ensemble des parties quasi-constructibles (resp. construc-
tibles) de X est stable par réunion finie, intersection finie et passage
aux complémentaires.

Une partie constructible de X est quasi-constructible; la réciproque
est vraie lorsque X est localement noethérien.

Proposition (2.3.11) Soit X un espace topologique. Tout ensemble
globalement quasi-constructible (resp. globalement constructible) dans X
est quasi-constructible (resp. constructible). La réciproque est vraie si X
est quasi-compact (resp. si X est quasi-compact et si sa topologie admet
une base d’ouverts formée d’ensembles rétrocompacts dans X).

Cela résulte aussitot des définitions et de (2.3.9).

Corollaire (2.3.12) Soit X un espace topologique dont la topologie
admet une base formée d’ensembles rétrocompacts dans X. Alors toute
partie T constructible dans X est rétrocompacte dans X.

En effet, soit U un ensemble ouvert quasi-compact dans X; TAU
est constructible dans U, donc globalement constructible dans U en
vertu de (2.3.11), et par suite quasi-compact en vertu de (2.3.4).

2.4. Ensembles globalement constructibles dans les espaces
noethériens

(2.4.1) On a vu (2.3.3) que dans un espace noethérien X, les parties
globalement constructibles dans X sont les réunions finies de parties
localement fermées de X.

L’image réciproque d’'un ensemble globalement constructible dans
X par une application continue d’un espace noethérien X' dans X est
globalement constructible dans X’. Si Y est une partie globalement
constructible d’'un espace noethérien X, les parties de Y qui sont glo-
balement constructibles en tant que sous-espaces de Y sont identiques
a celles qui sont globalement constructibles en tant que sous-espaces
de X.

Proposition (2.4.2) Soient X un espace irréductible noethérien, E une
partie globalement constructible de X. Pour que E soit partout dense
dans X, il faut et il suffit que E contienne une partie ouverte non vide de X.

La condition est évidemment suffisante, tout ensemble ouvert non

n
vide étant dense dans X. Inversement, soit E= {J (U;nF;) une partie
i=1

globalement constructible de X, les U; étant ouverts non vides et les F;
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fermés dans X; on a donc E < | F,. Par suite, si E=X, X est égal
i
a I'un des F;, donc E>U;, ce qui achéve la démonstration.

Lorsque X admet un point générique x (2.1.1), la condition de
(2.4.2) équivaut a la relation xeE.

Proposition (2.4.3) Soit X un espace noethérien. Pour qu'une par-
tie E de X soit globalement constructible, il faut et il suffit que, pour
toute partie fermée irréductible Y de X, EnY soit rare dans Y ou
contienne une partie ouverte non vide de Y.

La nécessité de la condition provient de ce que EnY doit étre
une partie globalement constructible de Y et de (2.4.2), car une partie
non dense de Y est nécessairement rare dans l’espace irréductible Y
(Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 4, n° 1, prop.1). Pour prouver que
la condition est suffisante, appliquons le principe de récurrence noethé-
rienne (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 4, n° 2, lemme 1) a4 I’ensemble
& des parties fermées Y de X telles que YNE soit globalement cons-
tructible (par rapport 2 Y ou par rapport a X, ce qui revient au méme):
on peut donc supposer que pour toute partie fermée Y#X de X,
ENY est globalement constructible. Supposons d’abord que X ne soit
pas irréductible, et soient X; (1<i<m) ses composantes irréductibles,
nécessairement en nombre fini (Bourbaki, Alg. comm., chap.1l, §4,
n° 2, prop. 10); par hypothése, les EnX; sont globalement construc-
tibles, donc aussi leur réunion E. Supposons ensuite que X soit irréduc-
tible; alors, par hypothése, ou bien E est rare, donc E# X et E=EnE
est globalement constructible; ou bien E contient un ouvert non vide
U de X, donc est réunion de U et de En(X—U); mais X—U est un
ensemble fermé distinct de X, donc En(X—U) est globalement cons-
tructible; E lui-méme est par suite globalement constructible, ce qui
achéve la démonstration.

_ Corollaire (2.4.4) Soient X un espace noethérien, (E,) une famille
filtrante croissante de parties globalement constructibles de X, telle que:

1° X est réunion de la famille (E,).

2° Toute partie fermée irréductible de X est contenue dans I'adhérence
d'un des E,.

Alors il existe un indice o tel que X=E,.

Lorsque toute partie fermée irréductible de X admet un point généri-
que, Uhypothése 2° peut étre supprimée.

Appliquons le principe de récurrence noethérienne (Bourbaki, Alg.
comm., chap. 11, § 4, n° 2, lemme 1) & 'ensemble M des parties fermées
de X contenues dans 'un des E, au moins; on peut donc supposer que
toute partie fermée Y #X de X est contenue dans un des E,. La pro-
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position est évidente si X n’est pas irréductible, car chacune des com-
posantes irréductibles X; de X (1<i<m) est contenue dans un E,, et
il existe un E, contenant tous les E,,. Supposons donc X irréductible.
Par hypothése, il existe P tel que X=1_EB, donc (2.4.2) E; contient un
ouvert non vide U de X. Mais alors I'ensemble fermé X—U est con-
tenu dans un E,, et il suffit de prendre E, contenant E; et E,. Lorsque
toute partie fermée irréductible Y de X admet un point générique y,
il existe o tel que yeB,, donc Y={y]<E, et la condition 2° est
conséquence de 1°.

Proposition (2.4.5) Soient X un espace noethérien, x un point de X,
E une partie globalement constructible de X. Pour que E soit un voisinage
de x, il faut et il suffit que pour toute partie fermée irréductible Y de X
contenant x, ENY soit dense dans Y (sil existe un point générique y
de Y, cela signifie aussi (2.4.2) que ycE).

La condition est évidemment nécessaire; prouvons qu’elle est suf-
fisante. Appliquant le principe de récurrence noethérienne a 'ensemble
I des parties fermées Y de X contenant x et telles que ENY soit un
voisinage de x dans Y, on peut supposer que toute partie fermée Y#X
de X contenant x appartient 4 M. Si X n’est pas irréductible, chacune
des composantes irréductibles X; de X contenant x est distincte de X,
donc EnX; est un voisinage de x par rapport 4 X;; par suite, E est
un voisinage de x dans la réunion des composantes irréductibles de X
contenant x, et comme cette réunion est un voisinage de x dans X,
il en est de méme de E. Si X est irréductible, E est dense dans X par
hypothése, donc contient une partie ouverte non vide U de X (24.2);
la proposition est alors évidente si xeU; sinon, x est par hypothése
intérieur a En(X—U) par rapport & X—U, donc 'adhérence dans X
de X—E ne contient pas x, et le complémentaire de cette adhérence
est un voisinage de x contenu dans E, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (2.4.6) Soient X un espace noethérien, E une partie de X.
Pour que E soit un ensemble ouvert dans X, il faut et il suffit que pour
toute partie fermée irréductible Y de X rencontrant E, ENY contienne
une partie ouverte non vide de Y.

La condition est évidemment nécessaire; inversement, si elle est
vérifiée, elle implique que E est globalement constructible en vertu'de
(24.3). En outre, (2.4.5) montre que E est alors voisinage de chacun
de ses points, d’ou la conclusion.

Lorsque X est sobre (2.1.1) *(ce qui est le cas pour les schémas),,
le critére (2.4.6) est entrainé par le critére plus général suivant:
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Proposition (2.4.7) Soient X un espace noethérien sobre, E une par-
tie de X. Pour que E soit ouverte dans X, il faut et il suffit que E soit
stable par générisation, et que, pour toute partie ouverte V de X et toute
partie irréductible Y fermée dans V, telles que V—Y c E et que le point
générique de Y appartienne d E, ENY contienne une partie ouverte
non vide de Y.

(On notera que le point générique de Y appartient nécessairement
a 'V, donc est 'unique point générique de Y). La condition est évidem-
ment nécessaire; prouvons qu’elle est suffisante. Soit U P'intérieur de E;
I’ensemble fermé X-—U est réunion de ses composantes irréductibles,
qui sont en nombre fini et fermées dans X. Si on avait U#E, Thypo-
thése que E est stable par générisation entrainerait que le point généri-
que z d’une des composantes irréductibles de X—U appartiendrait
a E. Or, z n’appartient qu’a une seule des composantes irréductibles
de X—U; si T est la réunion des autres composantes irréductibles
de X—U, V=X-T est ouvert dans X, réunion de U et de I'’ensemble
Y ={z} "V, qui est fermé dans V et irréductible. Par hypothése, ENnY
contient une partie non vide W ouverte dans Y; on en conclut que
UuW est ouvert dans V, donc dans X, ce qui est absurde puisque U
est I'intérieur de E.

2.5. Fonctions constructibles

Définition (2.5.1) Soit h une application d’un espace topologique X
dans un ensemble T. On dit que h est globalement constructible si h™'(t)
est globalement constructible pour tout teT, et vide sauf pour un nombre
fini de valeurs de t; pour toute partie S de T, h™'(S) est alors globale-
ment constructible. On dit que N est constructible si tout xeX posséde
un voisinage ouvert V tel que |V soit globalement constructible.

Toute fonction globalement constructible est constructible; la réci-
proque est vraie quand X est quasi-compact et admet une base formée
d’ensembles ouverts rétrocompacts dans X (en particulier quand X est
noethérien). Si hy, h,,..., /1, sont des applications globalement construc-
tibles (resp. constructibles) de X dans T,,T,,...,T, respectivement, et @
une applicationde T, x T, x...x T, dans T, @(/i;,k,,...,/,) est globale-
ment constructible (resp. constructible).

Proposition (2.5.2) Soit /1 une application d’un espace noethérien X
dans un ensemble T. Pour que h soit globalement constructible, il faut
et il suffit que pour toute partie fermée irréductible Y de X, il existe une
partie non vide U de Y, ouverte par rapport d Y, et dans laquelle I soit
constante.

La condition est nécessaire: en effet, par hypothése, /i ne prend
dans Y qu'un nombre fini de valeurs t;, et chacun des ensembles
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h™'(t)nY est globalement constructible dans Y (2.4.1); comme ils ne
peuvent &tre tous des parties rares de I'espace Y, un d’eux au moins
contient un ensemble ouvert non vide (2.4.3). -

Pour voir que la condition est suffisante, appliquons le principe de
récurrence noethérienne i ensemble M des parties fermées Y de X
telles que la restriction #|Y soit globalement constructible; on peut
donc supposer que pour toute partie fermée Y#X de X, A|Y est
globalement constructible. Si X n’est pas irréductible, la restriction
de h 4 chacune des composantes irréductibles X; de X (en nombre fini)
est donc globalement constructible, et il résulte alors aussitét de la
définition (2.5.1) que /i est globalement constructible. Si X est irréduc-
tible, il existe par hypothése une partie ouverte non vide U de X dans
laquelle 4 est constante; d’autre part, la restriction de 1 a X—U est
globalement constructible par hypothése, et il en résulte aussitdot que
est globalement constructible.

Corollaire (2.5.3) Soit X un espace noethérien dans lequel toute
partie fermée irréductible admet un point générique. Si h est une appli-
cation de X dans un ensemble T telle que, pour tout teT, h™'(t) soit
globalement constructible, alors /1 est globalement constructible.

En effet, si Y est une partie fermée irréductible de X et y son point
générique, Y/~ '(h(y)) est globalement constructible et contient y,
donc (2.4.2) cet ensemble contient une partie ouverte non vide de Y,
et il suffit d’appliquer (2.5.2).

Proposition (2.5.4) Soient X un espace noethérien dans lequel toute
partie fermée irréductible admet un point générique, h une application
globalement constructible de X dans un ensemble ordonné. Pour que |
soit semi-continue supérieurement dans X, il faut et il suffit que pour
tout xeX et toute générisation (2.1.1) x' de x, on ait h(x")<h(x).

La fonction /1 ne prend qu'un nombre fini de valeurs; dire qu’elle
est semi-continue supérieurement signifie donc que pour tout xeX,
I'ensemble E des yeX tels que A(y)</i(x) est un voisinage de x. Par
hypothése, E est une partie globalement constructible de X; d’autre
part, dire qu'une partie fermée irréductible Y de X contient x signifie
que son point générique y est une générisation de x; la conclusion
résulte alors de (2.4.5).

2.6. Parties trés denses d’un espace topologique

(2.6.1) Dans ce qui suit, nous désignerons respectivement par
O(X), FX), L1(X), €(X), G c(X), Qc(X), Gqc(X) I'ensemble des parties
de X qui sont respectivement ouvertes, fermées, localement fermées,
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constructibles, globalement constructibles, quasi-constructibles, globale-
ment quasi-constructibles.

Proposition (2.6.2) Soient X un espace topologique, X, une partie
de X. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) Pout toute partie localement fermée Z+#@ de X, ona ZXy#0.

a’) Pour toute partie fermée Z de X, on a Z=ZX,,.

b) Pour toute partie Z#® de X quasi-constructible, on a ZXy#9.

b') Pour toute partie quasi-constructible Z de X, on a Z<ZnX,
(autrement dit Zn X, est dense dans Z).

¢) Lapplication U~UnX, de D(X) dans D(X,) est injective (donc
bijective).

¢') Lapplication F~FnX, de F(X) dans F(X,) est injective (donc
bijective).

¢") Lapplication Z—~Z X, de Gqc(X) dans Gqc(X,) est injective
(donc bijective).

¢") Lapplication Z—~Z X, de Qc(X) dans Qc(X,) est injective.

En outre, lorsque ces conditions sont vérifiées, Uapplication Z—~Z X,
de Qc(X) dans Qc(X,) est bijective.

Notons que les assertions de surjectivité dans c) et ¢’) sont triviales;
elles entrainent que toute partie localement fermée dans X, est trace
sur X, d’une partie localement fermée dans X, donc l'application
Gqc(X)— Gqc(X,) définie dans c”) est aussi surjective.

Nous prouverons les implications

¢")=c")= ) =)= b)=b)=a’)=a)=c").

Les trois premiéres sont triviales. Pour voir que c) implique b),
notons d’abord que c) entraine que X, est dense dans X. Remplagant
X et X, par un ouvert convenable U de X et par UnX, respective-
ment, on peut donc se borner au cas ou Z est localement fermée dans
X, donc Z=Vn CW, ou V et W sont ouverts dans X; I’hypothése
Z#0 signifie que V& W, ou encore VUW#W. En vertu de c), on
a donc (VUW)NnX,#WnX, donc VX, W, et par suite
(VA (W)nX,#90.

Pour voir que b) entraine b’), il suffit d’appliquer b) & Z~U, ou
U est un voisinage ouvert arbitraire d’un point de Z. Comme Zn X, < Z,
il est trivial que b’) implique a’). Pour montrer que a’) entraine a), re-
marquons que si Z est localement fermée dans X, on peut écrire
Z=F—F ou F et F' sont fermés dans X et F'cF; dou ZnX,
=FnXe)—(F nXy). Si lon avait ZnX,=9, on en déduirait
FnX,=F nX,, donc F=F en vertu de a’), C’est-a-dire Z=0.

Pour voir que a) entraine ¢”), il suffit de montrer que si Z#@ est
quasi-constructible, on a ZnX,#0: en effet, la relation Z'nX,
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=7Z"nX, est équivalente & (Z'VZ")—(Z NZ")"Xo=0. Autrement
dit, il suffit de prouver que a) entraine b); en outre, remplagant X et
Xo par un ouvert U de X et par UnX, respectivement, on est bien
ramené au cas ou Z est localement fermé dans X, d’ou la conclusion.
Reste a montrer que I'application Q¢(X)— Qc(X,) est surjective.
Soit donc Z, une partie quasi-constructible de X,: il y a un recouvre-
ment (V,) de X, par des ouverts de X, tel que Z,NV, soit globalement
quasi-constructible dans V, (et donc aussi dans X;,). En vertu de c),
il y a pour tout o un seul ouvert U, de X tel que X,nU,=V,, et en
vertu de c¢”) un seul ensemble globalement quasi-constructible Z, dans
Xtel que ZonV,=X,nZ, Siaetpsontdeux indices quelconques, on
a ZgnUynXo=U,nZenVy=V,NnZnVy=Z,n XNV Z,n X5
comme Z;nU, et Z, sont globalement quasi-constructibles dans X,
il résulte de ¢")que Z;nU, < Z,. Si l'on pose Z=JZ,, on a donc

ZnU,=Z, pour tout o; d’ailleurs, comme les V, recouvrent X, il
résulte de c) que les U, recouvrent X, et I’on voit donc que Z est quasi-
constructible dans X et Z,=ZnX,,.

Définition (2.6.3) Lorsqu'une partie X, d’un espace topologique
vérifie les conditions équivalentes de (2.6.2), on dit que X est trés dense
dans X.

On a déja vu au cours de la démonstration de (2.6.2) que X, est alors
dense dans X.

Corollaire (2.6.4) Si X, est trés dense dans X et U une partie ouverte
de X, UnX, esttres dense dans U. Inversement, si (U,) est un recouvre-
ment ouvert de X tel que U, X, soit trés dense dans U, pour tout o,
alors X, est trés dense dans X.

Comme toute partie localement fermée dans U est localement fermée
dans X, la premiére assertion résulte du critére a) de (2.6.2); il en est de
méme de la seconde, car si Z#9 est localement fermée dans X, Zn U,
est localement fermée dans U, pour tout o, et ZnU,#0 pour un o
au moins.

2.7. Quasi-homéomorphismes

Proposition (2.7.1)  Soient X, X deux espaces topologiques, f: XX
une application continue. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) Loapplication Uw~f~'(U) de O(X) dans O(X,) est bijective.

a’) Lapplication Fwf~Y(F) de FX) dans F(X,) est bijective.

b) La topologie de X, est image réciproque par f de celle de X, et
f(Xo) est trés dense (2.6.3) dans X.
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Ilest clair que a) et a’) sont équivalentes, et a) implique que la topologie
de X, est image réciproque par f de celle de X. D’autre part, si f(X,)
n’est pas trés dense dans X, il y a deux ouverts distincts U,, U, de X tels
que U;nf(Xo)=U,nf(X,), et par suite f~'(U;)=f"'(U,), ce qui
achéve de montrer que a) entraine b). Inversement, la condition b)
implique que les applications U~ Un f(X,) de OX) dans O(f(X,)) et
Ve f7HV) de O(f(X,)) dans O(X,) sont bijectives, donc il en est de
méme de leur composée U~ f~(U).

Définition (2.7.2) Lorsqu’une application continue f:Xq,— X vérifie
les conditions équivalentes de (2.7.1), on dit que f est un quasi-homéomor-
phisme de X, dans X.

En vertu de (2.7.1, b)), dire qu’une partie X, d’un espace topologique
X est trés dense dans X signifie donc que I'injection canonique X, - X
est un quasi-homéomorphisme.

Corollaire (2.7.3) Le composé de deux quasi—homéo?norphismes est
un quasi-homéomorphisme.
Cela résulte aussitot de (2.7.1, a)).

Corollaire (2.7.4) Soient f:X-—Y un quasi-homéomorphisme, Y’
une partie quasi-constructible de Y, X'=f"'(Y"); alors la restriction
[ =fIX": XY est un quasi-homéomorphisme.

Il est clair en vertu de (2.7.1, b)) que la topologie induite sur X' par
celle de X est I'image réciproque par f' de la topologie induite sur Y’ par
celle de Y. D’autre part, soit Zs§ une partie fermée dans Y', et zeZ;
il y a un voisinage ouvert U de z dans Y tel que UNY’ soit réunion
d’un nombre fini de parties Y; fermées dans U; si j est un indice tel que
zeY;, ZnY) est donc ferme dans U. Puisque f(X)nU est trés dense
dans U (2.6.4), Zn YN f(X) n’est pas vide (2.7.2, a)), ni afortiori Zf(X);
mais comme Zc<Y, on a Znf(X)=Znf'(X); le critére (2.6.2, a))
montre donc que f'(X') est trés dense dans Y, et I'on conclut a I'aide de
(2.7.1, b)).

Corollaire (2.7.5) Soient f: XY une application continue, (V,) un
recouvrement ouvert de Y. Si, pour tout o, la restriction f~'(V,)—V, de
[ est un quasi-homéomorphisme, alors f est un quasi-homéomorphisme.

Cela résulte aussitdt du critére (2.7.1, b)) et de (2.6.4).

Corollaire (2.7.6) Soient f:X—Y wun quasi-homéomorphisme, Y’
une partie quasi-constructible de Y, X'=f"'(Y'). Pour que Y’ soit quasi-
compact (resp. noethérien, resp. rétrocompact dans Y), il faut et il suffit
que X' soit quasi-compact (resp. noethérien, resp. rétrocompact dans X).
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Démontrons d’abord les deux premiéres assertions; en vertu de
(2.7.4), on peut se borner au cas ou Y'=Y, Dire que X est quasi-com-
pact (resp. noethérien) signifie que pour toute famille filtrante croissante
(U,) dans O (X) ayant X pour plus grand élément (resp. pour toute famille
filtrante croissante (U,) dans O(X)), il existe v tel que U,=U, pour a>y.
Comme U ~f ~'(U) est une bijection de O(Y)sur O(X), notre assertion
résulte aussitot de la remarque précédente.

Les ouverts quasi-compacts de X sont donc les ensembles de la
forme f~'(U), ol U est ouvert quasi-compact dans Y, en vertu de
(2.7.1, a)) et de ce qui précéde. Pour que X' soit rétrocompact dans X,
il faut et il suffit alors que pour tout ouvert quasi-compact U dans Y,
F'U)nX'=f"'(UNY') soit quasi-compact (23.1); la premiére
partie de la démonstration montre que cela équivaut a dire que UnY’
est quasi-compact pour tout ouvert quasi-compact U, c’est-a-dire que
Y’ est rétrocompact dans Y.

Proposition (2.7.7) Soit f:X—Y un quasi-homéomorphisme, Alors
Papplication Z~—f~'(Z) de P(Y) dans B(X) définit par restriction les
bijections suivantes (cf. (2.7.1) pour les notations):

O(X)
~ FX)

DY

)

&(Y)
2i(Y) =~ £i(X)
Gac(Y) = Gac(X)
Qe(Y) = Qe(X)
Gc(Y) = Gc(X)
€(Y) = €¢(X).

Pour les deux premiéres, ce n’est autre que la définition (2.7.2);
comme la topologie de X est I'image réciproque par f de celle de f(X),
les cinq derni¢res applications, ou I'on remplace Y par f(X), sont
bijectives. On peut donc (par (2.7.1, b))) se borner au cas o X est un
sous-espace trés dense de Y, et le fait que les applications £f(Y) - £§(X),
Gqe(Y) - Gac(X), Qe(Y)— Qc(X) sont bijectives a déja été prouvé (2.6.2).
Toute partie constructible étant quasi-constructible, les applications
C(Y)— E(X) et Gc(Y)— Gc(X) sont injectives; en outre, pour tout
ouvert UcY, la restriction f~'(U)—~»U de f est un quasi-homéo-
morphisme (2.7.4), donc si 'on montre que Ge(Y)— Ge(X) est surjective,
il en sera de méme de €(Y)-» €(X). Mais en vertu de (2.7.6), toute partie
ouverte rétrocompacte Z dans X est de la forme f~!(T), ou T est ou-
vert rétrocompact dans Y; cela prouve évidemment la surjectivité de

Ge(Y) - G(X).
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2.8. Espaces de Jacobson

Définition (2.8.1) On dit qu'un espace topologique X est un espace
de Jacobson si Pensemble X, des points fermés de X est trés dense dans X
(autrement dit, si I'injection canonique X,— X est un guasi-homéo-
morphisme).

Cela signifie donc (2.6.2) que toute partie localement fermée (ou
seulement quasi-constructible) Z#9 de X contient un point fermé de X,
ou encore que toute partie fermée de X est ladhérence de I'ensemble de ses
points fermés.

Proposition (2.8.2) Soient X un espace de Jacobson, Z une partie
quasi-constructible de X; alors le sous-espace Z de X est un espace de
Jacobson, et pour quun point de Z soit fermé dans Z, il faut et il suffit qu’il
soit fermé dans X.

Si X, est I'ensemble des points fermés de X, Zn X, est trés dense
dans Z en vertu de (2.7.4) appliqué a l'injection i: X,—X; comme l'en-
semble Z, des points fermés de Z contient évidemment ZnX,, il est
a fortiori trés dense dans Z, donc Z est un espace de Jacobson. Montrons
maintenant qu'en fait on a Zy=ZnX,; soit xeZ un point fermé
dans Z; soit {x} son adhérence dans X; {x}nZ={x} est donc une
partie quasi-constructible de X, et comme son intersection avec X, est
non vide (2.6.2), on a xeX,.

Proposition (2.8.3) Soient X un espace topologique, (U,) un recouvre-
ment ouvert de X. Pour que X soit un espace de Jacobson, il faut et il
suffit que chacun des sous-espaces U, le soit.

La condition est nécessaire en vertu de (2.8.2). Inversement, montrons
d’abord que I'hypothése que les U, sont des espaces de Jacobson entraine
que pour qu'un point xeU, soit fermé dans X, il suffit qu’il soit fermé
dans U,. Il suffit en effet de voir que cette condition entraine que x est
aussi fermé dans chacun des Uy qui le contiennent; mais U,nUj est
ouvert dans U,, donc x est fermé dans U,nUj, et en vertu de (2.8.2),
x est aussi fermé dans Uy, ce qui achéve la démonstration.

2.9. Espace sobre associé a un espace topologique

(2.9.1) Nous allons montrer que pour tout espace topologique X, on
peut associer fonctoriellement a X un espace sobre X (2.1.1). De fagon
précise, soit Top la catégorie des espaces topologiques, ot les morphismes
sont les applications continues; soit Seb la sous-catégorie pleine de Top
formée des espaces sobres. Alors:
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Proposition (2.9.2) Le foncteur d’injection canonique
J: Seb — Top

qui @ tout espace sobre fait correspondre le méme espace considéré comme
espace topologique, admet un adjoint @ gauche (1.5.3)

(29.2.1) adj X=X,

(2.9.2.2) Pour prouver (2.9.2), définissons d’'abord 'ensemble °X
comme l'ensemble des parties fermées irréductibles de X ’gpartie de B(X)).
D’autre part, pour tout ouvert V de X, désignons par V la partie de °X
formée des parties fermées irréductibles de X qui rencontrent V. On a
évidemment {=0; en outre, pour toute famille (V,) de parties ouvertes
deX,ona

(29.2.3) A (U Va> -

comme il résulte aussitot de la définition; enfin, pour deux parties ouvertes
V.WdeX,ona

(29.2.4) VAaW=(VAW)".

En effet, si E est une partie fermée irréductible de X qui rencontre a
la fois Vet W, VA E et WA E sont deux ouverts non vides dans ’espace
irréductible E, donc (VAE) N (WANE)=(VAW)nE n’est pas vide,
la réciproque étant évidente. On déduit donc de (2.9.2.3) et (2.9.2.4) que
lorsque V parcourt 'ensemble des ouverts de X, les ensembles V forment
les ouverts d’une topologie sur *X; nous noterons encore *X I'espace
topologique ainsi obtenu.

(2.9.2.5) (i) Lapplication q:x—{x} (aussi notée qyx), est un quasi-
homéomorphisme (2.7.2) de X dans *X.

(i) Lespace °X est sobre.

(iii) SiX est sobre, q est un homéomorphisme de X sur °X.

Pour prouver (i), il suffit de montrer (2.7.1) que pour tout ouvert
VdeX,ona

(29.2.6) g 'V)=V,

car cela prouvera que Ve g~ (V) est une bijection de O(X) sur O(X).
Or, cela est immédiat, car dire que 'ouvert V rencontre {x} équivaut
a dire que xeV.

L’application F~ g~ '(F) est donc une bijection de I’ensemble des
parties fermées de *X sur 'ensemble des parties fermées de X; par dé-
finition des parties irréductibles d’un espace, F+~ g~ !(F) est donc une
bijection de I'ensemble des parties fermées irréductibles de X sur I'en-
semble des parties fermées irréductibles de X.
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Pour une partie fermée irréductible F de X, posons y=gq~'(F),
qui est donc un point de *X, et montrons que F={y} dans °X. En effet,
le complementalre de {y} dans X est le plus grand ouvert V tel que

¢V en vertu de la deﬁmtlon de la topologie de *X et de (2.9.2.6), cela
équivaut & ¢ '(F)ng '(V)=0, ou encore & FnV=0, d’ott notre
assertion. Ceci €tablit que y est le seul point de *X tel que {y} F, d’ou
la partie (ii) de I’énoncé.

Supposons enfin X sobre; alors g:x+~ {x} est par définition une
bijection de X sur X, d’oui I’assertion (iii).

(29.2.7) Pour achever de définir X~ X comme foncteur, il faut,
pour toute application continue f:X—Y, définir une application
continue 5f:°X-»°Y. Pour toute partic fermée irréductible E de X,
nous poserons 5f(E)=f(E f(E), qui est une partie fermée irréductible de Y
puisque f est continue, En outre, pour tout ouvert W de Y, on a

(2.9.2.8) W) =(f1(W)".

En effet, dire que f(E)e W signifie que f(E)n W8, ce qui équivaut
a f(E)nW#0 puisque W est ouvert, doncda Enf ™! (W)#0 et finale-
ment & Ee(f~'(W))~. La relation (2.9.2.8) prouve la continuité de %,
et pour une seconde application continue g:Y—Z, il est clair que
Sgof)="°go%f, car g(f(E)) est dense dans g(f(E)). On a ainsi défini
complétement le foncteur (2.9.2.1); il est clair en outre que le diagramme

X L, vy

(2.9.29) qxl lqv

est commutatif.

(29.2.10) 1l est facile maintenant d’achever de prouver (2.9.2).
Supposons en effet Y sobre; alors gy est un homéomorphisme, et
fqy'o f est une application

Homg,,(X,Y) - Homg,,(*X, Y).
D’autre part, g— gogy est une application
Homsob(sx, Y) b d HOmTOP(X,Y).

11 suffit de voir que ces applications sont réciproques I'une de l'autre.
Or la commutativité du diagramme (2.9.2.9) montre que f =gy 'o(fogx);
d’autre part, si g est une application continue de X dans Y, E une partie
fermée irréductible de X, notons z le point de X égal 4 E, de sorte que
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' ({z)); si f=gogy, on a donc f(E {z} N gx(X)); comme
{z} m qX(X ) est dense dans {z} (2.6.2), on af ={g(z)}, et comme g(z)
est le seul point générique de {g(z)}, ona blen gy o=y

2.10. Applications ouvertes en un point

(2.10.1) Nous ne reviendrons pas sur la définition et les propriétés
des applications ouvertes (Bourbaki, Top. gén., chap. ,4°éd.,§ 5,n°1). No-
tons seulement ici que pour qu'une application continue Yy :X—Y soit
ouverte, il faut et il suffit que, pour toute partie Z de Y, on ait

(2.10.1.1) VZ)=V" (D).

En effet, si ¥ est ouverte, y(X) est ouvert dans Y et on peut se borner,
pour prouver (2.10.1.1) au cas ou Y{X)=Y; la relation est alors démon-
trée dans Bourbaki, loc. cit., § 5, n°4, prop. 7. Inversement, si cette relation
a lieu, et si U =X est ouvert, Y(U) est nécessairement ouvert dans Y:
sans quoi, en posant Z=Y —{(U), il existerait dans y(U) un pomt z
adhérent a Z, donc il y aurait dans U un point x tel que xey ™' (Z)

=y~ *(Z), ce qui est absurde, car Un Yy~ (Z)=0 et U est ouvert dans X.

On dit qu’une application continue Y :X— Y est ouverte en un point
xeX si l'image par ¥ de tout voisinage de x dans X est un voisinage de
Y (x) dans Y. On notera que cela n’implique pas qu’il existe un systéme
fondamental de voisinages de x dont les images soient ouvertes dans Y.

Dire qu'une application continue VY:X—Y est ouverte signifie
quelle est ouverte en tout point de X.

Proposition (2.10.2) Soient X,Y deux espaces topologiques, ¥ : X—Y
une application continue, x un point de X, y=y(x).

(i) Si\ est ouverte en x, alors, pour toute partie Y' de Y contenant
V(x), la restriction Y~ (Y)>Y' de\yd Y’ est ouverte au point x.

(ii) Supposons que Y soit réunion dune famille localement finie de
parties fermées (Y,) et que pour tout i tel que Y(x)eY, la restriction
YY) Y, deV soit ouverte au point x; alors \y est ouverte au point x.

(iii) Soient y:X - X une application continue, x' un point de X';
si Papplication composée Yoy:X —Y est ouverte au point X', V est
ouverte au point y(x').

Si U est un voisinage de x, on a Y(U Yy~ (Y)=¥(U)nY'; dou
aussit6t (i). Pour prouver (ii), notons qu’il y a un voisinage W de (x)
dans Y ne rencontrant que les parties fermées Y; en nombre fini qui
contiennent Y(x); donc W est réunion des WnY; pour ces indices.
Or, si U est un voisinage de x tel que Y(U)NY, soit un voisinage de
Y (x) dans Y;, il existe un voisinage V< W de Y(x) dans Y tel que pour
tous les 7 tels que Y(x)eY;, on ait VNY; =Yy (U)nY;, et comme la
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réunion des VN 'Y; pour ces indices est V,ona V < y(U), donc y(U) est
un voisinage de Y(x) dans Y. L’assertion (iii) est triviale.

Remarque (2.10.3) L’ensemble Z des points xeX ol une application
continue est ouverte n’est pas nécessairement ouvert. *Par exemple,
soient K un corps, A I'anneau de polyndmes K[S,T], V le plan affine
Spec(A), X le sous-schéma fermé de V «réunion de la droite X, définie par
T=0 et de la droite X, définic par S=0», c’est-a-dire Spec(A/a), ou
a=AST; prenons Y=2X,=Spec(A/AS) et pour f la projection corres-
pondant a I'injection canonique K[T]-»A/a; alors on a Z=X,, qui
n’est pas ouvert dans X.,

Proposition (2.10.4) Soient X,Y deux espaces topologiques, ¥ : X—=Y
une application continue. Pour tout yeY, Pensemble des xeVy™'(y)
ol ¥ est ouvert est une partie fermée de ™' (y).

En effet, supposons que ¥ ne soit pas ouvert en un point xeWy ™' (y);
il existe alors un voisinage ouvert V de x dans X tel que \I/( ) ne soit pas
un voisinage de y, il en résulte que pour tout x'eVy~(y), ¥ n'est pas
ouvert au point x’,

*Remarque (2.10.5) Méme si X et Y sont des schémas localement
noethériens et f un morphisme fini, il peut se faire que f soit ouvert en
tous les points d’une fibre f ~*(y), sans qu’il existe un voisinage de f ~*(y)
en tous les points duquel f soit ouvert. Soient par exemple K un corps,
A lanneau de polyndmes K|[T,,T,,T;], V=Spec(A) l'espace affine
a 3 dimensions sur K, X=Spec(A/a), ou a=bc, avec b=(T;) et
¢c=(Ty)+(T,—T;) dans A, de sorte que X est réunion du plan
X =Spec(A/b) («plan d’équation T;=0») et de la droite X, =Spec(A/c)
(«droite d’équations T, =0, T, =T;») qui sont ses composantes irréduc-
tibles. Prenons Y=X, et soit f:X-—Y la projection correspondant a
Iinjection canonique K[T;,T,]—>A/a; si y est le point commun a X,
et X,, £ 1(y) est réduit 4 y et f est ouvert en ce point mais n’est ouvert
en aucun point de X, dans un voisinage de y et distinct de y.,,

Proposition (2.10.6) Soit V:X—>Y une application continue sur-
Jective et ouverte. Pour qu'une partie Z de Y soit localement fermée, il faut
et il suffit que Vv~ (Z) soit localement fermée dans X.

En effet, dire que Z est localement fermée dans Y signifie que Z—Z
est fermée dans Y (Bourbaki, Top. gén., chap. 1,4°¢éd., § 3, n°3, prop. 5);
comme Y est espace quotient de X (loc. cit., § 5,1n° 2, prop. 3), cela équivaut
a dire que Y '(Z—-2Z2)=V " 1(Z)—V " }(Z) est fermée dans X; mais en
vertu de (2.10.1.1) cela signifie aussi que ¥~ '(Z)— VY~ '(Z) est fermée
dans X, donc que Y~ '(Z) est localement fermée dans X.
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§ 3. Compléments sur les faisceaux

3.1. Faisceaux a valeurs dans une catégorie

(3.1.1) La définition d’un préfaisceau U~ # (U) sur un espace
topologique X, a valeurs dans une catégorie C (G, I, 1.9) peut s’inter-
préter comme suit: désignons par Ouvy la catégorie dont les objets sont
les ouverts de X, et ou, pour deux ouverts U, V de X, Hom(U,V) est
vide si U &V, et est I’ensemble réduit a I'injection canonique si- U<V
(la composition des morphismes étant la composition des injections
canoniques). Alors on peut dire qu’un préfaisceau sur X, a valeurs dans C,
est un foncteur contravariant & : Ouvg— C.

Nous dirons qu'un préfaisceau & sur X, a valeurs dans C, est un
faisceau a valeurs dans C s’il vérifie 'axiome suivant:

(F) Pour tout objet T de C, U~ Hom(T,# (U)) est un faisceau
d’ensembles. '

Si 'on explicite cette condition, on voit quelle signifie que pour
tout recouvrement (U,) d’un ouvert U de X par.des ouverts U, contenus
dans U, si 'on note p,:F (U)—F(U,), py: F (U)—F(U,nUy)
les morphismes de restriction, alors l'application qui, a tout
feHom(T,# (U)), fait correspondre la famille (p,of )eI} Hom(T,# (U,)

est une bijection de Hom(T,# (U)) sur I'ensemble des (f,) tels que
Pusofe=Ppaofy pour tout couple d’indices (o, B).
Lorsque les produits Hg" (U, et II F (U,nUp) existent dans C,

la condition (F) s’exprime encore de la faQon suivante: posons
r=(py): F(U)->T#(U,)
et soient

rIFU)- I F(U,nUp tel que prygor = pyopr,,
o, B

o

I FU)-» TFU,nUy) tel que pry,or” = pg,o prp.
o, B

o

Alors la condition (F) revient & dire que le diagramme

F(U) - I #(U,) =3 11 #(U,n Uy)
o r o, B

est exact (1.4.2).

(3.1.2) Supposons que C soit une catégorie définie par une «espéce
de structure avec morphismes» X, les objets de C étant donc les en-
sembles (d’'un univers donné) munis de structures despéce T et les
morphismes ceux de X. Supposons en outre que dans C, le noyau d’un
couple de morphismes (uy,u,) existe et ait pour ensemble sous-jacent
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le noyau du couple d’applications (uy,u,). Alors, la condition (F) en-
traine que, considéré comme préfaisceau d’ensembles, & est encore un
faisceau. En outre (avec les notations de (F)), pour qu’une applica-
tion u:T—F(U) soit un morphisme de C, il faut et il suffit, en vertu
de (F), que chaque application pyou:T-> % (U,) soit un morphisme,
ce qui signifie que la structure d’espéce Z sur & (U) est structure initiale
pour la famille de morphismes (p,). Réciproquement, supposons qu’un
préfaisceau # sur X, a valeurs dans C, soit un faisceau d’ensembles et
vérifie la condition précédente; il satisfait alors & (F) et est donc un
faisceau a valeurs dans C.

(3.1.3) Lorsque X est I'espéce de structure de groupe ou d’anneau,
le fait que le préfaisceau U~ % (U) a valeurs dans C est un faisceau
d’ensembles entraine ipso facto que cest un faisceau 4 valeurs dans C
(autrement dit, un faisceau de groupes ou d’anneaux au sens de (G)) (*).
Mais il .n’en est plus de méme lorsque par exemple C est la catégorie
des anneaux topologiques (avec pour morphismes les homomorphismes
continus): un faisceau a valeurs dans C est un faisceau d’anneaux
U~ Z(U) tel que, pour tout ouvert U et tout recouvrement de U
par des ouverts U, = U, la topologie de 'anneau & (U) soit la moins
fine rendant continues les représentations £ (U)—% (Uy). On dira
dans ce cas que U—%(U) considéré comme faisceau d’anneaux (sans
topologie) est sous-jacent au faisceau d’anneaux topologiques U~ % (U).
Les morphismes uy: % (V)->%(V) (V ouvert arbitraire de X) de fais-
ceaux d’anneaux topologiques sont donc des homomorphismes des
faisceaux d’anneaux sous-jacents, tels que uy soit continu pour tout
ouvert V< X; pour les distinguer des homomorphismes quelconques
des faisceaux d’anneaux sous-jacents, on les appellera homomorphis-
mes continus de faisceaux d’anneaux topologiques. On a des définitions
et conventions analogues pour les faisceaux d’espaces topologiques ou
de groupes topologiques.

(3.1.4) 1l est clair que pour toute catégorie C, si & est un pré-
faisceau (resp. un faisceau) sur X a valeurs dans C et U un ouvert de X,
les # (V) pour les ouverts V< U constituent un préfaisceau (resp. un
faisceau) & valeurs dans C, que I'on appelle préfaisceau (resp. faisceau)
induit par & sur U et que 'on note #|U.

Pour tout morphisme u:% —¥% de préfaisceaux sur X a valeurs
dans C, on désignera par #|U le morphisme #|U->%|U formé des
uy pour VcU.

(!) Cela tient a ce que dans la catégoriec C, tout morphisme qui est une
bijection (en tant qu’application d’ensembles) est un isomorphisme. Cela n’est
plus vrai lorsque C est la catégorie des espaces topologiques, par exemple.
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(3.1.5) Supposons maintenant que la catégorie C admette des limi-
tes inductives (1.1.11); alors, pour tout préfaisceau (et en particulier
tout faisceau) & sur X a valeurs dans C et tout xeX, on peut définir
la fibre %, comme l'objet de C limite inductive des & (U) selon I'en-
semble filtrant (pour =) des voisinages ouverts U de x dans X, et
pour les morphismes pY:#(V)->FU). Si u: % —>% est un mor-
phisme de préfaisceaux a valeurs dans C, on définit pour tout xeX le
morphisme u,:% — ¥, comme la limite inductive des uy:# (U)-»%(U)
selon I'ensemble des voisinages ouverts de x; on définit ainsi %, comme
foncteur covariant en %, a valeurs dans C, pour tout xeX.

Lorsque C est en outre définie par une espéce de structure avec
morphismes £, on appelle encore sections au-dessus de U dun faisceau
& a valeurs dans C les éléments de # (U), et on écrit alors I'(U,%)
au lieu de #(U); pour seI'(U,#), V ouvert contenu dans U, on
écrit 5|V au lieu de pY(s); pour tout xeU, limage canonique de s
dans &, est le germe de s au point x, noté s, (nous n’emploierons jamais
la notation s(x) dans ce sens, cette notation étant réservée pour une
autre notion relative aux faisceaux particuliers qui seront considérés
dans ce Traité (4.1.9)).

Si alors u:# —% est un morphisme de faisceaux a valeurs dans
C, on écrira u(s) au lieu de uy(s) pour tout seI'(V,#).

Si & est un faisceau de groupes commutatifs, ou d’anneaux, ou
de modules, on dit que I’ensemble des xeX tels que % # {0} est le
support de &, noté Supp(F); cet ensemble n’est pas nécessairement
fermé dans X. Pour toute section s de & au-dessus d’un ouvert U,
le support de s est I'ensemble des xeU tels que s,#0; c'est un en-
semble fermé dans U (certains auteurs appellent «support» de s (resp.
#) l'adhérence dans X du support de s (resp. #) au sens précédent,
adhérence que nous appellerons support fermé de s (resp. F)).

3.2. Préfaisceaux sur une base d’ouverts

(3.2.1) Nous nous restreindrons dans ce qui suit & des catégories C
ou tout systéme projectif d’objets de C admet une limite projective
(1.1.9). Soient X un espace topologique, B une base d’ouverts pour la
topologie de X. Nous appellerons préfaisceau sur B, @ valeurs dans C,
une famille d’objets & (U)eC, attachés a chaque Ue®B, et une famille
de morphismes pyj: #(V)— % (U) définis pour tout couple (U,V)
d’éléments de B tels que U <V, avec les conditions py =identité et
pyY =puopy si U, V, W dans B sont tels que UcV<W. On peut
lui associer un préfaisceau d valeurs dans C .U~ Z'(U) au sens ordi-
naire, en prenant pour tout ouvert U, & ’(U)=131_1347 V), ou V par-
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court I’ensemble ordonné (pour <, non filtrant en général) des ensem-
bles VeB tels que VU, car les # (V) forment un systéme projectif
pour les pY¥ (VeWc U, VeB, WeB). En effet, si U, U’ sont deux
ouverts de X tels que U< U’, on définit p'J comme la limite projec-
tive (pour V< U) des morphismes canoniques % (U)— £ (V), autre-
ment dit 'unique morphisme ' (U')— &' (U), qui, composé avec les
morphismes canoniques # ' (U)— £ (V), donne les morphismes canoni-
ques F'(U)— £ (V); la vérification de la transitivité des p’y est alors
immédiate. De plus, si UeB, le morphisme canonique %' (U)— £ (U)
est un isomorphisme, permettant d’identifier ces deux objets (*).

(3.2.2) Pour que le préfaisceau ' ainsi défini soit un faisceau, il
faut et il suffit que le préfaisceau & sur B vérifie la condition:

(Fo)  Pour tout recouvrement (Uy) de UeB par des ensembles U,eB
contenus dans U, et pour tout objet TeC, lapplication qui, d tout
feHom(T,# (U)) fait correspondre la famille (py o f)eIl Hom(T, % (U,))

o
est une bijection de Hom(T,# (U)) sur lensemble des (f,) tels que
pVio f,=py o fy pour tout couple dindices (o, B) et tout VeB tel que
Vc Ua M UB .

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle est suf-
fisante, considérons d’abord une seconde base B’ de la topologie de X,
contenue dans B, et montrons que si F" désigne le préfaisceau déduit de
la sous-famille (& (V))y.g» alors #” est canoniquement isomorphisme d .
En effet, tout d’abord la limite projective (pour Ve®B’, V< U) des mor-
phismes canoniques #'(U)—# (V) est un morphisme £ (U)— F"(U)
pour tout ouvert U. Si UeB, ce morphisme est un isomorphisme, car
par hypothése les morphismes cahoniques %" (U)— £ (V) pour Ve®B,
V < U, se factorisent en F”(U)— % (U)— £ (V), et il est immédiat de
voir que les composés des morphismes & (U)— %" (U) et #"(U)-Z (U)
ainsi définis sont les identités. Ceci étant, pour tout ouvert U, les mor-
phismes " (U)—» %" (W)=% (W) pour WeB et Wc U vérifient les
conditions caractérisant la limite projective des # (W) (We®B, W < U),
ce qui démontre notre assertion, compte tenu de 'unicité d’une limite
projective & un isomorphisme prés.

(}) Si X est un espace noethérien, on peut encore définir #'(U) et montrer
que cest un préfaisceau (au sens ordinaire) lorsqu'on suppose seulement que C
admet des limites projectives pour les systémes projectifs finis. En effet, si U est
un ouvert quelconque de X, il y a un recouvrement fini (V;) de U formé d’ensem-
bles de B; pour tout couple (i,j) d’indices, soit (V;;) un recouvrement fini de
V;nYV,; formé d’ensembles de B. Soit I 'ensemble formé des i et des triplets
(i,j,k), ordonné par les seules relations i>(i,j,k), j>(i,j,k); on prend alors pour
F'(U) la limite projective du systétme des F(V,) et #(V;;,); on vérifie aisément
que cela ne dépend pas des recouvrements (V) et (V) et que Uw—F'(U) est
un préfaisceau.
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Cela posé, soient U un ouvert quelconque de X, (U,) un recouvrement
de U par des ouverts contenus dans U, et soit 8B’ la sous-famille de B
constituée par les ensembles de B contenus dans un U, au moins; il
est clair que B’ est encore une base de la topologie de U, donc #'(U)
(resp. #'(U,) est limite projective des # (V) pour Ve®B et VcU
(resp. V< U,); l'axiome (F) se vérifie alors aussitdt en vertu de la
définition de la limite projective.

Lorsque (F,) est vérifié, nous dirons par abus de langage que le
préfaisceau & sur la base B est un faisceau.

(3.2.3) Soient & % deux préfaisceaux sur la base B, a valeurs
dans C; on définit un morphisme u: % —% comme une famille (Uuv)v.y
de morphismes uy: % (V)—>¥(V) satisfaisant aux conditions de com-
patibilité usuelles avec les morphismes de restriction pv. Avec les
notations de (3.2.1), on en déduit un morphisme u': & —%  des pré-
faisceaux (ordinaires) correspondants en prenant pour uy la limite pro-
jective des uy pour VeB et V< U; la vérification des conditions de
compatibilité avec les p' découle du caractére fonctoriel de la limite
projective.

(3.2.4) Sila catégorie C admet des limites inductives, et si & est
un préfaisceau sur la base B, a valeurs dans C, pour tout xeX les
voisinages de x appartenant 4 B forment un ensemble cofinal (pour o)
dans I’ensemble des voisinages de x, donc, si & est le préfaisceau (ordi-

naire) correspondant a % la fibre % est égale 2 1_1_1357 (V) selon 'en-
B
semble des VeB contenant x. Si u: & —»% est un morphisme de

préfaisceaux sur B a valeurs dans C, u' : # % le morphisme cor-
respondant de préfaisceaux ordinaires, u, est de méme la limite induc-
tive des morphismes uy : #(V)—>%(V) pour VeB, xeV.

(3.2.5) Revenons aux conditions générales de (3.2.1). Si & est un
faisceau ordinaire a valeurs dans C, % le faisceau sur B obtenu par
restriction de & a B, le faisceau ordinaire & obtenu a partir de &
par le procédé de (3.2.1) est canoniquement isomorphe & %, en vertu
de la condition (F) et des propriétés d’unicité de la limite projective.
On identifiera d’ordinaire & et %

Si 4 est un second faisceau (ordinaire) sur X a valeurs dans C, et
u: % —% un morphisme, la remarque précédente montre que la donnée
des uy:F(V)->%(V) pour les VeB seulement détermine compléte-
ment u; inversement, il suffit, les uy étant donnés pour VeB, de vérifier
le diagramme de commutativité avec les morphismes de restriction py¥
pour VeB, WeB et V< W, pour quil existe un morphisme ' et
un seul de F dans ¢ tel que uy=uy pour tout VeB (3.2.3).
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(3.2.6) Supposons toujours que C admette des limites projectives.
Alors la catégorie des faisceaux sur X d valeurs dans C admet aussi des
limites projectives; si (%) est un systéme projectif de faisceaux sur X
a valeurs dans C, les & (U)-llm % (U) définissent en effet un pré-

faisceau a valeurs dans C, et la venﬁcatlon de 1’ax10me (F) résulte de
la transitivité des limites projectives; le fait que & est alors limite pro-
jective des %, est immeédiat.

Lorsque C est la catégorie des ensembles, pour tout systéme pro-
jectif (o85) tel que 54, soit un sous-faisceau de % pour tout A, m%

s’identifie canoniquement & un sous-faisceau de lim%. Si C est la

D
catégorie des groupes commutatifs, le foncteur covariant hm %, est
additif et exact d gauche.

3.3. Recollement de faisceaux

(3.3.1) Supposons encore que la catégorie C admette des limites
projectives. Soient X un espace topologique, U =(U,),., un recouvre-
ment ouvert de X, et pour chaque AeL, soit &% un faisceau sur U,,
a valeurs dans C; pour tout couple d’indices (A, u), supposons donné
un isomorphisme 0,,: %|(U, nU) x%|(U, nU,); en outre, supposons
que pour tout triplet (A, u,v), en désignant par 6},,0,,,0;, les restric-
tions de 9,,,0,,,0,, 3 Uy,nU,nU,, on ait 6,,=0;,00,, (condition
de recollement pour les 6,,). Alors, il existe un faisceau & sur X, a
valeurs dans C, et pour chaque A un isomorphisme m,: #|U, x %, tels
que, pour tout couple (A, p), en désignant par m et m,, les restrictions
de mpetn,d UnU, on ait 8,,=nj0m,”"; en outre, # et les 7,
sont déterminés & un isomorphisme unique prés par ces conditions.
L’unicité résulte en effet aussitot de (3.2.5). Pour établir I'existence de %,
désignons par B la base d’ouverts formée des ouverts contenus dans
un U, au moins, et pour tout Ue®B, choisissons (par la fonction t de
Hilbert) un des % (U) pour un des A tels que U< U,; si on désigne
cet objet par # (U), les py; pour UcV, UeB, VeB se définissent de
fagon évidente (au moyen des 6,,), et la condition de transitivité est
conséquence de la condition de recollement; en outre, la vérification
de (F,) est immédiate, donc le préfaisceau sur B ainsi défini est bien
un faisceau, et on en déduit par le procédé général (3.2.1) un faisceau
(ordinaire) encore noté & et qui répond a la question. On dit que &
est obtenu par recollement des % au moyen des 0,, et on identifiera
d’ordinaire % et #|U, au moyen de n;.

1l est clair que tout faisceau & sur X a valeurs dans C peut étre
considéré comme obtenu par recollement des faisceaux % =#|U,
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(ou (U,) est un recouvrement ouvert arbitraire de X), au moyen des
isomorphismes 6, réduits a I'identité.

(3.3.2) Avec les mémes notations, soit %, un second faisceau sur U,
(pour tout Ael) a valeurs dans C, et soit donné pour tout couple
(k,‘u) un isomorphisme ©,,:%,|(U,nU)x%|(U,nU,), ces isomor-
phismes vérifiant la condition de recollement. Supposons enfin donné
pour tout A un morphisme u, : % — 9, et supposons que les diagrammes

Z)U,nU) — 4,|(U,nU
(33.2.1) l l
FIU,nUY) —— 4|(U,n1UY

soient commutatifs. Alors, si ¢ est obtenu par recollement des %, au
moyen des ,,, il existe un morphisme u:% —% et un seul tel que
les diagrammes

7|u, 4%, gu,

L]

P — %

soient commutatifs; cela résulte aussitot de (3.2.3). La correspondance
entre la famille (u;) et u est une bijection fonctorielle de la partie de
II1 Hom(#,%,) vérifiant les conditions (3.3.2.1) sur Hom (% 9).

A

(3.3.3) Avec les notations de (3.3.1), soit V un ouvert de X; il est
immédiat que les restrictions & VAU, nU, des 6,, satisfont a la con-
dition de recollement pour les faisceaux induits #|(VAU,) et que le
faisceau sur V obtenu par recollement de ces derniers s’identifie canoni-
quement a F|V.

3.4, Images directes de préfaisceaux

(3.4.1) Soient X, Y deux espaces topologiques, ¥ : X—Y une appli-
cation continue. Soit # un préfaisceau sur X a valeurs dans une caté-
gorie C; pour tout ouvert UcY, soit 4(U)=F (Y '(U)), etsiU, V
sont deux parties ouvertes de Y telles que U <V, soit py le morphisme
FW 1V)-Z Y 1(U));ilestimmédiat queles %(U) et les py définissent
un préfaisceau sur Y a valeurs dans C, que I'on appelle image directe
de & par Y et que 'on note VY (F). Si & est un faisceau, on vérifie
aussitdt 'axiome (F) pour le préfaisceau U—%(U), donc Y, (F) est un
faisceau.

(3.4.2) Soient #,%, deux préfaisceaux sur X a valeurs
dans C, et soit u:% —% un morphisme. Lorsque U parcourt



§ 3. Compléments sur les faisceaux : 79

I’ensemble des parties ouverts de Y, la famille de morphismes
U1y W HU) - H(W~1(U)) satisfait aux conditions de compati-
bilité avec les morphismes de restriction, et définit par suite un mor-
phisme Y, (W) : V¥, (#)-> V¥, (%). Si v:% % est un morphisme de
%, dans un troisiéme préfaisceau sur X a valeurs dans C, on a W, (vou)
=V, (V)oV, (1); autrement dit, y_(F)est un foncteur covariant en &, dela
catégorie des préfaisceaux (resp. faisceaux) sur X a valeurs dans C,
dans celle des préfaisceaux (resp. faisceaux) sur Y a valeurs dans C.

(3.4.3) Soient Z un troisiéme espace topologique, ¥’ :Y—Z une
application continue, et soit Y"=yo\. Il est clair que 'on a VY, (F)
=V, (Y, () pour tout préfaisceau & sur X a valeurs dans C; en outre,
pour tout morphisme u:% — ¥ de tels préfaisceaux, on a V(1)
=y, (Y, ). En d’autres termes, V,, est le composé des foncteurs Y, et
V., ce qu'on peut écrire

(\I’IO\")* =\|’I*°\|’*

En outre, pour tout ouvert U de Y, 'image par la restriction Yy~ *(U)
du préfaisceau induit £ |y~ }(U) n’est autre que le préfaisceau induit
W (F)U.

(3.4.4) Supposons que la catégorie C admette des limites inductives,
et soit &# un préfaisceau sur X a valeurs dans C; pour tout xeX, les
morphismes I'(y~1(U), &) — &£, (U voisinage ouvert de Y(x) dans Y)
forment un systéme inductif, qui donne par passage a la limite un mor-
phisme VY, : (Y, (F)yw— % des fibres; en général, ce morphisme
n’est ni injectif ni surjectif. 1l est fonctoriel; en effet, si u: % — % est un
morphisme de préfaisceaux sur X & valeurs dans C, le diagramme

Ve Fyy —E— (A),

W)y () I I"x

W By —— ()

est commutatif. Si Z est un troisiéme espace topologique, V' :Y—»Z
une application continue, et " =Vy'oV, on a Y, =Y,0V,, pour xeX.

(3.4.5) Sous les hypothéses de (3.4.4), supposons en outre que Y
soit un homéomorphisme de X sur le sous-espace WY(X) de Y. Alors, pour
tout xeX, Y, est un isomorphisme. Ceci s’applique en particulier a
I'injection canonique j d’une partie X de Y dans Y.

(3.4.6) Supposons que C soit la catégorie des groupes, ou des
anneaux, etc. Si & est un faisceau sur X a valeurs dans C, de support S,
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et si y¢y(S), il résulte de la définition de Y, (#) que (Y, (F)),={0},
autrement dit le support de WV (#) est contenu dans Y(S); mais il
n’est pas nécessairement contenu dans Y(S). Sous les mémes hypo-
théses, si j est 'injection canonique d’une partie X de Y dans Y, le faisceau
J(#) induit # sur X;side plus X est fermée dans Y, j, () estle faisceau
surY qui induit # sur X et Osur Y —X (G, II, 2.9.2), mais il est en général
distinct de ce dernier lorsqu’on suppose X localement fermée mais non
fermée.

3.5. Images réciproques de préfaisceaux

(3.5.1) Sous les hypotheses de (3.4.1),si # (resp. %) est un préfaisceau
sur X (resp. Y) a valeurs dans C, tout morphisme u: %V (%) de
préfaisceaux sur Y s’appelle encore un y-morphisme de ¢ dans #, et
se note aussi ¥ —»%. On désigne aussi par Homy(¥,%#) I'ensemble
Homy(%,V,(#)) des y-morphismes de ¢ dans #. Pour tout couple
(U,V), ou U est un ouvert de X,V un ouvert de Y tel que Yy(U)<=V, on
a un morphisme uyy:¥%(V)— % (U) en composant l¢ morphisme de
restriction # (Y~ 1(V))— Z (U) et le morphisme uy: %(V)— Y, (F)(V)
=F Y~ H(V)); il est immédiat que ces morphismes rendent commutatifs
les diagrammes

4(V) Y, F(U)

|

G(V) —— F(U)

uur'vr
pour U cU, VcV,yU)<= V. Inversement, la donnée d’une famille
(uy,y) de morphismes rendant commutatifs les diagrammes (3.5.1.1)
définit un Y-morphisme u, car il suffit de prendre uy=uy- 1y, v-

Si la catégorie C admet des limites projectives, et si B,B’ sont des
bases des topologies de X et Y respectivement, pour définir un y-mor-
phisme u de faisceaux, on peut se borner a se donner les uy y pour
UeB, VeB' et Yy(U)c=V, vérifiant les conditions de compatibilité
(3.5.1.1) pour U, U’ dans B et V, V' dans B’; il suffit en effet de définir u,,,
pour tout ouvert WcY, comme limite projective des uyy pour
VeBet Ve W, UeBet y(U)=V.

Lorsque la catégorie C admet des limites inductives, on a, pour tout
x€X, un morphisme %(V)—Z (Y '(V))— % pour tout voisinage
ouvert V de W(x) dans Y, et ces morphismes forment un systéme in-
ductif qui donne par passage a la limite un morphisme %,,— %,.

(3.5.2) Sous les hypothéses de (3.4.3), soient #,9, # des préfaisceaux
a valeurs dans C sur X, Y, Z respectivement, et soient u: % — (%),



§ 3. Compléments sur les faisceaux 81

v:# - VY, (%9 un Yy-morphisme et un Y'-morphisme respectivement.
On en déduit un "-morphisme

w2 V(%) E L () =VL(F),

que lon appelle, par définition, le composé de u et de v. On peut donc
considérer les couples (X,#) formés d’un espace topologique X et d’un
faisceau & sur X (a valeurs dans C) comme formant une catégorie, les
morphismes ¢tant les couples (§,0):(X,#)—(Y,%9) formés d’une
application continue Y:X—-Y et dun Yy-morphisme 6:%->%.

(3.5.3) Soient ¥: X — Y une application continue, 4 un préfaisceau
sur Y a valeurs dans C. Alors % — Hom,(%4,%)=Homy(%, V(%)) est
un foncteur covariant de la catégorie des faisceaux sur X a valeurs dans C,
dans la catégorie Ens (les ensembles de morphismes étant bien entendu
formés de morphismes de préfaisceaux); si ce foncteur est représentable
par un faisceau ¥’ sur X a valeurs dans C, on dit que ce faisceau (qui est
déterminé a isomorphisme unique prés) est limage réciproque de %
par et on le note Y~ !(%). C’est donc l'objet associé 4 4 au sens de
(1.5.1) (appliqué aux catégories opposées), et tout ce qui a été dit a cette
occasion s’applique ici. On notera v+~ v” Iisomorphisme fonctoriel
en ¥

(3.5.3.1) Homx (V™ 1(9), #) 5 Homy(9, V(%))

et u—u* Iisomorphisme réciproque. Pour tout morphisme w: %, —» %
de faisceaux sur X a valeurs dans C, on a

(3.5.3.2) (wor) =V, (w)ov’.
En particulier, pour r=1,-:4, on a un morphisme canonique

(3.53.3) Po=(1y-19) 1 G =V, (W~ 1(¥)
et on a la factorisation canonique

(3.53.4) 09 Ly () Sy, ().

(3.5.4) Supposons maintenant que la catégorie C soit telle que tout
préfaisceau ¢ sur Y 4 valeurs dans C admette une image réciproque par
Y (cf. (3.7) pour des exemples de telles catégories). Alors ¥~y 4(¥)
est le foncteur adjoint d gauche du foncteur F — VY (F) (considéré
comme prenant ses valeurs dans la catégorie des préfaisceaux sur X 2
valeurs dans C), et ,, est donc l'adjoint d droite de ™, I'isomorphisme
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(3.5.3.1) étant un isomorphisme de bifoncteurs en # et ¥ (1.52 et
1.5.3). Pour tout morphisme de préfaisceaux sur Y a valeurs dans C,
WG =G, Y (w): Y1 (F) > VTN (#,) est défini par Y (W) = (pg, ow)*
(1.5.2), et on a le diagramme commutatif (1.5.2.2)

Py, l lﬂgz

V(W) pmey VeV (%)

et pour tout morphisme u:%, —» ¥, (%), ou & est un faisceau sur X a
valeurs dans C, on a la relation (1.5.3.2)

(uow)* =ufoy ™ 1(w).

Pour tout faisceau & sur X & valeurs dans C, on a un morphisme cano-
nique

(354.1) (59*:(1\4,*(9*))”: U 1("’*(5;)) - F
et la factorisation canonique,. pour tout morphisme u:% -V, (%),

(3542) u \I;“l(g) RN W‘l(q’*(g)) oz F

(3.5.5) Soit ¥': Y- Z une application continue, et supposons que
tout préfaisceau # sur Z A valeurs dans C admette une image réciproque
V' ~1(#) par V. Alors (avec les hypothéses de (3.5.4)), tout préfaisceau
H# sur Z a valeurs dans C admet une image réciproque par "=V oV,
et 'on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.55.1) YA 3 YT o).

Cela résulte en effet aussitot des définitions, tenant compte de ce
que Y=V, oy,. En outre, si u:% -y, (F) est un Yy-morphisme,
v:# -V, (%) un Y-morphisme, et w=,(u)ov leur composé (3.5.2),
on constate aussitot que w est le morphisme composé

wh I T 0R) D ) T 7

(3.5.6) Prenons en particulier pour Y l'application identique
15 : XX, Alors si I'image réciproque par ¥ d’un préfaisceau & sur X
a valeurs dans C existe, on dit que cette image réciproque est le faisceau
associé au préfaisceau . Tout morphisme u: % — %' de # dans un
faisceau ' a valeurs dans C se factorise donc de fagon unique en

uﬁ

F 22, W) = F.
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3.6. Faisceaux simples et faisceaux localement simples

(3.6.1) Nous dirons qu’un préfaisceau F sur X, a valeurs dans C,
est constant si les morphismes de restriction £ (X)-» £ (U) sont des
isomorphismes pour tout ouvert U < X; on notera que & n'est pas
nécessairement un faisceau. On dit qu'un faisceau est simple s’il est
isomorphe au faisceau associé (3.5.6) & un préfaisceau constant. On dit
qu'un faisceau # est localement simple si tout xeX admet un voisinage
ouvert U tel que & |U soit simple.

(3.6.2) Supposons que X soit irréductible (2.1.1); alors les pro-
priétés suivantes d’un préfaisceau F sur X sont équivalentes:

a) le morphisme F (X)—> % (U) est un isomorphisme pour tout ouvert
non vide U de X

b) & est un faisceau simple sur X;

¢) F est un faisceau localement simple sur X.

En effet supposons a) vérifiée; si U, V sont deux ouverts non vides
dans X, UnV est non vide, donc FX)->FU)-»F(UnNV) et
FX)—»Z#(U) étant des isomorphismes, il en est de méme de
FU)-»F(UNV) et de méme ZF(V)»F(UNV) est un isomor-
phisme. On en conclut aussitdt que 'axiome (F) de (3.1.2) est bien véri-
fié, # est isomorphe a son faisceau associé, et par suite a) entraine b).

Soient maintenant (U,) un recouvrement ouvert de X par des ouverts
non vides et & un faisceau sur X tel que £ |U, soit simple pour tout «;
comme U, est irréductible, #|U, vérifie a) en vertu de ce qui pré-
céde. Comme U,nU; n'est pas vide, F(U)->F(U,nUj et
F(Up)—» F(U,nUy) sont des isomorphismes, d’ott on déduit un iso-
morphisme canonique 6,5: % (U,)— % (Uy) pour tout couple d’indices.
Mais alors, si on applique la condition (F) pour U=X, on voit que
pour tout indice o, et tout objet T de C, on a un diagramme exact

Hom(T,# (U,,))- I Hom(T,# (U,)) 311 Hom(T, # (U, n Uy))
o o, B

ou la premiére fléche est déduite des isomorphismes 6,,,. Comme on a
aussi un diagramme exact lorsque dans le précédent on remplace

Hom(T,#(U,,))— ITHom(T, # (U,))
par

Hom(T, # (X)) - ITTHom(T, # (U,))

ot la fléche est déduite des morphismes de restriction #(X)—% (U,), on
en déduit (1.1.7) que le morphisme de restriction % (X)—# (U,,) est un
isomorphisme, ce qui prouve que c) entraine a).
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3.7. Images réciproques de préfaisceaux de groupes ou d’anneaux

(3.7.1) Nous allons montrer que lorsqu’on prend pour C la catégorie
des ensembles, I'image réciproque par W de tout préfaisceau ¥ a va-
leurs dans C existe toujours (les notations et hypothéses sur X, Y, ¥
étant celles de (3.5.3)). En effet, pour tout ouvert UcX, définissons
%'(U) comme suit: un élément s° de %'(U) est une famille (s)),.y, o0
s,€% 4 pour tout xeU, et o, pour tout xeU, la condition suivante
est remplie: il existe un voisinage ouvert V de Y(x) dans Y, un voisinage
Wcy 1 (V)nU de x et un élément se(V) tels que s, =sy; pour
tout zeW. On vérifie immédiatement que U %'(U) satisfait bien aux
axiomes des faisceaux; notons ce faisceau ¥~ (%).

Soit maintenant % un faisceau d’ensembles sur X, et soient
UG-V (F), vy (%> F des morphismes. On définit u¥et v’ dela
fagon suivante: si s’ est une section de y~1(¥) au-dessus d’un voisinage
U de xeX et si V est un voisinage ouvert de Y(x) et se%(V) est tel que
Pon ait s,=s,,, pour z dans un voisinage de x contenu dans ¢~ (V)" U,
on prend uf(s}) = Uy o) (Sy(x))- DE méme, si se%(V) (V ouvert dans Y), v°(s)
est la section de & au-dessus de Y~ !(V), image par v de la section s’ de
V1(@) telle que s, =s,, pour tout xey~*(V). En outre, I’homomor-
phisme canonique (3.5.3) pg: gV, (V™ 1(¥)) se définit de la fagon sui-
vante: pour tout ouvert V<Y ettoutesection sel' (V,9), p,(s) estlasec-
tion (S\ll(x)).‘t‘all"(V) de ¥71(%9) au-dessus de Yy~ (V). La vérification des
relations (%)’ =u, (v")*=v et " =V, (v)opy est immédiate, et démontre
notre assertion. '

On vérifie que, si w: ¥, — %, est un homomorphisme de préfaisceaux
d’ensembles sur Y, Y~ 1(w) s’explicite de la fagon suivante: si s'=(s}),.u
est une section de Y~ (¥,) au-dessus d’un ouvert U de X, (¥~ (w))(s)
est la famille (Wy,)(s})),eu- Enfin, il est immédiat que pour tout ouvert
V de Y, I'image réciproque de 4|V par la restriction de Y a Yy~ (V) est
identique au faisceau induit ™~ H(D) |y L(V).

Lorsque Y est I'identité 1x, on retrouve la définition d’un faisceau
d’ensembles associé & un préfaisceau (G, II, 1.2). Les considérations
précédentes s’appliquent sans changement lorsque C est la catégorie
des groupes ou des anneaux (non nécessairement commutatifs).

Lorsque X est une partie quelconque d’un espace topologique Y, et
j l'injection canonique X -»Y, pour tout faisceau ¢ sur Y a valeurs dans
une catégorie C, on appelle faisceau induit sur X par ¢ I'image réci-
proque j~Y(¥%) (lorsquelle existe); pour les faisceaux d’ensembles (ou
de groupes, ou d’anneaux) on retrouve la définition usuelle (G, II, 1.5).

(3.7.2) Conservant les notations et hypothéses de (3.5.3), suppo-
sons que ¥ soit un faisceau de groupes (resp. d’anneaux) sur Y. La défini-
tion des sections de Y~ 1(%4) (3.7.1) montre (compte tenu de (3.4.4)) que
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’homomorphisme de fibres V,.o(pglye : Gy — W 1(9), est un iso-
morphisme fonctoriel en 9, qui permet d’identifier ces deux fibres; avec
cette identification, u? est identique a4 ’homomorphisme défini dans
(3.5.1), et en particulier, on a Supp(Y ™ '(9)) =¥~ (Supp(¥)).

Une conséquence immédiate de ce résultat est que le foncteur
Gy~ UG est exact en 9 dans la catégorie abélienne des faisceaux
de groupes commutatifs.

3.8. Quasi-homéomorphismes et images réciproques de faisceaux

Proposition (3.8.1) Soient X, X deux espaces topologiques, f: XX
une application continue. Pour que f soit un quasi-homéomorphisme
(2.6.2), il faut et il suffit que le foncteur F— f~(F) de la catégorie des
faisceaux d’ensembles (resp. des faisceaux de groupes commutatifs) sur X,
dans la catégorie des faisceaux d’ensembles (resp. des faisceaux de groupes
commutatifs) sur Xo, soit une équivalence de catégories.

Supposons que f soit un quasi-homéomorphisme; alors I'application
canonique p,; :I'(U,#)-T(f 1(U), /(%)) (3.5.3.3) est bijective pour
tout ouvert U de X, puisque I'application U+ f ~}(U) de O(X) dans
O(X,) est bijective: il suffit en effet de noter que tout voisinage d’un
point x,eX, contient f~'(f(x,)) et d’utiliser (3.7.1). Ceci prouve que
F—fU(F) est une équivalence de catégories.

Inversement, supposons qu’il en soit ainsi pour la catégorie des fais-
ceaux d’ensembles; alors il en est de méme pour la catégorie des faisceaux
de groupes commutatifs, car cette derniére n’est autre que la catégorie
des objets en groupes commutatifs dans la catégorie des faisceaux d’en-
sembles (1.6.5). Il suffira donc de prouver que f est un quasi-homéomor-
phisme lorsque % — f ~'(%) est une équivalence de catégories pour la
catégorie des faisceaux de groupes commutatifs.

Montrons d’abord que f(X,) est trés dense dans X; en effet, dans
le cas contraire, il existerait deux parties fermées distinctes Y=Y’ de X
telles que Y f Xo)=Y 0 f(X,). Soit F (resp. #) le faisceau de groupes
commutatifs sur X, image directe par 'injection canonique Y — X (resp.
Y’ - X) du faisceau simple associé au préfaisceau constant Z sur Y
(resp. Y'); la définition de 'image réciproque (3.7.1) montre que f~ (&)
est isomorphe & f~!(#’), mais # n’est pas isomorphe & &', donc
F— fHF) ne serait pas une équivalence de catégories (ce ne serait
méme pas un foncteur fidéle, car siu et v sont 'automorphisme identique
et ’'endomorphisme nul de #/%", f~*(u) et f~1(v) sont égaux).

Montrons maintenant que la topologie de X, est I'image réciproque
de celle de X par f. Soit Zx le faisceau simple sur X associé au préfaisceau
constant égal & Z; la donnée d’'un homomorphisme u:Zx—% de

\

faisceaux de groupes commutatifs équivaut a celle de la section



86 0. Préliminaires

s=u(l)el'(X,#): en effet, lorsque s est donnée, pour toute section
nyel'(U,Zx) qui est constante, on a nécessairement u(ny)=ny-(s|U);
on a donc un isomorphisme canonique I'(X,#)xHom(Zy,#) de
groupes commutatifs, fonctoriel en %. Comme par définition
(3.7.1), on a f~'(Zy)=1Zy,, I'hypothése que & f"!(F) est une
équivalence de catégories entraine que I’homomorphisme canonique
ps : TX,F) - T(Xo,f 1 (F)) est bijectif pour tout faisceau de groupes
commutatifs # sur X. Or, soit Y, une partie fermee de X, et soit % le
faisceau sur X, image directe par linjection canonique Yy,—X, du
faisceau simple Zy . Comme & — f~!'(#) est une équivalence, %, est
isomorphe & un faisceau de la forme f~'(%), ou & est un faisceau de
groupes commutatifs sur X. Soit s, la section de % au-dessus de X,
telle que (so)x, =1, si xo€Yo, €t (So)s, =0y, sl Xo¢Y,. Les remarques
précédentes montrent qu’il existe une section s de # au-dessus de X
telle que (so)x, = Sy(x, PoOUr tout xo€X, (les fibres (%), et F ., étant
canoniquement identifiées (3.7.1)); cela entralne que Y, est I'image réci-
proque par f de I’ensemble Y des xeX tels que s,#0,, et Y est fermé
dans X. CQFD.

Remarques (3.8.2) On a vu dans la démonstration précédente que
’homomorphisme canonique I'(X,#)-T(X,,f '(%)) est un isomor-
phisme de groupes commutatifs, fonctoriel en &% dans la catégorie des
faisceaux de groupes commutatifs sur X. Comme f ™! est exact dans cette
catégorie (3.7.2), cela implique que les homomorphismes canoniques

H(X,#)->H' X, f~1(F))
(T, 3.2.2) sont bijectifs pour tout i.

3.9. Faisceaux d’espaces pseudo-discrets

(3.9.1) Soit X un espace topologique dont la topologie admet une
base B formée d’ensembles ouverts quasi-compacts. Soit # un faisceau
d’ensembles sur X; si on munit chacun des % (U) de la topologie discréte,
U~ #(U) est un préfaisceau d’espaces topologiques. Nous allons voir
qu'il existe un faisceau d’espaces topologiques &~ associé a F (3.5.0) tel
que T'(U,Z") soit I'espace discret & (U) pour tout ouvert quasi-compact
U. 1l suffira pour cela de montrer que le préfaisceau U+— % (U) d’espaces
topologiques discrets sur B vérifie la condition (Fy) de (3.2.2), et plus
généralement que si U est un ouvert quasi-compact et si (U,) est un
recouvrement de U par des ensembles de B contenus dans U, la topo-
logie la moins fine J sur I'(U,#) rendant continues les applications
U, #)-IU,,#) est la topologie discréte. Or, il existe un nombre
fini d’indices a tels que U={) U,,. Soit seI'(U,%) et soit s5; son image
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dans I'(U,,#); lintersection des images réciproques des ensembles
{s;} est par définition un voisinage de s pour J; mais puisque F est
un faisceau d’ensembles et que les U, recouvrent U, cette intersection
se réduit & s, d’ou notre assertion.

On notera que si U est un ouvert non quasi-compact de X, I'espace
topologique I'(U,#") a encore I'(U,#) comme ensemble sous-jacent,
mais sa topologie n’est pas discréte en général: C’est la moins fine rendant
continues les applications I'(U,#)—-T'(V,#), pour VeB et VcU
(les T'(V,#) étant discrets).

Les considérations précédentes s’appliquent sans modification aux
faisceaux de groupes ou d’anneaux (non nécessairement commutatifs),
et leur associent respectivement des faisceaux de groupes topologiques
ou d’anneaux topologiques. Pour abréger, nous dirons que le faisceau &#”
est le faisceau d’espaces (resp. groupes, anneaux) pseudo-discrets associé
au faisceau d’ensembles (resp. groupes, anneaux) &.

(3.9.2) Soient %, ¢ deux faisceaux d’ensembles (resp. groupes, an-
neaux) sur X, u:.% — % un homomorphisme. Alors u est aussi un homo-
morphisme continu F'— %', en désignant par F' et ¢ les faisceaux
pseudo-discrets associés 4 # et %; cela résulte en effet de (3.2.5).

(3.9.3) Soient # un faisceau d’ensembles, # un sous-faisceau de %,
F' et H' les faisceaux pseudo-discrets associés & F et H# respectivement.
Alors, pour tout ouvert Uc X, I'(U,5#") est fermé dans T'(U,%"): en
effet, c’est l'intersection des images réciproques des I'(V,s#) (pour
VeB, Vo U) par les applications continues I'(U,#)—-»T'(V,%), et
I'(V,#) est fermé dans I'espace discret I'(V,#).

§ 4. Espaces annelés

4.1. Espaces annelés, «/-Modules, </-Algébres

(4.1.1) Un espace annelé (resp. topologiquement annelé) est un couple
(X,«7) formé d'un espace topologique X et d’un faisceau d’anneaux
(non nécessairement commutatifs) (resp. d’un faisceau d’anneaux topo-
logiques) o sur X; on dit que X est ’espace topologique sous-jacent a
I'espace annelé (X, ), et o le faisceau structural. Ce dernier se note
Ok, et sa fibre en un point xeX se note (% , ou simplement 0, lorsqu’il
n’en résulte pas de confusion.

On désignera par 1 ou e la section unité de Ox au-dessus de X (élément
unité de I'(X, O)).
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Lorsque &/ est un faisceau d’anneaux commutatifs, on dit que (X, /)
est un espace commutativement annelé. Comme dans ce Traité nous
aurons surtout a considérer des faisceaux d’anneaux commutatifs, il sera
sous-entendu, lorsque nous parlerons d’un espace annelé (X,2/) sans
préciser, qu’il s’agit d’un espace commutativement annelé.

Les espaces annelés a faisceau structural non nécessairement com-
mutatif (resp. les espaces topologiquement annelés) forment une caté-
gorie, lorsqu’on définit un morphisme (X, o)~ (Y,%) comme un couple
(\,8)=¥ formé d’une application continue Y:X—-Y et d’'un Yy-mor-
phisme 9:%8-> o (3.5.1) de faisceaux d’anneaux (resp. de faisceaux
d’anneaux topologiques). Comme la catégorie des anneaux admet des
limites inductiveg, pour tout xeX, on déduit de 6 un homomorphisme
d’anneaux %)~ &, (3.5.1); d’ailleurs, compte tenu de ce que Y,o(pglye
est un isomorphisme (3.7.2), ’lhomomorphisme précédent s’identifie a 6.
Le composé d’un second morphisme ¥' =(',98): (Y, %) (Z,%) et de ¥,
not¢ V" =¥oW¥, est le morphisme (¥",0”) ol Y"=Vy'oV, et 6" est le
composé de 0 et 6 (égal & Y, (0)o®, cf. 3.5.2). Pour les espaces annelés,
rappelons que I'on a alors 8% =0%y~1(0'%) (3.5.5); donc si 0'% et 6*
sont des homomorphismes injectifs (resp. surjectifs), il en est de méme
de 6"¥, compte tenu du fait que V,0(pg)y) €st un isomorphisme pour
tout xeX (3.7.2). On vérifie aussit6t, grace a ce qui précéde, que lors-
que Y est une application continue injective et 6% un homomorphisme
surjectif de faisceaux d’anneaux, le morphisme (Y,8) est un mono-
morphisme (T, 1.1) dans la catégorie des espaces annelés.

Par abus de langage, on remplacera souvent | par ¥ dans les nota-
tions, par exemple en écrivant ¥~1(U) au lieu de ¥~ 1(U) pour une
partie U de Y, lorsque cela ne risquera pas d’entrainer confusion.

(4.1.2) Pour toute partie M de X, le couple (M,.oZ|M) est évidem-
ment un espace annelé, dit induit sur M par I’espace annelé (X, o) (et
appelé encore la restriction de (X,.o#) 3 M). Sij est injection canonique
M- X et o l'application identique de «/|M, (j,®’) est un monomor-
phisme (M, «/|M)— (X,.o/) d’espaces annelés, appelé linjection canoni-
que. Le composé d’'un morphisme ¥:(X,o/)— (Y,%8) et de cette injec-
tion est appelé la restriction de ¥ 4 M et se note ¥ |M.

(4.1.3) Nous ne reviendrons pas sur la définition des o7-Modules
sur un espace annelé (X,o7) (G, I, 2.2); lorsque <7 est un faisceau d’an-
neaux non nécessairement commutatifs, par «/-Module, il faudra tou-
jours sous-entendre «/-Module & gauche» sauf mention expresse du
contraire. Les sous-o/-Modules de o/ seront qualifiés de faisceaux
d’idéaux (a gauche, & droite ou bilatéres) dans < ou de Z-Idéaux.

Lorsque o/ est un faisceau d’anneaux commutatifs, et que, dans la
définition des «/-Modules, on remplace partout la structure .de module
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par celle d’algébre, on obtient la définition d’une o/-Algébre sur X. 1l
revient au méme de dire qu’une /-Algébre (non nécessairement com-
mutative) est un of/-Module ¥, muni d’'un homomorphisme de </-Mo-
dules 0:¥®,% % (cf. G, I, 2.8) et d’'une section e au-dessus de X,
tels que: 1° le diagramme

¥R,40,% 22 ¥®,%

¢ R,% %

soit commutatif; 2° pour tout ouvert U = X et toute section seI'(U,%),
on ait ¢((e|U)®s)= ¢(s®(e|U))=s. Dire que ¥ est une o/-algébre
commutative revient en outre a dire que le diagramme

6,6 — R,
L4 \ /‘P
%

est commutatif, o désignant la symétrie canonique du produit tensoriel
CRyb.

Les homomorphismes de o/-Algébres se définissent aussi comme les
homomorphismes de «/-Modules dans (G, II, 2.2), mais naturellement
ne forment plus un groupe.

Si A est un sous-oZ/-Module d’une /-Algébre ¥, la sous-of -Algébre
de € engendrée par M est la somme des images des homomorphismes
®" M — € (pour les n=0). Cest aussi le faisceau associé au préfaisceau
U~ #(U) d’algébres, #(U) étant la sous-algébre de I'(U,¥) engendrée
par le sous-module I'(U,.#).

(4.1.4) On dit qu’un faisceau d’anneaux of sur un espace topolo-
gique X est réduit (resp. intégre) en un point x de X si la fibre <, est un
anneau réduit (resp. intégre) (cf. Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 2, n°6,
déf. 5); on dit que  est réduit sil est réduit en tout point de X. Rappe-
lons quun anneau A est dit régulier si chacun des anneaux locaux A,
(ol p parcourt ensemble des idéaux premiers de A) est un anneau
local régulier (cf. [0%, 17.1.2]); nous dirons qu’un faisceau d’anneaux .o/
sur X est régulier en un point x (resp. régulier) si la fibre <, est un anneau
régulier (resp. si o7 est régulier en tout point). Enfin, nous dirons qu’un
faisceau d’anneaux o sur X est normal en un point x (resp. normal) si sa
fibre o7, est un anneau intégre et intégralement clos (resp. si o7 est normal
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en tout point). Nous dirons qu’un espace annelé (X,) est reduit (resp.
normal, régulier) si le faisceau d’anneaux </ a cette propriété ().

Un faisceau d’anneaux gradués o est par définition un faisceau d’an-
neaux qui est somme directe (G, I, 2.7) d’une famille (7)., de fais-
ceaux de groupes commutatifs avec les conditions &, &, <9, .,; un
-Module gradué est un «/-Module # somme directe d’'une famille
(#)uz de faisceaux de groupes commutatifs, satisfaisant aux con-
ditions o4, %, < %,,.,. 1l revient Qailleurs au méme de dire que I'on a
() () = (AL 1 )y (rESP. () (F) = (Fpna)y) €1 toUL point x.

(4.1.5) Etant donné un espace annelé (X,<) (non nécessairement
commutativement annelé), nous ne rappellerons pas ici les définitions
des bifoncteurs & ®, %, #om,(F9) et Hom,(£9) (G, 11, 28 ¢t 2.2)
dans les catégories des o»/~-Modules 4 gauche ou a droite (selon les cas),
a valeurs dans la catégorie des faisceaux de groupes commutatifs (ou plus
généralement des ¥-Modules, si € est le centre de ). La fibre (# ®, %),
en tout point xeX s’identifie canoniquement & %, ®,, ¥, et on définit un
homomorphisme canonique fonctoriel (#om,(#, %)), — Hom,, (%.%,)
qui, en général, n’est ni injectif ni surjectif. Les bifoncteurs considérés
ci-dessus sont additifs et, en particulier, commutent aux sommes directes
finies; # ®,% est exact a droite en F et en %, commute aux limites
inductives, et & ®_,¥ (resp. F ®, /) s’identifie canoniquement a ¥
(resp. #). La foncteurs #om,(#,%9) et Hom,(# %) sont exacts d
gauche en & et ¥; de fagon précise, si on a une suite exacte de la forme
09 >% %", lasuite

0 - Hom (F,9G") — Hom(F,9) - Hom(F,9")

est exacte, et si on a une suite exacte de la forme F'— % - F"—0, la
suite

0 — Hom (F",9) > Hom(F,9G) > Homy (F',9)

est exacte, avec des propriétés analogues pour le foncteur Hom. En
outre, Homy(4%) sidentifie canoniquement a ¥; enfin, pour tout
ouvert UcX, ona

(U, #om,(#%))=Hom,,y(# | U, %|U).

Pour tout &/-Module & gauche & (resp. a droite), on appelle dual
de # et on note % le &/-Module a droite (resp. & gauche) Hom (Z, o).
Enfin, si o est un faisceau d’anneaux commutatifs, # un </-Module,
U APT(U,#) est un préfaisceau dont le faisceau associé est un /-

M Nous ne donnons pas de définition «globale» d’«espace annelé intdgren;
pour les schémas, la définition de «schéma intégre» n’est pas analogue aux précé-
dentes (cf. I, 2.1.8).
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Module quise note A *Z et sappelle la puissance extérieure p-éme de F
on vérifie aisément que Iapplication canonique du préfaisceau
U~ APT(U,#) dans le faisceau associ€ AP # est injective, et que pour
tout xeX, on a (A?F), .= A?(F). Uest clair que APF est un fonc-
teur covariant en Z.

(4.1.6) Supposons que & soit un faisceau d’anneaux non néces-
sairement commoutatifs, ,# un Idéal a gauche de o4 # un &/-Module &
gauche; on note alors £Z le sous-&/-Module de %, image de # ®
(ou Z est le faisceau associé au préfaisceau constant U— Z) par l'ap-
plication canonique # ®,% — &, il est clair que pour tout xeX, on
a (fF),=F.%. Lorsque o est commutatif, #& est aussi 'image
canonique de £ ®,% — % 1l est immédiat que FF est aussi le -
Module associ€é au préfaisceau U~T'(U, /)T (U,%). Si 4, % sont
deux Idéaux 4 gauche de o, on a % (4 F)=(AL)F.

4.1.7) Soit (X,, ), une famille d’espaces annelés; pour tout
couple (A, w), supposons donnée une partie ouverte V;, de X;, et un iso-
morphisme d’espaces annelés @, (Va, 4| Vi) x (Vi 241 V,,), avec
V., =X,, @ ¢tant Iidentité. Supposons de plus que, pour tout triplet
(A, 1, V), sion désigne par @), la restriction de @5 3 V,,nV,,, @}, soit un
isomorphisme de (V3,, " Vi, 4| (Va0 Vo)) sur (V,,n V,, | (V,,nV,,)
et que l'on ait @;,=@;,00,, (condition de recollement pour les @,,).
On peut tout d’abord considérer alors ’espace topologique obtenu par
recollement (au moyen des @,,) des X, le long des V,,,; si I’'on identifie X,
a la partie ouverte X; correspondante dans X, les hypothéses entrainent
que les trois ensembles V,, NV, V,,nV,, V,nV,, sidentifient a

2N X,NX,. On peut alors transporter a X, la structure d’espace
annelé de X, et si </} est le faisceau d’anneaux transporté de 24, les o7}
vérifient la condition de recollement (3.3.1) et définissent donc un faisceau
d’anneaux” & sur X; on dit que (X,2/) est 'espace annelé obtenu par
recollement des (X,,<4) le long des V,,,, au moyen des @,,,.

(4.1.8) Soit (X,0x) un espace annelé (non nécessairement com-
mutativement annelé). Pour qu’une section seI'(U,0) au-dessus d’un
ouvert U de X soit inversible, il faut et il suffit que pour tout recouvre-
ment ouvert (U,) de U par des ouverts de U, la restriction de s a U,
soit inversible dans I'(U,, %), en vertu de l'unicité de I'inverse dans un
anneau; il y a donc un sous-faisceau de groupes multiplicatifs 0% de Ok
tel que, pour tout ouvert U de X, I'(U,0%) soit le groupe des éléments
inversibles de I'anneau I'(U,0%). Pour tout xeX, la fibre (0%), de ce
faisceau est 'ensemble des €léments inversibles de I’'anneau 0 ,, car si
5.0 ., admet un inverse t, dans cet anneau, s, et t, sont les germes
de deux sections s, t de Ok au-dessus d’un voisinage ouvert V de x, et la
relation (st),=1, entraine stjW =1 pour un voisinage W <=V de x.
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Par contre, avec les mémes notations, si s est un élément régulier
de T'(U,0) et V un ouvert contenu dans U, s|V n’est pas nécessaire-
ment régulier dans I'(V, ¢y), carsi (s| V)t=0 pour une section teI'(V, ),
t ne se prolonge pas nécessairement en une section au-dessus de U.
Nous noterons & (0) le préfaisceau d’ensembles tel que & (¢)(U),
pour tout ouvert U de X, soit ’ensemble des sections seI'(U,0) dont
la restriction a tout ouvert V< U est un ¢lément régulier de 'anneau
I'(V,0y); il est clair que & () est un faisceau. Il revient au méme de
dire que pour tout ouvert V = U, lesapplications ¢ — t(s| V) et t—(s| V)t
de T'(V,0) dans lui-méme sont injectives; par l’exactitude du fonc-
teur 11m dans la catégorie des modules, on en déduit que pour tout
xeU, Ie germe s, est régulier dans (¢ ,; inversement, s'il en est ainsi
pour tout xeU, il ne peut exister de section t#0 dans un I'(V,0)
pour un V< U telle que (s|V)t=0 ou t(s|V)=0, car on en déduirait
s.t,=0 ou t,5,=0 pour tout xeV et par hypothése t.#0 pour un
au moins de ces points, ce qui est absurde. On peut dire que &(0) est
le faisceau d’ensembles défini par la condition que T'(U, ¥(0)) est
I’ensemble des sections de I'(U,0%) dont le germe en tout point xeU
est régulier.

On aura soin de noter que la fibre (&£(0)),, qui est contenue dans
’ensemble des éléments réguliers de O ., n’est pas toujours égale & cet
ensemble.

(4.1.9) On appelle espace localement annelé un espace commuta-
tivement annelé (X,0) tel que, pour tout xeX, O, soit un anneau
local (cf. Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 3, n°1). Nous désignerons
par m, I'idéal maximal de Oy ,, par x(x)=0x ,/m, son corps résiduel.
Pour tout ¢x-Module &, tout ouvert U de X, tout point xeU et toute
section fel'(U,&), nous désignerons par f(x)ex(x) la classe du
germe f.€% modulo m %, et nous dirons que c’est la valeur de f au
point x. La relation f(x)=0 signifie'donc que f.em %, on aura
soin de ne pas confondre cette relation avec f,=0,. On note parfois
U, 'ensemble des xeU tels que f(x)#0 (autrement dit, f,¢m, Z,).

Onnotera quesi feI'(X,#), 'ensemble X, est contenu dans Supp(Z).

Proposition (4.1.10) Soient (X,0) un espace localement annelé, %,
@ deux Ox-Modules. Pour tout xeX, (# ®gy 9),/M(F Q. b), Sidenti-
fie canoniquement & (F/m, %) @) G/, Y,). Si s (resp. t) est une
section de & (resp. 9) au-dessus de X, (s®1)(x) sidentifie & s(x)®t(x),
etona

(4.1.10.1) X,00 =X, nX,.

En effet (97 ®(’)x g)x = g’;®(’)xgx’ et (g;x ®(’)xgx) ®(’)x(@x/mx) est
canoniquement isomorphe a (&,/m, %) ®, (9,/m.%,), donc a
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(F/ M F) g jn, (G, F,); la relation (4.1.10.1) résulte alors de ce
que dans un produit tensoriel d’espaces vectoriels, un produit a® b de
deux vecteurs ne peut étre nul que si 'un d’eux Pest.

Proposition (4.1.11) Soit (X,0x) un espace localement annelé. L'en-
semble des idempotents de Panneau T'(X,0y) est en correspondance bi-
univoque canonique avec I'ensemble des parties d la fois ouvertes et fer-
mées de X. En particulier, pour que X soit connexe, il faut et il suffit que
I'(X,0) wait pas d’autre élément idempotent que O et 1 (ou encore ne
soit pas le produit de deux anneaux non réduits a 0).

Soit U une partie a la fois ouverte et fermée de X; il lui correspond
la section seI'(X, 0y) telle que s|V=1 pour tout ouvert V= U et 5s|V=0
pour tout ouvert V=X —U; ces ouverts formant par hypothése une
base de la topologie de X, on définit bien ainsi une section s=ey de
Ok au-dessus de X, qui est un idempotent de I'(X,0). Inversement,
si s est un tel idempotent, pour tout xeX, s, est un idempotent dans
O ,, donc égal 4 0, ou a 1, puisque 0 , est un anneau local. Mais il
est clair que I'ensemble U des xeX tels que s, =1, est ouvert, et il
en est de méme de l'ensemble X—U des xeX tels que s,=0,, donc
U est a la fois ouvert et fermé et I'on a s=ey.

On notera qu'on a eyey=ey~y pour deux ensembles ouverts et
fermés U, V.

(4.1.12) On appelle morphisme d’espaces localement annelés un
morphisme f=(,0): (X,0) - (Y,0), ou (X, ) et (Y,O) sont locale-
ment annelés et ou, de plus, pour tout xeX, I'homomorphisme
0%: Oy yn— Ox . (4.1.1) est local (Bourbaki, Alg. comm., chap.1I, §3,
n°1). Avec cette définition, il est clair que les espaces localement annelés
forment une sous-catégorie non pleine de celle des espaces annelés.

Proposition (4.1.13) Soient f:X-—Y un morphisme despaces lo-
calement annelés, x un point de X, y=f(x). Pour tout Oy-Module 9,
(f*(9),/m(f*(¥9)), Sidentifie canoniquement d (%,/m, %) @y, k(x). Si
t est une section de 9 au-dessus de Y, s=pg(?) la section correspondante
de [*(%9) au-dessus de X (4.4.3), s(x) s’identifie d t(y)®1 et on a

(4.1.13.1) X, = f~(Y).

On a en effet (4.3.1) (f*(9)), =9,®y,0,, donc (f*(%)), ®,, (O/m,)
s'identifie 2 4, ®p,¥(x); comme 'homomorphisme 0O,— 0, est lo-
cal par hypothése, mt, annule k(x) et %,®q,x(x) est isomorphe a
(@,/m,9) ®y,k(x); la derniére assertion résulte de ce que la relation
() ®1=0 équivaut a #(y)=0.
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4.2. Image directe d’un «/-Module

4.2.1) Soient (X,«), (Y,#) deux espaces annelés, ¥=(¥,0) un
morphisme (X,.«/) - (Y, B); V(&) est donc un faisceau d’anneaux sur
Y, et 0 un homomorphisme #- VY, () de faisceaux d’anneaux. Soit
alors # un +Module; son image directe V,(#) est un faisceau de
groupes commutatifs sur Y. En outre, pour tout ouvert UcY,

(U, (%) =TH 1(U),#)

est muni d’une structure de module par rapport a 'anneau I'(U, ¥, ())
=Ty~ ' (U),«); les applications bilinéaires qui définissent ces struc-
tures étant compatibles avec les opérations de restriction, définissent
sur. ¥, (%) une structure de WV, («)-Module. L’homomorphisme
0: BV, (o) permet alors de définir aussi sur (%) une structure de
#B-Module; nous dirons que ce #-Module est I'image directe de % par
le morphisme ¥, et nous le noterons ¥ (&) Si %, % sont deux
o-Modules sur X et  un 2/-homomorphisme # %, il est immédiat
(en considérant les sections au-dessus des ouverts de Y) que W, (u) est
un Y, (&)-homomorphisme V,(#) -V, (%), et a fortiori un #B-homo-
morphisme W, (%) ¥, (%), en tant que #-homomorphisme, nous
le noterons ¥, (). On voit donc que ¥, est un foncteur covariant de la
catégorie des «/-Modules dans celle des #-Modules. En outre, il est
immédiat que ce foncteur est exact d gauche (G, 1, 2.12).

Sur Y (), la structure de #-Module et la structure de faisceau
d’anneaux définissent une structure de #-Algebre; on notera - ¥, (<)
cette #-Algebre.

(4.2.2) Soient ., A deux o/-Modules. Pour tout ouvert U de Y,
on a une application canonique

T~ (U),Z)x T H(U), /) - T HU), # &,4.N)

qui est bilinéaire sur 'anneau T'(y~*(U), &) = (U, (), et a fortiori
sur I'(U, #); elle définit donc un homomorphisme

I_‘(IJ’ lIl>|< (‘/%)) ®F(U,@)F(U’ lP* (*/V)) i F(U’ lP* ('//l ®&I ‘/V))

et comme on vérifie aussitét que ces homomorphismes sont compatibles
avec les opérations de restriction, ils donnent un homomorphisme
canonique fonctoriel de #-Modules

4.2.2.1) W, (M) @y P (N ) > W (M Ry )

qui ne sera en général ni injectif ni surjectif. Si# est un troisiéme &/-Mo-
dule, on vérifie aussitét que le diagramme
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W (M) ©g ¥y () ©g () > W, (M By /) @'Y ()
4.2.2.2)

Y (M) R ¥ (N ®yP) —— Y (M Oy N By P)
est commutatif.

(4.2.3) Soient 4, A& deux «/-Modules. Pour tout ouvert UcY,
on a par définition T'(Y~'(U), #om (M A))=Homy y(H4|V, /|V),
ol on a posé pour alléger V=y~'(U); l'application u— ¥ (u) est un
homomorphisme

Homy(# |V, /| V) - Homgy(¥ 14)| U, ¥ ,(A)|U)

pour les structures de I'(U,%)-modules; ces homomorphismes étant

compatibles aux opérations de restriction définissent donc un homo-
morphisme canonique fonctoriel de #-Modules

@23.0) P (Homy(MN)) — Homg(¥ (M), ¥ (N)).
(4.2.4) Si % est une o/-Algébre, ’homomorphisme composé

Y (O ®aY,(6) » ¥, (€ ®,%) - ¥, (%)

définit sur ¥, (%) une structure de #-Algébre, comme il résulte de
(4.2.2.2). On voit de méme que si & est un $-Module, ¥ (#) est muni
canoniquement d’une structure de ¥, (%)-Module.

(4.2.5) Considérons en particulier le cas ot X est un sous-espace fer-
mé de'Y et ou Y est I'injection canonique j: X Y. Si # =%|X =" 1(%B)
est la restriction du faisceau d’anneaux # a X, un «/-Module .# peut
&tre considéré comme %£'-Module au moyen de I'homomorphisme
0%: B — o ;¥ (M) est alors le B-Module qui induit 4 sur X et 0
ailleurs. Si A" est un second &/-Module, ¥ (A#)®sY, (A4) sidentifie
donc a ¥ (M Ry N) et Homg(V (M), Y, (N)) & ¥, (Homg(MN)).

(4.2.6) Soient (Z,%) un troisiéme espace annelé, ¥'=(¥',0") un
morphisme (Y,%) - (Z,%); st ¥ est le morphisme composé ¥oW, il
est clair que 'ona ¥, =¥ 0Y¥,.

4.2.7) Soit (5,05 un espace annelé et soit f:(X,0) —(S,0) un
morphisme d’espaces annelés. Lorsque I'on fixe S, on note encore 27 (X)
(si.aucune confusion n’en résulte), I'image directe f,(0), qui est une
Os-Algébre (4.2.4); pour tout ouvert Ude S,ona </ (f ' (U))=.«/X)|U.
De méme, pour tout O4-Module % (resp. toute Cx-Algébre ), on écrit
A(F) (resp. (B)) limage directe f (F) (resp. f,. (%)), qui est un
& (X)-Module (resp. une o7 (X)-Algebre) et non seulement un O-Module
(resp. une Og-Algébre). '
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On peut définir «7(X) comme un foncteur contravariant en X, de la
catégorie des S-espaces annelés (1.1.10) dans la catégorie des Os-Algébres.
En effet, considérons deux morphismes f:X—S, g:Y—S et soit
h:X—Y un S-morphisme, de sorte que le diagramme

X — Y

\/

est commutatif. On a par définition h =(,0), out 0: Oy — h,(Ox) =V, (0%)
est un homomorphisme de faisceaux d’anneaux; on en déduit (4.2.2) un
homomorphisme de Gs-Algebres g, (0): g, (Oy) — g, (h, (%)= f,(Cx), au-
trement dit, un homomorphisme de Os-Algébres Z(Y)— (X), que
nous noterons &Z(h). Si h:Y—Z est un second S-morphisme, on a
A Woh)=o (Mot (W), ce qui achéve notre définition du foncteur
X o (X).

(4.2.8) Soient maintenant F un (@x-Module, ¥ un 0y-Mo-
dule, et u:%—-h, (%) un homomorphisme de Oy-Modules. Alors
95 : 9D g, (h(F))= f(F) est un homomorphisme (%)~ A(F)
de U-Modules, que nous noterons 7 (u); en outre, le couple ((k), o (1))
constitue un di-homomorphisme du o (Y)-Module /(%) dans le «/(X)-
Module o/(%). L’espace annelé S étant fixé, on peut considérer les
couples (X, %), ol X est un S-espace annelé et & un Ox-Module, comme
formant une catégorie, en définissant un morphisme (X,#)—(Y,%)
comme un couple (h,u),o0 h: X—Y est un S-morphismeet u: 9 — h, (F)
un homomorphisme de @y-Modules. On peut alors dire que
X, F) = (LX), (F)) est un foncteur contravariant de la catégorie pré-
cédente, & valeurs dans la catégorie dont les objets sont les couples
formés d’une (5-Algébre et d’un Module sur cette Algébre, et les mor-
phismes sont les di-homomorphismes.

4.3. Image réciproque d’un #-Module

(4.3.1) Les hypothéses et notations étant celles de (4.2.1), soient 4
un #-Module et V¥~ }(¥) son image réciproque (3.7.1), qui est donc un
faisceau de groupes commutatifs sur X. La définition des sections de
V1) et de Y~ 1(#) (3.7.1) montre que Y~ (%) est canoniquement
muni d’une structure de Y~ !(4)-Module. D’autre part, ’homomorphisme
0%: ¢~ 1(#)— o/ munit o/ d’une structure de ¥~ (#)-Module, que nous
noterons <4y lorsqu’il y a lieu d’éviter des confusions; le produit ten-
soriel \I’dl(g)&—x(%)%e] est alors muni d’une structure de .o/-Module.
Nous dirons que ce &/-Module est I'image réciproque de 4 par le mor-
phisme ¥ et nous le noterons ¥*(%). Si 4,, 4, sont deux #-Modules



§ 4. Espaces annelés 97

sur Y, v un #-homomorphisme %, —» %, ¥~ '(v), comme on le vérifie
aussitot, est un V¥~ 1(#)-homomorphisme de ¥~ 1(%;) dans ¥~ 1(%,);
par suite Yy '(y)®1, est un /-homomorphisme ¥*(%,)—>¥*(%,),
que nous noterons ¥*(v). On a donc défini ¥* comme un foncteur
covariant de la catégorie des #-Modules dans celle des «7-Modules. Ici,
ce foncteur (contrairement a ¥~') n’est plus exact en général, mais seule-
ment exact d droite, la tensorisation par &/ étant un foncteur exact a
droite dans la catégorie des W~ !(#)-Modules. Nous verrons un peu
plus loin (44) que ¥—¥Y*(¥) est ladjoint a gauche du foncteur
F =Y (F).

Pour tout xeX, on a (¥*(9)), =Y ®ay., % en vertu de (3.7.2).
Le support de ¥*(%) est donc contenu dans ¥~ *(Supp %).

(4.3.2) Soit (%) un systéme inductif de £-Modules, et soit
£ —llm% sa limite inductive. Les homomorphismes canoniques % -9
définissent des §~!(4B)- -homomorphismes ™ Y4) -V 19), qui don-
nent un homomorphisme canonique 11m\ll 14)->V¥~1(%). Comme la
fibre en un point d’une limite inductive dé faisceaux est la limite inductive
des fibres au méme point (G, II, 1.11), 'homomorphisme canonique
précedent est bijectif (3.7.2). En outre, le produit tensoriel commute aux
limites inductives de faisceaux de modules, et on a donc un isomorphisme
canonique fonctoriel

de «/-Modules.
D’autre part, pour une somme directe finie @gi de #-Modules, il
i
est clair que -~ 1(@?;) = @‘I’“ 1(4,), donc, par produit tensoriel avec
%e], i i
43.2.1) v+ (D) - Dy+9).
Par passage a la limite inductive, on en déduit, en vertu de ce qui pré-

céde, que I'égalité précédente est encore vraie pour une somme directe
quelconque.

(4.3.3) Soient %,, ¥, deux #-Modules; de la définition des images
réciproques de faisceaux de groupes commutatifs (3.7.1), on déduit
aussitot un homomorphisme canonique

A l(gl) ®.y— 1(@)"" l(gz) -y~ l(gl ®2%2)
de ¥~ !(#)-Modules, et la fibre en un point d’un produit tensoriel de
faisceaux étant le produit tensoriel des fibres en ce point (G, II, 2.8), on
déduit de (3.7.2) que 'homomorphisme précédent est en fait un iso-
morphisme. Par produit tensoriel avec </, on en déduit un isomorphisme
canonique fonctoriel

(43.3.1) WG, B, PHE,) 5 YHE, ©,9,).

lig ¥*(%,) 3W*(lig %))
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(4.3.4) Soit # une B-Algebre; la donnée de la structure d’Algébre
sur € revient 4 la donnée d’un #-homomorphisme € ®z% — € satis-
faisant aux conditions d’associativité et de commutativité (conditions
qui se vérifient sur chaque fibre); I'isomorphisme (4.3.3.1) permet de
transporter cet homomorphisme en un homomorphisme de «/-Modules
Y*E) ®y VP*(€) > P*(¥) satisfaisant aux mémes conditions, donc
Y*(%) est ainsi muni d’une structure de 7-Algébre. En particu-
lier, il résulte aussitdt des définitions que la .o/-Algébre W¥*(#) est
égale d o/ (& un isomorphisme canonique prés). Si 4, ¢, sont deux
#B-Algébres, v:%,—%, un homomorphisme de #B-Algébres, alors
WH(v) : W*(%,) — P*(%,) est un homomorphisme de o/-Algébres.

De méme, si 4 est un ¥-Module, la donnée de cette structure de
Module revient a celle d’un Z-homomorphisme € ®4 H — A vérifiant
la condition d’associativité; d’ou par transport une structure de
¥*(@)-Module sur W*(.#).

-

(4.3.5) Soit # un faisceau d’idéaux de #; comme le foncteur Yy~ * est
exact, le y™1(#)-Module ¥~ !(_#) s'identifie canoniquement & un faisceau
d’idéaux de ¥~ 1(4); Iinjection canonique Y~ !(#)— ¥~ 1(4B) donne alors
un homomorphisme de &Z-Modules ¥*(#) = V™' (#) @y -1z Lo~ <
nous noterons W*(#)of, ou F& si aucune confusion n’est a
craindre, 'image de W¥*(#) par cet homomorphisme. On a donc
par définition £/ = 0*(V!(#) </ et en particulier, pour tout
xeX, (f ), =04 F) A, en tenant compte de Iidentification cano-
nique des fibres de Y~ '(#) et de celles de £ (3.7.2). Si 7, %, sont deux
idéaux de &, on a (4 5) o = (/o o) = (F, ), A).

Si # est un &/-Module, on posera fF =(f.).7.

(4.3.6) Soient (Z,%) un troisiéme espace annelé, ¥ =(¥,0) un
morphisme (Y,%)—(Z,%); si ¥ est le morphisme composé¢ Vo', il
résulte de la définition (4.3.1) et de (4.3.3.1) que 'on a ¥"*=P*o W'*.

Remarque (4.3.7) Sur tout espace topologique X, on peut définir un
faisceau d’anneaux canonique Zy, savoir le faisceau simple associé au
préfaisceau constant U~ Z. 1l est clair alors que les faisceaux de
groupes commutatifs sur X s’identifient aux Zy-Modules sur ’espace
annelé (X,Zx), et on peut en particulier considérer le produit tensoriel
F ®,.% de faisceaux de groupes commutatifs & ¢ sur X. Si y: XY
est une application continue, pour tout ouvert V de Y, on a un homo-
morphisme canonique d’anneaux Z — (Y~ 1(V),Zx), et ces homomor-
phismes définissent un homomorphisme de faisceaux d’anneaux sur Y,
0:Zy—V,(Zy); on associe donc canoniquement 4 W un morphisme d’es-
paces annelés = (V,0):(X,Zx) — (Y, Zy). Si# est un faisceau de groupes
commutatifs sur Y, f*(#) s’identifie canoniquement a ¥~ 1(F); si £ %
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sont deux faisceaux de groupes commutatifs sur Y, on a donc (4.3.3) &
isomorphisme canonique prés, Y™ HF ®;, %) =V"(F)Qz, V(%)
On en déduit que si Y est un quasi-homéomorphisme (2.6.2), Y~1 est
non seulement une équivalence de la catégorie des faisceaux de grou-
pes commutatifs sur Y et de la catégorie des faisceaux de groupes
commutatifs sur X (3.8.1), mais aussi une équivalence de la catégorie
des faisceaux d’anneaux sur Y, et de la catégorie des faisceaux d’anneaux
sur X; la donnée d’une structure d’espace annelé sur Y est donc équi-
valente a celle d’une structure d’espace annelé sur X.

Etant donnés deux espaces annelés (X,0), (Y,0), nous dirons
qu’un morphisme d’espaces annelés f=(V,0): (X,0)— (Y,0y) est un
quasi-isomorphisme si ¥ est un quasi-homéomorphisme de X dans Y
et 0: V() Ok un isomorphisme de faisceaux d’anneaux; lorsqu’il
en est ainsi, I’espace annelé (X,0) est entiérement déterminé, a iso-
morphisme prés, par (Y,0), Pespace X et le quasi-homéomorphisme ¥
(que 'on peut prendre arbitraire).

Lorsque f est un quasi-isomorphisme d’espaces annelés, le foncteur
F — [*(F) est une équivalence de la catégorie des Oy-Modules et de
celle des O-Modules, puisque f*(#) sidentifie ici & ¥~ 1(#). On en
conclut par exemple des isomorphismes de bi-d-foncteurs

Exth (#9) ~ Extl, (f*(#),*(¥).

De fagon générale, on peut dire que les constructions usuelles de la
théorie des faisceaux et de l'algébre homologique, faites sur I'espace
annelé Y ou I'espace annelé X, sont équivalentes.

4.4. Relations entre images directes et images réciproques

(4.4.1) Les hypothéses et notations étant celles de (4.2.1), soit 4 un
#%-Module. Par définition, un homomorphisme u:¥9—¥ (%) de #-Mo-
dules s’appelle encore un W-morphisme de % dans %, ou simplement un
homomorphisme de 4 dans & et on écrit u: %% quand aucune con-
fusion n’en reésulte. Se donner un tel homomorphisme revient a se
donner, pour tout couple (U, V) ot U est un ouvert de X, V un ouvert
de Y, tels que Y(U)<V, un homomorphisme uy y:T(V,9)—T'(U, &)
de T'(V, B)-modules, T'(U, #) étant considéré comme I'(V, #)-module au
moyen de ’homomorphisme d’anneaux 6y y:I'(V,8)-T(U,«); les
uy,y doivent en outre rendre commutatifs les diagrammes (3.5.1.1). 1l
suffit d’ailleurs pour définir u de se donner les uy v lorsque U (resp. V)
parcourt une base B (resp. B') de la topologie de X (resp. Y) et de véri-
fier la commutativité de (3.5.1.1) pour ces restrictions.
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(4.4.2) Sous les hypothéses de (4.2.1) et (4.2.6), soient # un %-
Module, v: # — ¥, (%) un ¥'-morphisme; alors

Wi —s W9 s W(F,(F))

est un W”-morphisme que I'on appelle le composé de u et v.

(4.4.3) Nous allons maintenant voir que I'on peut définir un iso-
morphisme canonique de bifoncteurs en & et 4

(4.4.3.1) Hom,, (¥*(¥), #) ~ Homg(¥%, ¥Y*(#))

que nous désignerons par v~ v; (ou simplement v~ v® si aucune con-
fusion n’est possible); nous noterons u— uf, ou u~ u¥, I'isomorphisme
réciproque. Cette définition est la suivante: en composant v: ¥ *(%)—F
avec l'application canonique Y~ 1(%)— ¥*(%4), on obtient un homo-
morphisme de faisceaux de groupes v': V¥~ }(%)— % qui est aussi un
homomorphisme de ¥~(#)-modules. On en déduit (3.7.1) un homo-
morphisme v'": ¥ =V (F)=T,(F), quiest aussi un homomorphisme
de #-Modules comme on le vérifie sans peine; on prend v§=v". De
méme, de u:9— ¥ (), qui est un homomorphisme de ,%"-Modules,
on déduit (3.7.1) un homomorphisme VY9 -» F de ¥ 1(%)-Mo-
dules, d’ou par tensorisation avec &/ un homomorphisme de 2/-Modules
Y*(%) — &, que nous désignerons par uf. Il est immédiat de vérifier que
W)y =u et (v)i=v, ainsi que le caractére fonctoriel en # de I'isomor-
phisme v~ v§. Le caractére fonctoriel en 4 de u~ uf s’en déduit alors
formellement (1.5.2) et on voit donc que %—¥Y*(¥) est le foncteur
adjoint d gauche de & — ¥ (#).

Si on prend pour v ’homomorphisme identique de ¥*(%), v} est
un homomorphisme

(4.4.3.2) Pg: G — ¥ (P*(9);

si on prend pour u I’homomorphisme identique de W, (%), uf est un
homomorphisme

(4.4.3.3) oz Y¥Y(F) > 7F;

ces homomorphismes seront dits canoniques. Ils ne sont en général ni
injectifs ni surjectifs. On a des factorlsatlons canoniques analogues a
(3.5.3.4) et (3.5.4.2).

On notera que si s est une section de ¥ au-dessus d’'un ouvert V de
Y, pg(s) est la section s’ ® 1 de ¥*(¥) au-dessus de ¥~ 1(V), 5’ étant telle
que s,=s,; pour tout xey!(V); on dit encore que py(s) est I'image
réciproque de s par ¥. Notons aussi que si u: % — Y, (&) est un homo-
morphisme, il définit pour tout xeX un homomorphisme u, Yy Fs
sur les fibres, obtenu en composant (u¥), :(¥*(9)),— % etlhomomor-
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phisme canonique s,—s.®1 de %, dans (¥*(9)), =Yy Pa, ., %-
L’homomorphisme u, s’obtient aussi par passage a la limite inductive
a partir des homomorphismes I'(V,9) - T'(y~'(V),#)->#,, ot V
parcourt les voisinages de Y(x).

(4.4.4) Soient #,%, des o/-Modules, %;,9, des %-Modules,
u; (i=1,2) un homomorphisme de ¥; dans #;. Nous désignerons
par u,®u, Lhomomorphisme u:%, ®;% — #®,F> tel que
u®=(u,)*® (u,)* (compte tenu de (4.3.3.1)); on vérifie que u est aussi
le composé %, ®a%, — ¥, (%) ®p ¥, (%) > ¥, (% @, F), oi la pre-
miére fléche est le produit tensoriel ordinaire u; ®,zu, et la seconde
I’homomorphisme canonique (4.2.2.1).

(4.4.5) Soient (%), un systéme inductif de #-Modules, et, pour
tout AeL, soit u, un homomorphisme %, — ¥, (%), ces homomorphis-
mes formant un systéme inductif; posons ¥ =1i_)m% et u=limu,; alors
les (,)* forment un systéme inductif ’homomorphismes ¥*(%)— #,
et la limite inductive de ce systéme n’est autre que u®.

(4.4.6) Soient ./, & deux #-Modules, V un ouvertde Y, U=y"1(V);
l’application v+~¥*(v) est un homomorphisme

Homg v(4 |V, /| V) = Hom o(¥*(4)| U, ¥*(A)| U)

pour les structures de I'(V,%)-module: Hom,,y(¥*(.#)| U, ¥*(A)|U)
est normalement muni d’une structure de T'(U, ¥~ (%))-module, et grace
al’homomorphisme canonique (3.7.2) T'(V, %) - I'(U,y~(4)), c’est donc
aussi un I'(V,%#)-module. On voit aussitt que ces homomorphismes
sont compatibles avec les restrictions, et par suite définissent un homo-
morphisme canonique fonctoriel

y: Homg(M,N) — Py (Homy (PH(M), ¥*(N)) ;

il correspond par suite aussi a cet homomorphisme ’homomorphisme
v WH(Homg(M, N ) — Hom (V*(M), ¥*(N))

et ces homomorphismes canoniques sont fonctoriels en .4 et A

(4.4.7) Supposons que # (resp. ¥) soit une o/-Algébre (resp. une
#B-Algebre). Si u:9->Y,(#) est un homomorphisme de #-Algebres,
u* est un homomorphisme ¥*(%)—»%F de o/-Algébres; cela résulte de
la commutativité du diagramme

Y Rz% g

b

Y (F Ry F) — Y (F)
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et de (4.4.4). De méme, si v:¥P*(¥)—>F est un homomorphisme de
of-Algebres, v':9—-¥,(#) est un homomorphisme de #-Algebres.
On a donc un isomorphisme canonique de bifoncteurs

4.4.7.1) Hom . u,(P*(¥), #) = Homg_x,(%, ¥, (%)).

On peut aussi dire que ¥~ VP*(%) est adjoint d gauche du foncteur
F ¥, (F) de la catégorie des o/-Algebres dans celle des #-Algebres.

(4.4.8) Avec les notations de (4.4.2), on vérifie que w* est ’homo-
morphisme

(o)) O, wrg) L #

4.5. Immersions ouvertes et morphismes représentables par des
immersions ouvertes

(4.5.1) Ftant donné un espace annelé (X, 0%), on appelle im-
mersion ouverte d’un espace annelé (Y,0y) dans (X,0x), un mor-
phisme f=(,0):(Y,0y)— (X,0x), composé de l'injection canonique
(U, 0%|U)— (X,0%) de l'espace annelé induit sur un ouvert U de X, et
d’un isomorphisme (Y,0y) =3 (U, 0x|U); c’est un monomorphisme. Il est
immédiat que tout isomorphisme d’espaces annelés est une immersion
ouverte et que la composée de deux immersions ouvertes est une im-
mersion ouverte.

(4.5.2) Montrons maintenant que si j:(Y, Oy) > (X,0) est une
immersion ouverte et g:(Z,0;)—(X,0x) un morphisme quelconque
d’espaces annelés, alors, dans la catégorie des espaces annelés, le produit
fibré Y xxZ existe (pour les morphismes j et g), et la projection
F=p:YxxZ—Z est une immersion ouverte. A un isomorphisme
prés, on peut supposer que Y est un ouvert de X, Oy=0|Y, et j I'in-
jection canonique. Si g=(V,0), soit P l'ouvert ¥~ '(Y) de Z; nous
allons voir que ’espace annelé (P,0p) induit par Z sur P'ouvert P de Z
est le produit fibré cherché lorsqu’on définit la projection p,:P—Z
comme l'injection canonique, et la projection p,:P->Y comme égale
au morphisme (V;,0;), o0 VY; est la restriction de ¥ a P, con-
sidérée comme application dans Yo Y(P), et 0§ la restriction de
0%: Yy~ (0x) > O aTouvert P, Y7 1(0) siidentifiant a ¥~ 1(Oy)| P (3.7.1).
Il est clair que 'on a gop, =jop,. Pour montrer qu’on a bien ainsi
obtenu un produit fibré, considérons un espace annelé T et deux mor-
phismes u=(p,o):T-Y, v=(c,B): T—Z, tels que jou=gov. Cette der-
niére relation montre d’abord que Y(o(T)) = U, donc o(T) =y~ H(U)=P;
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si ’'on note t 'application o considérée comme application de T dans P,
on a alors t ' (0p) = o '(0); on définit donc un morphisme
w=(1,7): T—P en prenant y*:1 1 (0p)— Oy égal a B¥ et il est clair que
ce morphisme est le seul tel que p,ow=v. 1l reste a voir que pyow=u;
or il est clair que Y, o7 est égale & Yoo, donca p; ona donc T~ (Y1 1(Oy))
= (Y H0y) et y*o0! est égal 4 B*o0¥, donc A of, ce qui achéve
la démonstration.

(4.5.3) Les immersions ouvertes sont donc des morphismes de la
catégorie Esp. ann des espaces annelés, qui satisfont aux conditions de
(1.7.7) et on peut donc parler de morphismes fonctoriels F—G (ou F
et G sont des foncteurs contravariants de Esp. ann dans Ens),qui sont
représentables par des immersions ouvertes. 1l en est de méme lorsqu’au
lieu de la catégorie Esp. ann, on considére la catégorie Esp. anng, ou S
est un espace annelé «base» (1.1.11).

Proposition (4.5.4) Soient S un espace annelé, F : (Esp. anny)° — Ens
un foncteur contravariant, (F;);,, une famille de sous-foncteurs de F
(1.7.1). On suppose vérifiées les hypothéses suivantes:

(i) Chacun des morphismes fonctoriels canoniques u;: F;—F est re-
présentable par une immersion ouverte.

(i) Pour tout S-espace annelé X, lapplication U~F(U), ot U par-
court Pensemble des S-espaces annelés induits sur les ouverts de X, est un
faisceau d’ensembles.

(iii) Pour tout S-espace unnelé Z et tout morphisme fonctoriel hy—F,
si Z; est le S-espace annelé représentant le foncteur F,xzhy (1.7.4) et U;
Pimage dans Z de lespace sous-facent d Z; (image qui est un ouvert de
Z, puisque le morphisme Z;»Z est une immersion ouverte par (i)),
alors les U;. forment un recouvrement de Z.

(iv) Chaque foncteur F; est représentable par un S-espace annelé X;.

Dans ces conditions, F est représentable par un S-espace annelé X, et les
images des espaces sous-facents aux X; par les morphismes X;—X (qui
sont des immersions ouvertes par (i)) forment un recouvrement ouvert
de X.

Pour tout couple d’indices (i,j), posons F;;=F;xgF; (1.7.2), de
sorte que F;; est un sous-foncteur de F; et de F; et que Ion a un dia-
gramme commutatif de morphismes fonctoriels

F.. %, F.

ij i
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ou uy et u;; sont, en vertu de (i) et de (1.7.7), représentables par des im-
mersions ouvertes. En vertu de (iv), F; et F; sont représentables res-
pectivement par des couples (X;, &), (X;,&), ou &eF(X)), §;eF(X); on
déduit de (1.7.6) .que'Fij est r.epréser.xtable par un copple (X;;, &) avec
Ei;eF(X;;) et qu’il existe des immersions ouvertes uniques f: X;;—X,,
fij: XX, tell?s que u;=h,, u;=h., et que, pour tout S-morphisme
v:Y-X;, on ait

(up()(F @) (&) = F(fr00) (&),
(u;;(Y)F @) (&) = F(fi500)(E)).

Notons U (resp. U;) le S-espace annelé induit par X; (resp. X;) sur
Pouvert image par f;; (resp. f;;) de I’espace sous-jacent a X;;; on peut
écrire fj;=p;0 9; (resp. fi;=p;;0 @y); 00 pyi: Up—X; (resp. py;: Uy—X)
est Iinjection canonique, @j;:X;xU; (resp. @;:X;xU;;) un iso-
morphisme; on posera (;=F(9;") (&), {;=F(o;') ;). Si on pose
G;jz(pijo(pﬁl, 0;; est un S-isomorphisme de U sur Uj;, et Pon a, en
vertu de (4.5.4.1),

(4-5-4-2) F(eij) (Cij) = Cji-

Considérons maintenant un troisiéme indice k, et posons

4.5.4.1)

j?

Fip=FijxgFy = (F; x g F)) xg,(F; xg Fy).

Alors Fj est r.eprésentable par un couple (X;,&;;) de sorte qu'on a
un carré cartésien

Xijk — X

Ok

X 7T X;
ou toutes les fleches sont des immersions ouvertes; compte tenu de
(4.5.2), cela donne un isomorphisme @;: U;n Uy, X5 tel que si &
est I'image commune de (j; et §;; par les applications transformées par F
des injections canoniques U;nUy,— Uy et UpnUy— Uy on ait
Flo) €i5)=0:-

En vertu de 'associativité du produit fibré de foncteurs, il y a des
isomorphismes fonctoriels canoniques de F;; sur F;; X g, Fi et Fy xg Fy;
identifiant ainsi ces deux derniers 4 F; %> on en déduit comme ci-dessus
des isomorphismes ¢;: U;;n Uy; x X, @4 Uy A U x X;y et des élé-
ments ;e F(U; AUy, §eF(UyunUy) tels que F(o)(&i) =G
F(oy) (E.-ijk) =0-
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Si alors 6;; est la restriction de 8;; 8 Uz Uy, 0 la restriction de
0. 2 Uy;nUy;, 0 la restriction de 6, 2 U,;nUjy, ona F(0;)(C) =G,

F(07) (G = §;» F03)(G)=C; en vertu des définitions de §;,(;,§;, du dia-
gramme commutatif

0
Uiy ————— Uy

| |

UjimUki T Uiijkj
et des deux analogues. Mais on a aussi F(@; o)) =,
F(or1o9)(G) =E; Flogyo9)(G)=C;; on en conclut que lon a
0, =07 log;, Ox=0;'0o0;, 8=, 'og; (1.1.8), et par suite que 6},
0’y et 0} sont des isomorphismes qui vérifient la condition de recollement
0}, =07,00;;. On voit donc (4.1.7) qu’il existe un S-espace annelé X, un
recouvrement ouvert (Z; de X et pour chaque i un S-isomorphisme
V;:X; > Z;, tels que I'image de U; par W, soit Z;nZ; et que l'on ait
0; =7 'o¥)|U;. En outre, si lon pose F(Yi')(&)=§&, et si
P LiNZ;~Z;, pi;2ZinZ;— Z; sont les injections canoniques, il ré-
sulte de (4.5.4.2) que 'on a F(p}) (&) = F(pi;)(€) quels que soient i, j.
Mais en vertu de la condition (ii), cela entraine qu’il existe un élément
EcF(X) tel quesi pi:Z;— X est 'injection canonique, on ait F(p)(§)=E&;
pour tout i.

Montrons enfin que le couple (X,&) représente le foncteur F. Consi-
dérons donc un S-espace annelé T, et lapplication g~ F(g)(§), qui
applique Homg(T,X) dans F(T); il sagit de voir que cette application
est bijective.

- Donnons-nous donc un élément acF(T) et considérons le mor-
phisme fonctoriel hy—- F qu’il définit (1.1.4). En vertu de la condition
(iii), pour chaque i, il y a un ouvert T, de T tel que, si o, est I'image de o
par F(oy), ou o;: T;— T est I'injection canonique, le couple (T;(a;, o)
représente le foncteur F; xgh;; en outre (T)) est un recouvrement de T.
Mais puisque F; est représenté par le couple (Z;,£)), il existe un S-mor-
phisme g;: T;— Z; et un seul tel que l'on ait F(g;)(§})=0o; pour tout i.
Montrons que si 6;;: T;NT;—T; et o;;: T,nT;—T; sont les injections
canoniques, les images de T;nT; par goo; et goo;; sont contenues
dans Z,nZ; et que gooy; et gooy;, considérés comme morphismes
de T;nT; dans Z;nZ;, sont égaux. Eneffet, ona F(o;) (o) =F(o}) (o),
donc F(goop) (€)=F(g00;)(§), et comme le foncteur produit fibré
F est représenté par (Z;nZu&), ob &=F(p}) (€)=F(p}) (&) on
voit qu’il existe un morphisme unique g;;: T;NT;—»Z;nZ; tel que
gi00 ;= pj0g;; et g0 0y;=pi0g;;, € qui prouve notre assertion.
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Il y a par suite un S-morphisme g:T-»X qui coincide avec piog;
dans chacun des T, autrement dit goo;=pjog;. On a alors
F(o) (F(9)(€)=F(g) (F(p) (§)=F(g) €) ==F(cy) (@) pour tout i; en
vertu de la condition (ii), cela implique que F(g)(€)=o.

Enfin, si g’ est un S-morphisme de T dans X tel que F(g')(§)=0a, on
a F(goo;) (£)=F(o)) (0)=0;eF,(T,). Or, si I'on considére le morphisme
fonctoriel hy » F défini par &, il résulte de la condition (i) que (Z;, (€}, pp)
représente le foncteur F,xghy; comme I’élément (o, g'oo;) appartient
a (F;xghy) (T) d’aprés ce qui précede, il s’écrit (Fi(g}) (€, piogi) pour
un seul S-morphisme gi:Z,~ T;,. Or, on a vu plus haut que le seul
S-morphisme tel que F;(g})(&})=q; était g;; ona donc g'o ;= piog; pour
tout i, et par suite ¢'=g. CQFD.

Corollaire (4.5.5) Soient S un espace annelé, (S;) une famille d’espaces
annelés induits par S sur des ouverts S; formant un recouvrement ouvert
de S. Soit F:(Esp.anny)’ — Ens un foncteur contravariant, vérifiant la
condition (ii) de (4.5.4). Alors, pour que F soit représentable, il faut et il
suffit que chacun des foncteurs F;=F x_hs, .le soit.

La condition est nécessaire puisque 'on sait (4.5.2) que le produit
fibré X x¢S; existe pour tout S-espace annelé X. Pour voir qu'elle est
suffisante, prouvons que les F; satisfont aux conditions (i) et (iii) de
(4.54). Or, pour tout S-espace annelé X, on a F;xghy=hyxx,;.hs, 2
isomorphisme prés, et X x¢S; existe et est (2 isomorphisme prés) induit
sur un ouvert X; de X (4.5.2). En outre, si {y:X S est le morphisme
structural, X; a pour espace sous-jacent Iouvert Yy~(S;) (4.5.2), et ces
ouverts forment donc un recouvrement de X, ce qui achéve la démon-
stration.

Remarque (4.5.6) Un foncteur contravariant quelconque
(4.5.6.1) F: (Esp.anng)® — Ens

définit, pour tout S-espace annelé X, un préfaisceau densembles U — F(U)
sur X (U parcourant I’ensemble des S-espaces annelés induits sur les
ouverts de X). Lorsque pour tout S-espace annelé X ce préfaisceau est
un faisceau (condition (ii) de (4.5.4)), on dit encore que F est un faisceau
sur la catégorie Esp.ann (expression qui apparait ici comme un abus
de langage, mais sera justifiée plus tard par la théorie générale des
faisceaux sur les catégories); ces foncteurs forment donc une sous-caté-
gorie pleine de la catégorie Hom ((Esp.anns)°, Ens), notée Faisg, apns-
Il résulte de (1.1.3) et (3.2.6) qu’une limite projective de foncteurs de
Hom ((Esp.annj)°, Ens) qui sont des faisceaux, est encore un faisceau.
Un foncteur (4.5.6.1) qui est représentable est toujours un faisceau:
il est clair en effet que le préfaisceau U+~ Homg(U,Z) sur un espace
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annelé X est un faisceau, car pour tout recouvrement ouvert (U,) d’'un
ouvert U de X, la donnée d’un S-morphisme de U dans Z équivaut a se
donner une famille de S-morphismes f,: U,—Z telle que pour tout
couple d’indices a, B, les restrictions de f, et de f; a U, U, coincident.

On peut donc dire, compte tenu de (1.1.8), qu’on a un foncteur pleine-
ment fidéle Z—h, de la catégoric Esp.anng dans la catégorie
Fais;g;, anns» Permettant d’identifier la premiére a une sous-catégorie
pleine de la seconde.

Remarque (4.5.7) Tous les résultats de cette section sont valables
sans changement lorsqu’au lieu de la catégorie des espaces annelés, on
considére la sous-catégorie (non pleine) des espaces localement annelés
(4.1.12): en effet, un espace annelé X obtenu par recollement d’espaces
localement annelés X, est localement annelé, et si un morphisme
d’espaces annelés XS (ol S est localement annelé) est tel que sa re-
striction & chaque X; soit un morphisme d’espace localement annelé,
c’est un morphisme d’espace localement annelé.

5. Faisceaux quasi-cohérents et faisceaux cohérents

5.1. Faisceaux quasi-cohérents

(5.1.1) Soient (X, ) un espace annelé, # un Ox-Module. La donnée
d’un homomorphisme u:0x— % de Ox-Modules équivaut a celle de
la section s=u(1)eI'(X,#). En effet, lorsque s est donnée, pour toute
section teI'(U,0), on a nécessairement u(t)=to(s|U); on dit que u
est défini par la section s. Si maintenant I est un ensemble d’indices
quelconque, considérons le faisceau somme directe OF, et pour tout
iel, soit /; P'injection canonique du i-éme facteur dans 09 ; on sait que
u~(uoh) est un isomorphisme de Hom,, (09, %) sur le produit
(Hom,, (0, #)). 1l y a donc correspondance biunivoque canonique
entre les homomorphismes u: 0P—% et les familles de sections (s;);c
de & au-dessus de X. L’homomorphisme u correspondant a (s;) applique
un élément (a)e(T(U, 0x)® sur X ao(s;| U).

iel

On dit que F est engendré par la famille (s;) si Phomomorphisme
0P - F défini par cette famille est surjectif (autrement dit, si, pour
tout xeX, # est un O-module engendré par les (s;),). On dit que &
est engendré par ses sections au-dessus de X §'il est engendré par la
famille de toutes ces sections (ou par une sous-famille), autrement dit,
s'il existe un homomorphisme surjectif 09 — % pour un I convenable.
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On notera qu'un Ox-Module # peut étre tel qu'il existe un point
xoeX pour lequel #|U n’est pas engendré par ses sections au-dessus
de U, quel que soit le voisinage ouvert U de x,: 1l suffit de prendre X=R,
pour Oy le faisceau simple Z, pour & le sous-faisceau de Oy tel que
Fy=1{0}, #.=17Z pour x#0, et enfin x,=0: la seule section de #|U
au-dessus de U est O pour un voisinage U de 0.

(5.1.2) Soit f:X—Y un morphisme d’espaces annelés. Si F est un
Ox-Module engendré par ses sections au-dessus de X, alors ’homomor-
phisme canonique f*(f (%))~ F (44.3.3) est surjectif: en effet, avec
les notations de (5.1.1), s;®1 est une section de f*(f (%)) au-dessus
de X, et son image dans & est s;. L’exemple de (5.1.1) ou f est I'identité,
montre que la réciproque de cette proposition est inexacte en général.

(5.1.3) On dit qu'un Ox-Module & est quasi-cohérent si, pour tout
xeX, il y a un voisinage ouvert U de x tel que & |U soit isomorphe au
conoyau d’un homomorphisme de la forme OP|U - OP[U, ou letJ
sont des ensembles d’indices arbitraires. Il est clair que ¢ lui-méme est
un @y-Module quasi-cohérent, et que toute somme directe finie de
Ox-Modules quasi-cohérents est un ¢y-Module quasi-cohérent. On dit
quune Oy-Algébre of est quasi-cohérente si elle T'est en tant que -
Module.

(5.1.4) Soit f: XY un morphisme d’espaces annelés. Si & est un
Oy-Module quasi-cohérent, alors f*(%) est un Ox-Module quasi-co-
hérent. En effet, pour tout xeX, il y a un voisinage ouvert V de
f(x) dans Y tel que #|V soit le conoyau d’'un homomorphisme
0PIV — OP|V. Si U= f~1(V), et si fy est la restriction de 4 U, on a
SH*@D)|U = fE(#|V); comme f§ est exact a droite et commute aux
sommes directes, fF(%|V) est conoyau d'un homomorphisme
OR|U - 0P|U. On voit de méme que si ¥ est engendré par ses sections
au-dessus de Y (5.1.1), /*(%) est engendré par ses sections au-dessus de X.

5.2. Faisceaux de type fini

(5.2.1) On dit quun G-Module Z est de type fini si, pour tout
xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que £ |U soit engendré
par une famille finie de sections au-dessus de U, ou encore soit iso-
morphe a un faisceau quotient d’un faisceau de la forme (0x|U)? ou p
est fini. Tout faisceau quotient d’un faisceau de type fini est de type fini,
ainsi que toute somme directe finie et tout produit tensoriel fini de
faisceaux de type fini. Un ¢4-Module de type fini n’est pas nécessaire-
ment quasi-cohérent, comme on peut le voir pour le (-Module Oy/#,
ot F est I'exemple de (5.1.1). Si & est de type fini, %, est un ¢,-module
de type fini pour tout xeX, mais I'exemple (5.1.1) montre que cette
condition nécessaire n’est pas en général suffisante.
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Proposition (5.2.2) Soit & un Ox-Module de type fini.

(i) Sis; (1<i<n) sont des sections de & au-dessus d’ un voisinage ou-
vert U d’un point x et si les (s;), engendrent Z,, il existe un voisinage ouvert
V < U de x tel que les (s;), engendrent &, pour tout yeV.

(i) Si 9 est un Oyx-Module, u:F —% un homomorphisme tel que
u, =0, il existe un voisinage U de x tel que u|U=0.

(iii) Si v:%—>F est un homomorphisme tel que v, soit surjectif, il
existe un voisinage V de x tel que v|V soit un épimorphisme.

(iv) Le support de & (3.1.5) est fermé.

(i) Soient ¢; (1<j<m) des sections de & au-dessus d’un voisinage
U < U de x qui engendrent & |U'. Puisque les (s;), engendrent £, il
existe des sections a;; de Oy au-dessus d’un voisinage U” = U’ de x telles

que (t),= Z (a;),(s), pour 1<j<p. On en conclut quil existe un
i=1

voisinage V < U” de x tel que pour tout yeV, onait (t),= Z (a;),(s),
donc les (sy), engendrent % pour yeV. =t

L’assertion (iv) résulte aussitot de (i) en prenant n=1, (s,),=0.
L’assertion (iii) découle de (iv) en considérant Coker (v) qui est de type
fini. Enfin, (i) résulte aussi de (iv) en considérant Im(u), qui est de type
fini.

Corollaire (5.2.2.1) Supposons que (X,0y) soit un espace localement
annelé, et soit & un Oy-Module de type fini. Lensemble Supp(#) est
alors Pensemble des xeX tels que F,/m %, #0.

En effet, Z, est un ¢.-module de type fini, et comme m, est le radical
de 0, le corollaire résulte du lemme de Nakayama.

Corollaire (5.2.2.2) Soient (X,0) un espace localement annelé,
F.% deux Ox-Modules de type fini. Alors on a

(5.2.23) Supp(Z ®, %)= Supp(#) ~ Supp(¥).

Comme le produit tensoriel de deux x(x)-espaces vectoriels ne peut
étre nul que si I'un de ces espaces vectoriels ’est, la formule (5.2.2.3)

résulte de (5.2.2.1) et de (4.1.10).

(5.2.3) Supposons X quasi-compact, et soient #,% deux Ox-Modules
tels que ¥ soit de type fini, u: % —-% un homomorphisme surjectif.
Supposons de plus que & soit limite inductive d’un systéme inductif
filtrant (%) de Ox-Modules. Alors il existe un indice p tel que ’homo-
morphisme %, —% soit surjectif. En effet, pour tout xeX, il existe un
systéme fini de sections s; de ¥ au-dessus d’un voisinage ouvert U(x)
de x tel que les (sy), engendrent %, pour tout yeU(x); il y a donc un
voisinage ouvert V(x) = U(x) de x et n sections ¢; de # au-dessus de
V(x) telles que s;|V(x)=u(t;) pour tout i; on peut en outre supposer que
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les ¢; sont les images canoniques de sections d’un méme faisceau %, au-
dessus de V(x). Couvrons alors X avec un nombre fini de voisinages
V(x,), et soit u un indice supérieur a tous les A(x,); il est clair que cet
indice répond a la question.

Supposant toujours X quasi-compact, soit & un Oyx-Module de
type fini engendré par ses sections au-dessus de X (5.1.1); alors & est
engendré par une sous-famille finie de ces sections: il suffit en effet de
couvrir X par un nombre fini de voisinages ouverts U, tels que, pour
chaque k, il y ait un nombre fini de sections s, de & au-dessus de X
dont les restrictions & U, engendrent & |U,; il est clair que les sy engen-
drent alors .

(5.2.4) Soit f: XY un morphisme d’espaces annelés. Si & est un
Oy-Module de type fini, alors f*(%) est un Ox-module de type fini. En
effet, pour tout xeX, il y a un voisinage ouvert V de f(x) dans Y et un
homomorphisme surjectif v: OF|V->%4|V. Si U=f"1V) et si fy est
la restriction de f'a U, on a f¥%)|U=f§%|V); comme f} est exact &
droite (4.3.1) et commute aux sommes directes (4.3.2), f§(v) est un homo-
morphisme surjectif O%|U — f*(%)|U.

Corollaire (5.2.4.1) Soit f:X—>Y un morphisme despaces locale-
ment annelés (4.1.9). Pour tout Oy-Module % .de type fini, on a

(5242 Supp(f* (9))=f""(Supp(¥)).
Cela résulte de (5.2.2.1) et (4.1.13).

(5.2.5) On dit qu'un Ox-Module F admet une présentation finie si,
pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de'x tel que #|U soit
isomorphe & un conoyau d'un (Ox|U)-homomorphisme 0%|U - 0%|U, p
et g étant deux entiers >0. Un tel Oy-Module est donc de type fini et
quasi-cohérent. Si f:X-»Y est un morphisme d’espaces annelés,
et si & est un Oy-Module admettant une présentation finie, f*(%) admet
une présentation finie, comme le montre le raisonnement de (5.1.4).

(5.2.6) Soit # un Ox-Module admettant une présentation finie
(5.2.5); alors, pour tout ¢x-Module s#, 'homomorphisme canonique
fonctoriel

(Wom@x(ﬁ, '%))x i Hom(’)x(g';c: '%;)
est bijectif (T, 4.1.1).

(5.2.7) Soient #,4 deux Ox-Modules ayant une présentation finie.
Si, pour un xeX, % et ¥, sont deux O,-modules isomorphes, alors il
existe un voisinage ouvert U de x tel que #|U et |U soient isomorphes.
En effet, si o: %~ %, et y:%9,— % sont deux isomorphismes réci-

x
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proques, il existe, d’aprés (5.2.6), un voisinage ouvert V de x et une section
u (resp. v) de Homy (F,%) (resp. #Hom,, (¥,%)) au-dessus de V telle
que u,=¢@ (resp.v,=V). Comme (uov), et (vou), sont les automorphis-
mes identiques, il existe un voisinage ouvert U =V de x tel que (uov)|U
et (vou)|U soient les automorphismes identiques (5.2.6), d’ou la propo-
sition.

(5.2.8) Soient x un point de X, M un 0y ,-module de présentation
finie, donc isomorphe au conoyau d’'un homomorphisme ¢: 02— O4;
alors il existe un voisinage ouvert U de x et un (Ox|U)-Module de présen-
tation finie & tel que &, soit isomorphe @ M. En effet, en vertu de (5.2.6),
il existe une section u de Hom, (0%, 0% au-dessus d’un voisinage
ouvert U de x, telle que u,=¢q; le conoyau & de ’homomorphisme
u: 0%|U— 0% |U répond a la question. -

(5.29) Soit 0 — F "% "> # —(0 une suite exacte de
Ox-Modules. Si & et o sont de type fini, il en est de méme de 4. En effet,
la question étant locale, on peut supposer & (resp. #) engendré par un
nombre fini de sections s; (1<i<n) (resp. t; (1<j<m)) au-dessus de X,
et on peut supposer en outre qu'il y a des sections ¢, (1<j<m) de ¥
au-dessus de X telles que t;=v(t;) pour tout j; il est clair alors que ¥ est
engendré par les sections u(s) (1<i<n)et t;(1<j<m).

5.3. Faisceaux cohérents

(5.3.1) On dit qu'un Ox-Module F est cohérent s’il vérifie les deux
conditions suivantes:

a) & est de type fini.

b) Pour tout ouvert U de X, tout entier n>0 et tout homomorphisme
u: 0%|U— Z|U, le noyau de u est de type fini.

On notera que ces deux conditions sont de caractére local. 1l résulte
aussitdt de cette définition que tout sous-Ox-Module de type fini d'un
Ox-Module cohérent est cohérent.

Il résulte des conditions a) et b) qu'un ¢x-Module cohérent est de
présentation finie (5.2.5); la réciproque n’est pas nécessairement exacte,
Oy lui-méme n’étant pas nécessairement un ¢,-Module cohérent.

Proposition (5.3.2) Soit 0 — F —> ¥ 5 # —>0 une suite
exacte de Ox-Modules; si deux d’entre eux sont cohérents, il en est de
méme du troisiéme (cf. (1, 1.4.7)).

1°. Supposons ¥ et # cohérents. La question étant locale, on peut
supposer qu’il existe un homomorphisme surjectif w: 0% —%. Puisque
A est cohérent, Ker(vow)=_¢ est de type fini; donc il en est de méme
de w(#)<=9¥9, qui est par suite cohérent. Mais puisque w est surjectif,
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w(f)=u(#) et u est un isomorphisme de # sur u(#); donc ¥ est
cohérent.

2°. Supposons & et 4 cohérents. Puisque ¢ est de type fini, il en
est de méme de 7, est il suffit de prouver que # vérifie la condition b)
de (5.3.1).

Considérons donc un homomorphisme f: O%|U - #|U, et soit (s)
(1<i<n) la famille correspondante de sections de # au-dessus de U
(5.1.1); 1a question étant locale, on peut supposer qu’il existe n sections
s; de 4 au-dessus de U telles que s;=uv(s}), et d’autre part que % |U
est engendré par m sections t; (1<j<m) au-dessus de U, de sorte que
u(#)|U est engendré par les sections u(f;) de ¢ au-dessus de U. Consi-
dérons alors 'homomorphisme w:0% ™| U—~% défini par les n+m
sections s; et u(t;). Montrons que Ker(f) est I'image de Ker(w) par la
projection canonique p: 03 "|U — 0%|U. En effet, si en un point xeU,
les coordonnées d’un élément r. e(Kerw), sont (g), (1<i<n) et (hy),
(1<j<m), on a par définition

i=£1 (gi)x(sri)x‘f‘ jgl (hj)x(u(tj))xz 0,

et puisque Ker(v)=Im(u), on a T (g)(s),=0, c’est-a-~dire
i=1

(p(M).e(Ker f),. Inversement, si g e(Kerf),, et si (g), (1<i<n) sont
ses coordonnées, il existe des éléments (k) e0y , (1<j<m) tels que

Z @)t E, () fule)=0,

donc g, est la projection d’un élément r. e(Kerw),. Par hypothése
Kerw est de type fini, donc il en est de méme de son image par p, ce qui
prouve que S est cohérent.

3°. Supposons enfin & et # cohérents. Il résulte d’abord de (5.2.9)
que ¥ est de type fini; prouvons que ¢ vérifie aussi la condition b) de
(5.3.1). Soit donc un homomorphisme f: 0%|U - %|U. Puisque 3 est
cohérent, Ker(vof) est de type fini; la question étant locale, on peut
supposer que Ker(vof)|U est engendré par un nombre fini de sections
g;(1<j<m) de 0% au-dessus de U; notons g;;(1<i<n) les coordonnées
de g;; si (531 <i<q €St la famille des sections de % au-dessus de U corres-

pondant 2 f, posons ;= X gs; pour 1<j<m. On a par définition
i=1
U(tj)=i>=:lgﬁv(si)=0a

donc les t; sont des sections de u(#) au-dessus de U. Considérons
alors 'homomorphisme w:0%|U—u(#)|U défini par les ¢; (5.1.1);
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puisque u(¥), isomorphe & Z est cohérent, Ker(w) est de type fini,
et on peut supposer quil est engendré par un nombre fini de sections
h (1<k<p) de 0% au- dessus de U; notons Ay; (1 <j<m) les coordonnées

de A, et posons r, = )2 hk 19; (1<k<p). Montrons que les r, engendrent
Ker(f). En effet, si en un point xeU, les coordonnées d’un élément
qxe(Ker f). sont (gq,),, de sorte que )2 (ql) (s)x=0, on a aussi
Z (g7 (v(s; ) =0, donc il existe des elements (2):€0x, (1<j<m) tels
que (9)s = Z (p (g0)e pour chaquel SiTon écrit que )5 (9):(5),=0,

i=1

on obtient la relation Z (p ), =0, donc il existe des éléments
" .
()€ 0x,, (1<k<p) tels que (p = X (m)x(;), pour tout j, d’ou
k=1
I’on tire aussitdt g, = Z (n)s(r),- CQFD.
k=1

Corollaire (58.3.3) Toute somme directe finie de Ox-Modules cohérents
est un Oy-Module cohérent.

Corollaire (5.3.4) Soient % ,% deux Ox-Modules cohérents, u: F — 9
un homomorphisme. Alors Im(u), Ker(u) et Coker(u) sont cohérents.

Il est clair que le Og-Module Im(u) est de type fini; étant un sous-
0x-Module d’un @y-Module cohérent, il est cohérent (5.3.1). En appli-
quant (5.3.2) aux suites exactes

0 — Ker(u) - # — Im(u) —» 0,
0 — Im(u) - % — Coker(u) —» 0

on conclut que Ker(u) et Coker(u) sont cohérents,

Corollaire (5.3.5) Soit #, > F 2 & 2> F — F une sui-
te exacte de Ox-Modules. Si #,, F,, #, et F5 sont cohérents, il en est de
méme de F.

En effet, Coker(u)=%/Ker(v) et Im(w)=Ker(s) sont cohérents
(5.3.4), et il suffit d’appliquer (5.3.2) 4 la suite exacte

0 — Coker(u) - % — Im(w) - 0.

Corollaire (5.3.6) Si 4 et H sont des sous-Oy-Modules cohérents
dun Ox-Module cohérent F, G+ H et 4N H sont des Ox-Modules
cohérents.

En effet, 4+ 5 est un sous-Ox-Module de type fini de &, et ¥ H#
est le noyau de ’homomorphisme canonique # — % /%.
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Corollaire (5.3.7) Si & et ¥ sont des Ox-Modules cohérents, il en
est de méme de F 4,9 et de Homy (F,9).

La question étant locale, on peut supposer que & est le conoyau
d’un homomorphisme 0% — 0%; alors & ®,, % est, en vertu de I'exac-
titude a droite du foncteur produit tensoriel, isomorphe au conoyau
d’un homomorphisme 0§ ® o, ¥ — 0% ®, ¥ ; mais ces deux Ox-Modules
sont respectivement isomorphes & 97 et 4 49, donc sont cohérents, et il
suffit d’appliquer (5.3.4).

De méme, compte tenu de (5.2.6), on a une suite exacte

0 — Homy (F,9) — Hom,, (0%,9) - Homy, (0%, %)

et les deux derniers de ces ¢)x-Modules sont respectivement isomorphes a
%1 et 97, donc sont cohérents; on conclut a I'aide de (5.3.5).

Corollaire (5.3.8) Soient & un Ox-Module cohérent, ¢ un Idéal
cohérent de Oy. Alors le Oy-Module $F est cohérent.

En effet, c’est I'image de 'homomorphisme canonique £ ®,, % — Z,
d’ot la conclusion par (5.3.7) et (5.3.4).

(5.3.9) On dit qu'une O4-Algébre o7 est cohérente si &/ est un
(Ox-Module cohérent. En particulier, () est une Ox-Algébre cohérente si,
pour tout ouvert Uc X et tout homomorphisme O%|U— 0x|U de
(Oy-Modules, le noyau de cet homomorphisme est de type fini. On dit
encore alors que (O est un faisceau cohérent d'anneaux. Si Oy est un
faisceau cohérent d’anneaux, tout Oy-Module de présentation finie
(5.2.5) est cohérent d’en vertu de (5.3.3) et (5.34).

(5.3.10) L’annulateur d’'un Ox-Module # est le noyau # de I'ho-
momorphisme canonique Oy — Hom,, (#,%) qui, & toute section
seT'(U,04) fait correspondre la multiplication par s dans
Hom(#|U,#|U); si 0 est un faisceau cohérent d’anneaux et si &
est un Oy-Module cohérent, # est donc cohérent en vertu de (5.3.7) et
de (5.3.4), et il résulte de (5.2.6) que pour tout xeX, Z est I'annulateur
du 0, ,-module Z,.

(5.3.11) Supposons que Oy soit un faisceau cohérent d’anneaux;
soient # un @x-Module cohérent, x un point de X, M un sous-@,-
module de type fini de #; il existe alors un voisinage ouvert U de x
et un sous-(0x|U)-Module cohérent % de #|U tel que 4,=M (T, 4.1,
lemme 1),

Ce résultat, joint aux propriétés des sous-Oy-Modules d'un Oy-
Module cohérent, impose des conditions nécessaires aux anneaux
O . pour que le faisceau d’anneaux @ soit cohérent. Par exemple
(5.3.6), 'intersection de deux idéaux de type fini de ¢ , doit &tre encore
un idéal de type fini.
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(5.3.12) Supposons le faisceau d’anneaux ¢ cohérent, et soit M
un O ,-module de présentation finie. Alors il résulte de (5.2.8) et de
(5 3.9) quil ex1ste un voisinage ouvert U de x et un ¢y-Module coherent

F tel que £, soit isomorphe 4 M.

Proposition (5.3.13) Supposons que O soit un faisceau cohérent
danneaux, et soit F un Idéal cohérent de Oy. Pour qu'un (Ox/ #)-Module
F soit cohérent, il faut et il suffit quen tant que Ox-Module, & soit
cohérent. En particulier, Ox/ # est un faisceau cohérent d’anneaux.

Notons que 0/ # est un Ox-Module cohérent (5.3.4). Si & est un
(0x/ #)-Module cohérent, tout point de X admet un voisinage ouvert U tel
que #|U soit conoyau d’un homomorphisme (Ox/#)"|U - (0x/ #)"|U,
donc & est un Ox-Module cohérent (5.3.4).

Inversement, supposons que &, en tant que x-Module, soit cohérent.
En premier lieu, étant un Ox-Module de type fini, a fortiori # est un
(Oy/ #)-Module de type fini. D’autre part, soient U un ouvert de X et
[0/ FVU-Z|U un (0x/ #)-homomorphisme; en le composant avec
I’homomorphisme canonique v : O%|U-(0x/ #)'|U, on obtient un homo-
morphisme fov:0%|U-—»%|U, et Ker(fov) est par hypothése de type
fini; mais puisque v est surjectif, Ker(f) est I'image de Ker(fov) par
r, donc est aussi de type fini.

(5.3.14) Soit f:X-Y. un morphisme d’espaces annelés, et sup-
posons que (% soit un faisceau cohérent d’anneaux; alors, pour tout
Oy-Module cohérent ¥, f*(%) est un Ox-Module cohérent. En effet,
avec les notations de (5.24), on peut supposer que 4|V est conoyau
d’un homomorphisme v: 0|V Of|V; comme f{f est exact & droite,
f¥*@)|U=fE(&|V) est conoyau de Phomomorphisme

SE): U~ %|U,
d’ou notre assertion (5.3.4).

(5.3.15) Soient Y une partie fermée de X, j:Y—X linjection
canonique, Oy un faisceau d’anneaux sur Y, et posons Oyx=j.(0y).
Pour qu'un Gy-Module ¥ soit de type fini, il faut et il suffit que j (%)
soit un k-Module de type fini, le foncteur j, étant exact. Pour la méme
raison, pour que ¥ soit un Oy-Module quasi-cohérent (resp. cohérent),
il faut et il suffit que j, (%) soit un Ox-Module quasi-cohérent (resp.
cohérent).

5.4. Faisceaux localement libres

(5.4.1) Soit X un espace annelé. On dit qu'un Ox-Module Z est
localement libre si, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U
de x tel que Z#|U soit isomorphe a un (Og|U)-Module de la forme
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OP|U, ou 1 peut dépendre de U. Si pour tout U, I est fini, on dit
que Z est de rang fini; si pour tout U, I a le méme nombre fini
d’éléments n, on dit que # est de rang n. Si F est un ¢x-Module locale-
ment libre de rang fini, pour tout xeX, % est un O,-module libre
de rang fini n(x), et il existe un voisinage U de x tel que #|U soit de
rang n(x); si X est connexe, n(x) est donc constant.

Il est clair que tout faisceau localement libre est quasi-cohérent,
et si Oy est un faisceau cohérent d’anneaux, tout ¢-Module localement
libre de rang fini est cohérent.

Si & est localement libre, & ®,, # est un foncteur exact en #
dans la catégorie des ¢x-Modules.

Nous aurons surtout i considérer des ¢x-Modules localement libres
de rang fini, et lorsque nous parlerons de faisceaux localement libres
sans préciser, il sera sous-entendu qU’ils sont de rang fini.

Soit # un Oy-Module de présentation finie (5.2.5). Alors, si, en un
point xeX, %, est un O .-module libre de rang n, il existe un voisinage
ouvert U de x tel que & |U soit localement libre de rang n; en effet,

Z, est alors isomorphe & ©F, et la proposition résulte de (5.2.7).

(5.4.2) Si &, # sont deux Ox-Modules, on a un homomorphisme
canonique fonctoriel

(54.21) & @y, F = Homy, (& Ux) ®o, F — Home (6, F)

défini de la fagon suivante: pour tout ouvert U, & tout couple (u,t),
ot uel(U,Hom,, (&, 0x))=Hom(&|U, O0x[U) et tel'(U,&F), on fait
correspondre 'élément de Hom(£|U,# |U) qui, pour tout xeU, fait
correspondre & s.€é8, I'€lément u.(s)t, de . Si & ou F est locale-
ment libre de rang fini, cet homomorphisme est bijectif; la propriété
étant locale, on peut en effet se borner au cas ot £=0 ou F=0%;
comme pour tout Ox-Module 9, Hom,, (O%,%) est canoniquement iso-
morphe a g" et Homy (9,08 4 9", on est ramené au cas §=Cy ou
=, qui est immédiat.

(5.4.3) Si .Z est localement libre de rang 1, il en est de méme de
son dual £=#Hom, (ZL,0x), car on se rameéne aussitdt (la question
étant locale) au cas ¥ =0. En outre, on a un isomorphisme canonique

(5.4.3.1) Homg (&, 0x) Qp, L = U;

en effet, d’apres (5.4.2), il suffit de définir un isomorphisme canonique
Homg, (£, L) 0. Or, pour tout Ox-Module & on a un homomor-
phisme canonique Ox— #om,, (% F) (5.3.10) 1l reste & prouver que
si F=% est localement libre de rang 1, cet homomorphisme est
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bijectif, et comme la question est locale, on est ramené au cas £ =0,
qui est immédiat,

En raison de ce qui précéde, on pose £~ !=Hom, (¥, 0, et on
dit que £ est linverse de &.

(5.4.4) Si.Zet ¥ sontdeux Ox-Modules localement libres de rang 1,
il en est de méme de £ ®,, £, car la question étant locale, on peut
supposer que & =0, et le résultat est alors trivial. Pour tout entier
n>1, on désigne par £®" le produit tensoriel de n faisceaux identiques
4 &; on pose par convention #®°=0y et pour n>1, £ M=(F )%
Avec ces notations, il existe alors un isomorphisme canonique fonctoriel

(54.4.1) LO™ Ry, Lo FOEM
quels que soient les entiers rationnels m, n: en effet, en vertu des dé-
finitions, on se raméne aussitdt au cas ou m= —1, n=1, et I'isomor-

phisme en question a alors été défini en (5.4.3).

(5.4.5) Soit f:Y-X un morphisme d’espaces annelés. Si & est
un @y-Module localement libre (resp. localement libre de rang n), f*(&)
est un Oy-Module localement libre (resp. localement libre de rang n):
cela résulte aussitdt de ce que les images réciproques de deux Ox-Moduies
localement isomorphes sont localement isomorphes, de ce que f*
commute aux sommes directes quelconques (4.3.2) et de ce que
[*(O)=0y (434). En outre, on sait quon a un homomorphisme
canonique fonctoriel f*(&)—(f*(£))" (4.4.6), et lorsque & est locale-
ment libre, cet homomorphisme est bijectif: on est en effet encore
ramené au cas o & =0y, qui est trivial. On en conclut que si &£ est
localement libre de rang 1, f*(#®") s’identifie canoniquement a
(f*(£)®" pour tout entier rationnel n.

(5.4.6) Soit £ un (Oy-Module localement libre de rang 1; on
designe par I (X,<) ou simplement I (¥) le groupe commutatif

somme directe P T'(X,£®"; on le munit d’une structure d’anneau
neZ i
gradué, en faisant correspondre au couple (s,,s,), ou s,eI'(X,Z®"),

5,€0(X, £®™), la section de £®**m™ ay.dessus de X qui correspond
canoniquement (5.4.4.1) 4 la section 5,®s, de L®"®, L°™; lasso-
ciativité de cette multiplication se vérifie de fagon immédiate. 11 est
clair que T, (X,%) est un foncteur covariant en %, i valeurs dans la
catégorie des anneaux gradués.
Si maintenant & est un ¢x-Module quelconque, on pose
(%) =P TX,F QL.
neZ

On munit ce groupe commutatif d’une structure de module gradué sur
I'anneau gradué I, (¥) de la fagon suivante: au couple (s, u,), ou
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sn€T(X,£%" et u,el'X,# ® £®m), on fait correspondre la section
de F ® £®m*M qui correspond canoniquement (5.44.1)a s,® u,; la
vérification des axiomes des modules est immédiate. Pour X et & fixés,
[ (Z,%) est un foncteur covariant en & & valeurs dans la catégorie
des T, (&)-modules gradués; pour X et & fixés, c’est un foncteur
covariant en £ a valeurs dans la catégorie des groupes commutatifs.

Si f:Y—X est un morphisme d’espaces annelés, ’homomorphisme
canonique (4.4.3.2) p: L% f (f*(£®") définit un homomorphisme
de groupes commutatifs I'(X, £®") - (Y, f*(£®"), et comme f*(£®"
=(f*(£))®", il résulte des définitions des homomorphismes canoniques
(4.4.3.2) et (54.4.1) que les homomorphismes précédents définissent un
homomorphisme fonctoriel d’anneaux gradués T,(L)-T,(f*(Z)). Le
méme homomorphisme canonique (4.4.3) définit de méme un homomor-
phisme de groupes commutatifs T'(X,Z ® £°®") - I'(Y, f*(F ® £°"),
et comme

AT L = fHF)R(f*(L)®" (433]),

ces homomorphismes (pour neZ) définissent un di-homomorphisme de
modules gradués T, (&L, F)xT(f*(L), f*(F)).

(5.4.7) Soient &, # deux Ox-Modules, & €tant supposé localement
libre de rang fini, et soit 4 un (x-Module extension de % par &, autre-
ment dit tel qu’il existe une suite exacte 0 -— & Lyt g 0. Alors,
pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert de x tel que ¢|U soit
isomorphe a la somme directe (€|U)@®(Z£|U). On peut en effet se
borner au cas o ¥ =0%; soient e; (1<i<n) les sections canoniques
de (%, c’est-a-dire telles que (e;), soit égal au i-eme €lément de la base
canonique de @k , pour tout yeX; il existe alors un voisinage ouvert
U de x et n sections s; de 4 au-dessus de U telles que p(s;|U)=¢;|U
pour 1<i<n. Cela étant, soit f 'homomorphisme #|U-—-»%|U défini
par les sections s;|U (5.1.1). Il est immédiat que pour tout ouvert V< U,
et toute section seI'(V,9), on a s— f(p(s)el'(V,8), dou notre
assertion,

De ce résultat, on déduit sous les mémes hypothéses, en vertu de
[4], un isomorphisme canonique

(5.4.7.1) Ext} (F,6) 5 H(X, Home (F,8)).

(5.4.8) Soient f:X—Y un morphisme d’espaces annelés, # un
0x-Module, & un Ox-Module localement libre de rang fini. 11 existe alors
un isomorphisme canonique

(54.8.1) 4 (F) B0y 6 % f(F @y [*(8))-
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En effet, pour tout ¢-Module &, on a un homomor phisme canonique

[ F) @0y 8 B[ (F) Boy [ ([*() = [ @ox f*(&))

p, étant 'homomorphisme (4.4.3.2) et o 'homomorphisme (4.2.2.1).
Pour montrer que lorsque & est localement libre, cet homomorphisme
est bijectif, il suffit, la question étant locale sur Y, de considérer le cas
ot &=0%; comme en outre f, et f* commutent aux sommes directes
finies, on peut supposer n=1, et dans ce cas, la proposition résulte
aussitot des définitions et de la relation f*(0y)=0y.

(5.4.9) Soient f:X—Y un morphisme d’espaces annelés, #,¥
deux @y-Modules, et supposons que & soit localement libre de rang fini.
Alors ’homomorphisme canonique (4.4.6)

(549.1) . f*(Homy (F,9)) > Homy (f*(F), [*(D)

est un isomorphisme. En effet, la question est locale sur Y, et on peut
donc se borner au cas ou & = (0%; mais alors Hom, (0%.9) s’identifie
canoniquement a 4" (5.1.1), f*(#F) a 0% et Homy, (f*(F), f*(¥)) a
(f*(@))", d’ou la conclusion

5.5. Modules localement libres sur un espace localement annelé

Proposition (5.5.1) Soient X un espace localement annelé, & un
Oy-Module localement libre de rang fini. Alors, pour toute section s de &
au-dessus de X, l'ensemble X des xeX tels que s(x)#0 (4.1.9) est ouvert
dans X.

La question étant locale, on peut se borner au cas ou &=0%; si
8; (1<j<n) sont les projections de s sur les n Modules facteurs égaux
a Oy, dire que s(x)#0 équivaut a dire que s;(x)#0 pour un j au moins,
donc X; est réunion des X, , et il suffit de considérer le cas ou &=0y.
Mais dire que s(x)#0 signifie alors que s ¢m,, donc s, est inversible
dans Oy ,. Mais on sait alors (4.1.8) qu’il existe un voisinage ouvert U
de x dans X tel que s|U soit inversible dans T"(U, 0y); par suite s(y)#0
pour tout yeU.

Corollaire (5.5.2) Les hypothéses et notations étant celles de (5.5.1),
soient s,,...,s, des sections de & au-dessus de X; alors lensemble des
xeX tels que s,(x),...,5,(x) soient linéairement indépéndants dans
& Jm, &, est ouvert dans X.

En effet, A?& est un Ox-Module localement libre de rang <n>’ car
p

la question est locale et on est ramené au cas ot & = 0%, ol Cest immédiat;
en outre, pour tout xeX, (A?&),/m (A?&), s’identifie canoniquement
a AP(E/m,.8,). Sis=s,A...As, section de APE au-dessus de X,
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s(x) s’identifie donc & s,(x) A ... A 5,(x), et dire que s(x)#0 équivaut a
dire que les s,(x) sont linéairement indépendants; le corollaire résulte
donc de (5.5.1).

Corollaire (5.5.3) Soient X un espace localement annelé, & un
Ox-Module localement libre de rang n, s,,5,,...,5, des sections de &
au-dessus de X telles que, pour tout xeX, s,(x),...,5,(x) soient linéaire-
ment indépendants. Alors I'homomorphisme u:0%—& défini par les s
(5.1.1) est bijectif.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas ot & = 0%
et ol on identifie canoniquement A"& et Oy; s=s; A+ A s, est alors
une section de Oy au-dessus de X telle que s(x)#0 pour tout xeX,
donc s est inversible dans I'(X,0x); on définit alors un homomorphisme
réciproque de u au moyen des formules de Cramer.

On peut aussi invoquer Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, §3, n°2,
prop. 5 appliqué au 0,-module libre &,; les conditions de cette propo-
sition sont en effet remplies puisque @, est un anneau local, et
51(X),...,8,(x) une base de &,/m. &,.

Proposition (5.5.4) Soient X un espace localement annelé, & un
Ox-Module de type fini, # un Oyx-Module localement libre de rang fini,
u:8—F un homomorphisme, x un point de X. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

a) L’homomorphisme u, est inversible d gauche (autrement dit, u, est
injectif et son image est facteur direct de %,).

b) Lhomomorphisme d espaces vectoriels u,®1: 6. /m. .- Fjm F,
déduit de u, par passage aux quotients, est injectif.

c) Il existe un voisinage ouvert U de x tel que u|U:E|U-F|U soit
inversible a gauche; limage w(&)|U est un Oy-Module localement libre
isomorphe d &|U, qui admet dans & |U un supplémentaire localement
libre.

En outre lensemble des xeX vérifiant ces conditions est ouvert.

L’équivalence de a) et b) est un résultat d’algébre commutative
(6.7.3), et il est clair que c) entraine a). Montrons réciproquement que a)
entraine c); il existe par hypothése un homomorphisme de ¢, .-modules
w:Z, &, tel que wou, soit 'automorphisme identique de &,. Comme
Z est localement libre de rang fini, donc de présentation finie, il résulte
de (5.2.6) qu’il existe un voisinage ouvert U de x et un homomorphisme
v:FU->E|U tels que w=v,, donc (vo(u|U)),=v.0u, est 'auto-
morphisme identique. On conclut donc de (5.2.2, (ii)), en restreignant
au besoin U, que l'on peut supposer que wvo(u|U) est I'identité dans
&|U, autrement dit u|U est inversible & gauche. On sait alors que
p=|U)ov est un projecteur de % |U sur u(8)|U, et que u|U est un iso-
morphisme de & |U sur u(€)|U; montrons que (en restreignant encore U
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si nécessaire), u(&)|U et Ker(p) sont des ¢;-Modules localement libres
(supplémentaires dans & |U). En effet, p, : &, — (u(£)), est un projecteur,
donc aussi p,®1: Z/m Z. - (u(6),/m, (u()),. Il existe n sections s;
(1<j<n) de F au-dessus de U (en restreignant au besoin U) telles que
les m premiéres sections s; (1<j<m) soient des sections de u(&),
les n—m derniéres (m+1< j<n) des sections de Ker(p), et que les
s;(x) 1<j<n) forment une base de #/m,#,. En vertu de (5.5.3), en
restreignant encore U, on peut supposer que le 0Ox-Module 4 engendré
par les s; pour 1<j<m et le Ox-Module /" engendré par les s; pour
m+1<j<n sont libres et supplémentaires dans & |U; on a évidemment
en outre A <u(6)|U et & <=Ker(p); d’autre part, si i: M — u(8)|U
et j: A — Ker(p) sont les injections canoniques, les définitions entrainent
que i, et j, sont des bijections; comme u(&)|U et Ker(p) sont des (-
Modules de type fini (le second étant 'image de #|U par 1—p), on
conclut par (5.2.2), en restreignant encore U, que 4 =u(8)|U et
A =Ker(p).

Corollaire (5.5.5) Les hypothéses sur X, & et & étant les mémes
que dans (5.5.4), les conditions suivantes sont équivalentes:

a) Pour tout morphisme d’espaces localement annelés (4.1.12) g: X' —X,
Phomomorphisme g* ) : g*(&) — g*(F) est injectif.

b) Pour tout xeX, lhomomorphisme u,®1:&,/m 6, —> Fjm F, est
injectif.

c) Pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que u|U :
EU—-F|U soit inversible a gauche (donc un isomorphisme de &|U
sur un facteur direct de & |U.

En outre, & est alors un Ox-Module localement libre de rang fini.

L’équivalence de b) et c) et la derniére assertion résultent de (5.5.4).
Le fait que c) entraine a) résulte dé ce que ’on peut se borner au cas ol
F=0 et §=0% et de (4.3), la question étant locale sur X. Enfin, mon-
trons que b) est un cas particulier de a): il suffit de considérer I'espace
localement annelé X' réduit au point x, et dont le faisceau d’anneaux
structural est le corps k(x); on prend g=({,0), ot ¥ est I'injection
canonique {x}-»X et 6 le Yy-morphisme 0 —x(x) tel que pour tout
voisinage ouvert U de x, 6%, soit la composée des applications canoniques
I'(U, Oy) - Ox . — k(x). On vérifie alors aussitdt que g*(u) est dans ce
cas u,®@1.

Lorsque u vérifie les conditions équivalentes de (5.5.5), on dit que
c’est un homomorphisme universellement injectif.

Corollaire (5.5.6) Soient X un espace localement annelé, &, % deux
Ox-Modules localement libres de rang fini, u:8 — % un homomorphisme,
X un point de X. Les conditions suivantes sont équivalentes:
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a) Lhomomorphisme u,®1:6,/m 8, — F/m . F, est surjectif.

b) Lhomomorphisme u, est surjectif.,

c) Lhomomorphisme A™u,: \"&.—> A" %, (ou m est le rang de #,)
est surjectif.

d) Lhomomorphisme ‘u,: %, — & est inversible d gauche.

En outre, Pensemble S des xeX vérifant ces conditions est ouvert dans
X; Ker(w)|S est un Og-Module localement libre et tout xS admet un
voisinage ouvert U < § tel que Ker(u)|U admette dans &|U un supplé-
mentaire localement libre (isomorphe a % |U).

L’équivalence de a) et b) résulte du lemme de Nakayama; pour la
méme raison, c) équivaut a dire que
(A"u) @1 : (A" &) /m (A" E) - (A" F)[m (A" F)
est surjectif; mais (A™u,)® 1 s’identifie a
A", ®1): A™(&/m,6,) = A™F/mF),

et comme £,/m %, est un espace vectoriel de rang m sur k(x), A™(u, ® 1)
est surjectif lorsque u,®1 est surjectif, et nul dans le cas contraire;
d’ou l’équivalence de a) et ¢). D’autre part, comme () =6, (F V=%
et ‘(u=u, il revient au méme de dire que u,®1 est surjectif, ou que
son transposé ‘(u,®1) = (‘u)®1: F /m, %, - &/m &, est injectif, dou
I’équivalence de a) et d) en vertu de (5.5.4). Le fait que S est ouvert ré-
sulte de (5.5.4). On peut donc se borner au cas ol S=X, et les autres
assertions de 1’énoncé se déduisent par transposition des conclusions
de (5.5.4) appliquées a ‘u.

Corollaire (5.5.7) Avec les notations de (5.5.6), on suppose de plus
que & et F aient méme rang en tout point. Alors, pour tout xeX, les
conditions suivantes sont équivalentes:

a) u, est inversible d gauche.

b) u, est surjectif.

c) u, est bijectif.

En outre, lensemble des xeX vérifiant ces propriétés est ouvert dans X.

Corollaire (5.5.8) Avec les notations de (5.5.6), soit f: X' —»X un
morphisme d’espaces localement annelés (4.1.12) et posons & =f*(8),
F'=f¥(F), qui sont des Oy-Modules localement libres de rang fini
(5.4.5); soit W=f*w):6' —>F'. Afin qi’en un point x'eX', u,. soit
surjectif (resp. inversible d gauche) il faut et il suffit gwau point x=f(x'),
u, soit surjectif (resp. inversible d gauche).

Eneffet, ona 6, =6,®,.0,, 1 =% Q4 0., et U, se déduit de u,
par le changement de base de @, 4 O,.. Si k et k' sont les corps résiduels
respectifs de X et X' aux points x et x’, on a donc &, @ k'=(&, ® k) ®, k'
et #..Qk =(Z,Qk®,k et ’homomorphisme u, ®1,.: &, k' — FL.QK
se déduit de u,®1,:8,Qk—> F ®k par changement de base de k a k'.
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La conclusion résulte alors de ce que ce changement de base est fidélement
plat, du lemme de Nakayama et de (5.5.5) et (5.5.6).

Proposition (5.5.9) Soient X un espace localement annelé, & un
Ox-Module de type fini. Pour que & soit un Ox-Module localement
libre de rang 1, il faut et il suffit quil existe un Ox-Module F tel que
& Qo F soit isomorphe a O; tout Ox-Module F ayant cette propriété
est alors isomorphe d £ 1 (5.4.3).

On a vu (5.4.3) que la condition est nécessaire; en outre, si £ est
localement libre de rang 1, ! est isomorphe & £ !'®,, 0Oy,
donc & L7'®o (L ®pF) et finalement & F. Reste donc a
prouver que si & ®q,F est isomorphe & Oy, £ est localement
libre de rang 1. Soit xeX et posons Oy ,=A (qui est un anneau
local d’idéal maximal m), Z,=M, £ =N; T'hypothése entraine
que M®,N est isomorphe a A, et comme (A/m) @, (M®,N)
s'identified (M/mM) ® 5;,,(N/m N), ce dernier produit tensoriel d’espaces
vectoriels sur le corps A/m est isomorphe & A/m, ce qui exige que M/mM
et N/mN soient de rang 1 sur A/m. Pour tout élément ze M n’apparte-
nant pas & mM, on a donc M=Az +mM, ce qui entraine M=Az
en vertu du lemme de Nakayama (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 3,
n°2, cor. 1 de la prop. 4); par ailleurs, 'annulateur de z annule aussi
M®, N, quiest isomorphe & A, donc cet annulateur est réduit 4 0, et M
est isomorphe d A. 11 y a donc une section s de £ au-dessus d’un voisinage
ouvert U de x dans X, telle que ¢,—t,s, soit un isomorphisme du
Oy ~-module O , sur le O ,-module %,. Puisque & est de type fini, on
peut, en restreignant au besoin U, supposer que s engendre £|U (5.2.2),
autrement dit, on a un homomorphisme surjectif u: ¢;— £Z|U (5.1.1);
en outre, pour tout yeU, Thomomorphisme 0Oy ,/m,— %,/m <,
déduit de u est bijectif, donc il en est de méme de u (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. 11, § 3, n°2, cor. de la prop. 6), CQFD.

Les Ox-Modules localement libres de rang 1 sur un espace locale-
ment annelé X sont encore appelés Ox-Modules inversibles.

Proposition (5.5.10) Soient X un espace localement annelé, & un
Oyx-Module inversible, f une section de &£ au-dessus de X. Pour tout x€X,
les conditions suivantes sont équivalentes:

a) f, engendrele Oy -module %Z,.

b) f.¢m, %, (autrement dit (4.1.9), f(x)#0).

¢) Il existe une section g de £~ au-dessus d’un voisinage ouvert V
de x telle que l'image canonique de (f|V)®g dans T'(V,0y) (5.4.3) soit
Pélément unité.

Lensemble X, des xeX uvérifiant ces conditions est ouvert dans X.

En effet, la question étant locale sur X, on peut se borner au cas ou
L =0y, et dans ce cas la proposition résulte de (4.1.8).
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5.6. Groupe de Picard

(5.6.1) Soit X un espace annelé. Pour tout entier n>0, montrons
qu’il existe un ensemble M, (noté aussi M,(X)) de Ox-Modules locale-
ment libres de rang n tel que tout Ox-Module localement libre de rang n
soit isomorphe & un élément de M, et un seul. Considérons pour cela
I’ensemble R, des couples (U, ®), ot U parcourt 'ensemble des recouvre-
ments ouverts de X (partie de P (X)) et o0, pour chaque U, @ parcourt
'ensemble des familles (Byy)y,vyeuxu> Ouy €tant un isomorphisme de
O%l(U V) sur lui-méme, avec 8yy égal a l'automorphisme identique
de O, et la famille (B,y) étant assujettie & satisfaire la condition de
recollement (3.3.1). Il correspond & tout élément (U.®) de R, un
0Ox-Module localement libre de rang n bien déterminé (2 l'aide de la
fonction t de Hilbert) (3.3.1). Si 'on désigne par &, 'ensemble de ces
Ox-Modules, il résulte des définitions que tout ¢-Module localement
libre de rang n est isomorphe & un élément de £,; il suffit alors de
prendre pour M, (4 l'aide de la fonction t de Hilbert) un systéme de
représentants dans £, pour la relation déquivalence: «& et & sont
isomorphes» dans £,. Pour tout Oy-Module & localement libre de
rang n, on note cl(&) I'unique élément de M, qui lui est isomorphe.

(5.6.2) On peut définir sur I'ensemble MM, (X) une loi de composi-
tion en faisant correspondre a deux éléments &, ¥’ de M, (X) 1'élément
(L ® ZL"); il est clair que cette loi est associative et commutative et
a pour €lément neutre cl(Cx); en outre il résulte de (54.3) que pour
tout £ eM, (X), cl(Z 1) est inverse de £ pour cette loi. On a donc
ainsi défini sur M, (X) une structure de groupe commutatif; muni de
cette loi, IM,(X) est appelé le groupe de Picard de I'espace annelé X
et noté Pic(X).

(5.6.3) Nous allons maintenant définir un isomorphisme canonique
de groupes

(56.3.1) ox: HY(X, @) ~ Pic(X).

Notons pour celd (5.4.2) que pour tout ouvert U < X, le groupe multi-
plicatif des sections I'(U, @) s’identifie canoniquement au groupe des
automorphismes du G-Module Oy, l'identification faisant correspondre
a une section & de ¢ au-dessus de U Pautomorphisme u de 0 tel que
u(s,)=¢,s, pour tout xeU et tout s,e Ox . Soit alors U=(U,) un
recouvrement ouvert de X; la donnée, pour tout couple d’indices (A, ),
d’'un automorphisme 6, de O|(U,,nU,), revient a se donner une
1-cochaine du recouvrement U, & valeurs dans O, et dire que les 05
vérifient la condition de recollement (3.3.1) signifie que la cochaine
correspondante est un cocycle. De méme, la donnée, pour tout A, d’un
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automorphisme o, de Oy, revient 4 la donnée d’une O-cochaine du recou-
vrement 1, 4 valeurs dans 0%, et le cobord de cette cochalne correspond
a la famille des automorphlsmes (@,|(U,nTU,) )o(mpl(Ume )" 1. Faisons
alors correspondre a tout 1-cocycle (0,,) de U a valeurs dans 0%,
lélément cl(&) de Pic(X), ou &£ est le O4-Module localement libre
de rang 1 obtenu par recollement a partir de 2 et de la famille 6=(6,);
a deux cocycles cohomologues correspond le méme élément de
Pic(X) (3.3.2), de sorte que l'on a défini ainsi une application
@y H' (W, 0F)—~Pic(X). En outre, si B est un second recouvrement
ouvert de X, plus fin que U, le diagramme

H'(QLL0%)

Pic(X)

HY(B, 0%)

ou la fléche verticale est 'homomorphisme canonique (G,II, 5.7), est
commutatif, comme il résulte de (3.3.3). Par passage a la limite induc-
tive, on obtient donc bien une application @y : H*(X, 0%)— Pic(X), le
groupe de cohomologie de Cech H(X,(#) s’identifiant canonique-
ment, comme on sait, au premier groupe de cohomologie H(X,®¥)
(G, 11, 5.9, cor. du th.59.1). L’application @y est surjective, comme il
résulte de (5.6.1); elle est aussi injective, car il suffit de le montrer pour
les applications @y, et cela résulte de la définition de H'(U, ) et des
remarques faites plus haut. Il reste & voir que chacune des @y est un
homomorphisme de groupes. Or, soient &, ¥’ deux Ox-Modules locale-
ment libres de rang 1 tels que, pour tout A, £|U, et £’|U, soient iso-
morphes a ¢ ; il y a donc pour chaque indice A un élément g, (resp. @)
de T'(U,, &) (resp. I'(U,,£") tel que les éléments de I'(U,,¥) (resp.
de I'(U,, &) soient les s,-a, (resp. s,-a;), ol s, parcourt I'(U,,0).
Les cocycles correspondants (g,,), (€;,) sont tels que la relation s, - a;
=s,-a, (resp. s,-ay=s,-a,) au-dessus de U,nU, soit équivalente a
5.=8,,85, (resp. 5,=¢,,s,) au-dessus de U,nU,. Comme les sections
de Z®Z" au-dessus de U, sont les sommes finies des s, s, (a0, ®a;)
ou s, et 5; parcourent I'(U,,0), il est clair que le cocycle (g,,&;,) cor-
respond & L ®Y’, ce qui achéve la démonstration (pour une forme
générale de ce résultat, voir [4]).

(5.6.4) Soit u=(Y,m):X'—>X un morphisme d’espaces annelés; si
%, &, sont deux Ox-Modules localement libres de rang 1 et isomorphes,
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les Ox-Modules u*(%) et u*(%) (54.5) sont isomorphes; d’autre
part, pour deux COy-Modules quelconques # %, on a u*(FQ®Y)
=u*(F) ® u*(%) a isomorphisme canonique prés (4.3.3); on en conclut
que le morphisme u définit canoniquement un homomorphisme de
groupes commutatifs

Pic(w): Pic(X) - Pic(X').
D’autre part, on a un homomorphisme canonique (T, 3.2.2)
H!(w): H (X, 08) - H' (X, 0%)

correspondant a la restriction & ¢ de ’homomorphisme © : O =V, (Ox).
Montrons que le diagramme

H'(X,q) - H'(X,0%)

ox ll ll ox

Pic(X) —s— Pic(X)

est commutatif. En effet, si & provient d’un cocycle (g,,) d’un recou-
vrement ouvert (U,) de X, il suffit de prouver que u*(%#) provient d’'un
cocycle dont la classe de cohomologie est Iimage par H'(u) de celle
de (g;,). Mais si 8,, est Pautomorphisme de ¢x|(U,~U,) correspondant
i g, il est clair que u*(¥) s'obtient par recollement des Uy |y~ ' (U,)
au moyen des automorphismes u*(6,,), et il suffit donc de vérifier que
ces derniers correspondent au cocycle (0*(,,)); mais cela résulte
aussitot des définitions en identifiant €,, 4 son image canonique par
Poy (3.7.1), section de ¥~ '(0y) au-dessus de ¥~ (U, nU,).

5.7. Morphismes plats d’espaces annelés

(5.7.1) Soit f:X—Y un morphisme d’espaces annelés, et soit
F un @yx-Module. On dit que & est f-plat (ou Y-plat lorsque aucune
confusion n’est & craindre sur f) en un point xeX si &, est un O,y
module plat; on dit que & est f-plat au-dessus de yeY si & est f-plat en
tous les points xef ~'(y); on dit que & est f-plat si & est f~plat en tous
les points de X. On dit que le morphisme fest plat en xeX (resp. plat
au-dessus de yeY, resp. plat) si Oy est f-plat en x (resp. f~plat au-dessus de
y, resp. f~plat). Si fest un morphisme plat, on dit encore que X est plat sur
Y, ou Y-plat,

(5.7.2) Avec les notations de (5.7.1), si & est f-plat en x, pour tout
voisinage ouvert U de y=f(x), le foncteur ¥~ (f*(%) ®,, F), est
exact dans la catégorie des (0|U)-Modules; en effet, cette fibre s’identifie
canoniquement & ¥,®,, %, et notre assertion résulte de la définition.
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En particulier, si f'est un morphisme plat, le foncteur f* est exact dans la
catégorie des Oy-Modules.

(5.7.3) Inversement, supposons le faisceau d’anneaux Oy cohérent,
et supposons que pour tout voisinage ouvert U de y, le foncteur
(f*@) ®ox F), soit exact en ¢ dans la catégorie des (Uy|U)-Modules
cohérents. Alors & est f-plat en x. En effet, il suffit de prouver que pour
toutidéal de type fini J de ¢,, ’homomorphisme canonique J®, F— %,
est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. 1, § 2, n° 3, Remarque 1). Or,
on sait (5.3.12) qu’il existe alors un voisinage ouvert U de y et un Idéal
cohérent # de Oy|U tel que #,=3, d’ou la conclusion.

(5.7.4) Les résultats sur les modules plats se transcrivent aussitot en
propositions sur les faisceaux f-plats en un point:

Si 0»F »F->F "0 est une suite exacte de Ox-Modules et si
F" est f-plat au point xeX, alors, pour tout voisinage ouvert U de
y=f(x) et tout (Oy|U)-Module %, la suite

0= (f*&) Qox F)x = ([*@) Qs F)x = (/&) B F")x — 0

est exacte. Pour que & soit f-plat en x, il faut et il suffit alors que #' le
soit. On a des €énoncés analogues pour les notions correspondantes de
O-Module f-plat au-dessus de yeY, ou de ¢-Module f-plat.

(5.7.5) Soient f:X-Y, g:Y—>Z deux morphismes d’espaces
annelés; soient xeX, y=f(x), # un Oy-Module. Si & est f-plat au point
x et si le morphisme g est plat au point y, alors & est (gof)-plat en x
(Bourbaki, Alg. comm.,chap.1,§ 2,n°7, cor. 3 de la prop. 8). En particulier,
sifet g sont des morphismes plats, gof est plat.

(5.7.6) Soient X, Y deux espaces annelés, f: XY un morphisme
plat. Alors 'homomorphisme canonique de bifoncteurs (4.4.6)

(5.7.6.1) f*(Home (F,9)) — Homy, (f*(F), f*(@))

est un isomorphisme lorsque % admet une présentation finie (5.2.5).

En effet, la question étant locale, on peut supposer qu’il existe une
suite exacte Of — 0 - F — 0. Or, les deux membres de (5.7.6.1) sont
des foncteurs exacts 4 gauche en & en vertu de ’hypothése sur f; on est
alors ramené a démontrer la proposition lorsque # = Oy, cas ou elle
est triviale.

(5.7.7) On dit qu’'un morphisme f:X—Y d’espaces annelés est
fidélement plat si f est surjectif et si, pour tout xeX, O, est un Oy,
module fidélement plat. Lorsque X et Y sont des espaces localement
annelés (4.19) et f un morphisme d’espaces localement annelés (4.1.12),
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il revient au méme de dire que f est surjectif et plat (6.6.1). Lorsque f est
fidélement plat, f* est un foncteur exact et fidéle dans la catégorie des
Oy-Modules (Bourbaki, Alg. comm., chap. 1, § 3, n°2, prop. 2), et pour
qu'un Oy-Module 4 soit Y-plat, il faut et il suffit que f*(%) le soit (loc. cit,,
n°3, prop. 6).

§ 6. Compléments d’algebre commutative

6.1. Limites inductives d’anneaux

Dans toute cette section, (A,,@g,) désigne un systéme inductif
d’anneaux dont 'ensemble d’indices I est préordonné filtrant a droite; on
pose A=1_i_q)1Am et on désigne par ¢, ’homomorphisme canonique
A,—A.

Proposition (6.1.1) Pour que A=0, il faut et il suffit qu’il existe un
indice y tel que A,=0, et Pon a alors Ag=0 pour tout B=v.

En effet, pour tout acl, 'homomorphisme @, transforme I'élément
unité de A, en celui de A; dire que A=0 signifie que ¢,(1)=0 ouencore
¢,(1)=0,(0). Mais celad équivaut a dire quil existe un y=a tel que
0yo(1)=0,,(0); or cette derniére relation équivaut & A,=0, d’ou la
proposition.

Proposition (6.1.2) (i) Pour tout indice o, soit o, un idéal de A, tel que,
pour B=a, on ait @g,la,) < ag, de sorte que les a, forment un systéme
inductif densembles pour les restrictions des @g,. Alors a=lima, s’iden-
tifie canoniquement d un idéal de A, et Aja d l_i_q)l(Aa/aa). Si de plus on a
a, =g, (ag) pour B>a, alors a, =, '(a) pour tout a.

(i) Inversement, pour tout idéal a de A, si l'on pose a,=o; '(a) pour
tout o, les a, forment un systéme inductif tel que a=1_i_111aa.

Comme A est réunion des @,(A,), il est clair que (ii) est un cas particu-
lier de (i). Dans (i), le fait que a s’identifie canoniquement a un idéal de A,
et Aja a llm(Aa/a) provient de l'exactitude du foncteur 11m dans la
catégorie des modules (Bourbaki, Alg., chap. II, 3°éd,, § 6, n 6 prop. 8).
Pour prouver la derniére assertion, notons que a est réunion de la famille
croissante des @,(a,); si x,cA, est tel que @, (x,)€qa, il existe P=a tel
que ©4(x,) = @p(xp) pour un xgeag, donc @g(Pg,(x,)=@p(xs); mais
cela entraine l'existence d’'un y>B tel que @,5(Pp,(x,))=0,5(xy), donc
9(x,)ea,; sil’on suppose que a,= ., (a,), on en conclut que x.Ea,.
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Corollaire (6.1.3) Si R, est le nilradical de A, le nilradical | de A
S'identifie d l_i_q)l‘ﬁa, et AL g=A/N a l_i_lll(Aa),ed. En particulier, si les A,
sont réduits, il en est de méme de A.

Il est clair en effet que @, (M) = Ry pour a <P, et que l_i_r_)nifta est un
nilidéal de A, donc contenu dans 9. Inversement, si xeM, ona x"=0
pour un entier k; on peut écrire x=@,(x,) pour un o et un x,cA,;la
relation @,(x")=0 entraine I’existence d’'un B>« tel que (pBa(xZ)=0, ou
encore x'[§=0 en posant Xxz=@;,(X,); par suite x;edy, et comme
x=@p(xp), cela achéve de prouver le corollaire.

Proposition (6.1.4) Supposons que chacun des A, soit un anneau
local d’idéal maximal m,, et que les @, soient des homomorphismes locaux ;
soit ky=A /m, le corps résiduel de A,. Alors A est un anneau local dont
m=li_q)1 m, est lidéal maximal et k=1_i_111 k, le corps résiduel; en outre, si
mpy=m,A; pour a <P, on a m=m,A pour tout a.

Pour prouver la premiére assertion, il suffit de montrer que tout
x¢m est inversible dans A; mais il existe aet un x, €A, tels que x=@,(x,),
et comme m,=@g' (my) pour P>o, il résulte de (6.1.2, (i)) que I'hy-
pothése x¢m entraine x,¢m,; donc x, est inversible dans A, et par
suite x I'est dans A. L’hypothése my;=m,A; signifie que I'application
canonique m, ®,,Ag—> m;, est surjective; la relation m=m,A résulte
alors de I'exactidude du foncteur l_i_Ill et du fait qu’il commute au produit
tensoriel (Bourbaki, Alg., chap. 11, 3% éd.,§ 6,n°6, prop. 8 et n°7, prop. 12).

Proposition (6.1.5) Pour tout indice o, soit S, une partie multiplicative
de A,, et supposons que pour a.<P, on ait @u,(S,) = Sy, de sorte que les
Sy forment un systéme inductif d’ensembles pour les restrictions des @g,,
et que S=1_i_111 S, est une partie multiplicative de A, telle que ¢,(S,) <= S
pour tout o. Pour a. <P, soit pg,: Sy ' A,— Sy ' Ay Punique homomorphis-
me rendant commutatif le diagramme

Am_.__"’f‘_m_.._,AB

]

St A —— S5 Ay

(Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 2, n°1, prop. 2); alors (S; 1Am,p[m)
est un systéme inductif d’anneaux; posons A'=1_i_111(S; YA, et soit p,:
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S; ' A,— A’ Tapplication canonique. D’autre part, soit Y,: Sq ' A,—>S™'A
Punique homomorphisme rendant commutatif le diagramme

A, —=— A

Ao

-1 A T S ! A
Alors () est un systéme inductif d’homomorphismes; soit Y: A’—S™'A
sa limite. Alors \y est un isomorphisme.

11 est immédiat par construction que W est surjectif. D’autre part, soit
Pula/s)EA tel que V(p,(a./s,))=0, autrement dit V,(a,/s,)=0, ou
encore ©,(a,)/@.(s)=0 dans S™!'A. Cela équivaut a dire qu’il existe
teS tel que ¢ @,(a,)=0; mais il y a un B> et un t,eS; tels que t=@;(tp),
et comme @,(a,)=(ay) avec ay=@p,(a,), on a @g(tzas)=0. Cela
entraine 'existence d’un y =P tel que, si I'on pose t,=@.;4(tp), a,=0p(ap)
=@(a,), on ait t,a,=0. On en conclut que, pour s,=@(s,), on a
Pul@o/S) = pylay/s,) = py(t,a,/t,s)=0, ce qui achéve la démonstration.

Proposition (6.1.6) (i) Pour tout indice o, soit p, un idéal premier
de A, tel que, pour a<P, on ait @g,(p.) = py. Alors p=limp, est un
idéal premier de A. En particulier, si les A, sont intégres, il en est de méme
de A.

(ii) Si de plus on a p,=@g,' (py) pour a<P, alors A, s'identifie ca-
noniquement d l_i_q)l(Aa)pu.

(iii) Si A est un anneau local, m son idéal maximal, et si les homomor-
phismes @, sont injectifs, alors, en posant p,=0; '(m), on a A=1_i_q)1(A<,t)‘,‘z
et les homomorphismes (A,),, = A=A sont injectifs.

Les deux assertions de (i) sont en fait équivalentes puisque A/p
=1_i_q)1(Aa/pa). Supposons donc tous les A, intégres, et soient x,y deux
¢léments de A tels que xy=0. Il existe par suite un indice o tel que
x=0,(x,), y=0,,) pour x,,y, dans A,, et @,(x,y,)=0; cela entraine
Iexistence d’un indice B> a tel que, si I'on pose x=Qpy(Xy)s Y5 = PpolVa)s
on ait x,y;=0; comme A; est intégre, on a x;=0 ou y;=0, et puisque
x=@g(xp), y=0p(yp), cela prouve que A est intégre.

Pour prouver (ii), il suffit d’observer que les S,=A,—p, forment
alors un systéme inductif de parties multiplicatives des A,, dont la
limite inductive est S=A —p. 1l suffit alors d’appliquer (6.1.5).

La premitre assertion de (iii) résulte de (ii), puisque A,,=A. En
outre, les éléments de A,—p, sont inversibles dans A, donc (en con-
sidérant A comme un A,-module) on a aussi A, =A, et le fait que
(A, —+Aw soit injectif résulte par platitude de ce que o, est injectif.
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6.2. Identification du module M, a une limite inductive

(6.2.1) Soient A un anneau, M un A-module, f un élément de A.
Considérons une suite (M,) de A-modules, tous identiques & M, et pour
tout couple d’entiers m<n soit @,,: M, - M, T'homomorphisme
z=f"""z; il est immédiat que ((M,),(®,,) est un systéme inductif de
A-modules; soit N_llmM sa limite mductlve Nous allons définir un
A-isomorphisme canomque fonctoriel 0: NxM s Pour cela, re-
marquons que pour tout n, 6,:z+>z/f" est un A-homomorphisme de
M,=M dans M, et il est 1mméd1at que 8,09,,=0,, pour m<n, autre-
ment dit (0,) est un systéme inductif d’homomorphlsmes Prenons pour
0 la limite inductive de ce systéme, de sorte que si ¢,: M, N est
I’homomorphisme canonique, on a 8,=00¢, pour tout n. Comme par
définition tout élément de M est de la forme z/f™ pour un n au moins,
0 est surjectif. D’autre part, si 0(9,(2))=0, autrement dit z/f"=0, il
existe un entier k>0 tel que f*z=0, donc @, .(2)=0, ce qui entraine
©,(2)=0. On peut donc identifier M, et limM, au moyen de 6.

(6.2.2) Ecrivons maintenant M, ,, ¢f, et ¢} au lieu de M,, @,
et @,. Soit g un second élément de A. Comme f" divise f"¢", on a un
homomorphisme fonctoriel

Pro, s My My,

(Bourbaki, Alg. comm., chap.1l, § 2, n°3, prop.8). Si on identifie
canoniquement M, et M, a l_i_IT_l)Mf,,, et l_i_IT_l)Mfg,,, respectivement,

Psq,s S'identifie & la limite inductive des applications pj, ,: M, ,— M/, ,
définies par pj, (2)=g"z. En effet, cela résulte immédiatement de la
commutativité du diagramme

f7a,
Mj, == Mg,

oh l l ol

M, ——M,,
Prg,r

6.3. Propriétés de finitude

(6.3.1) Nous ne reviendrons pas sur la définition d’un A-module
de type fini ou de présentation finie (cf. Bourbaki, Alg. comm., chap.1,§ 2,
n°8). Rappelons que tout module de présentation finie est de type fini,
que tout module projectif de type fini est de présentation finie et que si A
est noethérien, tout A-module de type fini est de présentation finie (loc. cit.,
lemme 8). Un module plat de présentation finie est projectif (Bourbaki,
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Alg. comm., chap. 11, § 5, n°2, cor. 2 du th, 1); par contre un module plat
de type fini n’est pas nécessairement projectif (ni par suite de présen-
tation finie) (Bourbaki, Alg. comm., chap. 1, § 2, exerc. 18).

Proposition (6.3.1.1) Si 0—M —>M-—2>M"—0 est une
suite exacte de A-modules et si M’ et M” sont de type fini (resp. de présen-
tation finie), alors M est de type fini (resp. de présentation finie).

On a en effet deux homomorphismes surjectifs ¢ :L'->M’ et
g :L'-»M", ou L' et L” sont des A-modules libres de type fini. On en
déduit un homomorphisme g:L'@L"—»M tel que le diagramme

0 » L' — '@l —— L > 0
(6.3.1.2) g'l al | lw
0 » M ——— M M » 0
r

(o0 u et v sont les homomorphismes canoniques) soit commutatif: en
effet, puisque L” est libre, il existe un homomorphisme A”: L" —» M tel
que poh”=g"; on prend alors g(x'+x")=/f(g (x"))+H'(x") et la commu-
tativité de (6.3.1.2) est immédiate. Comme les lignes de ce diagramme sont
exactes, on en déduit une suite exacte (Bourbaki, Alg. comm., chap. 1,
§ 1, n°4, prop. 2)

Ker(g') - Ker(g) - Ker(g”) — Coker(g') — Coker(g) — Coker(g")

et comme Coker(g')=Coker(g”)=0, onen déduit déja Coker(g)=0, ce
qui prouve que M est de type fini. Si de plus M’ et M” sont de présen-
tation finie, Ker(g) et Ker(g”) sont de type fini, et la suite exacte
précédente montre (puisque Coker(g)=0) que Ker(g) est aussi de
type fini, donc M de présentation finie.

Proposition (6.3.1.3) Soient M,N deux A-modules.

(i) Pour que M@N soit de présentation finie, il faut et il suffit que
M et N le soient.

(i) SiM et N sont de présentation finie, il en est de méme de M @, N.

(iii) SiM est un A-module projectif de type fini et si N est de présentation
finie, Hom,(M,N) est de présentation. finie.

(i) La suffisance de la condition est un cas particulier (trivial)
de (6.3.1.1). Inversement, sl y a un homomorphisme surjectif
u:A">M@®N dont le noyau R est de type fini, et si p: MON->M est
la projection canonique, le noyau de pou:A™—sM est u~'(N). Or il est
clair que N est de type fini, et u™'(N) est engendré par R et par un en-
semble fini dont les images par u forment un systéme générateur de N,
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donc u™'(N) est de type fini et par suite M est de présentation finie.

@ Si MxA"R et Nx~A"S, M®,N est isomorphe a
A™(Im(A™ ® S)+Im(R ® A™). Si chacun des modules R, S est de type
fini, il en est de méme de Im(A"® S)+-ImR ® A", d’ou la conclusion.

(iii) L’hypothése entraine I'existence d’un A-module P tel que
M @ P soit isomorphe a A"; on en déduit que Hom,(M, N) @ Hom,(P,N)
est isomorphe & Hom, (A", N)=N", donc est de présentation finie; la
conclusion résulte alors de (i).

On a enfin la proposition suivante:

Proposition (6.3.1.4) Tout A-module est isomorphe d une limite
inductive filtrante de A-modules de présentation finie.

Soit M un A-module. Pour toute partie finie L de M, con51dérons
le A-module AY, et si LcL sont deux parties finies de M, soit
ug. : A= A" Tinjection qui, pour toute application f de L dans A,
est telle que ug (f) soit le prolongement de f par 0 aux éléments de
L'—L; soit d’autre part u,:A*—>M I’homomorphisme de A-modules
transformant en un élément mel Iélément de la base canonique de
A' d’indice m. Soit P, le noyau Ker(u;); considérons Iensemble des
couples a=(L,Ry), ol L parcourt 'ensemble des parties finies de M
et, pour chaque L, R, parcourt I’ensemble des parties finies de P;. Il
est clair que I'on a uy. ((P) =P, pour L=L"; nous ordonnerons
I'ensemble des couples (L,R;) en posant (L,LR)<(L,R;) si Ll
et si u (Ry) = Ry. Ilestimmédiat que I'on a ainsi défini une relation
d’ordre; en outre cette relation est filtrante, car si (L,Ry) et (L',Ry)
sont quelconques, on considére L"=L UL’ et Ry~ réunion des images
u- 1 (Ry) et u-(Ry); (L”,Ri-) est un majorant de (L,R,) et de
(L,Ry). Pour tout couple a=(L,R;), soit alors N(R;) < Py le sous-
module engendré par Ry dans A"; le A-module M,=A"/N(R,) est de
présentation finie; pour a<f=(L",Ry), ona u.,(N(Ry)<=N(RL), et
on note vy, 'homomorphisme M,—M; obtenu a partir de u, -, par
passage aux quotients. Il est immédiat que (M,,v;,) est un systéme in-
ductif de A-modules; montrons que sa limite inductive M’ est isomorphe
a M. Notons v,: M,~M’ 'homomorphisme canonique, et soit d’autre
part w,:M,—»M T'homomorphisme déduit de u, par passage au
quotient; les w, forment un systéme inductif, de limite w:M'—>M,
et il s’agit de prouver que w est bijectif. En vertu des définitions, il est
clair que w est surjectif. Supposons que w(x)=0 pour un x'eM’;
alors il existe un a=(L,R;) et un x,eM, tels que x'=u,(x,) et
wy(x,)=0; donc x, est image canonique d’un élément y,eP;; si Ry
est réunion de Ry et de {y.} et si B=(L,R}), on a donc vg,(x,)=0
et par suite x'=0. CQFD.
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Proposition (6.3.2) Soient A, un anneau, (A,),o un systéme inductif
de Ag-algébres, A=1_il_n_)Ax; soient My, Ny deux Ag-modules, et posons

M;~=M0 ®A0AM N;~=N0 ®A0A},7 M=M0 ®A0A=1_i_IT_1)M,~, N=N0 ®A0A
=1_i_n_1)Nx. Si M, est un Ag-module de type fini (resp. de présentation

finie), Phomomorphisme canonique
(6.3.2.1) l_i_n_l)HomAl(Ml,Nx)e Hom,(M,N)

est injectif (resp. bijectif).

L’homomorphisme (6.3.2.1) est défini de la fagon suivante: puisque,
pour A<p,ona M,=M, ®,,A,, N, =N, ®,,A,, on a une application
canonique u,, : Hom,,(M,, N;)—»Hom, (M,,N,) (Bourbaki, Aly.,
chap. II, 3° éd., §5, n° 3), et ces applications définissent un systéme
inductif de A;-modules (Hom, (M;,N;),u,,); d’autre part, on a de
méme des applications canoniques v, : Hom, (M;,N;)—»Hom, (M,N),
qui forment un systéme inductif d’applications; I’homomorphisme
(6.3.2.1) est la limite inductive de ce systéme d’applications.

Pour démontrer la proposition, remarquons (Bourbaki, loc. cit.,
n°1) que l'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

Hom, (M,,N;) % Hom, (M,,N,), Hom, (M, N) 2 Hom, (Mg, N)

si bien que 'homomorphisme (6.3.2.1) n’est autre, & des isomorphismes
canoniques prés, que ’homomorphisme canonique

6.3.2.2) 1_1_n_1)H0mA0(MO,Nk) —+H0mA0(M0,1_1_n_1) N,)

qui, a tout systtme inductif d’homomorphismes de A,-modules
0,: M,— N,, fait correspondre sa limite inductive.

Or, si M, est de type fini (resp. de présentation finie), on a une suite
exacte AT—Mq—0 (resp. A§—AT—->M,—0); comme il est clair que
(6.3.2.2) est bijectif lorsque M, est de la forme A4, il suffit d’utiliser
I'exactitude 4 gauche du foncteur M,—Hom,,(M,,P) et I'exactitude
du foncteur 1_1_111) (dans la catégorie des A,-modules) pour conclure.

Proposition (6.3.3) Soient (A, un systéme inductif d’anneaux,
A=1_i_n_1)Aa. Pour tout A-module de présentation finie M, il existe un
indice o et un A,-module de présentation finie M, tel que M soit i30-
morphe d M, ®, A.

En effet, on peut supposer que M =A"/P, ou P est un sous-A-module
de type fini de A”. Comme A’=1_i_n_1)(A;) et que P est de type fini, il

existe un o et un sous-A,-module de type fini P, de A} tel que P soit
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Iimage canonique de P,®, A; lexactitude a droite du produit
tensoriel montre donc que M est isomorphe a (A}/P,) ®,,A.

(6.3.4) Nous ne reviendrons pas sur la définition d’une A-algébre
de type fini (resp. finie) (Bourbaki, Alg. comm., chap.IIl, §1, n°1 et
chap. V, § 1, n°1). Rappelons que si B est une A-algébre de type fini
(resp. finie), A’ une A-algébre, alors B'=B®,A’ est une A'’-algébre de
type fini (resp. finie). Si B est une A-algébre de type fini (resp. finie)
et C une B-algébre de type fini (resp. finie), alors C est une A-algébre
de type fini (resp. finie). Lorsque A est un corps et B un surcorps de A, on
évitera de confondre la notion d’extension de type fini du corps A et de
A-algébre de type fini: le corps des fractions rationnelles A(X) est
engendré par I'unique élément X en tant qu'extension de A, mais n’est
pas une A-algébre de type fini.

(6.3.5) On peut encore dire qu'une A-algébre de type fini est une
algébre isomorphe a une algébre quotient A[T,,...,T,]/a d’une algébre
de polyndmes. On dit qu'une A-algébre B est de présentation finie si
elle est isomorphe 4 un tel quotient ol en outre I'idéal a est de type
fini. Pour toute A-algébre A’, B'=B®,A’ est alors une A’-alg¢bre de
présentation finie, étant isomorphe au quotient de A'[T,,...,T,] par
I'image canonique dans cet anneau de a®,A’, quiest un A'[T,,...,T,]-
module de type fini.

Si B est une A-algébre de présentation finie, et C une B-algebre
de présentation finie, alors C est une A-algébre de présentation finie.
En effet, on peut supposer que B=A[S,,...,S,]/a et C=B[T,,...,T,]/b,
ol a(resp. b) est un idéal de type fini de A[S,,...,S,,] (resp. B(T;,..., T,]);
d’aprés ce qui précéde, I'anneau B[T,,...,T,]=B®,A[T;,...,T,] est
isomorphe & A[S,,...,S,,Ty,...,T,]/a’, ol a’ est un idéal de type fini;
l'idéal b de B[T,,...,T,] est donc de la forme b’/a’, ot b’ est un idéal
de A[S,,...,S,,Ty,...,T,]; comme a’ et b’/a’ sont des modules de type
fini sur A[S,....,S,,Ty,...,T,], il en est de méme de b, d’ol notre
assertion.

Lorsque A est un anneau noethérien, ilen est de méme de A[T,,...,T,]
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II1, § 2, n° 10, cor. 2 du th. 2), donc toute
A-algebre de type fini est alors de présentation finie. Au contraire, si
A n’est pas noethérien, il y a des idéaux a de A non de type fini, et A/a
est une A-algébre finie dont on peut montrer qu'elle n’est pas de
présentation finie (cf. I, 6.2.7). Toutefois, on a la proposition suivante:

Proposition (6.3.6) Si B est une A-algébre finie, il existe un homo-
morphisme surjectif de A-algébres u:B'—B, ou B’ est une A-algébre
finie et de présentation finie qui est un A-module libre.
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En effet, il y a un systéme générateur fini (a;), <;<,, d¢ la A-algébre B,
tel que chacun des a; vérifie une relation Fj(a,)=0, ou F;eA[T] est
un polyndme unitaire de degré >0; la A-algebre quotient B;=A[T]/(F)

est donc libre de rang fini sur A; soit ¢; la classe de T dans Bj. Il existe
un homomorphisme de A-algébres u;: Bi—B tel que uc;)=a; (1<i<m);
on prend alors pour B’ le produit tensoriel Bi®,B,® -~ ®,B,, ¢t
pour u:B'->B T'homomorphisme u,®@u,® '-®u,, qui est surjectif
par construction. En outre, si B"=A[T,,...,T,], B” s’identific au
produit tensoriel A[T,|®A[T,]® -®A[T,] et B’ au produit tensoriel
(A[T,AF(T)))® - ®(A[T,]/(F,.(T,)), donc au quotient B"/b", o1 b”
est 'idéal engendré par les polyndmes F;(T,) (1<i<m); ceci prouve que
B’ est une A-algébre de présentation finie.

Corollaire (6.3.7) Soit B une A-algébre finie qui est un A-module
de présentation finie. Alors B est une A-algébre de présentation finie.

En effet, avec les notations de (6.3.6), le noyau a de u:B'—B est
un A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap.1, §2, n°8§,
lemme 9) et a fortiori un idéal de type fini de B': par suite B’ est une
B-algébre de présentation finie, et comme B’ est une A-algébre de
présentation finie, B est une A-algébre de présentation finie (6.3.5)
(pour une réciproque, voir (I, 6.2.10)).

Proposition (6.3.8) Soient A un anneau, B une A—alge‘bre Alors B
est A-isomorphe d une limite inductive filtrante 11m B,, ou les B, sont
des A- algebres de présentation finie.

On raisonne comme dans (6.3.1.4). Pour toute partie finie L de B,
on considére 'algébre C =A[(T,)ner]; si L =L’ sont deux parties
finies de B, soit u;.;:Cy —C,. linjection canonique qui & tout T,
pour mel fait correspondre le méme élément; soit dautre part
uy: CL—B T'homomorphisme de A-algébres transformant en mel
chaque élément T,,. On considére 'idéal P, =Ker(y,), et I'ensemble
des couples a=(L,R;) o, pour chaque L, R, parcourt I'ensemble des
parties finies de P,. On ordonne I’ensemble de ces couples comme
dans (6.3.14), compte tenu de ce que uy ((P)<=P,. pour LcL’;
puis, pour tout a=(L,R;), on note N(R,) I'idéal de C, engendré par
Ry, de sorte que B,=C,/N(R;) est une A-algébre de présentation finie.
Pour a<f=(L,Ry), on a encore u; (N(Rp) < N(Ry), et on note
g, ’homomorphisme B,—B; de A-algébres obtenu a partir de uy.
par passage aux quotients. La fin du raisonnement est la méme que
dans (6.3.1.4).

Proposition (6.3.9) Soient A un anneau, B une A-algébre entiére.
Alors B est A-isomorphe d une limite inductive filtrante 11m B,, ot les
B, sont des A-algébres finies et de présentation finie.
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On raisonne encore de la méme maniére, en associant ici a tout
élément meB un polyndme F,eA[T] unitaire de degré >0 et tel
que F,m)=0. On considére ici pour toute partic finic L de B la
A-algébre finie &) (A[T,)/(Fn(T,). et on définit u;.; et u, comme

meL

dans (6.3.8), ainsi que les Py, Ry, N(Ry) et la relation d’ordre entre les
couples a=(L,Ry); comme C; est une A-algébre finie, B,=C,/N(R,)
est cette fois une A-algébre finie et de présentation finie. Le raisonne-
ment se termine encore comme dans (6.3.1.4).

Proposition (6.3.10) Soient A, un anneau, (A;),.. un systéme in-
ductif filtrant de A ,-algébres, A = l_i_n_l)Ak; soient Bq, C, deux A j-algébres

et posons B, =B @ A;, C=Ci®aA;, B=B;®, A= lim B;,
C=C,®s,A= 1_1_n_1) C,. Si B, est une Ay-algébre de type fini (resp. de
présentation finie), lapplication canonique

(6.3.10.1) lim Fomy, g (By, Cy) > Hom, 4 (B, C)

est injective (resp. bijective).

L’application (6.3.10.1) se définit comme dans (6.3.2) a4 l'aide des
applications canoniques Homy ,4(B;,C))—>Hom, ,,(B,,C,) pour
A<p et Homy, ,y(B;,C;)— Homy,, (B,C) (Bourbaki, Alg. chap. III,
3¢¢éd., §1, n° 5). On sait (Bourbaki, loc. cit., n°5) que l'on a des
bijections canoniques fonctorielles

Hom, _,;4(B;,C,) 5 Homy (B, Cy),
HomA-alg (B: C) = Hoon-alg (BO: C)

si bien que (6.3.10) est conséquence de la proposition plus précise
suivante:

Proposition (6.3.11) (i) Soient A un anneau, B une A-algébre de type
fini. Alors, pour tout systéme inductif filtrant (C,) de A-algébres, lapplica-
tion canonique

(63.11.1) lim Homy (B, C;) > Homy g (B, lim C;)

qui, a tout systéme inductif d’homomorphismes, fait correspondre sa limite
inductive, est une application injective.

(i) Afin que pour tout systéme inductif filtrant (C,) de A-algébres,
Papplication (6.3.11.1) soit bijective, il faut et il suffit que B soit une
A-algébre de présentation finie.

(i) Soit (t); <;<, UN systéme générateur de la A-algébre B; montrons
que, si (8;), (6;) sont deux systémes inductifs d’homomorphismes B-C,
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tels que l_ix_n_)G;L=1_i_n_1)6;{, il existe p tel que 0,=6;. En effet, soient
Q0 C,—C, (pour A<p) et @, C;L—+C=1_i_n_1)C;L les homomorphismes

canoniques du systéme inductif (C,); par hypothése, pour chaque

indice i, il existe un indice A, tel que @, (6;,(¢,)=®;,(6;,(¢)), et 'on peut

supposer tous les A; égaux a un méme A; il en résulte 'existence d’'un

p=) tel que @,(0(t))=0,,(0;(t)) pour 1<i<n, cest-a-dire O,(t)
=04(t) pour 1<i<n, d’ou 6,=0;.

(ii) Montrons d’abord que la condition est suffisante; supposons
donc que B=A[T;,...,T,]/3, ou J est un idéal de type fini; notons ¢;
la classe de T; mod3J et soit (P)); <<, un systéme générateur de J.
Supposons donné un homomorphisme de A-algébres 6 : B—C, et posons
¢;=0(t;); on a donc par définition Pycy,c,,..., ) =0(Pi(t;,t5,...1,))=0
pour 1<j<m. Or il existe un X et des éléments X,,...,x, dans C, tels
que ¢;= @, (x;) pour 1 <i<n; on adonc @,(P;(x,....x))=Pj(cs,...,c) =0,
et par suite il existe p =X tel que @, (Pi(X1s..., X)) =P(0,0.(X1)s -, 9,0 (%)
=0 pour 1<;j<m; on en conclut qu’il existe un homomorphisme de
A-algebres 6,:B—C, tel que 6,(t)=0,,(x;) pour 1<i<n. On en
déduit pour tout v=p un homomorphisme de A-algebres 6,=¢,,00,
de B dans C,, et il est clair que 0 =1_i_n_1)6v.

Prouvons enfin que la condition est nécessaire. Prenons d’abord
pour (C,) le systéme inductif filtrant des sous-A-algébres de type fini
de B, de sorte que l_i_IT_l)Ck=B. Le fait que (6.3.11.1) soit bijective entraine

en particulier que ’application identique 1y se factorise en B-—C,—B
pour un A assez grand, ce qui entraine C,=B, donc B est une A-algébre
de type fini. Posons donc B=C/J, oo C=A[T,,....T,] et J est un,
idéal de C. Alors J est limite inductive filtrante du systéme inductif
des idéaux de type fini J, =J de C; posant C,=C/J, et utilisant
I'exactitude du foncteur lim, on voit que B est isomorphe a la limite

inductive du systéme 1nduct1f filtrant (C,); notons p,, : C;—C, (pour
A<p) et p,:C,—B les homomorphismes canoniques correspondants.
I1 existe par hypothése un 7» et un A-homomorphisme u:B-—-C, tels
que le composé B — C, -2 B soit I'identité. Soit g, : C— C, I’'homo-
morphisme canonique et posons ¢;=p,(q,(T;)); on a donc p,(u(t))
=p(q:(T)), autrement dit u(f)—q,(T)eJ/J, pour 1<i<n. Il existe
par suite un p>Ai tel que les n éléments u(t;)—q,(T;) appartiennent
a 3/, d’00 pu(ult))=pu(d:(T))=q,(T). Remplagant A par p et u
par p,ou, on peut donc déja supposer que u(T;)=g,(T;) pour 1<i<n;
si r=p,oq, est 'homomorphisme canonique C—C/J=B, on peut
donc écrire u(r(T;))=q,(T) pour 1<i<n, d’oll g,=uor. Mais cela
entraine nécessairement que J=3,, car si zeS on a r(z)=0; donc
B=C,.
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Remarque (6.3.12) On peut se demander si ’hypothése que (6.3.11.1)
est injective pour tout systéme inductif filtrant (C,) n’entraine pas que
B soit une A-algebre de type fini. On voit aussitét qu’il n’en est rien
en prenant B égal 4 un localisé S™'A de A, puisque A-»S™'A est un
épimorphisme dans la catégorie des anneaux (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. I, § 2, n° 1, prop. 1).

Proposition (6.3.13) Soient A, un anneau, (A;) un systéme inductif
de Ag-algébres, A= l_i_n_l)Ak; si B est une A-algébre de présentation finie,

il existe un A et une A,-algébre de présentation finie B, tels que B soit
isomorphe d B, ®,, A.

Soit @, : A,—A lhomomorphisme canonique. Par hypothése, B est
isomorphe a4 une algébre de la forme A[T,,...,T,}/3, ou J est un
idéal de type fini; soit (F;); <j<, un systtme générateur de J. Il existe
L tel que chacun des coefficients de chacun des polynémes F; soit
image par ¢, d’un élément de A,. Autrement dit, il existe un systéme
de polyndmes (Fj);<j<m d¢ Ay[Ty,...,T,] tels que F;=@,(Fy) pour
1<j<m. SiJ, est I'idéal de A,[T,,..., T,] engendré par les Fj, J est
I'image de J, ®a, A dans A[T,,...,T,]=A,[T,,....,T,] ®4, A; 'anncau
B,=A,[T,,...,T,]/3; répond par suite a la question.

(6.3.14) On a déja remarqué (6.3.4) que méme si B est une A-algébre
finie, les localisés S™' B de B ne sont pas en général des A-algébres de
type fini. On dit quune A-algébre C est essentiellement de type fini si
C est A-isomorphe 4 une A-algébre de la forme S™'B, ou B est une
A-alggbre de type fini et S une partie multiplicative de B.

Proposition (6.3.15) (i) Si B est une A-algébre essentiellement de
type fini, et C une B-algébre essentiellement de type fini, alors C est
une A-algébre essentiellement de type fini.

(ii) Soient B une A-algébre essentiellement de type fini, A’ une
A-algébre; alors B'=B®,A’ est une A’-algébre essentiellement de
type fini.

(i) Soient B=S"'B;, et C=T"'C,, ou B, (resp. C,) est une
A-algébre (resp. une B-algébre) de type fini et S (resp. T) une partie
multiplicative de B, (resp. C,). On peut donc supposer que
C,=B[T,,...,T,]/3, etcomme B[Ty,...,T,]=S"'(B,[Ty,...,T,]),'idéal
3 est de la forme S™'J,, ou J, est un idéal de B,[T,,...,T,]; cela
montre que C;=S"'B,, ot B,=B,[T;,...,T,]/J: est une B,-algebre
de type fini. Donc B, est une A-algébre de type fini, et C=T (S™'B,)
une A-algébre essenticllement de type fini (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. I1, § 2, n° 3, prop. 7).

(i) Si B=S"'C, ou C est une A-algébre de type fini, on a
B'=S"HC®,A) et C®,A’ est une A'-algébre de type fini.
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(6.3.16) Si B est une A-algébre locale essentiellement de type fini,
B est de la forme C,, o C est une A-algébre de type fini et q un idéal
premier de C (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 2, n° 5, prop. 11). Soit
p I'image réciproque dans A de I'idéal q; si I'on pose S=A—p, C, est
aussi un anneau local en un idéal premier de S™* C; comme S™'C est
une algébre de type fini sur A,=S"'A, on voit que B est aussi une
A_-algébre essentiellement de type fini, et en outre ’homomorphisme
A,—B est local.

Proposition (6.3.17) Si B est une A-algébre locale essentiellement de
type fini, B est A-isomorphe d une A-algébre quotient d’une A-algébre
de la forme C,, ot C est une algébre de polynémes A[Ty,....,T,], et q
un idéal premier de C.

En effet, par définition, B est isomorphe & C;., o1 C’ est une A-algebre
de type finiet o’ un idéal premier de C’; mais C'=C/b,0o0 C=A[T,,....T,]
et b est un idéal de C; donc on a q'=q/b, ol q est un idéal premier
de C, et-Ci, est isomorphe & C,/bC,.

6.4, Critéres pour qu’un anneau soit noethérien

(6.4.1) Le critére le plus fréquemment utilisé pour vérifier qu'un
anneau B est noethérien consiste 4 prouver que B est une A-algébre
essentiellement de type fini, ou A est un anneau noethérien (par exemple
un corps, ou un anneau de Dedekind, ou un anneau de valuation
discréte). Une autre méthode consiste & prouver qu’il existe une B-algebre
C qui soit un anneau noethérien et un B-module fidélement plat
(Bourbaki, Alg. comm., chap. 1, § 3, n° 5, cor. de la prop. 8) (on rappelle
qu'un sous-anneau d’un anneau noethérien n’est pas nécessairement
noethérien).

Signalons enfin les critéres plus particuliers suivants:

Proposition (6.4.2) Soient A un anneau, a et b deux idéaux de A;
si Aja et A/b sont noethériens, il en est de méme de A/(anb).

En effet, soit ¢ un idéal de A tel que ambcc; on a donc
anbcanccce; or ¢/lamc) est un A-module isomorphe & (a+¢)/a,
donc a un idéal de A/a, et par hypothése est donc de type fini; d’autre
part (anc)/(anb) est un sous-A-module de a/(anb), et ce dernier
est isomorphe a (a+b)/b, qui est par hypothése un idéal de I'anneau
noethérien A/b; tout sous-(A/b)-module de (a+b)/b est donc de type
fini, et comme tout sous-A-module de (a+Db)/b est aussi un (A/b)-module,
on voit que (anc)/(anb) est un A-module de type fini: on en conclut
que c¢/(anb) est un A-module de type fini. CQFD.
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Corollaire (6.4.3) Soient A un anneau, a et b deux idéaux de A; si
A/a et A/b sont artiniens, il en est de méme de Af(ab).

Il suffit de voir que A/(anb) est un A-module de longueur finie; il
en est ainsi de A/a par hypothése, et de a/(a nb), puisque ce dernier
est isomorphe & (a-+D)/b, idéal de I'anneau artinien A/b; d’ol la con-
clusion.

Corollaire (6.4.4) Soient A un anneau, M un A-module. Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes:

a) M est un A-module noethérien (resp. de longueur finie).

b) Lanneau AJ/Ann,(M) est noethérien (resp. artinien) et M est un
A-module de type fini.

Posons B=A/Ann,(M); si B est noethérien (resp. artinien) et si M
est un A-module de type fini, on en conclut que M est un B-module de
type fini, donc noethérien (resp. de longueur finie); a fortiori M est un
A-module noethérien (resp. de longueur finie), et par suite b) implique a).
Montrons maintenant que a) implique b). Soit (m;);<;<, Un systéme
générateur du A-module M, et posons a;=Ann,(Am;) (1<i<r). Ona
donc des isomorphismes de A-modules A/a;~Am;, donc, pour tout i,
A/a; est un A-module noethérien (resp. de longueur finie), et a fortiori

un anneau noethérien (resp. artinien). Comme Ann,(M) = ﬂ a;, la con-
clusion résulte de (6.4.2) (resp. (64.3)). i=1

Lemme (6.4.5) Soient A un anneau, a un idéal de A et b un élément
de A. Si les idéaux a+Ab et a:(Ab) (transporteur de Ab dans a, formé
des xeA tels que bxea) sont de type fini, il en est de méme de a.

En effet, il existe un nombre fini d’éléments g; (1<i<r) de a tels
que les g; et b engendrent a+Ab, et un nombre fini d¢léments c; de
a:(Ab) qui engendrent cet idéal. Soit o' I'idéal engendré par les a; et
les bc;; on a’'ca par définition. Si xea, on a xea’+Ab=a+Ab,
donc x=yb mod. o’ pour un ycA. Comme xea, on en conclut ybea,
donc yea:(Ab), et par suite ybea’; on en déduit que a'=aq, ce qui
prouve le lemme.

Corollaire (6.4.6) Soient A un anneau, & lensemble des idéaux de
A gui ne sont pas de type fini. Si F w'est pas vide, c’'est un ensemble in-
ductif pour la relation <, et tout élément maximal de F est un idéal
premier.

Soit ¥ une partie de & totalement ordonnée par inclusion. La
réunion a des idéaux appartenant & ¢ ne peut étre de type fini, sinon
un systéme générateur fini de a appartiendrait a un idéal appartenant
a ¥, donc engendrerait cet idéal, contrairement & I’hypothése. Ceci
prouve que & est inductif; par le th. de Zorn, # admet donc un élément
maximal p. Montrons que p est premier. Dans le cas contraire, il existe-
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rait deux éléments g, b n'appartenant pas a p et tels que abep, donc
p-+Ab et p:(Ab) contiendraient p et seraient distincts de p. Par défini-
tion, ces deux idéaux seraient de type fini, donc il en serait de méme de
p en vertu de (6.4.5), ce qui est absurde.

Proposition (6.4.7) Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

a) A est un anneau noethérien.

b) Tout idéal premier de A est de type fini.

Il est clair que a) entraine b). Inversement, si b) est vérifiée et s’il
existait dans A un idéal non de type fini, il résulterait de (6.4.6) qu’il
existerait aussi un idéal premier de A non de type fini, contrairement
a I’hypothése.

Lemme (6.4.8) Soient B un anneau, A un Sous-anneau de B, | le
conducteur de A dans B (égal @ Ann,(B/A), ou encore le plus grand
idéal de A qui soit aussi un idéal de B).

() Pour tout idéal J<f de B, il existe une application strictement
croissante de I'ensemble des idéaux £ de A tels que B-2=3J sur I'ensemble
des sous-(A/f)-modules de J/i 3.

(ii) Si A/f et B sont noethériens, et si B est une A-algébre finie, alors
toute suite croissante d’idéaux de A contenus dans f est stationnaire.

(i) On a {3=f(B-8)={L <L puisque L est un idéal de A, d’ou
la conclusion.

(i) Soit (2,) une suite croissante d’idéaux de A contenus dans f.
La suite des idéaux B- 8, de B est stationnaire puisque B est noethérien;
on peut donc supposer que tous les idéaux B-£, sont égaux & un
méme idéal J de B. Comme B est noethérien, J/fJ est un B-module
de type fini, donc aussi un A-module de type fini puisque B est une
A-algébre finie, et puisque J/fJ est annulé par f, c’est aussi un
(A/f-module de type fini. Mais puisque A/f est noethérien, J/fJ est
un (A/f)-module noethérien, et la conclusion résulte de (i).

Proposition (6.4.9) Soient B un anneau, A un sous-anneau de B. Si
B est un anneau noethérien et une A-algébre finie, alors A est noethérien.

Nous dirons qu’un idéal a de A est contracté dans B §’il est de la
forme bNA, ou b est un idéal de B (il revient au méme de dire que
a=Ac (Ba)). Puisque B est noethérien, toute suite croissante d’idéaux
de A contractés dans B est stationnaire. Comme I'idéal 0 de A est con-
tracté dans B, pour prouver que A est noethérien, il suffit de montrer
que la famille # des idéaux a de A contractés dans B et tels que A/a
ne soit pas noethérien, est vide. Supposons le contraire; alors, en vertu
de la remarque faite ci-dessus, # contiendrait un élément maximal a.
Comme a=A nBa, 'annecau A'=A/a s’identific & un sous-anneau de
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B’'=B/Ba; comme B’ est noethérien et fini sur A’, on voit qu’on peut,
en remplagant A par A’ et B par B’, se borner a considérer le cas ou la
famille & est réduite a I'idéal (0). On voit donc qu’on peut se borner a
prouver la proposition en gjoutant aux hypothéses le fait que pour tout
idéal a#0 de A, I'anneau A/a est noethérien.

Par hypothése, B est un A-module engendré par un nombre fini
d’¢léments x,,...,x,; si Pon pose B;=A[x,...,x;], il suffit, par ré-
currence descendante, de prouver successivement la proposition pour
les anneaux B,_;, ..., B;,A; on peut donc se borner au cas ol B=A[x].
Soit P(T)=a,T"+a,_; T" '+ +a, un polyndme de A[T] de degré
minimum tel que P(x)=0, et posons C=A[a,x]; on va montrer qu’il
suffit d’établir que C est noethérien. Distinguons pour cela deux cas:

(i) a, n'est pas diviseur de O dans A. Alors, en posant y=a,x, les
éléments 1,y,...,y"" ! sont linéairement indépendants dans le A-module
C:en effet, s’il y avait une relation Ay +A, y+ - +A,y?=0avec p<n—1,
les A;eA et A, =0, on en-déduirait, par définition de P, A,a;=0, ce
qui est absurde. Comme y"=(g,x)" est combinaison linéaire de
1,y,...,y"" ', ces derniers éléments forment une base du A-module C.
Si C est noethérien, il en est de méme alors de A, par (6.4.1).

(i) a, est diviseur de 0 dans A. Soit f=Ann,(C/A) le conducteur
de A dans C. Par hypothése, il existe un élément c¢#0 dans A tel que
ca,=0, ce quientraine cef par définition de C, et par suite {' = An(Bc)<=7.
Or, puisque {' est un idéal #0 contracté dans B, A/’ est noethérien par
hypothése, donc aussi 'anneau quotient A/j. Pour tout idéal a de A,
a/(anf) est un A-module isomorphe & (a+f)/f, donc est un A-module
de type fini. Si C est noethérien, a nf est un A-module de type fini en
vertu de (6.4.8), donc a est un A-module de type fini, et A est noethérien.

Raisonnant comme au début de la démonstration en considérant un
élément maximal ¢’ de la famille des idéaux de C contractés dans B, on
peut remplacer C par C/c, B par B/B¢ et x par la classe de x mod. B¢’
(a,x étant remplacé par sa classe mod.c'=CnBc); on peut donc
supposer que pour tout idéal ¢#0 de C, C/c est noethérien. Posons
JI=Ann.(B/C), conducteur de C dans B; notons que I'on a a,eJ:
en effet, il résulte de la définition de C que a'x"eC et a'x"*?
=—a, aix""P" — - —g a’xP, et on voit par récurrence sur p que
ayx"tPeC.

En vertu de (6.4.7), il suffit de montrer que tout idéal premier p de
C est de type finl. Distinguons trois cas.

(a) Supposons que pnJI#0, et soit c#0 un élément de pnJ.
Comme B est entier sur C, on a CnBp=p par le th. de Cohen-Sei-
denberg (Bourbaki, Alg. comm., chap.V, §2, n°1, cor.1 du th.1), donc
Bccp. Comme Be=CnBc est un idéal #0 de C, contracté dans B,
C/Bc est noethérien par hypothése, donc p/Bc est un C-module de type
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fini; d’autre part B est un C-module de type fini, donc il en est de méme
de Be, et par suite p est bien un C-module de type fini.

(b) Supposons maintenant que p N J=0 mais J#0; comme BI=3J
par définition,  est un idéal #0 de C contracté dans B; C/J est donc
un anneau noethérien, et (p+J)/J est par suite un C-module de type
fini; mais ’hypothése entraine que p=p/(p ~J), donc p est isomorphe
a (p+3)/3, donc de type fini.

(c) Supposons enfin que J=0. Alors on a vu ci-dessus que a,=0;
a, étant nilpotent, on a a,ep. Soit r=0 tel que a;*'#0 et a;**=0,
et posons 8 =CnBa,*!; | est un idéal de C contracté dans B et #0,
donc C/8K est noethérien; en outre, comme a, "' est annulé par R,
Ba,* ! est un (C/R)-module de type fini, donc un C-module noethérien;
a fortiori K< Ba,*! est un C-module de type fini. On a vu que K<p
puisque K est nilpotent, donc p/K, idéal de I'annecau noethérien C/K,
est un C-module de type fini; ceci prouve encore que p est un C-module

de type fini, et ach¢ve la démonstration de (6.4.9).

Corollaire (6.4.10) Si B est un anneau artinien, A un sous-anneau
de B tel que B soit une A-algébre finie, alors A est artinien.

En effet, A est noethérien par (6.4.9); d’autre part, tout idéal premier
p de A est tel que p=A nn, ol n est un idéal premier de B, par le th.
de Cohen-Seidenberg (Bourbaki, Alg. comm., chap.V, §2, n°1, th.1);
mais comme B est artinien, n est maximal dans B, donc p est maximal
dans A (loc. cit, n°1, prop.1) et par suite A est artinien (Bourbaki,
Alg. comm., chap.1V, §2, n°5, prop.9).

Corollaire (6.4.11) Soient A un anneau, B une A-algébre finie, M
un B-module. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) M est un B-module noethérien (resp. de longueur finie).

b) M est un A~-module noethérien (resp. de longueur finie).

En effet, puisque B est un A-module de type fini, il revient au méme de
dire que M est un B-module de type fini ou un A-module de type fini.
D’autre part, si p:A— B est ’homomorphisme canonique, ona Ann,(M)
= p~'(Anng(M)), donc '’homomorphisme A/Ann,(M) - B/Anng(M)
est injectif, et fait de B/Anng(M) une algébre finie sur A/Ann,(M). La
conclusion résulte alors de (6.4.4) et (6.4.9).

(6.4.12) Un dernier critére pour qu'un anneau soit noethérien est
le théoréme de Krull-Akizuki (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, n° 5,
prop. 5), que nous allons généraliser aux anneaux réduits:

Proposition (6.4.13) Soient A un anneau noetherien réduit de dimension
<1, py (1<i<m) ses idéaux premiers minimaux, K, (1<i<m) le corps
des fractions de Afp;, de sorte que A est canoniquement plongé dans
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K =TIK; qui est son anneau total des fractions. Pour tout indice i, soit
i
L; une extension de K; de degré fini, et posons L=TIIL;. Alors tout

i
anneau B tel que A =B <L est noethérien et de dimension <1.

En effet, pour tout / soit a;=II L;, et considérons I'idéal b;=B nq,
j#i

de B; comme l'intersection des [J)i est réduite a 0, il suffit de montrer
que chacun des anneaux B/b; est noethérien et de dimension <1: en
effet, B sera alors noethérien par (6.4.2); d’autre part, B s’identifie a
un sous-anneau du produit C des B/b;; si chacun des B/b; est de
dimension <1, il en sera de méme de C, et comme C est entier sur B
et B=C, B sera de dimension <1 (Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ 2, n°1, cor. 1 de la prop. 1). Mais B/b; est isomorphe & pr;(B), qui est
un sous-anneau de L; contenant pr;(A)=A/p;, Comme par hypothése
A/p, est un corps ou un anneau intégre noethérien de dimension 1,
la conclusion résulte du théoréme de Krull-Akizuki.

6.5. Anneaux normaux et fermeture intégrale

(6.5.1) On dit qu'un anneau A est normal si, pour tout idéal
premier p de A, I'anneau A, est intégre et intégralement clos *(ce que
nous exprimerons au chap. I de fagon équivalente en disant que le
schéma Spec(A) est normal au sens de la théorie des espaces annelés
(4.1.4),.

I suffit d’ailleurs que pour tout idéal maximal m de A, A,, soit
intégre et intégralement clos, tout localisé d’un tel anneau étant encore
intégre et intégralement clos (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, §1, n°5,
prop. 16); pour un anneau local, il revient donc au méme de dire qu'il
est normal ou quil est intégre et intégralement clos. Un anneau
normal A est réduit, car si M est son nilradical, on a N, =0 pour tout
idéal maximal m de A, d’ou la conclusion (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n°3, th.1). En outre, pour tout idéal premier p de A,
p ne peut contenir qu'un seul idéal premier minimal g, de A, puisque
A, est intégre; en outre q, est alors le noyau de I'homomorphisme
A—A,, et A, est isomorphe & (A/q,),,,; comme l'anneau intégre
A/a, est lintersection de ses localisés (A/04)psq, (Bourbaki, loc. cit.,
cor. 4 du th. 1), il est intégralement clos (Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ 1, n° 2, prop. 8). Inversement, il est clair que si un anneau A est tel
que pour chacun de ses idéaux premiers minimaux q,, A/q, est intégre
et intégralement clos, et si tout idéal premier de A ne contient qu’un
seul idéal premier minimal q,, alors A est normal. En particulier, pour
quun anneau A ne contenant qu’un nombre fini d’idéaux premiers
minimaux q; (par exemple un anneau noethérien) soit normal, il faut
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et il suffit qu’il soit composé direct des A/q; et que chacun des A/qg;
soit intégralement clos; en effet, les composantes irréductibles Spec(A/q;)
de Spec(A) doivent étre deux a deux disjointes, et la conclusion résulte
de Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 4, n° 3, prop. 15.

Proposition (6.5.2) Soit R un anneau composé direct d’'un nombre
Sfini de corps K; (1<i<m), A un sous-anneau de R ayant R pour anneau
total des fractions (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 2, n° 1, Exemple 7);
les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) A est normal.

b) A est composé direct de sous-anneaux A; <X, (1<i<m) ayant
K; pour corps des fractions et intégralement clos.

c) A est intégralement fermé dans R.

L’annecau A n’a qu'un nombre fini d’idéaux premiers minimaux
p; I1<i<m) et K, est le corps des fractions de A/p; pour tout i;
I’équivalence de a) et b) a .donc été vue dans (6.5.1), et ’équivalence
de b) et ¢) résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap.V, § 1, n°2, cor. de
la prop. 9.

Corollaire (6.5.3) Soit R un anneau composé direct d’un nombre
fini de corps, et soit (A,) une famille de sous-anneaux normaux de R;
si A=A, admet R pour anneau total des fractions, A est normal.

A
En effet, chacun des A, admet a fortiori R comme anneau total
des fractions, et le corollaire résulte aussitot de (6.5.2) et de Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 1, n° 2, prop. 8.

(6.5.4) La construction de la fermeture intégrale d’'un anneau A
dans une A-algébre peut se ramener au cas ou cette A-algébre est un
anneau réduit:

Proposition (6.5.5) (i) Soient A unanneau, B une A-algébre, B,=B/m
le quotient de B par un nilidéal. Si A\, est la fermeture intégrale de A
dans B, limage réciproque de Ay par Papplication canonigue ¢:B-B,
est la fermeture intégrale de A dans B.

(ii) Supposons en outre A intégre, et que 'homomorphisme p:A-B
fasse de B un A-module fidélement plat. Si Ton pose C=B_ 4, homo-
morphisme composé :A ——>B 2> B_,=C est injectif et se prolonge
en un homomorphisme injectif (encore noté ) du corps des fractions K
de A dans l'anneau total des fractions R de C; en outre, si C' est la
fermeture intégrale de C dans R, ¥~ (C') est la cléture intégrale A’ de A.

(i) Si xeB est tel que @(x) vérifie une relation de dépendance
intégrale a coefficients dans A, on en déduit que x vérifie une relation
de la forme x"4a;x""!'4--+a,en avec q;eA, d’ou, en élevant a
une puissance assez grande, une relation de dépendance intégrale
pour x, a coefficients dans A.
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(i) Comme A est intégre et p injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. 1,
§ 3, n° 5, prop. 8), l'intersection de p(A) et du nilradical M de B est
réduite 4 0, et comme C=B/N, V¥ est injectif. Tout a#0 dans A
étant non diviseur de zéro dans A ne I'est pas non plus dans B par
platitude; on en déduit que a n’est pas non plus diviseur de zé