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Séminsire C. CHEVALIEY 5-01
E.N.S., 1958

16 juin 1958

TORSION HOMOLOGIQUE ET SECTIONS RATIONNELLES.,

par Alexandre GROTHENDIECK

[Cet exposé a ¢té rédigé et complété sur certains points en septenbre 1958 J

1, Espaces homogénes de groupes arfines résolubleg.

Comme dans les exposés précédents, on suppose fixé une fois pour toutes un corps

de bese X algébriguenent clos.

"PROPOSITION 1. - Soient X ud espace algébrique affine, G un groupe affine

connexe unipotent. Alors tout éspace fibré principal P localement trivial sur
in, de ggouge.'G > 8% trivigio
Bécﬁrrence’sur n= dim(Gf « 51 n=0, ctest trivial,'si n=1, on sait que
G est isomorphe au groupe;hdditif‘ k, ([6], théoréme 4) donc le groupe des
~ classes de fibrés principaux locnlement trivisux sur X , de groupe G , s'identifie
a EHl(X ’,gX) s dfou «gX désigne le faisceou des anneaux locaux de X . Ce‘groupe
est nul si X est affine, comme il est bien connu.

‘Supposons n > 1 , et le résultat démontré pour les dimensions < n . I1 existe
alors un sous-groupe férmé invariant G' de G, distinct de (e) et ds G .
Dtaprés un théoréme de Rosenlicht, G fibré par G' est localement trivial,
d'oh il résulte aussit8t que P est un fibré principal localement trivial sur
P/G' , de groupe G? 3 d'~utre part P/G' est un fibré'prinéipal localenent tri-
vial sur X , de groupe G/G* . Corme G' et G/G' sont des groupes affines
connexes résolubles unipotents ([4 ], corollaire au théoréne 3), de dimension
< n , 1'hypothdse de récurrence montre que les fibrés précédents ont chacun une
section régulidre. En composant ces sections, on trouve une section réguliére de
P sur X , ce qui prouve que P est trivial.

, : A
REMARQUE, - On s'est seulenent servi du fait que H (X ’J%X) =0, 0n peut
montrer aussi facilement que le rdsultat obtenu reste encore valable si on

ne suppose plus G connexse.

PROPOSITION 2, - Soient R un groupe affine résolubls connexs, R'!' un sous=-

groupe fermé connexe, N (resp. N!') la partic unipotente de R (resp. R'),
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T (resp. T') un tore moximal de R (resp. R'), on suppose T! ¢T . On a
R=T.N, R'=T.N (produits semi=directs de groupes algébriques), ce qui
permet d'identifier T & RN, T' 3 R'/N', d'oh un morphisnme natursl

p ¢ R/R' = T/T1

i. Ce morphisme p définit R/R' comme un espace fibré trivial sur T/T' ,
de fibre N/N!' .

i1. N/N' est isomorphs (en tant que variétd algébrique) 2 un espace affine
K" o | |
son

Signalons tout de suite le corollaire suivant, résultat de lo conjonction de(i)
et(ii) et du fait que T/T' est un tors, donc est isomorphe a i&fn C4]) ¢

COROLLAIRE., - Soient R un groupe affine résoluble conhexe; R' un sous=groupe

fermé connexe, alors R/R! ost une variété isonorphe & K x e s donc isomorphe
. ' . n4n LY 20N
a un ouvert d'un espace affine k o

AN

Démontrons la proposition 2.

i. Coome T est un tore, T' un sous=-tors, il résulte facilement de [4 ],
corollaires 3, 4 au théorime 2, p. 4,qu'il existe un autre sous-tore T"  de
T tel que T s'identifie au produit des groupes algébriques T' et T" . On

by

peut donc identifier T/T' & T¥ . Définissons
£1 I« N — B/R!
par
fo(t" s 1) = t"n nod R' 3

~on obtient un morphisme de variétds satisfrisant fo(t" , Mn') = fo(t“ , 1) pour
n!' € N' , Comme la variété quotient de T" x N par N' s'identifie & la variété
produit T" x (N/N') (c'est par exemple une conséquence du fait que N fibré
par N' ost localement trivial, d'aprés le résultat cité de Rosenlicht), £

définit par passage au quotient un morphisme de variétés

(o)

£: T x (N/N') = R/R' .
" Définissons de m€me un morphisme

g, * R=>T"«x (N/NY)
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par
g (t"tm) = (&7 , t'nt'™ mod N')

pour t"e I, %' €Tt , n €N (notant que l'application (t" , t', n) —» t"t
de T'x T*xN dans G est un isomorphisme de variétds algdbriques). On a pour
reR, ek, go(rr') = g, (r) , car on peut dcrire r = t"t'n ! r! = t{n'
(t"e ™, t]J€ T, neN, n' el) dioh rr! = £ (£4)0 (6™ ntf)n?)

6t par suite go(rr') = (", (t't')((t' nt')n’)(t'tl) =l nod N') or l'expression
écrite dans le deuxidme facteur du deuxidme mombre est congrue nod N' au trans—
formé de ('bl"1 nt!) par (t't]) (le trensfome de n!' par ce néne elenent

étant dens N'), donc est congrue 2 trat et , d'od

go(rr') =t , st noa N') = go(r) .
Per suite g, définit par passage au quotient un morphisme de variétés
gt R/R' - " x (N/N')

On vérifiec aussitd8t que gf et f£g sont les applications identiques, donc f
est un isomorphisie de veriétés. Comme eet isomorphisme est compatible avec les
projections sur T/TY = T ,(1) est démontré.

ii. On proctde par récurrence sur din(N) = n , l'assertion étant trivials si
n=0, et résultant du fait que N est isomorphe & k si n=1, Supposons
n >1, et l'assertion dénontrée pour des dinensions < n . Soit
d = dim(N) - din(N') , on procéde par récurrence sur d , l'assertion étant triw
viale.s1 d =0 . Supposons d > 0 , et 1l%ssertion dénontrds pour des différences
de dimension < d . On a donc N' # N, donec ls nornalisateur comexs N® de N
est distinct de N' ([6], N° 1, lerme). D'aprés le résultat de Rosenlicht déja
cité, N est fibré localement trivial sur N/N" , dé groupe N" , donc ls
£ibré associé N/N' est fibré localement trivial sur N/M , de groups N"/N' .

D'aprés 1'hypothése de récurrence, N/N" est isomorphe & un espace affine,
donc a fortlori est une variété affine. En vertu de la proposition 1, comme
N"/N' est un groupe affine unipotent connexs, il s'ensuit que le fibré précédent
est trivial, donc N/N' est isomorphe & la varidétdé produit (N/N®) x (N®/N') .
On est ramené & prouver que le deuxidne facteur est un espace affine. Si
N" #N, i.e. dim(N) <n , cela résulte de 1'hypothdse de récurrence. Sinonm,
N! est invarient dans N, et N/N' est un groups affine unipotent connexs.
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Si 1a dimension de ce dernier est < n i.ee N' # (6) , on a fini d'aprds
1'hypothése de récurrenoss On est donc ramené a prouver que N est isonorphe

3 un espace affine. Comme din(N) =1 , il existe un sous-groupe invariont ferné
connexe N' de N distinet de (e) et de N , et on achdve comne ci-dessus en
considérant N comme fibré localement trivial sur N/N® , de groupe structural
Nll .

2. Clasges de cycles sur les cspaces fibrés.

Les trois propositions suivantes peuvent s'énoncer et se prouver dans le cedre
de la théorie axiomatique développée dens les exposés précédents, lorsque
1'axione d'excetitude (E) est vérifié. Nous 1'énoncerons sesulement dans la
théorie de Chow, A(X) désignant 1l'anncau des classes de cycles de 1'espace
quaéi-pro'jectif non singulier X . :

PROPOSITION 3. = Soient E un espace fibré sur un espnce algébrique X, a un

point de X, Fa la fibre d¢ E au-dessus de a , 1 Fa—b-E le nmorphisne

~d'injection, f 1la projection de E sur X . On suppose X et E (donc aussi.

F ) quasi-projectives non singuliéres. On suppose E localenent trivial en a «
Alors 1'homomorphisme 1> ¢ A(E) -)-A(Fa) est surjectif.

i. Supposons d'abord que E soit trivial, donc on peut supposer que E =X x F ,
avec 1i(b) = (2 , b) « Soit alors y € A(F) , on a éviderment y = i*(lx x¥)
c6 qui prouve(l) dans ce cas. Dans le cas général, soit U wun ouvert contenant
a tel qus f (U) soit fibre trivial sur U, d'aprds ce qu'on a vu, 1'hononor=
phisme de restriction A(£™ (U)) - A(F ) est surjectif j on sait d'autre part
 qu'il en est de nfme de 1'homonorphisne de restriction A(E) —> A(£™ (U))
(propriété d'exactitude), done ¥ qui est le conmposé de ces homonorphismes

est lui aussi surjectif,

COROLLAIRE, = Sous les conditions de la ppoposition 3, supposons £ propre et

X' connexse Alors il existe un z.€ A(E) tel que £, (z) = 1y 5 et

X1 A(X) — A(E) est un isonorphisme de A(X) sur un groupe facteur direct

dG A(E) .

Soient g 1le morphisme F, = (a) induit par £, J le morphisme d'injection
(a) = X, et considérons le diagramme commutatif

EelF

e

X €l (2)
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En vertu de l'exposé 4, proposition 2,on a g, 1* = j* £y e Or on a j* =
(1'augnentation de A(X)) si on identifie Ala) a L. Désignons de plus
1'homonorphisme g, @ A(Fa) —}3‘ par % « Alors la forrmle précédente stécerit

(1) % (1%(2)) = ¢(£,(2)) (z € AE))

Or on peut trouver, en vertu de la proposition 3, un 2z € A(E) tel que i *(2)
soit un élénent donné de A(Fa) , 6t en particulier tel que %x(1%(z)) = 1 . Done
on a alors E(f (z)) =1 , cc qui signifie que £ (Z) =1y

Considérons alors l'appllcatlon z' —> £, (z2') de A(E) dans A(X) « Elle est

inverse & gauche de £ 1 A(X) = A(E) ycarona f (zf (x)) =¢ (z).x
(formule de projection) = x puisque £ *(z) =1y o Cela achéve la dononstration.

On notera que,.dans ce corollaire, 1'hypothése que £ soit propre est essen—
"tielle, la conclusion étant en défaut, par exemple, si E est 1l'cnsenble des
points non nuls d'un fibré vectoriel non trivial de rang 1 sur Xo

PROPOSITION 4. = Soit E un espace fibré localenent isotrivial (of. exposé 1)
de fibre F , de groupe structural un groupe lindaire comnexe G , de base X .

On_suppose E , X non singulitres et quasi= projectives. Soient
aeX, F = :f.' ( ) 1a fibre do a , ou £ 3 E->X désigne la projection
du fibre. So:Lt n un entier >0 , 6t supposons qu'il existe un revétenent

g : Xt =X de X , non remifié en a , ds degré n , st tel que_le fibré
(E) sur X' soit trivial gu dessus d'un voisinege de g (a) . ilors le

onozau de 1% s A(E‘) ->A(Fa) est annulé par m .
On en déduit immédietement la conséquence suivente 3
COROLLAIRE. - Supposons qu'on alt des entiers my > 0 satisfaisapt cux

conditions enwisagées pour m , et soit d ls plus grand commmun diviseur des
m;  Alors le conoyeu ds 1* 1+ A(E) = A(F ) est annulé par ‘d o -

Démontrons 1a proposition 4. Se servant de 1'exactitude, on est aussit8t remené
‘au cas ou X' est non remifié sur X , et E' = g (E) est trivial au-dessus de
tout X! (en effet, on peut remplacer X par un voisinage ouvert convenable
de a). : '

Soient a} (1 €1 gmn), les points de l'inage inverse de¢ a .« Identifions E!
4 X'xF , alors 1'inags réciproqus par h ¢ E' —»E de F =F, est ln réunion
FY des (& ) xF = Fy oo De fagon précise, h induit un 1somorphisme

. . 1
'hi : Fi —->F s 6t on a h:l g = Sij s OU SiJ est un autonorphisme de F
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défini par un élénent do G o Soit enfin, pour tout x' €X',

i,t F=>E =X xF

défini por 4, (y) = (x* 5 ¥) o Soit maintenent Te A(F) 3 il existe un élémerd
2t de A(E') tel qus 43,(2') =3 pour tout x' € X' : il suffit de prendre
z' =1y x § Considérons alors le diagramne cornmubatif

F el

kol

E BB

on est sous les conditions d'application de 1a proposition 2 de l'exposé 4, donc
ona h, jr¥=1* h, . Posons z = h,(z') , on a done

%) =B, 3706 = & (s 4), () -

l<ism
La proposition 4 sera prouvée si nous prouvons que lc dernier membre est égal
a mx . Or cela résulte aussitft du
IEME 1. = Soit, G un groupe linéaire connexe opérant dans un espace algébrique
non singulier quasi-projectif F . Alors les opérations de G dans A(F) sont

trivialese.

Ce lerme lui-mfnme résulte de la conjonction des deux lermes sulvants @

IEME 2. - Soit G un egroupe lindaire connexee Alors pour tout x € G, il

existe une partic fermée € de G , contenant x ¢t 1'¢léront neutre e , &t

| isomorphe & une partie ouverte de la droite affine }ﬁ .

En effet, on sait ((5]) que x est contenu dens un sous-groupe de Borel de
G , ce qui nous raméne au cas ou G est résoluble. En vertu du corollaire 1
3 la proposition 2, il en résulte que G est isomorphe en tant que variété
algébrique & une partis ouverte U d'un espace affine. L'assertion s'ensuit
en prenant 1'intersection avec U de la droite affine joignant les deux points

envisagés de. U .

IEMME 3. = Soient S , V, W trois variétés algébriques, on suppose v '9_1'1 W
quasi-projectives et non singulidéres, ¢t S isomorphe a une pertic ouverte de

1l'espace affine »lin « Soit Y un morphisne d¢ S x V dans W , st pour tout
s eS8 goit ¢, le morphisme v —> (s, v) de V dans W . Alors
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le norphisne tf* : L(W) = A(V) est indépendant de 8 .

Soit 41, V—>5xV dpfinipar 1) = (s, v) 5 onadome = yi , et
on est ranene & nontrer que 1 est indépendant de 8 « Soit p 1la projection de
S xV sur V, en vertu de l'exposé 4, proposition 6, 1'honomorphisne p* de

A(V) dens A(S x V) est surjectif. On est donc ramené & prouver que i p est
indépendant de 8 ; or cet homomorphisne est en effet égal & (pi ) ’ i.e. a

1'identits, oF
C L ] L ] .D L ]

REMARQUE, = On obtient une variante de la proposition 4, se prouvant de fagon
toute analogue, en rcmplagant 1l'équivalence rationnelle par 1'équivalence algé-
brique, et en supposant seulenent en revanche que le groupe algébrique G est
CONNEXE o

PROPOSITION 5. = Soient £ ¢ E - X un norphisne de varidétés quasi-projectives
non singulilres, ¢ un pointds X , F, = £ (a) ga fibre, i t F_~»E lo
morphisme d'injection, n la dipension de Fa « On suppose l'application tangente

f'* surjective en- tout point de Fa « Suppogsons la condition suivante vérifiée

(pour un entier d >0 donné) @

1. Il existe des enticrs n; > 0 , de plus grand commun diviseur d , et des

revétenents g ¢ Xi -é-X ds X, non ronifiés en a , de legrés 0y tels
que les fibrés B, = gi (E) aient une section réguliére au voisinage de g (a) »

Sous ces conditions, on a ¢

11, I1 existe un 3z € A°(®) tel qus w(1)(z)) =d .

. . —
DEMONSTRATION. - Soient n, des enticrs tels qus 4—-n1 m =d . Soit U; wn

voisinage ouvert de g;{a) sur lequel existe une section réguliére 8y de Ei ’
et soit 2; 1'adhéremce dons Ey de 84(U;) , enfin soit “a; la classe de

Zy dcns A(Ey ) « Soient hy 1'application naturelle de E; dans E ,

F, = h™ (F) s 6t soit hi 1'application Fi —>F induite par h . On a comme
plus haut un diagremie comrmtatif

F él-:-‘- Fy
A

i
E é—-----Ei



5.08

d'ou on c0nclut encore ; compte tenu de la proposition 2 de l'cxposé 4, que
Ei* ji = ia hy, o Posant 2§ = h, (z ) , on en déduit facilenent que

)‘((i*(z )) = m, o Posant alors Z"Zm 2} , on aura bien w(i, *(2)) = Zni n, =d,

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1., - Sous les conditions de la proposition 5, supposons de plus que

£ soit propre. Alors on a f£,(z) = d.dy , et 1l'hononorphisne £* a un noyau

qui est anmmulé par d .

La premidére assertion résulte de la formule (1) suivant la proposition 3, et
la deuxi®me en est une conséquence immédiate, car en vertu de la formule de
projection on aura d.x = f*(zf*(x)) pour tout x e A(X) .

RENMAROUE. - Il semble plausible que réciproquenent, si f est propre la con= -
dition(ii) implique(i) Pour le prouver, il suffirait de savoir que dans toute
classe de cycles sur E , il y a un cycle représentatif qui coupe tranSVGrsalement
la fibre F « On peut espérer qu'un énoncé de ce type, précisant ls "lerme de
Chow" de la theorle des intersections, soit valable en toute généralité.

" 3. Construttion de sections de fibrés & 1l'aide de représentations lindaires.

Soient G wun groupe algébrique, F un sous-groupe ferné. Alors G est un es-
pace fibré principal localement isotrivial de base G/F , groupe structural F
(cf. exposé 1). Par suite, pour toute représentation réguliére u de F dans
un groupe algébriqué F' , on peut considérer le fibré principal associé au
précédent, qui est un fibré localement isotrivial de groupe structural F' .

Si en particulier F' est le groupe des automorphismes d'un espace vectoriel V ,
i.e. 8i u est une représentation lindaire de F , alors on obtient néne un

fibré localement trivial sﬁr G/F , de groupe structural F! (loc. cit.), d'ol

un fibré vectoriel localemcnt triviel sir G/F , appelé fibré vectoriel homogéne

associd & la représentation lindaire u ds F , noté V(u) « En tant qu'espace

algébrique, c'est l'espace quotient de G x V par le groups de transformations

F , opérant par f.(g, v) = (ef , ul(f™ ).v) Corme G opére par translations &
gauche dans l'espace fibré principal G sur G/F il opére par transport de
structure sur le fibré associé V(u) (de fagon conpatible avec ges opérations sur
1a base G/F) ; de fagon précise, g' & G définit l'opération sur V(u) déduite
par passage au quotient & partir de 1'application (g, v) = (g'g , v) de

G x V dans lui-méme.
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Supposons de fagon générale quc l'on ait un espace fibré vectoriel E de
base X , et un ércupc algébrique opérant sur E (donc aussi sur X) en respec-
tant la structure de fibré vectoriels Soit W un sous=cspace vectoriel de
dimension finie de l'espace des sections régulidres ¢ E sur X , supposons
W invartant par G « On 2 donc une représentation lindaire naturclls du groupe
G par des automorphisnes de W , Cette reprdacntation est rationnelle. La véri-

fication n'offre pas de difficultés : soit P le fibré principal associé & E ,
H = Autggé) son groupe structural, alors les scctions régulidres de E sur X
s'identifient aux applications régulitres de P dans K? qui sont covariantes
par H , ce qui ncus randne aussitdt 3 vérifier notre ;;écrtion dans le cas d'un
fibré trivial P x k , le groupe G opérant via des opérations de G sur le
seul facteur P . ﬁghs ce cas, le résultat est bien conmnu et résulte du fait

que toute fonction régulibre sur G x P est combinaison linéaire de fonetions

de le forme %(g) \f(p) s Ol f(‘?) est une fonction régulidre sur G(P) .

Revenant & le situation G, F , u, V(u) envisagéc plus haut, supposons nain-
tenant que G/F soit une variété compldte. Alors l'espace des sections W(u)
de V(u) sur G/F est de dimension finie, d'aprés un théordne bien connu dfi a
SERRE (cf. par exemple [7]). On obtient donc une représentation rationnelle de
G Adans W(u) , appelée représentation lindaire de G induite par la représen-

tation lindaire u de F o D'aprés ce qui précéds, c'est une représentation

rationnelle de G

Conservons les hypothisss et notations précédentes, et supposons de plus qu'on
se soit donné un espace fibré principal P , localenent isotrivial de groupe G,
de base X . Alors P/F est un espace f£ibré localsnent isotrivial sur X , de
fibre G/F compléte, associé & P (ef. exposé 1). Le morphisme de projection

£f: PF->X

est propre. De plus, on constate aussitdt que P est un espace fibré principal
localement isotrivial sur P/F , de groupe F . Par suite, la représentation
lindaire u de F permet de considérer encore sur P/F 1le fibré vectoriel associs,
que nous noterons V(u , P) « Do méme, la représentation lindaire v de G dans
W(u) , induite par u , permet de construire un fibré vectoriel sur X , associé

& P et 3 cette représentation, et que nous désignerons par W(u, P} + Cecl

dit, on constate aussit8t que les sections réguliéres de W(u , P) sur un ouvert

U de X s'identifient aux sections régulitres de V(u , P) au-dessus de

1touvert f-l(U)' de PR ; 1'cspace vectoriel fibre de W(u , P) en x &X
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s'identifiant de facon naturelle & l'cspace vectoriel des sections régulidres de
V(u , P) au-dessus de la fibre f-l(x) de x dws P/F . la vérification de
ces faits est laissée au lecteur.

Soit maintenant N la dimension de G/F,, et supposons que N soit aussi la
dimensicn de la représentation u de F dans V , donc aussi le rang du fibré
vectoriel V(u) sur G/F , Supposons de plus qu'on ait une section régulidre
s de V(u) au-dessus de G/F , transversale 3 la section nulle, et soit d le
nombre total de zéros de s (dont chacun a nécessairenent la rmltiplicité 1). Si
on désigne comie ci-dessus par x un point de X s on neut (en choisissant un
point de P au-dessus de x) identificr la fibre ful(x) de x dans P/F avec
G/F , et la fibre W(u, P), de W(u, P) en x s'identific & l'espacs vectoriel
des sections de V(u) au-dessus de G/F « Par suite s peut s'interpréter
comme un élénent de la fibre Wu, P)x « Soit alors S une section réguliére de
W(u , P) eau-dessus d'un voisinage U de x , telle qus S(x) = s . En vertu de
ce qui précéde, S peut aussi s'identifier & une section de V(u , P) au~dessus
de f-l(U) « Par construction, la restriction de cette section & la fibre f-l(x)
de X n'est autre que s , donc est transversals a le section nulle du fibré
V(u , P)If-l(x) , et son nombre total de zéros est d . Soit alors X' l'ensemble
des zéros de cette section S de V(u, P) sur f-l(U) , je dis que X' coupe
transversalenent la fibre f-l(x) , 6t le nonbre de points d'intersection est
exactenent d . Seuls la premiére assertion denande une viérification. Or slle

résultc aussitdt du "critére de multiplicité 1" et du lerme suivant

LEMME 4. = Soient Y un espace algébrique non singulier, Y' un sous-espace
fermé non singulier, E un fibré vectoriel sur Y , ds rang N, E' sa restric-
tion & Y', s une section régulidre d¢e E au-dessus de Y , telle qus le

cycle des zéros Zz de s cxiste et coupe proprenent Y' . Soit s' la restric-

tion de s a Y' . Alors le cycle des zéros &' ds s' cxiste, ct cst Sgal au
cycle produit. Z.Y' .

La vérification est immédiante ¢ por définition, ona Z = t—l(lﬂE) s OU
t ¢+ Y—>E xE est l'application définic par t(y) = (qy » 8(7)) , st o A
est le cycle diagonel de E . On a, avec les notations correspondantes,
2 = t'-l(LSE‘) « Soit i 1le morphisme d'injection de Y' dans Y , on a done
2.yt = 170(z) = 17 t"l(AE) =(ti)"1(£\E) = ((j = j)t')'l(eﬁE) » OU
j ¢ E'! =E est le norphisme d'injection. Or on vérifie aussitdt que

(3 = j)-l(AE) = AE, » d'ol enfin Z.Y' = t"l(AEJ = 2! C.Q.F.D.
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Ltassertion relative & X' est donc prouvées On en conclut aussitdt, tenant
conpte du fait que le morphisme f est propre, que, & condition de remplacer U

par un voisinage plus petit de x , X' est un revétenent non ranifié de degré

d du voisinage U de x « De plus, si on désigne par P! 1'image réciproque
de P par la projection g ¢ X' =>U , il y a une secction régulidre naturclle de
P'/F au-dessus de U .

Nous avons denc déncntré le résultat suivant, qui remplace avantageusement dans
cartains cas la réciproque hypothétique de la proposition 5 envisagée dans la

remarque & la fin du nunéro précédent.

PROPOSITION 6. = Soient G wun groupe algébrique, F un sous-groupes forné tel
que G/F soit complet, N 1la dimension de G/F . On supposé qu'il existe une

représentation linéaire rationnslle u de ¥, de rang N, telle que lo fibré
vectoriel homogéne correspondant V(u) sur G/F adnette une section réguliére,

trensversals & la section nulle, et dont le nombre total de zéros est d « Alors

pour tout espace fibré principal localement isotrivial P , de groupe structural G ,

dc basc non singuliere X , et pour tout point x ds X, il existe un goisinage

U de x, un revitement non ranifiéd g ¢ X' = U de degré 4, tels que,

désignant per P' le fibré principal sur X' inage réeiproque de P , le fibré

associé P!/F admette une section rdgulilrc.

Cela signifie aussi que le groupe structural d¢ P' peut se rcéduirs & F

Posons alors la Aéfinition suiverte @

DEFINITION. - Un groupe algébrique F est dit spécial si tout fibré principal

localement isotrivial de groupe structural F est localenent trivial.

. Une caractérisation é¢lémentaire des groupes algébriques affines spéciaux est
donnde dans l'exposé l. On y a vu aussi qu'un groupe affine connexe résoluble,
ainsi que lec groups GE€(n) , sont spdeiaux. On obtiendra plus bas uns caractdrisa=

tion "homologique" des groupes affines spéciauxe

COROLLAIRE de la_propdsition 6. = Sous les conditions de cette proposition,
supposons que F soit un groupe affine spécial (par exenple un sous-groupe de
Borel de G supposé affine). Alors on peut néne choisir g ¢ X' —=>U de tells

sorte que P! soit trivial.

D'aprés ce qui précede, on sait seulement, le groupe structural de P' pou-

vant &tre réduit & F', que P! est localement triviale. Je dis qu'a condition de
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remplacer U par un voisinage plus petit de x , P' sera néne trivial. Cela

~ résulte aussitdt du lermme suivant :

LEMME 5. = Soit F un groupe affine spécial, et soit P un fibré principal

localerment isotrivial (donc localement trivial) de groupe G, ds base X . Soit

S une portie finic de X , contenue dons une partic ouverte affine V de X .

Alorg il existe un voisinage V' de S el qus ln restriction d¢ P & V' soit

trivials.

Supposons d'abord que F soit le groupe Gf(n) ; notre assertion est alors
équivclente & la suivante ¢ pour tout fibré vectoricl E sur X , il existe un
voisinage ouvert V' de S tel que E|V' soit trivial. On peut évidernent
supposer X lui-nfme affine (en le remplacint par V). Soit, pour tout se S,
(ei)lfiidin ‘une base de 1 fibre de E en s . Il est alors bien connu, en vertu
de 1= théorie des frisceaux algébriques cohérents sur les varidétés affines (cf.
par exenple FAC de SERRE [9]) qu'il existe, pour 1 £i =n , une section régu-

ligre £f; de.E telle que fi(s) = ei pour tout s €8S . Les f, définissent

alors un hombmofphisne du faisceau Ag; dans E , surjectif en les points de S

en vertu du "lemme de Nakayama'. Donc, pour des raisons de rang il est bijectif

en ces points, donc bijectif dans un voisinage ouvert de S .« Supposons paintenant
qus F soit un groupe affine spéeial quelcongue, on peut donc supposer que c’est‘
un sous-groupe fermé du groups lindaire F' = GE(n) . En vertu de ce qui précdds,
le fibré principal P! associé & F , de groups F' , a une restriction trivials

4 un voisinage V' de S , i.s. s'identific & un produit V' x F' . Corme P

se déduit de ce fibré par restriction du groupe structural, il est donné par

une section régulidére de P'/F , i.6. par une application régulidre u de V!
‘dans F'/F . On constate alors qus P sera trivial si et ssulecnent si cette
application se reldve en une opplication réguliére ds V' dans F' « Or soit
"T=u(S) . On sdit que F' fibré par F est localenent trivial, F é&tant spécial
(exposé 1). Je dis qu'il existe néne une partie ouverte U de F'/F , contenant

la partiec finie donnée T de F'/F , et telle que la restriction de F' au-
dessus de U soit triviale : en effet, si F! est trivial au-dessus de l'ouvert
UO de F'/F , il suffit de choisirun a cF' telque T C a.UO :un tel a
efiste, éar pour t €T , 1'ensemble des a € G tels que t & a.UO s lece

a b€ Uo » 6st une partie ouverte non vide de F!' , soit Fi , et l'intersec-
~tion des F!

t
peut supposer que u(V!) C U . Alors u admet un relévenment

est donc non vide. Remplagant maintenant V' par u-l(U) , On

CaQQFQDO
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REMLRQUE. = Si le groupe G est affine, il est inutile densl'énoncé de lao propo-
" sition 6 de supposer X non singulier. En effet, on se ranéne aussitdt au cas

ot X est non singulier, en notant que tout x € X adnet un voisinnge ouvert

U, tel que P|U soit isomorphe & 1'inage réeciproque, par un norphisne

us U—>Y, d'un fibré principal localement isotrivial Q sur unme variété

non singulidre Y (et on peut méne choisir Q indépendant de P)+ Pour le

voir, on suppose quc G est un sous-groups ferné du groupe G' = Gé(n) , et on
considére G' comnme espace fibré principal Q sur Y = G'/G , dc groupe struc-
tural G .

4+ Anneeu caractéristique et torsion.

Soient G wun groupe algébrique affine connexe, B un sous-groupe de Borel de
G ,,Bu 1a partie unipotents de B, T wun tore naxinal de B (done de G)
sait que B est le prodult seri-direct des groupes algébriques T et B
([57], théoréme 3), ce qui permet d'identifier T et B/B” . Come les curacteres
rotionnels d¢ B induisent sur BY 1c carnctére trivicl, il s'cnsuit que lo groupe
decs corcctéres. raticnnols de B s'ilentific au groupe ? des caradtdros rationnels

dc T (qui est un groupe isomorphe a o , n dtant ls "rang" de G).
M

D'aprdés le résultat de Rosenlicht, G est un espace fibré principal localenent
trivial sur G/B de groupe structural B . Par suite tout caractére rationnel ;(
de B, i.6. tout honomorphisne rationncl de B dans k , définit un cspace
fibré pr1n01pa1 principal localement trivial associé, de groupe structural k
Un tel espace fibré peut Etre considéré corme associé 3 un fibré vectoriel
de rang 1 sur G/B , dont la classe & un isonorphisne prés pcut &tre considéré
corme une classe de diviseurs, c c'est=a=dire un élénent de A (G/B) ’ noté
cG()() . On obtient ainsi une application naturelle

cq * f—)Al(G/B)
qui est un homomorphisme de groupes, COIMG on constate aussitSt.

On 1l'appells l'homomcrphisme ceractéristique pour le groupe algébrique affine

connexs G . Soit S(T) 1'algdbre symétrique du Z—module T (qui est donc
isomorphe & une algebre de polynfues & n 1ndeterm1nees), alors ¢, 86 prolonge

en un homomorphisme d'algtbres graduées @

(441) oq t SU) = a(e/B)
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appelé encore homomorphisme ceractéristique. Son inmage est un sous-anneau de
A(G/B) , appelé le sous=cnneau caractéristique de A(G/B) . Il dépend évidemment
de G (et non seulement de 1= variété G/B).

Soient maintenant G , G' deux groupes algébriques affines connexes, u un
homomorphisme régulier d¢ G dans G' , B wun sous-groupe de Borel de G , B!
un sous-groupe de Borel deé G!' contenant u(B) « Alors u induit d'une part un
morphisme G/B —» G'/B' d'ol un homonorphisme d'ammeaux graduds
A(G'/BY) = 4(G/B) ; d'autre part il induit un hononmorphisme B —> B! d'ol par
transposition un homomorphisme B' —B et par prolongenent & 1l'algébre symétri-
qus un homomorphisme d'anneaux S(B') — 8(B) . Cect posé, il y o commutativité
dans le diagramme | '

A GG
S(B) —3 A(a/B)

(442) T !

A ch
S(Bt) = A(G'/B')

~
Pour ls voir, 1l suffit de se borner aux éléments de degré 1 dans S(B') , i.e.
a B » €t alors notre assertion résulte de la fonctorialit! de la clesse de
diviseurs associée & une classe de fibrés vectoriels de rang 1.

Supposons meintenant que u soit le morphisme d'injection dans G!' d'un
sous-groupe fermé G de G!' + Considérons le diagramne d'homonorphismes naturels

G!' /Bt

Te

(4.3) G/B > G'/B 1> a1 /a

B'/B

IEMME 6. - 1. Le morphisme p est une nrojection d'sspace fibré localenent
trivial, d fibre BY/B , st p* : A(G'/B') = 4(G'/B ) est surjectif.

1i. Le morphisme q e¢st une projection de fibré localement isotrivial de

groupe_structural G , associd au fibré principal G' —- G'/G (de groupe G) et
& l'espoe de représentation G/B de G . Pour que le fibré G'/B sur G'/G
admette une section rationnellé, il faut et il suffit que G' f£ibré par G

admette une section rationnelle, i.ee soit localenent trivial.

P Py
iii. L'homomorphisme B! —+ B gst surjectif.
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DEMONSTRATION. - 1. Bn vertu du résultat de Rosenlicht, G' est fibré locale—
ment trivial par B' , de base G'/B' . En prenant ls fibré associé & ce fibré
principal, et l'espace de représentation B'/B du groupe structural B' , on
obtient donc un espace fibré localenent trivial de fibre B'/B, qui n'est autre
que G'/B . En vertu du corollaire 1 & la proposition 2, la fibre B'/B est
isomorphe & un ouvert d'un espace affine En vertu du corollaire 1 au théorcne 3

de 1'exposé 4 , il s'ensuit bien que p* est surjectif.

ji. La premidre assertion est évidents. Il en réshlte que G'/B fibré sur
'G'/G admet une section réguliére au-dessus d'un ouvert U de G'/G si et seu-
lement si le groupe structural de l'espace fibré principal G' sur G'/G peut
se réduire de G & B . Mais en vertu du résultat de Rosenlicht, cele implique
dja que ce fibré est localement trivial sur U, done (trenslatant U) sur
tout G'/G . Cela signifie aussi que G' f£ibré par G admet une section ration-

nelle.

3. Soit T wun tore maximal ds B, T' un tore maximal de B' contenant T .
On est ramené & prouver que T est surjectif, ce qui est contenu dans [4].
théoréme 2, corollaire 3.

THEOREME 1. - Soient G' un groupe algébrique affine connexe, G un sous-

groupe fermé connexe, B un sous-gr.upe de Borel de G et B! un sous-groupe de

Borel de G' contenant B . Considérons le diagrarme d'homomorphismes canoniques

(4.3) slors on a les relations suivantes dens 1'anneau de Chow A(G/B)

In(eg) = ¢*(Imog)cIn ¢ =In i*

#n d'sutres termes, 1'anmeau caractéristique dans A(G/B) est 1'inage par

de 1'anncau caractéristiqus de G'/B! , et 1* st \f* ont méme inags.

La premiéfe assertion rééulte de la comutativité dans (4.1) et du lemme 6,
111, la deuxiime résulte de la formuls ¢ =1* p* et du fait que Pt est
surjectif (lemme 6, id.

Pour énoncer des corollaires, introduisons la définition suivante 3

- DEEINITION 2. - Soit G un groupe algébrique affine connexe. On dit que G

st sans torsion si le scus=—annesau caractéristique de A(G/B) est identique 2
A(G/B) tout entier, i.c. si 1'homomorphisme ¢, &8t surjectif.
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Nous allons caractériser les groupes sans torsion au nunéro suivant. Borrcnse—
nous pour 1l'instant 3 remarquer qu'un groupe algébrique affine comnexe résoluble
est trivialement sans torsion, et que le groupe Gl(n) est sans torsion en vertu
de 1n détermination explicite de A(G/B) donnde pour G = GHn) dans 1'exposé

précédent, corollaire 1 au thioréme 1.

COROLLAIRE 1. = Avec les notations du théordme 1, supposons qus G' soit sans
torsion (per exemple G' = G&(n)). Alors ona In cq = In 1% = In \_‘7*

On en ddduit ¢

COROLLAIRE 2. = Soit G un groupe algébrique affine connexs, B un sous—-groups

de Borel de G o Alors le sous-anneau cars.ctéris.tiqﬁe de A(G/B) est exactement
l'ensembls des éléments de A(G/B) ayant la propriété suivante & pour tout

fibré principal localement isotrivial P de groups G, de base X , et tout

point a& P, si on désigne par Jj le morphisme G/B —> P/B d¢fini par a, T
appartient 3 1'image de ¥+ 4(p/B) = A(G/B)

Ia condition énoncée est manifcstement nécesseire, car en procédant comme au

début de ce numéro, on définit un homomorphisme naturel

s(B) — A(p/B)

(qu'on pourrait encore appeler 1'homomorphisme caractéristique pour le fibré P),

et on a commutativité dans ls diagramme

S(B) —>A(P/B)
gy /I

A(G/B)

pour de8 raisons évidentes de fonctorialité (généralisant la commutativité dans
(4.2)) La condition énoncée est suffisante, car inmergeons G dans un groupe

= Gln) , et prenons P = G' fibré par G, a = élément unité de G' . Donc
on aura Jj =1 (o i est l'homomorphisme i de (4.3), et par suite ‘§ ¢Im :1
en vertu du corolleire 1, il s'ensuit que gelmecg o

COROLLAIRE 3. = Avec les notations du théoréme 1, supposons que G' soit sans
torsion, et qus G' fibré par G  admette une section rationnelle. Alors G est

sans torsion.

En effet, 1 st l'injection d'une fibre dans un espace fibré localement trivial ;

par suite 1* est surjectif (proposition 3), donc en vertu du corollaire 1. il en



5wl
est de méme de cg

I1 résulte en partigulier du corollaire 3 q'un groupe algébrique affine spécial
(donc néces-airement connexs) est sans torsion ¢ il suffit en effet de le plonger
dans un groupe G' = Ge(n) et d'appliquer le corollaire 3.+ Nous allons voir
au numéro suivent que ceci limite de fagon draconiemne la catégorie des groupes

algébriques spéciauxe

COROLLAIRE 4. = Soit G un groups algébrique affine connexs, B un Sous=

groupe de Borel de G o Alors le sous-anneau caractéristique de- A(G/B) est
d'indice fini dans A(G/B) .

On plongs encore G dsns un groups G' = G{(n) , et on oppliqus 16 corollaire 1,
qui affirme que le soys-anneau caractiristique est ¢gal & Im 1* . Comme 1
‘6st une injéction de Fibre dans un fibré localement isotrivial, il résulte de la
pi'oposition 4 que le conoyau de i* est un groupe de torsion. Pour prouver
qu'il est mlme fini , i1 suffit de noter que A(G/B) est un groupe ayant un
nombre fini de générateurs. Ce dernier fait résulte de la ddcomposition cellulaire
ds G/B ([8] et [4] proposition 7) (impliquant que les cellules dans une décompo-
sition cellulairs standnrd de - G/B ont des classes dans A(G/B)  qui engendrent
co groupe abélien). = Notons que le corolleire 4 peut remplacer le "théoreme ds
transgression® de Borel pour obtenir la plupart des résultats classiques dans la
théorie cohomologique des espnces classifiants de groupes de Lie compacts. Nous
n'insisterons pas ici sur cette application possible de la Géométrie algébrique
4 la Topologiee |

Soient toujours G un groupe algébriqus affine connexe, B un sous-groupe de
Borel, N 1n dimension de G/B + Considérons l'homomorphisme %t AN(G/B) —>rZ .,
(aéfini gréice au fait que G/B est complite), il est évidemment surjectif, et
en fait il est bijectif, comme il résulte du fait que dans la décomposition
cellulaire de G/B , il n'y a qu'une seule cellule de dimension O . Considérons
1'ensemble des éléments de AN(G/B) ¢ 2 qui sont dans le sous-anneau caractéris-
tique, c'est un sous-groupe de 3\ de N{a forme d).z,. 6t ona d >0 en vertu du

corollaire précédent.

DEFINTTION 3. - Ltentier d précédent est appslé l'indice de torsion du groupe
algébrique affine connexe G o+ Si { est un nombre premier, on dit que G a de la
{ <torsion gi A divise 4d . '



5-18

La signification de l'indice de torsion d est explicitée dans le théoréme
suivant

7o
THEOREME 2. - Soient G un groupe algébrique affine connexe, B un sous-groupe de

Borel, d4' un entier > 0 . Les conditions suivantes sont équivalentes 3

i. Pour tout espace fibré principal localement isotrivial P , de groups
structural G , guasi-projectif et non gingulier, et toute injection J ¢ G/B — P/B
définie par un élément a ds P, ls conoyau de j* : A(P/B) -'>A(G/B)A est
annulé par 4! . :

ii. Le conoyau de 1'homomorphisme caractéristique og est annmulé par 4!,

i.e. a'.A(G/B) est contenu dans le sous-anneau caractéristique de A(G/B) .

iii. L'entier d' est un multiple de l'indice de torsion d ds G .

iv. 11 existe des entiers m, > 0 , de plus grand commun diviseur d' , et des
représéentations lindaires u, de B, de degré N = dim(G/B) , tels que le fibré
vectoriel homogéne sur G/B associé & u, - admette une section réguliére, trans-

versale & la section nulle, et ayant exactement m, ZET0S o

ve 1l existe des entiers m, >0 de plus grand commun diviseur d4' , ayant
les propriétés suivantes & pour tout espace fibré principal localement isotrivial

P, de groupe structural G , de base X , st pour tout point x €X , on peut

trouver un voisinage ouvert U de x , des revitements non ramifiés g ! Xi =U

de U, ds degrés m

5 0 tels que l'image inverse gzl (P) de P soit un fibré

trivial sur X g °

DEMONSTRATION ¢« =0na (i) => (i1) , car en repronant le raisonnement de la
deuxiéme partie du corollaire 2 au théoréme 1,(ii) apparait comme un cas parti-
culier de(i) puisque Im cg = Im 1* . on a(ii) =3>@ii) trivialement. Nous prouvons
plus bas que(iii) implique(iv) D'autre part,(iv) implique(v) en vertu du corollaire
3 la proposition 6 (compte tenmu de la remarque de la fin du numéro 3). Enfin(v)
implique(i) en vertu du corollaire & la proposition 4.

I1 reste donc & prouver que(iii) implique(iv), ou encore qus(iv) est vérifié
en prenant d!' = d (indice de torsion). Soit R 1e radical connexs de. G , posons
G' = G/R , alors B! = B/R est un sous-groupe de Borel de G' et G/B est
{somorphe 3 G'/B! . Comme G' est semi-simple, les résultats de [ 1] ain
le groups al (G'/B!) des classes de diviseurs sur G'/B!' s'appliquent 2
al (6/B) « I1 en résulte en particulier que ce groupe al (6/B) est un groupe libre,
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ayant une base (51 ) sev En) formé des classes de diviseursbgositifs D e
I1 en résulte facilemsnt que tout sous-groupe M dtindice fini de 4~ (G/B)

admet une base formée de combinaisons lindaires & coefficients strictement positifs
des E g (Prendre un élément de il dont toutes les coordonnées soient stricte-
ment positives et qui soit primitif dans M comme premier élément d'une base de
M ; on ajoute alors aux autres éléments de la base des multiples assez grands de
ce premier élément). Il en sera en particulier ainsi pour le sous-groupe cG(f) de
al (6/B) (qui est bien d'indice fini en vertu du corollaire 4 au théoréms 1). Done
ce sous-groups admet une base (\?1 9 vee 7n) formé de classes de diviseurs
sur G/B dont chacun est une combinaison lindaire & coefficients tous >0 des
cellules de codimension 1 de G/B . Alors le groups des é1¢ments de ~AN(G/B) qui
gont dans le so;z\f-anneau"rclax_-actéristique de A(G/B)‘ est le groupe engendré par
les monSmes - Yy eee Wy avec % + ese + o =N . Donc d est 1e plus

grand conmun diviseur des entiers wé 7?1 e 70;11) =m + Or soit, pour 1<i<n,
Xi un caractére ds B dont 1l'image par g est 71 s 6t considérons la repré-
sentation linéaire u de B qui est Somme directe de N représentations lindaires
de rang 1, le caractére )ﬂi y figurant x; fois. Il suffit de montrer que

1ton peut trouver une section régulidrs s du fibré vectoriel homogéne V(u)

sur G/B associé & u s telle que s soit transversals 4 la section nulle st

gilt exactement m zéros. En tout état de cause, si le cycle des zéros de s

existe, 11 est bien de degré total m , car la classe de son cycls des zéros est
égals 3 cN(V(u)) (dernidre classe de Chern du fibré vectoriel V(u)) , donec 2

70;1 see V:n en vertu de la formule d'additivité pour les classes ds Chern

(V(u) dtant une somms dirscte ds fibrés vectoriels de rang 1, le fibré de classe
9y ¥ figurant ; fois). Tout revient domc & trouver unc section s transver-
sale & la section nulls, i.e. ayant exactement m zéros distincts. Or se donner
une section régulidre de V(u) revient 3 se donr}er des ssctions réguliéres de ses
composantes de rang 1, qui sont les fibrés vectoriels associés aux classes de di-
viseurs S i' qui sont des combinaisons linéaires & coefficients tous >0 des
cellules de codimension 1 de G/B . Le cycle des zéros de s (s'il existe) est

le produit.ldes cycles des zéros des composantes ds s » qui sont des diviseurs

positifs équivalents aux 5 (Si flgmwant & fois) et par ailleurs arbitraires.

Il suffirait donc de prouver l'assertion suivante : soient D, , l=i<r,

by

des diviseurs sur G/B , combinaisons lindaires & coefficients tous >0 des
26llules de codimension 1 de G/B . Alors on peut trouver des diviseurs positifs
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Di_ rationnelle’ment équivalents aux Di tels que les D! se coupent partout avec
la multiplicité 1. Malheureusement, cette assertion n'est pas démontrée. Cepen-
dant, il nous suffit, pour notre objet, d'utiliser une forme affaiblie de 1'assere

tion précédente, & savoir le

IEME 7. - On peut trouver un diviseur positif [ sur G/B tel qus, pour tout
diviseur D sur G/B tel que les coefficients de l'expression de la classe de

S

D au moyen des classes des cellules de codimension 1 soient supérieurs i ceux
ds A » st pour tout cycle 2 >0 sur G/B , sans composante multiple, on puisse
trouver un diviseur positif D' , rationnellement équivalent & D , tel que les
multiplicités dans Z.,D' soient toutes égales & 1.

Ce lemme implique que l'assertion conjecturale faité ci-dessus est vraie dans
1§ cas ou les cpefficients des Di sont "assez gfands". Elle devient donc vrais
guand on remplace les Di par m Di s OU m est un entier' assez grand. Appliquant
ce résultat pour m = ?@1 et m = 12 s Ou X’l et )22 sont deux nombres premiers
entre eux et premiers & d , on achevera la démonstration de 1l'implication
(i11)—- v} .

I1 reste donc seulement & prouver le lemme 7. On sait que G/B est une variété
projective. Soit donc A une section hyperplane de G/B dans une immersion projece
tive f de G/B dans un espace projectif P(V) . Si D est comme dans le lemme,
alors D est rationnellement équivalent & N+ D s avec D > 0 . Comme D
est rationnellement équivalent. & ses translatés, le systeéme linea.ire des d1v1ssu:c~s
>0 qui sont rationnellement équivalents & D n'a pas de point fixe, donc
définit un morphisme g de G/B dans un espacs projectif P(W) o Il s'ensui’.
que le systéme linéaire des diviseurs » 0 équivalents a ‘L\_ + Do définit encore
‘une immersion projective (car un sous-systéme lindaire convenable du systéms
lindaire précédent définit une immersion projective dans P(V e W) , composée de

G/B gfg)P(V) x P(W) ot de l'immersion naturelle de P(V) x P(W) dans P(Ve W)) .
Ainsi, le systéme linéaire des diviseurs >0 équivalents & D est le systéme
linéaire des sections hypsrplanes dens un plongsment projectif convenable de

G/B . Le lemme 7 résulte aussitdt de 13, car il est bien conmu que, pour un cycle
Z sans composante multiple dans l'espace projectif Ph s 11 existe une section
hyperplane qui coupe 2 avec la multiplicité 1 partout.
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COROLLAIRE 1 au théoréme 2+ = Pour qus G soit sans torsion (définition 1) i1
faut et il suffit que son indicc de torsion 4 sopit égnl & 1.

COROLLAIRE 2, = Soit 4 un nombre prenicr. Pour quse G n'ait pas de z-torsion,

il est nécessairs et suffisant que 1l'homomorphisme composé

| s(B) — A(a/B) —> A(G/B) -eﬁ/}éﬁ

goit surjectif.,

REMARQUES o

1° On peut se demender si dons 1'énoncé des conditions(iv) et (v) du théoréme 2,
on ne psut remplacer l'ensemble des entiers m, par ls seul enticr d4' luie-
méme. Dloprds la démonstration du théoréme, il en sernit ainsi si on pouvait
trouver des caractéres g2 ' Kp 4 B, tels que les classes de¢ diviseurs
17 i associées aux )\i golent des c%asses c‘l’?ndiviseurs positifs, ot des entiers
Xy 5 eee sy & >0 tels qus 2 ( /PRECTYR/M ) =d (indice de torsion). Comme
on conneit diverses expressions explicites de A(G/B) et de 7 en termss de la
structure de G (ou seulement du dingramme du groupe semi-simple G!), la ques=-
tion de savoir si des Xi et des Kl comme ci-dessus peuvent &tre trouvés
(pour un G donné) est en principe une question de pure théorie des groupes et
doit pouvoir se déecider par le calcul du moins dans ls cas o G est simple et
simplement comnexs, en traitant cas aprés cas. Les calculs cependant semblent d'une
complication déeourageante j nous indiquerons au numero suivant une autre méthede,
permettant de prouver le résultat voulu quond d =1 (théoréme 3)+ Notons seu-
lement ici que si l'assertion faite peut se prouver pour les groupes simples
simplement cdnnexes, on en conelurslt facilement qu'elle est vraie aussi pour
les groupes semi-simples simplement connexes, d'ol on déduirait que s1 G est
un groupe algébrique affine conneg(ci quelcdor\xque y on peut trouver des jﬂi et des
% (<1i<n) tels que % (71 cee \?nn) divise une pulssance de d ,.1l.6.
n'eit pas d'autres diviseurs premiers A que ceux intervenant dans dans la torsion

de G . C'est ainsi que nous procdderons au numéro sulvant, lorsque d =1 .

2° I1 n'est pas difficile de montrer que A(G) ost _isbmorphe au quotient de
A(G/B) par 1'idéal engendré par °G(§) (voir remarque & ln fin de 1'exposé
précédent). Il s'ensuit aisément, utilisant le corollaire 4 au thcordme 1 et le
corollaire 2 au théoréme 2, que A(G) est un anneau fini, et les diviseurs pre-
miers de l'ordre de A(G) sont exactement les nombres premiers intervenant dar_ls

la tcrsion de G o
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5. Caractérisation des groupes algébriques spéciaux.

Ie but de ce numéro est de prouver 1l'énoncé suivant ¢

THEORE!E 3. =~ Soit G un groupe algébrique. Pour que G soit spéeial, il faut

et il suffit que G soit affine, connexc ¢t sans torsion. Dans le cas ou G

6st un groupe affine scmi-simple, ces conditiongsignifient aussi que G est iso-

morphe & un produit direct de groupes de la forns S{n) et Sp(n) .

On 2 v dons l'exposé 1 que si G est speial, il est affine et connexse En
vertu de ccrollaire 3 au théoréme 1, il sera alors sans torsion. Réciproquement,
supposons que G soit affine, connexe, sans torsion, prouvons qu'il est spécials
En vertu du corollaire & la proposition 6, cela va résulter du fait suivant : il
existe une représentation lindairc régulidre u de rang N = dim(G/B) de B ,
telle que le fibré vectoriel homogéne V(u) sur G/B associé 3 u admette une
section réguliére 8 ayant exactement un zéro. On prendra pour u une somme dircc-
te ds représentations linéaires de rang ! de B , associdée donc & des caracteres

i (1<i<N) de B, Soient Yy les classes de diviseurs cal Xi) sur

G/B assocides aux )ﬂ 4 » llexistence de s signifie donc qu'il existe des divie
seurs positifs Di de classe 7i s bels que le cycle produit des Di cxiste et
soit de degré total 1. IJ. revient au méme de dire que l;s '?i sont les classes

de diviseurs positifs, D; st que 7((71 g see s V)N) =1 (car remplagent les

Di par des transletés convenables, on pourra supposer que lé cycle produit des .
Di existe)s Or G J&tant sans torsion, 1l'appligation B —-&Al (G/B) est surjective.

by

Notre assertion est donc équivalente & celle du lemne suivant.

IEMME 84 - Soient G un groupe algébrique affine comnexe sans torsion, B un
sous-groupe de Borel de G . Alors il existe sur G/B des classes
(1<1<N=ain(G/B)) de diviseurs positifs tellss qus o ( Gy wee VN) =1,

Nous ne nous servirons du fait que le groupe algébrique affine conmnexe G

est sans torsion que sous la forme suivante : A(G/B) est l'ammeau engendré per
ses 41éments de degré 1. Alors hypothése et conclusion ne changent pas si on
remplace G par G' = G/R, oh R est le radical connexs d¢ G (car G/B est
isomorphe & G!/B'). On peut donc supposer G semi-simple. On sait qu'il existe
alors un groupe algébrique affine semi-simple simplement connexe et une isogénie
u de G' sur G, appliquant un tore maximal T' sur un tore maximal T avec
des cxposants radiciels tous égaux 3 1 ([23] proposition 1). Alors u induit
un morphisme G'/Bt —» G/B s je dis que c'est un isomorphisme. Par raison
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d'homogénéité, il suffit de prouver que c'est un morphisme birationnel, et pour
ceci il suffit de prouver qu'il induit un iscmorphisme de la cellule ouverte B!.s!
sur la cellule ouverte Be.e ([8])e Or cela résulte sussitdt des rdsultats de

[8] et de la définition des exposants radiciels [3 ).

On est remené ainsi au cas o G est semi-pinpls simplenent connexs, A(G/B)
étant de plus engendré par ses éléments de degré 1, ce qui signifie que G est
semi-simple et sans torsion. Nous allons domner plus bas le principe ds la démonse
tration du lemme suivant. |

IEIME 9 (CHEVALLEY=-BOTT). = Soit G un groups algébrique semi-simple sans tor—
gione. ’Alors G est isomorphe & un produit de groupes du type. S!(n) 19 Sp(n) .

On est donc ramené & prouver ls lemme 8 pour un tel groupe produit G . On
vérific aussitdt qu'il suffit de le prouver pour des groupes du type S€(n)
6t du type Sp(n) « Dans le premicr cas, on vérifie que l'injection S&(n) —> Gf(n)
définit un isomorphisme de 1a variété de drapeaux associdés & G = S€(n) dans
celle associde & GU(n) , i.c. la variété des drapeaux usuels dans l'espace vec-
toriel de dimension n ¢ Soit D cette variété ;3 utilisant les fibrations succes=
sives de D avec des espaces projectifs en fibres, nous avons donné dans l'expo=
86 4, théoréme 1, corollaire 1 1 structure de A(D) , qui o une base formée

d'éléments de la forme

[+
1

¥, L., § P (0 X, < p=141)
1 p=-i i

~—

ou les B 1 sont les classes de diviseurs qui correspondent aux facteurs de rang 1
dans ls scindage naturel du fibré trivial de reang n sur D . Posons

?i=fl+...+§i (01 <p-=1)

alors les N sont des classes de diviseurs positifs (associds aux poids domi-
nants fondementaux de GI(n) ’ définissant les représentations dans les puissances
extérieures successives de k ). On vérifie facilement, utlllsant la définition
des T et les formulss (17) de l'exposé 4, qu'on a

X1 NP | \
x(%," .. P )=0 si (w, , . ,osp_l)«z.(p—l,...,l)

% (3 Pl Sp-l) =1
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d'ol on conclut facilement, compte tenu de  TH1 + fi) =0,

k(?lp—l 75-2 see 7p_1) =1

Cela prouve le lemme 8 pour G = SQ(n) o On procéds de fagon analoguc pour
G = Sp(n) o Soit V un espace vectoricl de dinmcnsion 2n rmuni d'une forne alterw
née non dégénérée £ « On désignera par D =D(V , £) la variété des drzigeaux
symplectiques dens V , ise4 des drapcaux v, V2 C ees cVzn =V dans V tels

que pour.v i<n, Vi soit totalement isotrope de dim i et V2n - soit la
variété orthogonale & V, + Alors D est une sous-v'riété fermée de la variété

de tous les drepecux de V , c'est un espace homogénc algébrique sous G = Sp(v, £) .
On vérifie sens difficulté que cct espace de transformetion est isomorphe 4 un

G/B . Soit alors de fagon générale Di la variété des drapeaux Vi € eee C.Vi ,avec
dim Vi =i , les Vi étant des sous-cspaces totalement isotropes de V . Alors
Dn est isomrophe & D, et D; st isomorphe & un fibré projectif sur D,
associé & un fibré vectoriel E, sur D, _, (savoir ceclui dont la fibre en ls
point (V, , «es , V; ;) est llespace vectoricl (Vy )°AV; ; , oh 1o ° désigne
1'orhtogonal pour f£)e Cela donne la structure de A(Di) en termes de cclle de
A(Di-l) , d'ou de provhe en proche la structurc de A(Dn) = A(D) . De fagon pré-
cise, on a sur D un fibré vectoriel symplectique E mnaturel, savoir le fibré
constant défini par V , muni d'un scindage par des sous-fibrés vectoriels

F1 C oo CFZn =E ,ou pour ign,F 4 ©stun sous-fibré totalenent isotrops

de rang 1 dont 1l'othogonal est F2n-i + Considérons alors, pour L si=<n, le
factsur Fi/Fi-l s 6t soit 34 la classe de diviscurs associde au fibré dual

du fibré précédent. Utilisant 1o propriété (I.11) de l'exposé pricédent, on trouve
que les

1

T, e ?nn (0 =&, =2n - 1-21)

i

forment une base du ‘&—module D « De plus, come E' est trivicrl et adnet un
scindage dont les facteurs sont de reng 1 et ont des classes ji et - g aon

obtient entre les ¥, la relation T 1 (1 + 31 -5,) =0, 1.
1<icn

2y _
Lo -5 =e

qui s'éerit aussi }——-§§ ...§12{ =0 (l=k=<n).
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Posons alors
= Lt e +Si (0=<i <n)

alors les Vs sont des clgsses de diviseurs positifs sur D, (assocides aux
poids dominents fondamentaux de G = Sp(V , £) , qui correspondent aux représen—
tations linéaires irréductibles de G dans les puissances extéricures successives
de V). '

D'autre pert, les formules (17) de l'exposé préoddent donnent encore

u(g
3(( 511’1-1 521’1"3 [ R N gn) =1

2=l
n o.ogn)-':o Si (gl,oo.,gn)<(2n-l’2n"3,000,1)

ce quil donne facilenent

7((72n1 -3 .., y ) =1

n

Cela prouve le lemme 8 dans le cas G = Sp(n) . Ainsi, le théoréne 3 est une con-
séquence du lemme 9, dont nous allons esquisser naintenant une démonstration.

Soient G un gr upe algébrique connexe scmi-sinple, T un tore naxinal de G,
B un sous-groupe de Borel 46 G contenant T , N 1le normalisateur de T , W
le groupe de Weyl N/T , qui s'identifie aussi & un groupe d'automorphismes du -
groupe discret @'. On a vu dons [ 8] que 1l'ensemble dcs orbites de B oplrant
sur G/B est en correspondance biunivoque avec W , & 1'Glément w de W corres-
pondant 1'orbite X, de g mod B (o g, ostun représentant de w dans N).
Soit z(w) 1a classe dans A(G/B) du cycle adhérence de X, dans G/B . Nous
avons déja remarqué, comme consdéquence de la proposition 7 de 1l'exposé préeédent
et de le relation A(k ) = 25 que les z(w) engendrent ls Zemodule A(G/B) &
En fait, CHEVALIEY a “montré que les z(w) forment méme une Eggﬁicﬂl Z-module
A(G/B) , ot il a donné des formules explicites qui permsttent d'exprimer en prin-
cipe 1a loi d'anneeu dans A(G/B) & 1'aide de cette base, ie.e. d'exprimer

z(w)z(w') comme combinaison lindaire des z(w") .

Nous ne donnerons pas ici la formule de Chevalley, et nous nous bornerons & en
signaler une propriétdé 1mportunte ¢ les coefficients quil y interviennent ne
dépendent pas du corps de base (et en partlculler sont 1ndependqnts de la caracté-

ristique de ce dernier) ; ils s'expriment directement & l'aide de le configuration
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formée par le systéme des racines dens le groupe abdlien libre T W Stant
considéré comme le gréupe Aes automorphismes de cette configuration), ou mfme,

si on pbéfére, & l'eide du diagramme de Dynkin de G . En partioulier, pour connafi-
tre la structure de l'anneau A(G/B) correspondant 3 un Adiagrarme de Dynkin donné,
i1 suffit de le faire quand on prend pour G un groupe semi-simple connexe sur

ls corps des complexes,correspondant & ce.dlagramme de Dynkin. En particulier,

pour déterminer les diagrammes de Dynkin qui correspondent & des G tels que a(6/B)
soit engendré per ses éléments de degré 1, 1l suffit de déterminer les iroupes
semi-simples complexes G pour lesquels A(G/B) a cette propriété. Cela permet
dteppliquer des méthodes transcendantes (voir muméro suivant) qui montrent que ces
groupes sont exactement ceux isogénes & des produits de groupes de 1n forme SA(n)

st Sp(n) , et ayant donc par suite un diagramme sorme de diagrammes du type

SQ(n) et Sp(n) « Cels prouve done lc méme résultet sur un corps de base algébri-
quement clos arbitraire. Enfin, pour que le groupe nlgébrique semi-simple connexs
G soit sans torsion, il faut et il suffit qu'il soit simplement connexe (i.c.

f —al (G/B) est surjectif) st que A(G/B) soit engendré par ses ¢1éments de
degré 1, Cela signifie done que G est lui-méme isomorphe & un groupe produit

de groupes de le forme - sfn) et Sp(n) .

REMARQUES »

1° La démonstration iﬁdiquée est de nature transcendante. Bien entendu, la for-
mule de Chevalley donne en principe un moyen de vérifier la lemme 9 par voie al-
gébrique, utilisant 1a classificntion des groupes algébriques simples simplenent
connexes par leurs diagrammes de Dynkin. Mois les calculs semblent inextricablement
compliqués.

20 On a obtenu en passant la structure de £(G/B) pour G =SA(n) , qui a une
forme trés voisine des résultats obtenus dans le théorems 1 de l'exposd précédent.
" I1 est d'ailleurs facile d'obtenir l'analogue conplet de cc théoréms, donnant
1a structurc dss anneaux de Chow associés aux diverses variétds de drapeaux symplec—
tiques qu'on peut assocler & un fibré symplectique. Comparer exposé 4, paregraphe 3
remarque 3.

3° I1 y a divers résultats qui donnent quelque plausibilité & la conjecturs
suivante.

Soient G un groupe algébrique (non nécessairenment connexs, ni affine), B un
sous-groupe de Borel (1.6 un sous-groupe formé lindaire résoluble meximal 5 il

résulte des théorémes de structure des groupes linéaires que G/B est une
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yariété compléte)e Soit P un fibré principel localenent isotrivial de groupe

'G, de base X o On suppose E et X non singuliers quesi-projectifs, et on con=
sidére le fibré associ¢ E = P/B sur X , de fibre G/B . Soit a un point de

X, F. = f-l(a) sa fibre dans E , 1 s Fa —>E lc norphisme d'injections Est-
i1 vral que pour que P soit localenent trivial en a , il fout et il suffit
qu'il existe un z € A(E) tel qus =K(1*(z)) =1 ? La nécessité de la condition
est triviale (cf. proposition 3). La suffisance impliquerait que si P est locale~
ment trivial en un pcint, il 1l'est partout. On peut se demander s'il est méne vrai
gite 8i deux fibrés loc~lement isotriviaux sont isomorphes au voisinage d*un point,
11s le sont au voisinage de tout pointe (Ceci amdne encore & généranliser la con-
Jjecturs ci-dessus, en rempl-gant le groupe G par un fibré en groupes cu-dessus de
X o la conjecture envisagée est vraie si G est abélicn, sous réserve que la
réciproque de la proposition 5 (envisagée dans la remarque qui la suit) soit
vrales. On peut montrer aussi quec cette conjecturec est vraie si G est un groupe
quotient de G{{n) (par exemple lc groupe projectif GP(n - 1)) , en utilisant
des sections de fibrés vectoricls comme dans le nundro 3.

6+ Relotion avec la torsion homologique.

Nous supposons 2ons ce numéro que le corps de basc est lc corps ‘ia des complexes.
Alors tout espoce algébrique est aussi un espace anclytiqus complexe (cf. SERRE [10]
Pe 1)e A ce titre, il est muni d'une topologic qui en fait un espace localement
compact, et par suite d'un anneau de cohomologie B (X) = B (x s Z2) o Soit mainte-
nent X une veriété analytique complexe de dimension n en touﬁﬂboinx.Nous adnet-
trons qu'on peut & tout cycle analytique complexc Z sur X , de codimension
complexe i , associer une classe de cohomologie p(z) é-Hzi(X) , cette opération
étant compatible avec les produits cartésiens, les images inverses et les images
" directes propres, (et par suite aussi avec le produit de cycles regpe lo cup-
produit)et étant donnée sur les cycles non singuliers par dualité de Poincaré. Ces
faits ne semblent pas figurer actuellement dans la littérature (ni nfme dans
quelques papiers secrets), ot il cst & espérer qu'il se trouvera une bonne volonté
pour combler cette locunce Nous allons nous servir de p(z) lorsque X est une
varidté algébrique non singuliére, et 2z un cycle algébrique sur X . Se servent
des propriétés énoncées, on voit méne que si X st quasi=projcctive, on obtient
un homomorphisme p de l'anncau de Chow A(X) dans H¥(X) , doublant lss degrés
(NoBs = En fait, il scra méme vrai que deux cycles algébriquement équivalents sont

homologues ).
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Supposons de plus que X soit muni d'unc suite (Xi) de sous-espaces ferués,
tels que Xi soit de dimension i et Xi : Xi -1 soit réunion de composantes
connexes V, ) qui sont isomorphes (en tant que veriété algébrique) 2 C . I1
résulte alors de 1o proposition 7 de l'exposé précédent que les classes dans
A(X) des Vi )3 forment un systéme de générateurs de A(X) . D'autre part, les

1,9 con31deres comme porties fermées de X mmni de sa topologie "usuelle",
en définissent une décomposition cellulairec, donc les classes de cohonologie des
cellules forment une basc de H*(X) « Combinant ces dsux faits, on trouve que
lthomomorphisme canoniqus A(X) —%-H*(X) est un isomorphisne. En particulier, coume

lcs G/B ont une Aéconposition cellulaire, on trouve ¢

LEMME 10e = Soit G un groupe algébrique affine connexe sur G , 6t s0it B
un sous-groupe de Borel. Alors 1'homonorphisne canonique A(G/B) — H¥(G/B) est

un isomorphisme d'anncauxs.

D'autre pert, A'aprés la définition axiomatique des classes de Cherm, on voit
que l'homomorphisme canonique A4A(X) — B (%) est conpatible avec la formation
.de classes de Chern de fibrés vectoriels algétriqucs. Par suite, avec les notations
du lerme 10, 1'homomorphisme composé

S(B) —» A(G/B) — H*(a/B)

est 1l'homomorphisme caractéristique du fibré topologique G de groupe structural

B (compte tenu que la cohomologie de 1l'espace classifiant de B s'identifis

3 S(B) y comne il est bien connu). Ainsi, les nombres preniers qui sont de torsion
pour G considéré comme groupe ~lgébrique (cf. définition 3 et corollaire 2 du
fhéoréme 2), sont exactement ceux qui divisent 1'ordre du conoyau de 1'homomorphis—

ne caractéristique
S(B) — H*(G/B)

Or i1 est bicn comnu (et d'ailleurs élénenteire & partir du fait que le conoyau en
qusstion est bien fini) que ce sont aussi les nonbres preniers qui interviennent
dans la torsion de l'cspace classifiant pour G . Donc 3

N .
THEOREME 4. = Soit G un groupe algébrique connexe affine sur le corps C .
———— AN
Alors les nombres premiers £ intervenant dans la torsion de G considéré
comne groupe algébrique (cf. définition 3) sont exactement ceux qui interviennent

dans la torsion de l'espace classifiant du groupe topologique G .
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Supposons nmaintenant que G soit seni-simples Donc G est isomorphe au groupe

- algébrique associé & un groupe conpact semi-simplc K , ot 1l'csprce classifiont

de G est homotope & celui de K o Or il est conmu (BOTT) que le seul cas ol ce

classifiont est sens torsion, est celui o XK est un produit de groupes spéeciaux

uniteires et symplectiques unitaires, i.ss o G est un produit de groupes

S8(n) et Sp(n) . Cela achdve de prouver le lemme 9 du n® 5, et par 13 le

théoréne 3.

REMARQUE., = En toutc rigusur, il faoudrait pour que cette dénonstration soit

conpléte, que les faits dmoncés au début de ce mméro soient dénontrés, et qie

le résultat de Bott soit publid. Cela devrait donner envie A sertains de prouver

le lemme 9 par voie directe.
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