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INTRODUCTION.

Ce volume rassemble les exposés du séminaire de Grothendieck & 1'IHES de
1965/66, initialement distribués sous forme de notes miméographiées. Par rapport 2
la version primitive, les seuls changements importants concernent 1'exposé II, qui
n'est pas reproduit, et 1'exposé III, qui a &été entidrement récrit et augmenté d'un
appendice numéroté III B. A part quelques modifications de détail et additions de

notes de bas de page, les autres exposés ont été laissés tels quels.

Le coeur du séminaire est constitué par la formule de Lefschetz en coho-
mologie étale (III, III B, XII), et son application a 1'interprétation cohomologi-
que des fonctions L (XIV). Tous les résultats annoncés par Grothendieck dans son
exposé au séminaire Bourbaki [27] sont ici complétement démontrés. Les formules des
traces établies dans (III, III B, et XII), par des voies différentes, sont plus gé-
nérales qu'il n'est nécessaire pour prouver la seule rationalité des fonctions L .
Une démonstration de cette derniére, nettement plus courte, compléte, figure dans

1/2 Rapport), ot est suivie la méthode de Grothendieck

1'exposé de Deligne (SGA 4
des exposés XII et XIV, mais débarrassée de toute généralité superflue. Nous espé-
rons toutefois que les formules de III, III B pourront servir dars d'autres situa-
tions. Quant au reste du séminaire, il se compose de deux exposés sur la théorie du
passage & la limite donnant naissance a4 la cohomologie 4-adique (V,VI), et de divers

compléments au formalisme de dualité (I, VII) et i la formule de Lefschetz (VII, X).
Voici plus précisément quel est le contenu de ce volume.

L'exposé I est indépendant du reste du séminaire. Son résultat principal
est que, sur un schéma régulier vérifiant certaines hypotheses supplémentaires de
nature locale, et sous réserve qu'on dispose de la résolution des singularités et
du théoréme de pureté, le faisceau constant de valeur Z/nZ , pour n premier
aux caractéristiques résiduelles, est dualisant (I.3.4.1). Ce théoréme vaut notamment
pour les schémas réguliers excellents de caractéristique nulle, grace a Hironaka et

aux résultats d'Artin (SGA 4 XIX). Le cas d'un schéma régulier de dimension 1 est
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traité séparément, par une autre méthode, trés élémentaire (voir aussi (SGA 4
Dualité)). Signalons que, par un argument différent, n'utilisant ni résolution ni

1/2 Th. Finitude) que, si f : X —> § est

pureté, Deligne démontre dans (SGA &
un schéma de type fini sur un schéma régulier de dimension O ou 1 , le complexe
f!(Z/nZ)S (n premier aux car. résiduelles) est dualisant. Mais on ignore si ce

résultat, plus utile que le théoréme de bidualité de 1'exposé I, qu'il recoupe sans

le contenir, s'étend au cas d'un schéma de base S excellent régulier de dimension

>1 .

Comme nous 1'avons dit plus haut, 1'exposé II, qui était intitulé "For—
mules de Kiinneth pour la cohomologie & supports quelcongues", ne figure pas dans
ce volume. Rédigé par L. Illusie, d'aprés des notes manuscrites de Grothendieck, il
était consacré 2 des théorémes de propreté cohomologique et d'acyclicité locale geé-
nériques, mais ceux-ci n'étaient démontrés que sous des hypotheéses de résolutiom.
Une démonstration des m@mes résultats, sans ces hypothéses, obtenue depuis par

Deligne (SGA 41/2

Th. Finitude), a rendu inutile la publication de cet exposé. Cer-
tains compléments, concernant par exemple le cas des diviseurs & croisements normaux,
ont été incorporés dans un appendice & (loc. cit.). Ajoutons que des théorémes ana-

logues i ceux de (loc. cit.), pour le cas des faisceaux d'ensembles et de groupes

non commutatifs, sont démontrés dans 1'exposé de Mme Raynaud (SGA 1 XIII).

L'exposé III contient une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier
pour les correspondances cohomologiques entre complexes de faisceaux sur des sché-
mas de type fini sur un corps, et l'on montre, dans 1l'exposé IIT B, comment l'on
peut calculer les termes locaux de la formule dans certains cas, par exemple celui
de la correspondance de Frobenius sur les courbes. Nous renvoyons le lecteur aux

introductions des exposés III et TIT B pour plus de détails sur leur contenu.

L'exposé IV, par A. Grothendieck, consacré & la construction de la classe

de cohomologie associée & un cycle, a &été rédigé par P. Deligne et publié dans

sca 4172



Aprés des préliminaires techniques, dans 1'exposé V, sur les systémes pro-
jectifs adiques, on définit, dans 1l'exposé VI, la notion de Z{'—faisceau construc-

rible (resp. constant tordu constructible, i.e. "lisse" dans la terminologie de

peligne ([1], (SGA 41/2

Arcata))), et l'on etend aux Z{)—faisceaux constructibles,
par passage & la limite & partir des Z/1" -faisceaux, le formalisme des images di-
rectes supérieures i supports propres. L'exposé VI ne donne pas, cependant, de dé-
L

finition d'une catégorie dérivée des Z{I—faisceaux, avec des opérations & ,

RHom ,‘prolongeant celles dont on dispose dans la catégorie dérivée des Z/Ln—
faisceaux., A fortiori, 1'extension aux Z{}—faisceaux du formalisme de dualité de
SGA 4 XVIII n'est pas envisagée. Cette question faisait 1'objét de la thése (non

publiée) de Jouanolou. Le lecteur pourra toutefois consulter le début de [1], ol

i .
sont définis les Ext de Z, -faisceaux.

L

L'exposé VII, indépendant du reste du séminaire, est sans doute 1l'un des
plus intéressants. Il contient a) le calcul de la cohomologie de quelques variéfés
standard (espaces affines, projectifs, variétés de drapeaux), b) un exposé de la
théorie des classes de Chern en cohomologie étale, c) une démonstration de la "for-
mule de self-intersection" i%*ix = xcd(N) en cohomologie étale (resp. dans 1'an-
neau de Chow, démonstration due dans ce cas a Mumford) et diverses applications de
cette formule (calcul de la cohomologie des variétés éclatées, formule de Gauss-

Bonnet).

L'exposé VII contient des sorites sur les conditions de finitude dans les
catégories dérivées et les groupes de Grothendieck, Ces questions sont reprifes dans

un cadre plus général dans (SGA 6 I, IV),

L'exposé IX, par J.-P. Serre, intitulé "Introduction & la théorie de
Brauer", a été publié dans [4], et n'est pas reproduit dans ce volume. L'un de ses
principaux résultats (d@ & Swan), concernant 1'existence d'un module projectif ayant

pour caractére le '

caractére de Swan", est utilisé dans l'exposé X , o est dé-
montrée une formule d'Euler-Poincaré pour un faisceau sur une courbe, légdrement

plus générale que celle figurant dans 1l'exposé de Raynaud [3].



Vi

"L'exposé XI, rédigé par I. Bucur, n'existe pas, parce qu'il s'est perdu
dans un déménagement et que l'auteur n'en avait pas de copie. Il était consacré 2
la théorie de Grothendieck des traces commutatives, généralisant celle de Stallings
[5] . Une version plus sophistiquée de cette théorie, dans un cadre faisceautique,
est exposée dans (III B 5, 6). Des applications a des formules de Lefschetz sont
données dans les exposés XII et IIT B . La formule des traces de 1'exposé XII est
démontrée indépendamment de la formule générale de 1'exposé III, mais 1'on montre
rdans (III B 6) que les termes locaux qui y figurent sont bien ceux de la formule

générale, et que cette derniére 1'implique.

L'absence de 1'exposé XIII n'est due qu'ad une raison de numérotation
le contenu des exposés X a XII avait &té initialement prévu pour s'étendre sur

quatre exposés.

L'exposé XIV (parfois numéroté aussi XV) contient des généralités sur la
correspondance de Frobenius (avec, notamment, la comparaison entre Frobenius "géo-
métrique" et Frobenius "arithmétique"), et donne, 2 partir de 1a formule des traces
de 1'exposé XII (ou III B), la démonstration(de Grothendieck) de la rationalité
des fonctions L : les deux points importants sont la réduction au cas des courbes,
et le passage & la limite permettant de se ramener 2 une formule pour des z/" -

faisceaux.

Lors du séminaire oral, Grothendieck avait fait un exposé des problémes
ouverts et énoncé quelques conjectures: Cet exposé, qui devait clore le séminaire,
n'a malheureusement pas été rédigé, pas plus d'ailleurs que son trés bel exposé
introductif, qui passait en revue les formules d'Euler—Poincaré et de Lefschetz

dans divers contextes (topologique, analytique complexe, algébrique).

Je remercie P, Deligne de m'avoir convaincu de rédiger, dans une nouvelle
version de 1'exposé III, une démonstration de la formule de Lefschetz-Verdier, levant

ainsi 1'un des obstacles 2 la publication de ce séminaire. Je lui suis trés recon-

naissant des améliorations de rédaction qu'il m'a suggérées, et de 1'aide qu'il
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m'a apportée dans la préparation de ce volume pour 1'éditeur. Je remercie également
Mme Liévremont, qui a effectué avec soin, et en un temps trés court, la frappe des

exposés 111 et III B,

Je ne puils terminer cette introduction sans rendre hommage 3 la mémoire
de 1. Bucur, mort d'un cancer en septembre 1976. Ceux qui, comme moi, ont eu le
privilége de 1'avoir pour ami n'oublient pas sa gentillesse exquise, son humour

souriant, et le charme de sa conversation.

Paris, le 19 Février 1977

Luc Illusie
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COMPLEXES DUALISANTS

par A. GROTHENDIECK
(rédaction de L. ILLUSIE)

Introduction

Cet exposé est consacré au théordme de bidualité
en cohomologie étale. La théorie développée ici et dans SGA A XVIII
(SGA A = SGA 4), pour la topologie étale et les faisceaux constructibles de
torsion sur les préschémas, est formellement trds anaslogue & celle développée
dans HARTSHORNE [H] pour la topologie de Zariski et les faisceaux cohérents:
cette dernitére lui a, dans une trés large mesure, servi de moddle. Mais, tandis
que dans le cas des coefficients "continus" 1'existence de complexes dualisante
ne présente pas de difficultés, dans le cas des coefficients "discrets", en
revanche, elle est beaucoup plus délicate & prouver, et il semble qu'elle re-

quitre de facon essentielle la résolution des singularités. Voir cependant le

théoreéme de bidualité de Deligne (SGA 41/2 Th, finitude 4.3.).
Le paragraphe 1 contient la définition des complexes dualisants et

les propriétés formelles qui en découlent, notamment l'interprétation des fonc-

teurs dualisants comme "échangeurs de.foncteurs".

Dans le paragraphe 2, on montre que, sur un préschéma localement

noethérien connexe, un complexe dualisant est déterminé de manidre unique, &

translation prés des degrés et tensorisation par un faisceau inversible.



Dans le paragraphe 3, on en vient au théordme central de
1texposé (3.4.1.), qui assure que, sur un "bon" préschéme régulier X ,
par exemple un excellent préschéma noethérien régulier de caractéristique

nulle (1>, le complexe (Z/n Z)X est dualisant.

Le paragraphe 4 donne les applications de la théorie au théortme
de dualité locale. Ce dernier exprime que l'on a, sur un "bon" préschéma X
muni d'un point fermé x de corps résiduel séparablement clos, et pour un
faisceau comstructible F , un accouplement parfait entre ﬁ}(F')X et
~i N . N
H X(F), ou F' est ledual de P, i, e. F' =R Hom(F,KX), Al KX est un

complexe dualisant.

Enfin, dans le paragraphe 5, on prouve directement que sur un
préschéma régulier de dimension 1 le complexe (Z /n Z)X est dualisant

(n premier aux caractéristiques résiduelles).

(1) Cette dernisre restriction sera inutile une fois qu'on disposera de
la résolution des singularités & la Hironska pour ces derniers, et

du "théortme de pureté".



1, Définition et propriétés formelles des complexes duaktisants

On se fize un anneau de coefficients A=7 /nz. Si 'X est un
préschéma, on note A, le faisceau constent sur X, de valeur 4, ef D(X)
1a catégorie dérivée §e celle des AX—Modules. On note d'autre part DC(X)
1a sous—catégorie trisngulée pleine de D(X) formée des complexes F tels

que H(F) soit un Ay-Module constructible pour tout i . On pose

%
D:(X) =D (D) ADd(X), ot x=4 + =, oub.

Définition 1.1, : On dit qu'un AX—Module I est quasi-injectif si l'on a

Ext’(7,1) = 0

pour tout AX—Module constructible F et tout 1 > 0 .

Remarques 1.2. : a) Contrairement & ce qui se passe dans le cas des coeffi-

cients "continus" (cf.[H] 11.7.17), un faisceau quasi-injectif n'est pas

en général injectif. Soit par exemple X = Spec(R), A =7Z /2 Z : le faiscean

AX est quasi-injectif, mais n'est pas injectif, ni méme de dimension injec-
] 0y . Ky * * Y

tive finie, puisque H (X ; AX) =H(Z/27Z; Z/27Z) est une algtbre de

polyndmes & un générateur de dimension 1.

b) Soit I un AX—Module quasi-injectif. Il est faux en général gue la relation
Ex_ti(F,I) = 0 pour i > 0 , valable pour F coﬁstmctible, soit valable pour
tout F. Prenons en effet A = IFg . Soient k un corps, % une cl8ture séparable
de k, £ : ¥ = Spec(k) —> X = Spec(k) le morphisme canonique, et supposons
que, pour tout revétement étale comnexe X' —>» X , il existe un revétement
étale comnexe X" — X' tel que [X" : X'] soit divisible par £ (prendre

par exemple k =IQ). Considérons la suite exacte
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définie par la fléche d'adjonction § . Vu l'hypoth®se, la section de

Extl(F,AX) définie par (*) ne s'annule au~dessus d'avcun U étale sur X,

done Extl(F,‘AX)i ;é O. Or on vérifie trivialement que AX est quasi-injectif.

Proposition 1.3. (Cf. [H] 1.7.6) : Soient X un préschéma et N ¢ Z . Conditions

équivalentes sur K & ob D(X) :

(i) X est isomorphe, dans D{X), & un complexe I & degrés bornés tel que I*
soit quasi~injectif pour tout i et nul pour i > N;

(ii) pour tout F & ob DZ(X) tel que Hl(F) =0 pour 10, ona

Ext' (F,K) = 0 pour i > N

(iii) pour tout Ay-Module constructible F , on a Ext (F,K) = 0 pour i >N,

Preuve : (i) = (ii) Soient F ¢ ob DE(X) tel que Hl(F) =0 pour i< O,
et I¢ ob D+(X) & degrés bornés et tel que I:'L soit quasi-injectif pour tout
i et nul pour i » N; montrons que _E_Igii(F,I) =0 pour i » N, Raisommant
par récurrence sur le nombre d'indices i tels que Ii 74 0, on se raméne, par
dévissage, au cas ol N=0 et I est réduit au degré 0 . On a alors une

suite spectrale birégulidre
2% = mt?(57YF),1) = Ext (F,I) .

Comme I est quasi-injectif, qu =0 pour p >0 et tout g, donc on a

E;l = Hon(H *(¥),I) = Ext (F,I), d'ok la conclusion.
(i1) == (4ii) est trivial.

(i1i) ==> (i) On peut supposer K 2 degrés bornés inférieurement et



ol

composantes injectives. L'hypoth®se, appliquée & F = AX’ entrafne que

Hi(K) =0 pour i >N . On peut donc remplacer K par un complexe isomorphe
X', & degrés bornés et tel que K'i soit injectif pour i ¢ ¥ et nul pour
i » N. On constate alors que K'N est quasi-injectif, ce qui achive la

démonstration.

Remarque 1,3.1. : Le rédacteur ignore si (1.3) est encore vraie lorsqu!on
remplace, dans la condition (ii), 1'hypothdse " F € ob DS(X)" par

"F € ob D:(X)".

Définition 1.4. : On appellera dimension guasi-injective de K , et on notera

dim.q.inj(X) la borne inférieure (dans iy ) des entiers K vérifiant les
conditions éguivalentes de (1.3).
Si K est de dimension quasi-injective finie, le foncteur

R Eon( ,K) : D(X) —> D(X) induit un foncteur DO(X) —3 p°(x).

On verra plus bas que si X est lisse de dimension d sur un corps
k et n premier & la caractéristigue de k, dim.q.inj(AX) = 2d.
L'exemple de (1.2 a)) montre qu'un complexe de dimension quasi-injective finie

n'est pas nécessairement de dimension injective finie. On a cependant :

Proposition 1.5. : Soient X un préschéma localement noethérien et

K ¢ ob D+(X). On suppose qu'il existe un entier N tel que cdl_(X) < N,
ol . est 1'ensemble des diviseurs premiers de n (notation de SGAA X 1).
On a alors, pour N' & Z ,

dim.q.ini(K) & ¥ ==> dim.inj(K) { N + N' .

On utilisera, dans la démonstration, le



Lemme 1.5.1. : Soit C une catégorie abélienne satisfaisant & (4B5) et possé-

dant une famille de générateurs (U.) . Soient X € ob D+(C) et

i1 ¢ T

N ¢ Z ., Conditions équivalentes :

(i) dim.inj(K)g W

(ii) pour tout 1 &£ I et tout quotient P de Ui, on a
Extn(F,K) =0 pour n% N .

Preuve : Il suffit de prouver (ii) => (i). Par un argument bien commu {cf.

par exemplel:H] 1.7.6), on est remené & montrer que si KXK' £ ob(C) est tel

que Extl(F,K') = 0 chaque fois que F est quotient d'un Ui’ alors X!

est injectif. En d'autres termes, il s'agit de prouver que, si tout morphisme
d'un sous-objet V d'un Ui dans XK' se prolonge & Ui , alors XK' est injectif.

Mais cela résulte aussitdt de la démonstration du lemme 1 p. 136 de (Tohoku).

Preuve de (1.5) : Supposons dim.q.inj(K)‘g N' et prouvons

dim, inj{K) £ N + N'. Comme la catégorie des AX—Modules admet comme généra-
teurs les AU,X ol U est étale de type fini sur X, il suffit, en vertu de
(1.5.1), de prouver gue Exti(X;F,K) =0 pour 1) N+ N' quand F est quo-
tient d'un tel AU,X , donc constructible (SGAA IX 2.9). Considérons la suite

spectrale
2% = BP(LExd(F,K)) = Bxt (X;F,K)

L'hypothese cdn_(X)\< ¥ (resp. dim.q.inj(K)\( ¥') dimplique qu =0 pour

p>» N (resp. ¢ > N'). Done qu = 0 pour p+q > N+N', d'ol la conclusion.



Remaraue 1.5.2 : L'hypothése de (1.5) est vérifide (avec N =24d) si X est
un préschéma de type fini et de dimension & sur un corps k séparablement

clos, n étant premier 3 car(k) (SGAA X 4).

Proposition 1.6 : Soient £ : X —3 Y un morphisme quasi-fini séparé de

préschémas noethériens, et K € ob D'(Y). Alors, pour N € 7 , on a

dimq.inj(K) ¢ ¥ == din.q.ini(R £(X)) ¢ ¥ .

A

Preuve : D'aprés le "Main theorem" (EGA IV 8.12.6), il existe une factorisation
de f enf=uf', ob f' est une immersion ouverte et wu un morphisme fini.
On alR !f = ]R!f' R !u, ce qui nous raméne & examiner séparément le cas d'une
immersion duverte et d'un morphisme fini. Si f est une immersion ouverte,
1'assertion est triviale (puisque tout faisceau constructible sur X est alors
induit par un faiscesu constructible sur ¥). Supposons donc que f soit un
morphisme fini, et soit F un AX—Module constructible.

On a alors les isomorphismes de dualité (SGAA XVIIT 3.1.9.6)
i ! i
£, Bzt (F, R£(X)) -2 Bxt(£,F,K)

Comne f,(F) est constructible (SGAA IX 2.14), il en résulte que, si
i 1
dim.q.inj(K) ¢ W, ona £ 8t (F,R°£(K)) = 0 pour i > N, donc

Bt (P, R'2(K)) = 0 pour 1> N (SGAA VIII 5.5), cqfd.

Soient maintenant X un préschéma, et K & ob D+(X). Notons QK
le foncteur RHom{ ,X). Nous sllons définir, pour F & ob D(X) un homo-
morphisme fonctoriel F —3 QK QKF (ef. [H] V.1.2). La construction qui suit

vaudrait plus généralement sur un topos annelé. On peut d'abord supposer X



formé dfinjectifs, ce qui permet "dt8ter les R ". Le morphisme identique
Hom(F,X) —> Hom(F,K) aéfinit, par la formule chdre & Cartan, un homomor-
phisme F 8 Egg&F,K) —> K, d'ol, par une deuxidme application de ladite,
un homomorphisme F ——> Hom(Hom(F,K),K), qui est 1'homomorphisme annoncé,
et qu'on baptise homomorphisme canonique. On dit que le couple (F,K) est

bidualisant, ou satisfait & la bidualité, ou encore que F est réflexif

relativement & X, si 1'homomorphisme canonique F -—> QK QK F estun

isomorphisme.

A partir de maintenant, tous les préschémas considérés seront,

gsauf méntion expresse du contraire, supposés localement noethériens.

Définition 1.7 :+ Soit X un préschéma. On dit qu'un complexe K € ob DT(X)

est dualisant si les conditions suivantes sont vérifides :

(i) K est de dimension quasi-injective finie;

- ' +
Py | i <
(ii) pour tout F & ob DC(X), on a QK(F) 2 ob DC(X) s

(iii) tout F & ob DE(X) est réflexif relativement & X .

Remarques 1.8 : a) Par un dévissage standard (tronquer F et utiliser le fait

que DC(X) est trianguléde), on voit que la condition (ii) équivaut &

(ii bis) : pour tout Ay-Module constructible F et tout i€ 2,

Extl(F,K) est constructible.

b) La condition (ii bis) implique K& ob DZ(X). Contrairement & 1'exemple des
faisceaux cohérents (EGA OIII 12.3.3), la réciprogque n'est peut-8tre pas automa—
tiquement vérifide. Elle 1'est cependant (voir n® 3) dans les "bons" cas, par

exemple lorsqu'on dispose sur X de la résolution des singularités et de 1a



pureté en particulier si X est un excellent préschéma de caractéristique

aulle).

¢) Par dévissage sur F, on voit que la condition (iii) équivaut & (iii bis) s

tout AX—Module constructible , ¥ est réflexif relativement a K

d) 8i X € ob DF(X) vérifie (i) et (ii) (resp. est aualisant), le foncteur

D__K induit un foncteur (resp. une équivalence de catégories) (DE(X))O -5 DZ(X).

6) S5i KX € ob DT(X) est de dimension injective finie (cf. 1.5.2) et vérifie
(4i), alors, pour tout F & ob DO(X), on a QK(F) £ Dc(x), et D induit
un foncteur (DZ(X))O —> D;(X).

Si en outre K est duslisant, tout F € ob Dc(x) est réflexif relativement &

X, et 1_)_K induit des équivalences de catégories

[ ~

(0 (£))° 25 p (2),(0(x))° 25 D(%), (D(x))° 22y D(X). On ignore si
cette conclusion reste valable sans la restriction que K soit de dimension

injective finie.

Avordons maintenant les "formules d'échange”.

Nous ne reviendrons pas sur la notion de tor-dimension d'un complexe
(SGAA XVII 4.1.9) (). Retenons seulement que si X est un préschéma et
G £ ob D(X), la relation Tor.(F,@) =0 pour i» N et tout Ay-lodule F
équivaut & la méme avec F constructible (gréce & SGAA IX 2.9. et & la commu~
L
tativité de @ aux limites inductives), donc qu'il n'y a pas & introduire de

notion de "quasi-tor-dimension" !

() . .
Voir aussi (SGA 6 I 5).
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Lemme 1.9 (cf. [H] IT 4.3) : a) Soient X un préschéms, F € ob Dc(X)’
G & ob D;(X), Ona F g G £ ob DC(X) st F&ob D;(X) ou si G est de tor-

dimension finie.

b) Soient f : X —> Y un morphisme de préschémas, et G € ob DO(Y).

*
Mors, £ (&) & ob Dc(x).

Preuve : L'assertion b) résulte trivialement de (SGAA IX 2.4).
Prouvons a). L'une ou 1'autre des hypothéses sur (F,G) implique guela suite

spectrale

e q q
-5 tor (8 (7),E () => B(rl o)
a +ta =9

est birégulidre. On est donc ramend A prouver a) quand F et ¢ sont réduits

au degré 0, i.e. sont des AX—Modules constructibles. La question étant

locale, on peut supposer X noethe’rien; T admet alors (SGAA IX 2.7) une
résolution gauche F', ol les F'i sont de la forme AU,X , avec U étale

et de type fini sur X. Ona F é G £ F' @ G, et 1'on gagne car les AU,X &G

sont constructibles.

Notation 1.10.: Si X est un préschéma, nous désignerons par

Db(x)torf (resp- Db(X) ) 1la sous-catégorie pleine de D(X) formée des

ginjf
objets de tor-dimension finie (resp. de dimension gquasi-injective finie).

. +
Proposition 1.11 (ef. [H] V 2.6) : Soient X un préschéma et K € ob D (x).

a) Pour P € ob D (X) et G ¢ ob D7(X) (resp. F £ ob D(X) et G & ob Db(x)torf)’

11 existe un isomorphisme fonctoriel

D(F B ©) 2 Ruou(F , Dyle)) .



11
b) 8i K satisfait aux conditions (i) et (ii) de (1.7), on a l'implication

b b s
G &ob DC(X>torf _ QK;G) € ob Dc(x)qin‘jf et QK(G) satisfait

3 (1.7, (ii)).

¢) 8i K est duslisent, il existe, pour P £ ob D;(X) et G & ob D:(X)
b b
(resp. F &€ b D(X), ¢ £ ob Dc(x) ot QK(G) € ob DC(X)torf) un

isomorphisme fonctoriel

D (P b 2(6)) *5 R Hon(F,6) .

On a en outre 1l'implication

D (¢) € ob D(x)

N . b . .
topg = & € ob Dc(x)qinjf et G satisfait

s (1.7, (i1).

d) Si K est duslisant et de dimension injective finie, les implications

de b) et ¢) sont des équivalences.

Preuve : a) n'est autre que la formule d'adjonction chdére & Cartan

(SGA 6 I 7.4).

b) Soit G & ob Dz(X) - 81 F estun A-Module constructible variable,

torf
les objets de cohomologie de F é G sont constructibles (1.9), et nuls en
dehors de deux bornes fixes indépendantes de F. Donc il en est de méme des

objets de cohomologie de QK(F é G),et 1'on gagne gréce A a).

¢) La premidre assertion résulte de la formule a) appliquée & QK(G) au lieu
de G, et de la réflexivité de G. La seconde s'en déduit par un raisonnement

analogue & b).
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d) Prouvons par exemple 1l'implication réciprogue de b). Supposons que

QK(G§ € ob D:(X)qinjf et que D (G) satisfait & (1.7.(ii)).
Alors, pour F constructible variable, les objets de cohomologie de

QK(F & @) sont constructibles et nuls en dehors de deux bornes fizes.

Donc il en est de mbme des objets de cohomologie de DKQK(F & G), mais

rlc 5 QKQK(F & G) puisque K est dualisant et de dimension injective
finie (1.8 d4)), donc G est de tor-dimension finie. L'implication réciproque

de c) se démontre de manidre analogue.

Remarques 1.11.1 a) Le rédacteur ignore si 1'assertion d) de (1.11) est

valable sous la seule hypothdse que K soit dualisant.

b) On traduit la proposition pfécédente de manidre imagde en disant que
le foncteur dualisant QK échange les foncteurs & et IR Hom, ainsi que
les notions de tor-dimension finie et de dimension quasi~injective finie,

(l’échange n'étant d'ailleurs tout 3 fait satisfaisant que lorsque K est

de dimension injective finie).

Proposition 1,12 : Soient Y un préschéms noethérien, £ : X —> ¥ un mor-
phisme de type fini, K € ob D+(Y). Supposons n premier aux caractéristiques

résiduelles de Y , et posons Ky = ]R!f(KY) (3GAA XVIII 3.1),
D =

e

a) I1 existe, pour F € ob D7(X), un isomorphisme fonctoriel

(1) Rf, Q_X(F) AN D, ]R!f(F) .
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Si en outre K et K, sont Gualisants (1)) 41 existe, pour P £ ob DE(X),

un isomorphisme fonctoriel
(4i) R,f Q_X(F) " RE(F) .

b) I1 existe, pour vF & D;(Y), un isomorphisme fonctoriel (2)

! o~ * k3
(1) R fD(F) =2 D £ (F) .
Si en outre KX et KY sont dualisants (1), il existe, pour F & DE(Y), un

isomorphisme fonctoriel

¥* §
(i1) £ D, F 5D REF .

Preuve : a) (i) n'est autre que 1'isomorphisme de dualité (SGAA XVIII 3.1.9.6)

a) (ii) s'obtient en appliquant DY aux deux membres de a) (1) dcrit pour
1targument I_)_XF, et utilisant le "th. de finitude" (SGA4 XVII 5.3.6)

qui assure que TR f(_]_)_X(F)) € ob DC(Y).
b) (i) n’est autre que la "formule d'induction® (SCAA XVIII 3.1.12.2).

b) (ii) s'obtient en appliquent Dy aux deux membres de b) (i) éerit pour

1'ergument D.F , et utilisant (1.9. v)).

Scholie : On peut dire, de maniére imagée, que les foncteurs dualisants

(1) On verra plus bas que, sous des conditions assez générales, KY duali~
sant implique KX dualisant.

(2) SL le foncteur R'f est de dimension cohomologique finie, ce qui est le
cas par exemple lorsque Y est de type fini sur un corps (SG4A X 4.3.
et XVIII 3.1.7), 1'isomorphisme b)(i) est valable pour
F e ob D (Y).
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D, et D, échangent les notions d'image directe (resp. inyerse) habituelle et

* 1
inhabituelle : MRfx et R,f (resp. £ et R f).
Corollaire 1.13 : Sous les hypothéses de 1.12, supposons en outre f propre, et
soit F € ob D7(X). 8i (F,Ky) est bidualisant, (Rf4F,K ) est bidualisant.
Inversement, si f est fini, et si (Rf, F, KY) est bidualisant, (F,Kx) est

bidualisant,

Preuve : Supposons (F’KX> bidualisant. Appliquant Rf a 1'isomorphisme

canonique F Iy p_2 F, il vient :

X
Rf,F 2% Re, D D F
x5 DyRE, D F (per &) (1))
>y Dy DR F (par a) (4)) .

Le lecteur courageux se persusdera que 1'isomorphisme obtenu est
le canonique, ce qui démontre{ra) la premidre assertion.
Supposons maintenant £ fini, et (f*F,KY) bidualisent (Rf, = £, , T étant
fini), et prouvons que le morphisme canonique F -3 _D_}Zc F est un isomor-
phisme. Par le lemme 1.14 a) ci-~dessous, il suffit de montrer que le morphisme
qui s'en déduit £,F — f, 1)_}2{ F est un isomorphisme. Mals, par une double
application de a) (i), "on se persuade" que ce dernier n'est autre que 1'iso-

morphisme canonique f & > Q§ f.F, ce qui achdve la démonstration.

Lemme 1,14 : Soit f : X —3 Y un morphisme fini de préschémas.

a) Soit u : F —3 G wune fldche de D(X). Pour que u soit un isomorphisme,

il faut et il suffit que f,u le soit.
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b) Soit F & ob D(X). Pour que F ¢ ob Dc(X), il faut et il suffit que

£,F € ob DC(F).

Preuve : a) Le foncteur fe étant exact, on peut se borner au cas oi F et G
sont réduits au degré zéro. L'assertion résulte alors aussitft du calcul des

fibres de f,F (resp. £,G) (SGAA VIII 5.5),

b) On peut de méme se borner au cas o F est réduit au degré zéro.

La nécessité est comue (seAa IX 2.14), prouvons la suffisance, i.e. mon—
trons que I F constructible implique F constructible. La gquestion étant
locale (en haut, donc a fortiori en bas), on peut supposer Y (donc X) affine.
Il existe alors (EGA IV 17.16.6) une famille finie (Yi) de sous-préschémas
affines de Y, deux & deux disjoints et de réunion Y, telle que, si

Xi =X XY Yi, le morphisme induit fi H Xi —_— Yi se décompose en

u, V.
X, — X NN T, , ot w, est un morphisme fini radiciel surjectif,

et vi un morphisme fini étale. Posons F;Xi = Fi . Par le théoréme de chan-
gement de base pour un morphisme fini (SGAA VIII 5.5), on a

£, (7)) — (£,8) T, » et 1'on est ramené (SGAA IX 2.8) & prouver 1'as-
sertion pour (fi’Fi)' Posons B o= ui*(Fi)’ done fi*(Fi) = vl*(FJ’_) I1
est clair sur la définition de la constructibilité (resp. résulte de

SGAA VIII 1.41) que F (resp. F:'L) est constructible si et seulement si Fi

(resp. vl*(Fi)) 1'est, d'oh la conclusion voulue.

Corollaire 1.15 : Soit £ : X —* Y un morphisme quasi~fini séparé de
préschémas noethériens. Soit K, € ob D¥(Y), et posons, comme en 1.12,

K, = IR!:E(KY), D = P'Kx » Dy = I_)KY - Mors, si K est dualisent, K,

est dualisant.
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Preuve : On sait déja (1.5) que si KY est de dimension quasi-injective
finie, il en est de méme de KX . Montrons que si KY satisfait & la
condition (ii) (resp. (iii)) ae (1.7), K, v satisfait également. D'apres
le "Main theorem" (EGA IV 8,12.6), f se factorise en f'i, ol i est une

1 1 1
immersion ouverte et f' un morphisme fini. Comme R'f 2 Ri1 R'p,
on doit donc regarder séparément le cas d'une immersion ouverte et d'un mor-
phisme fini. Si f est une immersion ouverte, 1'assertion est triviale, vu
qu'un faisceau comstructible sur X est induit par un faisceau comstructible
sur Y , et que la formation des R Hom commute & la restriction & un ouvert.
Supposons donc f fini. On sait alors (1.13) que si Ky satisfait d (iii),
KX aussi (compte tenu du théoréme de finitude SGAA IX 2.14). Reste & prouver
que si K, satisfait & (ii), Ky aussi. Soit F £ ob D;(X), montrons que

+ Lo o -
D,(F) € ob D (X). Par le théortme de finitude, on a £,(F) € ob D (),
donc, par hypothdse, D L (F) €& ob DT(Y). Mais D £ (F) 22 £.D.(F)
’ i et =t — tex

(1.12 a)(i)), et 1'on gagne gréice & (1.14 b)).

2, Unicité du complexe dualisant

gy 5
Dans ce numéro, on suppose A local, i.e. que A= Z/—'i Z ,

 premier.

Théordme 2.1 (ef. [H] V 3.1) : Soit X un préschéua (Localement noethérien)
connexe, et soit K un complexe dualisant sur X (1.6).
Soit d'autre part K' € ob DZ(X). Pour que K' soit dualisent, il faut et il

suffit qu'il existe un AX—Module inversible L et un entier r (qui sont
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alors déterminds b isomorphisme unigue prés) tels que :

Kt 22 K%L[r] .

Preuve ¢ Soit L un A.X—Module inversible, r un entier, et posons
1 = Hom(L,AX). Il existe, pour F € ob D(X) et G < ob DY(X), des iso-

morphismes cancniques :

V. -
(*) R Hou(? & IJ-r], ¢) 2= RHu(F, ¢ & LIr]) & R Hom(F,G) éL[r] .
On en déduit aisément que, si K' o2 K B I[r], XK' est dualisant.

En outre, si l'on pose D, =D =D', ona, pour F ¢& ob D(X),

D = Dy Dy

D'F 22 DF & LTrI d'aprés (¥), donc, comme DK o2 Ay , ona

DK =~ ifr] ,
ce qui montre que LIr], done L et r sont déterminds de manigre essentiel—
lement unique par K'.
Inversement, supposons KXK' dualisant, et posons
P=D'K=DDA =R Hom(X,K') .

Nous allons montrer que l'on a

a) v ~ xhe s

b) P 22 I]r], pour un A -Module inversible L, ce qui achd-

vera la démonstration du théoréme,
Remarquons d'abord gqu'en vertu de 1.9 b)(ii) on a, pour F & ob Dc(X) ’

(%) FEP =2 DDF .



Appliquant (**) & F = K, il vient

K&P o~ D'DK 1D'AX =K', ce qui prouve a).

Appliquant (**) &4 F = P = DD'Ay, il vient

1=

P! &P:g'mmx ~

DA 4 .

Donc b) sera conséquence du lemme suivent s

Lemme 2,2, (cf.[H] V 3.3) : Soit X wun préschéma localement noethérien
connexe, et soient P, P' € ¢b D;(X) tels que P Ep ~ Ay T1 existe

alors un AX—Module inversible I et un entier r +tels que

P oz L[r] , P o= A [~r] -
La démonstration ve se faire en deux pas.

1) Cas particulier : X = Spec(k), k corps séparablement clos. Il n'y a qu'a
recopier la démonstration (d'ailleurs facile) donnée dans [H] (loc. ecit.).
Le point important est que (Bea 21 5.4.3) si M et M' sont deux A-modules
de type fini tels que M @ M' 22 4, alors M et M' sont inversibles et

¥
Mf L M 5 clest dci qu'intervient 1'hypothése A local.

2) Cas général.

Bn vertu du cas particulier précédent, il existe, pour tout x &€ X, un
entier r(x) tel que Po 22 A%[r(x)] » Ple o~ A- f—r(x)] , i.e.
Hl(Pi) = 0 (resp. Hl(P'i) = 0) pour i #-r(x)(resp. +x(x)), et
H_i(x)(P}-(-) a2 Ao, H+r(x)(P'X) 22 A- . 11 s'agit de montrer que la

fonetion x +* r(x) est localement constante. En effet, supposons ce
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point acquis. Comme X est connexe, r est constante, disons de valeur r
On a donc Hl(P)=0 pour i;é—ro,Hi(P')=O pour i;éro, et
gTo(P) @ B O(P') -~ A. Posons H O(P) =1L, E O(P') = L'.

Soit U : X —> ¥y une fldche de spécialisation (SGAA VIII 7.2),

¥*

u L&—- -— LE , wt¥® e L'y — L’}_{ les morphismes de spécialisation

correspondants (SGAA VIII 7.7). On a un diagramme commutatif

L. & L' et A
y y > Ay

(*) u¥le urs ‘L
Y
s
1 S
LX_ ﬁLi > Ao .

Choisissons une base e (resp. £) de Li (resp. L}.r_) sur Ai (resp. A};), et
notons o' (resp. f') la base "duale" de L'}—{ (resp. L‘ﬁ)’ i.e, telle que
1limage de e @ e' (resp. £ @ f') dans Ag (resp. Ay) soit égale & 1.
Oona uf) = Ne, u*(f') = A'e', et la commutativité de (¥) implique

A AT =1, done u¥ est un isomorphisme (et ut* 1'isomorphisme "contra-
grédient“). En vertu de (SGA4 IX 2.13), cela entraine que L et 1' sont
localement constants, donc de présentation finie comme AX—Modules. Par
suite, si x & X, la fléche canonique gcln'_(L,F)i — Hom(Li , Fi) est un
isomorphisme pour tout AX—Module P. Comme les fibres géométriques de L
sont inversibles, il en résulte que L est inyersible. De mme L' est
inversible, et L' 2 L\J. Donec ona P =L L[—ro] , P = ££+ro] .
Tout revient donc & montrer que la fonction r est localement constante.
Pour m € Z, ona r(x)=m si et seulement si Hm(P')f;é 0 , donc, en

vertu de (SGAA IX 2.4), r est localement constructible. Par conséquent,
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pour vérifier qu'elle est localement constante, on peut, par (EGA IV 1.10.1),
supposer X local. Soit x 1le point fermé de X, et soit U 1'ouvert

complémentaire.

On va montrer que r est constante. Raisonnant par récurrence sur la dimen—
sion de X, on peut déja supposer que r(y) est constant et égal & r,
pour y €U, et il s'agit de prouver que =»(x) = T -

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, i.e. que l'on ait r(x) # ro, et mon-
trons que 1l'on aboutit & une contradiction. Par hypothdse, on a

P|U =% LIroj ;, o L est un AU—Module inversible. Quitte & granslater
les degrés, on peut supposer r, = 0. On a d'autre part r{x) 74 0, disons
r(x) = a>0. Notons i :U — X, et j: x -~ X les inclusions cano-

niques.

Eerivons la suite exacte :

(%) 0 -1, (PI) —F —3,3P —>o0 .

Par hypothése, les seuls objets de cohomologie non nuls de P sont

BO(P) et E¥P), et i'on a B°(p) o~ 1,(L). I1 en résulte que (**)

splitte naturellement (grice  la fliche P —> H(P)), donc que 1'on a
*
P = i(PiU) + j,J P . Onen déduit
*
PEp o i,(Piv) b 3d (@) & o
= g (el riv) « 5" & 5%)
=, (ag) + 58
ce qui est absurde, puisque i'(AU) + j*(AX) n'est manifestement pas iso-

morphe & Ay (a5 1es H ne sont pas iscmorphes !).

Cela acheve la démonstration du lemme 2,2.
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3. Existence de complexes duslisants,

3.1, Préliminaires.

Comme il a été dit dans l'introduction, 1l'objet de ce paragraphe
est de prouver gue, sur un "bon" préschéms régulier X, le faisceau AX est
dualisant, n étant supposé premier aux caractéristiques résiduelles.
En réalité, on aimerait qu'il en soit ainsi sur les préschémas excellents réguliers
d'égales caractéristiques, mais il ne fait pas de doute que la démonstra=-
tion domnée plus bas s'étendra b ceux—ci lorsqu'on disposera dans ce cas de

la résolution des singularités et du théordme de pureté.

Nous allons d!abord présenter les divers ingrédients que nous

aurons a utiliser.

3.1.1. Lieu singulier. Soit X un préschéma (1ocalement noethérien). Nous dirons
que X vérifie la condition (reg) si les propriétés équivalentes suivantes

sont vérifides (EGA IV 6.12.3) :

(i) pour tout sous-préschéma Y de X, l'ensemble Reg(Y) des points réguliers

de Y est ouvert dans Y

(4i) pour tout sous-préschéma fermé intégre Y de X, Reg(Y) contient un

ouvert non vide de Y.

La condition (reg) est vérifide si X est localement de type fini
sur un anneau local noethérien complet (par exemple un corps) (EGA IV 6.12.8),
ou sur un ammesu de Dedekind dont le corps des fractions est de car. O (par
exemple Z ) (BGA IV 6.12.6), plus généralement si X est excellent

(BGA IV 7.8.6).
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3.1.2. Dévissage de faisceaux constructibles. Soit X un préschéma noethé-

rien, et soit C ume sous-catégorie strictement pleine de la catégorie
Cons(X) des Ay-Hodules constructibles. On suppose C stable par facteurs

directs et extensions. Conditions équivalentes :
(i) © = Cons(X) ;

(ii) C contient les faisceaux du type i'(F), o 1i:Y —>»X est
1'immersion d'un sous-préschéma intégre, et F est localement constant
sur Y

(iii) ¢ contient les faisceaux du type f*i!(A?.U), oW i : U — Y estun
ouvert d'un préschéma integre, f: Y — X est un morphisme fini tel
que le point générique de Y soit séparable sur son image et

A = 7/27 , pour 4 diviseur premier de n .

Si X vérifie (reg) (3-1.1.), ces conditions sont encore équivalentes aux

suivantes :

(i3 bis) : analogue & (ii), Y étent de plus régulier ;

(iii bis) : analogue & (iii), aveec U régulier.

Si en outre X est affine, on peut supposer dans (ii) (resp. (ii bis))

Y fermé dans un ouvert du type D(f), f €& T(X;_Q_X).

Preuve : Ltéquivalence de (i)-(iii) a été prouvée dans (SGAA IX 2.5 et 5.8).

Les autres assertions s'en déduisent par récurrence noethérienne,

3.1.3. Dimension cohomologique. Soit X un préschéma (localement noethérien),

Wous noterons {edloc) la condition suivante :
n

Pour tout sous-préschéma Y de X, tout point géométrique F de ¥, et tout
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f & r(\?(s—r);_Q_Y 7) (ok (7) aésigne (of. SGAA VIIT 7.1.) le localisé strict
it
de Yeny) ona

cal(?(;}) - v(£)) < dim Oy = (= dim Q9 . per BCA IV 6.1.3), ol

1L est l'ensemble des nombres premiers qui divisent n.

La condition (cdlocn) est vérifide si X est localement de type fini
sur un corps (SGAL XIV 3.5), ou est un préschéma excellent de caractéristique

3*
mulle (SGAA XIX 6.2.).( )

3.1.4. Pureté cohomologique absolue. Soit X un préschéma régulier, et soit

Y un sous-préschéma fermé régulier de X de codimension & en tout point.
On dit que le couple (X,Y) setisfait au théordme de pureté cohomologique

absolue (relativement & n) si 1'on a :

B_Y(AX) =0 pour i # 24, et

1/2

si 1'homomorphisme "classe fondamentale locale" (SGAA 4 Cycle 2.2)

2d 2d
AY —> '}LY((//’“n)X )
est un isomorphisme.

On dit que le théordme de pureté (cohomologique) absolue est vrai sur X si
tout couple (U,Y) comme ci-dessus y satisfait, ot U est un ouvert de X.

Le théortme de pureté absolué est vrai sur X si X est lisse
sur un corps parfait de cer. premidre & n, (SGAL XVI 3.9), ou est un
préschéma excellent de caractéris‘biqué nulle (SGaA XIX 3.2), on est un
préschéma régulier de dimension 1 (ef 5.1).(*)

*
) (ajouté en 1977) ou, d'aprés un résultat récent de G. Ofer, si X
est excellent, régulier, et de dimension 2
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3.1.5. Résolution des singularités & la Hironaks.
a) Soit X un préschéma régulier, et soit D un diviseur 3 O sur X.

On dit que D est strictement & croisements normaux s'il existe une famille

finie (f.), a'éléments de | (%X;0.) telle que D = 7 aiv(f,)
i‘i e I =X ieT i

(EGA IV 21) et que pour tout x & Supp(D) les (fi)x tels que (fi)X .
fassent partie d'une suite de paramdtres réguliers. On dit que D est i
croisements normaux si D est, localement pour la topologie étale, strictement

4 croisements normaux.

N

L' exemple-type d'un diviseur & croisements normaux est fourni par
une réunion localement finie 4'hyperplans de coordomnées dans 1'espace

affine type.

b) Soit X un préschéma localement noethérien. Nous dirons que X est

fortement désingularissble si la condition suivante est vérifide :

Pour tout morphisme fini £ : ¥ — X, ot Y est intégre et de point géné—
rique séparable sur son image, et tout ouvért régulier U de Y, il existe
un morphisme propre et biratiomnel h : Y' —3» Y, ol Y' est régulier,

h induit un isomorphisme de U' = h'l(U) sur U, et Y' - U' estun

3

diviseur & croisements normaux.
Volci des cas ol X est fortement désingularisable
a) X est excellent, ‘de caractéristique nulle (I2]);
b) X est localement noethérien, régulier, et de dimension L1
¢) X est de type fini sur Z ou sur uwn corps parfait, et de dimension X2
(Qpt®

(#) (ajouté em 1977) plus généralement, si X est excellent noethérien de
dimension <2, d'apras H. Hironaka, Desingularization of excellent surfaces,
notes by B. Benmett, Bowdoin college, 1967 (i compléter &ventuellement par
H. Hironaka, Certain numerical characters of singularities, J. of Math of
Kyoto Univ., 10, 1970, p. 151-187),
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3.1.6. Finitude gohomologigue. Soit f : X —>» ¥ un morphisme de préschémas,
et soit F ¢ ob D:(X). Ona R f*ﬂF) £ ob D:(Y) dans les cas suivants :
a) f est propre et de présentation finie (SGAA XIV 1.1);

b) "lorsqu'on dispose de la résolution des singularités et du théordme de

pureté", en particulier

(i) si X et Y sont localement de type fini sur un corps k de caracté~

ristique O et f un k-morphisme de type fini (SGAA XVI 5.1);

(ii) si Y est excellent de ceractéristique nulle et f de type fini

(SGaa XIX 5.1);

(iii) s1 X est localement de type fini sur un corps et dim(X) < 2

(SGAA XIX 5.1).

3.2, Dimension guasi-injective de AX .

Proposition 3.2.1. Soit X un préschéma régulier, de caractéristiques rési-

duelles premidres & n. On suppose que X satisfait aux conditions (reg)
(3.1.1) et (cdloc)n (3.1.3) et que le théortme de pureté absolue est vrai
sur X (3.1.4). Alors, pour tout AX—Module constructible F et tout
x &€ X ona

i
* _ . .
(%) Ext (F,AX)X =0 pour i 2 dim Oy

Preuve : La question étant locale, on peut supposer X affine.

.

Par dévissage (3.1.2), on peut se borner & vérifier (*) pour F = i'(G), ou
i:Y —> X est 1'immersion d'un sous-préschéma intégre régulier fermé

dans un ouvert D(f) (f & A(X)), et G est un faisceau localement constant
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constructible sur Y. I1 s'agit de calculer Qx_‘t_q(F,A,x) =84 R go_m(F,Ax)).
La formule de projection pour 1 (sGaa XVIII ) doune

v
R .Hﬂ(i'((}),AX) 2~ Ri, R Hom(G, R 1AX) Par le théoréme de pureté, on a

' g e . )

R 1(AX) o (/Jn)Y [-2d47 , ot 4 = codim(Y,X).
R=d .
Posons (%,n)Y = T. Comme G est localement constant constructible, on a
E_x_;P(G,T)? o ExtP(Gi,T};) pour tout point géométrique y de ¥ et tout p.
or T37 est injectif, car isomorphe & A = Z /n Z. Par suite Ext¥(@,T) = 0
pour p# 0, donc R Hom(G,T) o Hom(G,T), d'oh finalement
]RHom(F,AX) 22 Ry (H) [-24] , avec E = Hom(G,T). Soit Z 1'adhérence
schématique de Y dens X (EGA I 9.5.10). Ona Y = Z0 D(£) (BGA 0; 2.1.6).
Notons j : Y ->Z, k : 2 —» X les immersions canoniques. On a
Ri, =%k, Rj, , donc on est ramené & calculer ]Rj*(H). Soient X un point
géométrique de 3, 7 = Spec(gZ ) le localisé strict de Z en %, T 1'image
'

=Z,X
D'aprés (SGAL VIII 5.2), on a R%j,(H)

de £ dams 0O - , ?:ZﬁY:Z—V(ﬂ,ﬁ 1'image inverse de H sur 1.

=~ g%¥,H), d'on

z
g:g;_q(F,AX)}_{ = Hq—Zd(Y,ﬁ). La condition (cdloc)n implique alors
q, _ " N .
Ext’ (F,AX)§~ 0 pour g-2d > dim _(_)_zyx . Des relations
d = codin _(Z,X) ¢ dim O x (EGA IV 5.1.3) et
dim O o = dim Op . - codin (2,X) (EGA O 16.5.12 et IV 5.1.9), on

tire EX_LQ(F,AX)X =0 pour g >2 dim , eqfd.

'QX,X

Remargue 3.2.2 : La majoration obtenue dans (3.2.1) est la meilleure possible.
Soient en effet X un point de X et Y le sous-préschéma ferné intégre de
X ayant x pour point générique. Comme X satisfait & la condition (reg),

il existe un ouvert régulier U de Y contenant =z. Et par le théortme de
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ets, on s Ext3(a ,4)[U= (), od d=qin0 = codin(Y,X)
purete, == byrdy A%Ln v’ X, x e

Coroilaire 3.2.3. : Soit X un préschéma régulier de dimension d.

si X est lisse sur un corps k de car. premidre & n, ou est excelleﬁt

de caractéristique nulle alors X vérifie la conclusion de (3.2.1) et 1'on
a par suite

dim.q.inj(4,) & 2¢ .

Preuve : Lorsque X est excellent de car. 0, ou lorsque k est parfait de
car. premidre & n, et X lisse sur k, les hypothtses de (3.2.1) sont véri-
fides en vertu de (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4). La conclusion est encore
valable si X est lisse sur un corps k quelconque,comme on le voit aussi-
t8t par changement de base Spec(k') —> Spec(k), ol k' est une cldture

parfaite de k (SGAA VIIT 1.1).

Lemme 3.2.4 : Soit X un préschéma satisfaisant & la conclusion de (3.2.1)
et de dimension £ d . S'il existe un entier N tel que X soit de dimen-

sion cohomologique { N , on a

dim.inj(ay) ¢ 24 + N .

Si en outre, pour tout fermé Y de X, codim(Y,X) 3 p implique cdlfY) £ N-2p,
on a alors

dimaing(ay) £ N .

Preuve : lLa premi®re assertion résulte aussitdt de (1.5). Pour la deuxitme,

N

on raisonne comme dans (1.5). On est ramend & prouver, pour P constructible
sur X , la relation Extl(X;F,AX) = 0 pour i > N. Pour ce, on examine lg

suite spectrale
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B = (GEnY(R,A)) == Bxt'(G7,) .

Dlapres (3.2.1), les faisceaux E_}_cia(F,AX) et }_E‘_x_t_zj‘-l(F,AX) sont concen—

trés en codimension } i. Done Eg’

hypothese. Donc qu = 0 pour p+q > N, d'ou 1l'assertion.

. Eg’h—l =0 pour pp N=-2i par

Corollaire 3.2.5 : Si X est un préschéma lisse de dimension d sur un

corps k séparablement clos de car., premidre & n, on a dim.in,j(AX) =24 .

Preuve : Par (3.2.3) et (SGAA X 4.2), on est en effet dans les conditions

d'application de (3.2.4) (Noter que les hypothéses de (SGAA X 4.2) sont
vérifides en vertu de (SGAL X 2.1 et 3.2)), qui implique dim.inj A€ 24,
La relation dim.inj(AX) = 2d provient du théoréme de puretd (cf. 3.2.2) :
si x est un point fermé de codim. d de X, on a en effet

.2d _L2d ., B4
Ext (X,AX,AX) =H X{.AX) e (k) £ 0.

3.3. Constructibilité des Extl(F,AX).

Proposition 3.3.1 : Soit X un préschéma.
a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pour F €obD(X) et ¢ € ob D:(X) , T Hon(F,6) € ob D(X) ;

(i bis) pour tout couple (F,Q) de Ay-Modules constructibles,

R Hom(F,G) € ob D:(X), i.e. les Extl(F,G) sont constructibles pour tout i;

(ii) pour toute immersion ouverte i : U —» X et tout A.U—Module construe~

tible F, Rpi*(F) est constructible pour tout p;
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(ii bis) : pour toute immersion i : ¥ — X et tout AY-Module constructible

7, Rpi*(F) est constructible pour tout p.
(id ter) : pour toute immersion i : ¥ —» X et tout AY-Module localement
constant constructible F, Rpi*(F) est constructible pour tout p.

(iii) pour tout morphisme fini (resp. toute immersion fermée) £ : ¥ —> X ,

1
et tout P € ob DI(X), R'£(F) € ob D;’(Y).

b) Ces conditions sont vérifides dans les deux cas suivants @
(1) aim(X) g 1

(ii) "On dispose sur X de la résoluticn des singularités et de la puretd"

(cf. 3.1.6 b)).

Preuve : L'équivalence de (i) et (i bis) résulte de le suite spectrale

standard des Ext aux hyper Bxt.

(i vis) == (ii). Soit F un A,~Module constructible prolongeant F, par

exemple F = i (F). Par dualité (SGAA XVIII 3.1.10), on a
1, - —
Ri,(F) = Ri, RHon(a,i'(F)) 22 R Hon(i,(4;),F), et 1'on gasne.

(i1) == (ii bis). Factoriser i en une immersion fermée suivie d'une

immersion ouverte.

(ii bis) == (i bis). La question étant locale, on peut supposer X affine,
et, par le dévissage habituel (SGAA IX 2.5), on peut se bormer i vérifier
(ii) pour ¥ = i'(M), ou i :Y —> X est l'immersion d'un sous-préschéma,

et M est un AY—Module localement constant (constructible). Par la formile
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de projection (SGAA XVIII )
R Hon(1,(1),6) =~ Ri, REom(M,Ri'(c))
1
et une suite spectrale, on est ramené & prouver que R Hom(M,TRi‘(G)) £ ob DI(Y).

1
Montrons d'abord que R i'(G) &€ ob D:(Y). Quitte & factoriser i, on peut

supposer Y fermé, Soit j : U= X - Y 1'immersion complémentaire.
Appliquant le foncteur R Hom{ ,G) & la suite exacte

0 — AU;X —_— Ay — AY —> 0
on obtient un triangle distingué

R Hom (4;.4,6)

o

EM(AY/, G) —> RHom (AX,G) .

1
Or on a TR Hom(A,,G) = G. D'autre part, IR Hom ¢) ~~ Wy, j(a
Hom(4,,6) part, R Hom(4; 5,6) 3y 3°(6)
1
appartient & D:(X) par hypothese. Donc R Hom(AY,G) o~ i Ri’ (6) appar-
tient & DZ(X). Résolvant M & gauche localement, pour la topologie étale,
par des AY—Modu_les libres, on en déduit, par un nouveau dévissage, que

1
R Hom(M, Ri'(G) € ob D:I(X), cqfd.

(ii vis) - (ii ter) est trivial.
(ii ter) => (ii). Soient i ¢ U —> X une immersion ouverte, F un
. . . +
AyModule constructible. On doit prouver que R i, (F) & ob Dc(X)‘
La question étant locale, on peut supposer X noethérien, et 1'on procdde

par récurrence noethérienne sur X. On peut supposer U # @, donc il existe
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3+ V-—> U un ouvert non vide de U tel que j*(F) soit localement
constant (SGAA IX 2.4). Soit N 1le mapping-cylinder de F —> Rj,3 (F).

Appliquant R i, on obtient donc un triangle distingué

Ri (M)

(+1)/ \

. Py s .*
Ri (F) —— Ri, Ry, 5 (F) .

La condition (ii ter) implique que 1'on a
Ri, R, 3 (F) S2R(ij), 3 (F) € oD (X) .
On a par suite
L L¥ ¥ . ¥ +
R (F) 2= 1 R(i3), J(F) € 00D (V) .

Donc M & ob D:(U), puisque F & ob D:(U). En outre, la cohomologie de M
est & support dans un fermé Z de U distinct de U. Appliquant 1'hypothése de
récurrence & U 2 —3 % , on en déduit que R 1, (M) & ob DZ(X), et par

suite que Ri(F) & ob D:(X) .

L' équivalence des conditions (1)~(4i ter) avec la condition (iid)
est laissée au lecteur (utiliser 1.14).
b) (i) Par normalisation, on se raméne asu cas ol % est régulier et 1'on
utilise la pureté (qui sera démontrde en (5.1)).

b} (ii) voir 3.1.6 b).
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3.4 ¢ Le théoreme de bidualité sur les préschémas réeuliers.

Théordme 3.4.1. (cf. [H] V 2.2.) : Soit X unm préschéma (localement noethé-
rien) régulier de dimension finie. On suppose que X est fortement désingu-
larisable (3.1.5), satisfait aux conditions (reg) (3.1.1) et (edloc)
(3.1.3); et que le théordme de pureté absolue (3.1.4) est vrai sur tout

préschéma lisse sur X . Alors Ay est dualisant (1.6).

Démonstration : Il s'agit de prouver que AX satisfait aux conditions (i)
% (iii) de (1.6). La condition (i) est vérifide en vertu de {3.2.1).
De plus 4, satisfait 2 (ii) en vertu de (3.3.1 b)). Reste la condition

(iii). Autrement dit, reste & prouver, d'apres (1.7), que, pour tout

AX-Module constructible F , 1'homomorphisme canonique F —> QX D, F (ou

=X
l'on a posé Dy = R Hom( ’AX) ) est un isomorphisme. La question étant
locale, on peut supposer X noethérien, et par dévissage (3.1.2 (iii bis),
on peut se borner aux P de la forme P = f*i!(A.'U), ow i:U —>Y est
1'inclusion d'un ouvert régulier dans un préschéma integre, f:¥—>X
est un morphisme fini tel que le point générique de Y soit séparable sur
son image, A'= 7 /2 z , ¥ diviseur premier de n .

Comme X esgt fortement désingulcrrisable, 1l existe alors (3.1.6)

un morphisme propre et birationnel h : Y! —> Y, ol ¥ est régulier, h
induit un isomorphisme de U' = h_l(U) sur U, et ¥' ~ U' est un diviseur

3 croisements normsux (3.1.6). On a grice au th. de changement de base

(cf. SGAA XVII ) i!(A'U) 2 R, i'!(A‘U') (oh 1" est i'inclusion

Ut — Y1), d'ol
£, 1, (a) == £, Rn, 4 (&) &2 Reg, i1 (&)

avec g = fh. En vertu de (1.11), il suffit de prouver que le couple
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1
(i"(A.'U,),IR'g(AX)) est bidualisant. Plongeant localement Y' dans un
préschéma X' lisse sur X, et appliquant le théoréme de pureté sur X', on
1
voit que R g(AX) est localement isomorphe & AY‘ , & translation prés.

On est donc ramend & prouver le cas particulier suivant de (3.4.1) :

Lemme 3.4.2 : Soit X un préschéma localement noethérien régulier sur le—

quel le théoréme de pureté absolue est vrai (3.1.4). Soit Y =Y. 4/ eeo U Yp

1
un diviseur strictement & croisements normaux sur X (3.1.6), et soit

U=X=-Y. Alors le couple (& y,4,) est bidualisant (1.4).
¥

Preuve : Gréce & la suite exacte 0 —» A —> A —% A -3 0, il
Ereure R S )
revient au méme de vérifier que le couple (A'Y’AX) est bidualisant.

On raisomne par récurrence sur p.

a) p= 1. Notons i 1'immersion Y —> X . Par (1.11), il suffit de vérifier
que (A'Y,R!i(AX)) est bidualisant. Or, en vertu du théordme de puretsd,

R !J.(AX):_ ( /L.n)'§—1i-2:$ . Par suite, 1'homomorphisme canonique

A'Y — -IZ-Y QY(A!Y) est un isomorphisme, comme on le vérifie trivialement

fibre par fibre (dualité de Pontryagin pour les A-modules).
[ Y :

b) p » 2. Posons Y' = v w ol * On a la suite exacte

O = Hyy)x 7 & 74 —0 .

Le couple (A'Y’ ,AX) étant bidualisant par hypothése de récurrence, on est
2 + Lm0 . P i .
ramené par le lemme des 5 & vérifier la bidualité pour (A(Y—Y’ ),X’AX)'

Or, on a de nouveau une suite exacte :

\J ]
O = Byy),x = A’Yp““’ AYPAY' —> 0.
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Comne (A’Y , AX) est bidualisant, on doit done vérifier qu'il en est de méme

de (A.'Y ATt ! AX) Appliquant & nouveau (1.11) et la pureté, on est finalement
P

ramené & vérifier la bidualité pour (A'Ypﬂ 1o AYP) sur Yp , et 1'on gagne

par hypotheése de récurrence.

Corollaire %.4.3 : Soit S un préschéma noethérien régulier excellent de

caractéristique nulle. Alors 4, est dualisant. En outre, si £ : X -3 S

S
!
est un morphisme de type fini, R 'f(AS) est dualisant.

Preuve : La premidre assertion résulte de ce que S vérifie les hypotheses
de (3.4.1) (voir 3‘1). Pour la deuxi®me, on doit d'abord vérifier que

R !f(AS) est de dimension quasi-injective finie. Pour ce, on recouvre 3
par un nombre fini d'ouverts affines Si tels que Xi = f_l(Si) soit
réunion finie d'ouverts affines Xij plongés comme fermés dans des X' i
lisses de dimension finie sur S,. De (3.2.3) et (1.6), on déduit alors que
dim.q.inj(li’f(AS)) Z 2 Sup(dimX'ij). Reste & vérifier les conditions (ii)
et (iii) de (1.7). Comme celles—-ci sont de nature locale sur X pour la
topologie étale, on peut supposer que f se factorise en f = f'i, ob

f£' : X' —> 8 est un morphisme lisse de dimension relative d et i : X — X!
une immersion fermée. Om a R !f(AS) ~ Rr'i R f’(AS).

Or IR !f‘(AS) est localement isomorphe 2 A’X (& translation prés de 2d),
donc dualisant en vertu de la premidre assertion. Par suite, en vertu de
(1.15), R !f(AS) est dualisant, donc en particulier vérifie les conditions

(ii) et (ii) de (1.7), cqfd.

Corollaire %.4.4 : Soit k wun corps, et soit f : X —> S = Spec(k) un

morphisme localement de type fimi, avec dim(X) £ 2.
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1
Alors, R ’f(A_s) est dualisant.

Preuve : Quitte & remplacer k par sa cl8ture parfaite, opération anodine
pour la topologie étale (VIII 1.1), on peut supposer k parfait. On recou-
vre X par des ouverts affines Xi de type fini sur k . Comme

dj_m(Xi) £ 2 Xi est fini sur un X'i lisse sur S et de dimension (2
(Lemme de normslisation). Par (1.15) on est alors ramend au cas ou f est
lisse, donc f!(AS) s AX [2d] (localement) i.e. & montrer que dans ce

cas AX est dualisant; mais ceci résulte de (3.4.1), car les hypothdses sont.

bien vérifides (voir 3.1)).

Remarque 3.4.5. : On verra plus bas que si X est régulier de dimension ¢ 1,

AX est dualisant.

4. Dualité logale

L'objet de ce numéro est de présenter la notion de "bidualité"
développse aux numéros précédents sous une forme plus proche de l'intuition

géométrique.

4.1. Soient X un préschéma, i : x —» X un point fermé de corps résiduel
séparablement clos, KX un complexe dualisant sur X (1.7). On sait
(1.15) que I%x} = ]R!i(KX) est un complexe dualisant sur x , donc, en
vertu de (2.1) et (3.4.4), isomorphe & A[rI pour un r & Z (si A est
local). Nous dirons que KX est normslisé en x si r =0 et si 1l'on s'est

donné un isomorphisme X ., 22 A.
3
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) Par exemple, si X est lisse de dimension relative 4 sur le
spectre d'un corps séparablement clos, le complexe ( /Ln)xﬁd [2&1 est, en

1/2

vertu du théoréme de pureté (SGA XVI 3, SGA 4 Cycle 2.3), canonique-

ment normalisé en tout point fermé de X .

4,2, Soient X wun préschéma; i : ¥ —> X un sous-préschéma fermé, KX
t
un complexe dualisent sur X. Alors (1.15) K = R'i(KX) est un complexe

dualisant sur Y, et 1'on a la formule d'induction complémentaire (1.12. D)

(i1)), pour F & ob DE(X),

(4.2.1) ' p(m) 22 D W@

ol 1'on & posé Dy = REom( ,K;) , Dy = R Hon( 1Ky

Appliquons en particulier {4.2.1) au cas ol Y = Lx} est un
point fermé de X & corps résiduel séparablement clos, KX dtant normalisé

en x (4.1). Compte tenu de ce que AX est injectif, (4.2.1) s'éerit alors
1
(4.2.2)  D(F) == How'(Ri(F),4) .
1
Notant que R'i(F) s'écrit aussi, par définition, R T:;!(F), on a donc
un accouplement parfait dans (D(A) H

(4.2.2) (F), = RT(F) — & ,

s

donnant lieu & des accouplements parfaits entre groupes finis :
(4.2.2)"  E(@E) = B (F) —> 4.

Par exemple, soit X un préschéma lisse de dimension d sur un
corps séparsblement clos, et soit x € X un point fermé. Alors, pour

-

F & ob D:(X), on a une dualité parfaite canonique entre groupes finis :

(4.2.2)m Bt R, x B R —> 4.
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Exercice 4.2.3. Soit X un schéms strictement local (SGAA VIIT 4.2), de
point fermé x , et soit i : x=X le morphisme canonique. Soit K wn
complexe dualisant sur X , normaslisé en x. Notons
. b -
Li, : D(4) —> D(X)
le foncteur défini par
gi?(M) =M QA K .
(si K est de tor-dimension finie sur A, Li, s'étend en un foncteur de
pt(4) dans D(X)).
Montrer qu'il existe, pour L & D(X) et M & Db(A), un iso-
morphisme fonctoriel canonique
1
(%) R Hon(L, 1i, (M) “% REom(R i(L),H) ,

(on suppose bien entendu que R 1. D(X) —> D(4) est défini ...),

!
Hint : Définir d'abord un morphisme "trace" : R’°i Li_(M) —3 M, puis,
pour vérifier que (*) est un isomorphisme, se ramener, par dévissage, au
cas ou L & ob DZ(X) et M= 4, et appliquer (4.2.2). Noter que, pour

M =4, (¥) se réduit & 1'accouplement parfait ("dualité locale" of JH] V 6.2) :

R TX(L) x R Hom(L,K) —3 4 ,
ou

Hi;( ) x Ext™H(L,K) —> A

4.3. Nous allons maintenant généraliser (4.2.2) au cas d'un point géométrique
¥ de X localisé en un point x non nécessairement fermé. Nous surons besoin

pour cela de guelques préliminaires.
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Lemme 4.3. Soient X un préschéma, X' le localisé strict de X en un

point géométrique x , £ : X' —> X la fléche canonique. Alors, pour
~ + .

F & ob DC(X), G € obD (X), 1*homomorphisme fonctoriel canonique

(sess vi 1 3.7)
£ REom(F,G) —> R Hom(£F,£*G)

est un isomorphisme.

Preuve : On se ramdne, comme d'hsbitude, & F et G réduits au degré O.

La question étant locale su voisinage de x , on peut supposer X affine.

F admet alors (SGAA IX 2.7) une résolution gauche par des faisceaux du type
i!(AU)’ o i : U —>X est étale de présentation finie, donc, par dévis-

sage, on est ramené & F = i'(AU). Formons le carré cartésien

T & W
il li’
£

X & X!

On a des isomorphismes canoniques, cas particuliers friviaux de la dualité

(Sear XVIII 3.1.10)

R Hon(¥,8) «°F Ri, i'e
*. * * ¥
R Hom(f P, £ 6) <~ Ri'_giG .

Par ces isomorphismes la fléche canonigue

* * *

£ R Hom(F,¢) ——> IR How(f F,f @)
stidentifie & la fliche de changement de base (seas XVII

¥ ¥ . * %
f Rii (6) —> Ri'gi(g) -
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Or celle-ci est un isomorphisme, comme on le voit aussitdt par passage i

12 limite (SGAA VII 5.11).

. . A . - + .
Lemme 4.4. Soit X un préschéma, et soit K & ob DC(X) un complexe satis-—
faisant aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que X soit dualisant, il
. - - _ *
faut et il suffit que, pour tout localisé striet f : X(x) —> X, f K

soit dualisant.

Preuve : Utiliser le fait que tout faisceau constructible sur wn localisé
strict i(?{) est indult par un faisceau constructible sur un schéma étale

T-ponctud sur X (SCAA IX 2.7.4) et appliquer (4.3).

4.5. Soient X un préschéma, X un point géométrique de X ,
£ 1 X =3%(Xx) —> X le localisé strict correspondant.
Soit Y le sous-préschéma fermé intégre adhérence de x dans X,

notons g : X —>7Y et i:Y —> X les fléches canonigues, et formons

le carré cartésien

(¥ est 3 la fois le point fermé de X' et le localisé strict de Y en ).
Nous noterons

R s pH(x) —> DT(®)
le foncteur défini par

(4.5.1) ]RFE = g R-°3 .
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! *
Utilisant la relation bien connue entre les foncteurs IR "1 et Rjd >

o j: U—>X est llouvert complémentaire de Y, et appliquant le passage &

la limite (SGAA VII 5.11), on trouve un isomorphisme canonigue

(4.5.2) R T - CRFTRT

Lorsque x est un point fermé de corps résiduel séparablement
clos, le foncteur R Pi coTncide avec le foncteur R I‘X habituel

(SGAA V 4.3) ce qui justifie la notation.

+ ! *.
Soit KX & ob D(X), et posons KY =R j(K,X), KX‘ = f KX’
- Ry - - 1 R

K}—{ \EI"}—{(KX) attention, K:_( n'est pas la fibre de KX en X !). Supposons que
KX soit dualisant. Alors, en vertu de (1.15) et (4.4), i1 en est de mbme
de K, K, ¥ . Done (2.1) on a Ko o2 A4] pour m 4 & Z.
Nous dirons que KX est normalisd en X si d =0 et si 1'on & choisi un
isomorphisme K}? ~- A. Dans le cas ou x est fermé de corps résiduel

séparablement clos, on retrouve la notion introduite en (4.1).

Soit KX un complexe dualisant, et posons _1_)_X ==]R§9£rl_( ,KX);
. b
Dy =R Hom( ,KY), etc. Soit F & ob DC(X), calculons (I_)_XF)E.

On a :

R

@y®)5 g i DyF

=X
~ g D, R'iF (en vertu de la formule d'induction

complémentaire (4.2.1))

~ * 1 s s qs
oy P—E g Ri (F) (d'apres (4.3)), c'est-b-dire

(4.5.3) (yF)z DRI (F) .

Bien entendu, on aurait pu faire un calcul analogue en passant par
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X' au lieu de Y , on surait alors obtenu un isomorphisme canonique
(BF). 2% D-R'it £(F)
_XF x T =% [

compatible avec (4.5.3) moyennant 1'identification (4.5.2).

Si en outre KX est normalisé en X , on obtient des accouplements
parfaits géndralisant (4.2.2)' et (4.2.2)"
(4.5.3) D(F). x RIAF) —> & ,
" i -1
(4.5.3) E(ry) = EL(F) —— 4,
(ow 1'on a posé H_=E R ).

Inversement, soit Ky € ob p¥(X) satisfaisant aux conditions (i)
et (ii) de (1.7) et tel que K- =R I"E(KX) soit dualisant pour tout point
géométrique X de X . Alors, pour tout T , on peut définir (ef. 1.12 b)
(ii)) wume fldche canonique

b
— I
(4.5.3) D, (F)z — D RI'(F) pour F & ob D (X) .
Si celle-ci est un isomorphisme pour tout X et tout P , alors KX est
dualisant. En effet, il s'agit de vérifier que la fldéche canonique

P — QX gx(F)

est un isomorphisme pour tout F & ob DZ(X). Or, en un point géométrique

arbitraire ¥ , on a

-~ . .
F- % D Do (Fi) (puisque K- est dualisant) /
2y DRT _IQ_X(F) (par (4.3) et la formule d'in@uctiozi
1.12 1) (i)
225 DD (F)- (par hypothese)
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done, moyemmant une vérification de compatibilité, (F,KX) est bidualisant,

ce qui prouve notre assertion. En résumé :

Proposition 4.5.4. Soient X un préschéma, et KX ¢ ob D+(X) un complexe
satisfaisant aux conditions (i) et (ii) de (1.7). Pour que K, soit duali~
sant, il faut et il suffit que pour tout point géométrique % de X 1le
complexe K;E soit dualisant et que la fléche canonique (4.5.3) soit un

isomorphisme pour tout F & ob DZ(X').

Remarque 4.5.5. L'existence de complexes dualisants doit &tre considérée,
en un sens, comme un complément important au théordme de dualité globale.
En effet, ce dernier exprime que 1l'on a, pour un morphisme séparé de type

fini £ : X —3 7 (Y étant quasi—compact), un isomorphisme canonique
D, R £(F) => R 1, Du(F)

(avec les notations de 1.12).

Son exploitation pour le calcul de R !f(F) (quand P & ob DZ(X) )
nécessite des renseignements sur p_X(F). Lorsque K; est dualisant, ceux-ci
sont fournis par 1l'isomorphisme (4.5.3), qui permet, du moins théoriquement,
un caleul des fibres de QX(F) comme invarisnts de cohomologie "purement

spatiale”,

Exercice 4.5.6. Soit X un préschéma muni d'un complexe dualisant (1.7).

La famille des foncteurs (of.(4.5.3)" )

E_ii : D:(X) —> (A-modules)

(i parcourant Z et ¥ 1'ensemble des points géométriques de X) est
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wconservative, di.e. un morphisme F ~—> ¢ dans DE(X) tel que les

%(F) —_— H;(G) soient des isomorphismes, est un isomorphisme.

4,6, Soient X un préschéms, j : Y —> X un sous-préschéma fermé,
it x —>Y un point géométrique de Y., Soit d'autre part KX un
complexe dualisant sur X , normalisé en X% (cf. (4.5)). On a vu en (4.5)
que, si Y est 1'adhérence de x , on &, pour F & ob DE(X), un accous

plement parfait
5 1,
R J(F)i x QX(F)E——> A .

I1 n'est pas difficile de définir un accouplement analogue dans le cas

général. Introduisons la factorisation de i en

3t b TN
X = {x% - G
Pour F & ob DE(X), on a des isomorphismes canoniques ¢

* !
R 1] D_X(F) “>RI-Dy R *5(F) (formule d'induction complémen~
teire (4.2.1))
B 1 1
L RYavp, RUH(F) (aéfinition de R [T (4.5.1))
* * ! . .
34 D 1" R 3(?)  (induction ordinaire
(1.12. v) (L))
. ,

t
= I—)E i” R*3(F) (par 4.3)), i.e. finalement un

isomorphisme canonique

1, ~ RS
(4.6.1) Ri(F)- = D-R[ p_X(F) .

X

d'oll des accouplements parfaits
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(4.6.1)" F'3(Fy xR g 3E) —s

.

.

(426.1) Ey(F)y x ERD ) —

Exemple 4.6.,2. Soient X wun préschéma régulier, T un point géométrique de

X, d = d:'un(O ) Posons Ky = (b )y ), 28

[2d4] . 8i X satisfait & la condi-
tion (reg) (3.1.1) et au théoréme de pureté (3.1.4), alors KX est cano-
niguement normalisé en X. Donc, si KX est dualisant, on a des accouplements

parfaits
B(F); = £ — 4,
pour tout fermé Y contenant X et tout F £ ob D:(X), avec

= R Hon(P, (2, ), ™)

Donnons, pour terminer, une variante strictement locale de (4.6.1).

4.7. Soit X un schéma strictement local noethérien (SGAA VIII 4.2), de
point fermé x. Soit Y un fermé non vide de X , et considérons les immer-

sions canoniques
U=X-Y — > V=X-;x—4>X.

Enfin, soit Kﬁ un complexe dualisant normalisé en x (4.1), dtol des

complexes dualisants "correspondants" sur U, V, T, x (et par hypothdse

* * - R
D, = Rion( ,4) )i Ky = 3Ky Ky = 2Ky, Ky =R Ty
Soit G & ob DZ(U), et posons G' = QU(G) . Nous nous proposons de

définir un accouplement naturel
(4.7.1)  RT(,0) x RT(V,1,6")[-1] —> A ,

i.e. un homomorphisme fonctoriel
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L
(4.7.1)" RI(U,0) ® RT(V,1,6')[-1] —>4

(L'annesu A =7/ £ Z étant de dimension cohomologique infinie pour ¥ > 2,

on ne sait définir que les produits tensoriels

¥
et é

DT(4) xD7(4) —s D(a)

D(4) xDb(A)torf-———> D(4) ()

On laisse donc au lecteur le soin de faire des hypothéses convenables
assurant que les deux facteurs de & figurant dans (4.7.1)! sont dans

Db(A) ou que 1l'un d'eux est de tor-dimension finie.)

Notons d'abord que, par la formule de duslité complémentaire (1.12 a) (ii)

on a un isomorphisme canonigue

(4.7.2) i!(G') sl Z_QV(Ri*G)

D!autre part, on a l'isomorphisme de dualité ordinaire
(4.7.3) IRHom(AU,G) > R Hom(Av,]Ri*G) .

Par définition de Dy (et indépendamment du fait que K; est dualisant),

on a une fldche canonique
(4.7.4) Ri6 BD(Ri,8) —> K .
De (4.7.2), (4.7.3) et (4.7.4) on déduit wne fldche (canonique)
L
(4.7.5) RT(U,6) ®, RI(V,i,6') —> Riom(A,K)
1
Mais KV = j'KX, et 1'on a 1'isomorphisme de dualité (SGA4 3.1.10)

(4.7.6) R Hom(AV,KV) o IRHom(AV,X R KX) .

Enfin, la suite exacte

(%) (ajouté en 77) Inexact : il est facile, en fait, de prolonger

L
& :D(A) x D(A) —> D (A) en & : D(A) x D(A) —> D(A) .
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(4.7.7) 0 —> by y —> by —> b —> 0
donne un homomorphisme de degré 41 3

(4.7.8) R Hom(A,V,X , KX) _— ]RHom(AX,KX) Rl

En composant (4.7.5), (4.7.6) et (4.7.8), on obtient la fldche annoncée

(4.7.1) .
Nous allons voir maintenant que 1'accouplement (4.7.1) est
"parfait', i.e. que la fléche (4.7.1‘)' identifie ]RI“(V,i,G')[—l] a
QXIR T(UG) .Supposons en effet, ce qui est loisible, que l'on a
¢= (30" 7,
avec F & ob D‘z(x). Posant P = _Q_X(F) et F’U’X = (ji)!G', on a la suite
exacte

(4.7.9) 0 — P — F' —> F1Y —> 0 |,
U,X

qui donne naisssnce & un triangle distingué

RT(Fy ¢
(v) +1/ \\
RT (1Y) &— RT,(F) .
Par définition de RI‘X , on a

RLX(F

— 1
) = R Hom(AX , F

' )
U,X U,X

s . . o , -
done, utilisant (4.7.7) et le fait que (¥ U,X)x —RI'(X,FU,X) o,

on a un isomorphisme canonique

- -—
RHmuLX,FmQD]~9RL;FmQ .
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Mais on &

R Hom(AV’X s F'U,X) = F?Hom(j!Av R j!i!G‘)

REom(4, , 1,6') par duslité (SGAA 3.1.10)

R

dtol finalement un isomorphisme canonique
(4.7.10)  RI{(1,6") [~1]=2 ]RI‘X(F'U’X) .
On a d'autre part la suite exacte
(4.7.11) O—aAU,X—->AX——%AY——$O .
qui donne naissence & un triangle distingué.
R 1 (U, FlD

¥ \\

(a) /

\
R }_'Y(F) > R TX(F) .

En vertu de (4.7.1) et (4.7.10), on a un accouplement naturel
(4.7.12) RT(U,FE‘U)XRTX(F'U’X) —> 4 .

En vertu de (4.6.1), on a un accouplement parfait

(4.7.13) RI“Y(F) x RI’X(F';Y) —_ A4 .

Enfin, pasr la formule d'induction ordinaire (1.12 b) (i)), on a un

accouplement parfait
(4.7.14) RI‘(X,F)XRPX(Fv) —> A

Le lecteur qui aura la patience de s'orienter dans ce dédale de "fldches
canoniques" vérifiera que les accouplements (4.7.12), (4.7.13), et (4.7.14)
sont "compatibles" avec les fléches des triangles (a) et (b), et par suite

que les accouplements (4.7.12) et (4.7.1) sont parfaits.
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L'accouplement des triangles (a) et (b) donne naissance & deux
suites exactes "transposdes llune de 1'autre" :

(4T 15Dy B (5,F) —> (L) —> E(0F) — ...

) -1 ! -i —1-1
vow & H X(Y,F!Y) e H/ (X,F') e (v, F'U,V) RN

En résumé, nous pouvons énoncer :

Proposition 4.7.16 : Soit X wun schéma strictement local noethérien, de

point fermé x . Soient Y un fermé non vide de L U=X-%,
V=X-x,1:U-~—V et j:V—> X les inclusions canoniques.
Soit KX un complexe dualisant sur X normelisé en =x (d'olr des complexes

duslisants associés sur V, U, 1),
Pour G & ob DS(U), on a un accouplement parfait :
(%) R T(U,8) xRT{V,{,6' N -1 —> 4
N | R
(o @ _gﬂ(e)) .
Si G=FU, ob P & ob DZ(X), on a un isomorphisme canonique
Py ™ -~
() RIW,i 6 [-1] =25 R T (Fy o)
(ou F' = Dy(F) et Py = (33),(F110) = (31),(¢") ),

et un accouplement parfait entre les triangles distingués

R T (U,F|U) RT (P

SN N

R I'(F) ——3 RI'(X,P) RT_(F(Y) &— R TF),
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compatible avec 1'accouplement (%) ot 1'isomorphisme (**), et donnant lieu

3 deux suites exactes transposées l'une de 1'autre (4.7.15).

Remargue 4.7.17. Dans le cas particulier ou Y =:{x}, 1l'accouplement
(4.7.1) se définit sous la seule hypothese que KX soit normalisé en x
(et non nécessairement dualisant), i.e. tel que ]RI"X(KX) ~ A,
(1'isomorphisme étant donné) : 1'isomorphisme (4.7.2) (qui utilisait le
bidualité) se réduit en effet & 1'identité. Comme 1'accouplement {4.7.14)

est de toute fagon parfait, on voit donc que la dualité locale sur X

(sous 1la forme (4.2.2)') dquivaut i la dualité "globale" sur U = X - x,

i.e. au fait que 1'accouplement (4.7.1)
RIU,6) xRIWU,6")[-1] —> 4

est parfait, ou encore qué les accouplements

BHU,0) x EFNU,er) —s 4
gont parfaits.

Supposons que 1'on dispose sur X d'un complexe duslisant KX
normalisé en x. Si X est excellent et U régulier de dimension 4 (x
pouvant donc &tre une singularité isolée), on doit pouvoir vérifier que
K, = K;{U est canoniquement isomorphe & (ﬂbh)UQdIZdj (on le vérifie faci-~
lement en tout cas si X est localisé strict d'un préschéma localement de
type fini sur un corps de car. 0). Alors la duslité locale sur X implique
que 1'on a, pour tout AU—Mbdule localement constant constructible G, des

accouplements parfaits
1(1,6) x 2294 (y,00) — n

(o 6% = ggg(G,(ﬂxn)UQd) }s qui correspondent formellement b la duslité de
/8

Poincaré sur un schéms de dimension 23-1.
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5. Dualité locale sur les courbes.

Théordme 5.1. Soit X . un préschéma noethérien régulier de dimension 1.
On suppose n premier aux caractéristiques résiduelles de X.
Alors le théordme de pureté est vrai sur X (3.1.4) et le compleze AX

est dualisant (1.7).

Démonstration : Supposons prouvée la pureté., Comme X satisfait évidemment
4 la condition (reg) (3.1.1), et que la condition (cdloc)n est vérifide en
vertu de (SGAA X 2.2), on en conclut, par (3.2.1), que dim.q.inj(AX) = 2,
D'autre part, la condition (ii) de (1.7) est vérifide d'aprés (3.3.1 b) (1))
(qui a été démontré moyermant la pureté). Donc, en vertu de (4.4), on est
ramené a prouver gque Ay est dualisant quand X est strictement local.
Mais, pour prouver la puretd, qui est une question locale au voisinage d'un

point fermé, on peut également supposer X strictement local. Finalement,

on est ramené & prouver le théordme guand X est strictement local.
Supposons done X strictement local. Soient x son point fermé,

(7= car(x(x)), '7& son point générique, U= X - x = Spec(k(z)).

Soit G = Gal(k(v’z)/k(oz }) le groupe fondamental de U. On sait

[CL Chap. IV § 2 Exer 2] qu'on a une suite exacte canonique

(5.1.1) 1 —>P ~>G—>H —>1 ,

oi H= },;41'\ Z%ﬁ(l) y 2{7(1) =<li.\g //.LZ‘J , et P estun pro—‘ﬁy—-groupe.
)e

(Bien entendu, B est isomorphe, mais non canoniguement, & ,g | 7 e
o s
On sait d'autre part (SGAA VIII 2) que la cohomologie étale de U

s'interpriéte comme la cohomologie galoisienne de G, les failsceaux (resp.

&
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faisceaux constructibles) de AU-modules correspondant aux A-modules (resp.

A-modules de type fini) sur lesquels G opére continfiment.

Cela étant, les H;(AX) sont déterminds par la suite exacte
o o 0
(5.1.2) 0 —> HX(AX) — H (X,AX) —> H (U,A,U) —> H}Z(AX) —> 0,
et les isomorphismes

Hl—l

i . R
(5.1.3) HX(AX) fasd (U,AU) pour i 32 .

- o) o
Or on & trivialement H (X,AX) = H (U;AU) = A, done H;(AX) = Hi(AX) = 0.
Dtautre part, pour un Ge-A-module (galoisien) M, on a la suite spectrale de

Hochschild -~ Serre
*
Epg = B9(m, 1>, 1)) = H(G,N) .
Comme n est premier & T et que P est un pro-Tr-groupe, on a

HY(P,M) = 0 pour q # 0 ,
donc Epg =0 pour q# 0, d'olh un isomorphisme canonique
(5.1.4) EP(G,M) =t uP(maf) .
On voit d'ailleurs, par un argument analogue, que HP(H,N) stidentifie &
T ‘ 2~
H (Z(1),N) lorsqu'on fait opérer trivialement sur N le facteur Z (1).
On a donc finalement, avec la convention précédente, un isomorphisme

canonigue
(5.1.5) . ®P(c,M) 2 EPZ(1),MP) .

Or la cohomologie galoisienne de EE est bien cormue (CG chap. I pe31) :

pour un GeA-module N, on a

3,
(5.1.6) H(7,N) = 0 pour iy2 ;
Bz, = 1
FAY
E(ZN) =N .



52

De (5.1.3), (5.1.5), et (5.1.6) on déduit aussitbt que -
Hi(U,AU) =0 pour i3 2,
ot Hl(U,AU) A A

Ce dernier isomorphisme n'est pas canonique, car il dépend du choix d'une
~ ~

identification de Z4(1) & Z. Mais, utilisant la suite exacte de Kummer, on

trouve {SGAA XIX 1.3) un isomorphisme canonigue (donné par la "classe

fondamentale locale™)

(5.1.7) Hl(U,/lh) RS

La pureté est donc démontrée.

Prouvons maintenant que AX est dualisant. D!apreés (4.7.17), il
s'agit de montrer que, pour tout AU-Module localement constant constructible

M, 1'accouplement
i 1-i 1 ~ f~1
(5.1.8.)  ENUH) x B (0, Hon(M, &) —> B (U,4y) &> (fin),

est une dualité parfaite. Nous allons interpréter cet accouplement en termes

de cohomologie galoisienne. Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant

Lemme 5.1.9 : Notons D = Hom( ,A) le foncteur dualisant de Ponbrjegin sur la
catégorie des A-modules de type fini. Soit M un A-module de type fini sur

lequel un groupe G opere A-linéairement.

(i} On a un isomorphisme canonique

p(u) = (o),

(i1) 81 @ est un groupe profini opérant continlment sur M et si G est de

pro-ordre premier & n, la fléche canonique

el
W s U,

est un isomorphisme.
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Preuve : On a par définition

W = lim Ker(M 3% ) |
sEG
diol

p(1C) ~ 1in Coker(di 5L, pu) ~~ (pm)
=
s¢

G 2

ce qui prouve (1)
Prouvons {ii), Soit M' le A-module défini par la suite exacte

O~ W —> N —>H,—>0 .

On a Hl(G,M') = 0 parce que G est de pro-ordre premier & n. La suite
exacte de cohomologie implique done que la fldche MG —_— MG est un épi-
morphisme. Mais, appliquant le foncteur D et tenant compte de (i), on en

déduit qu'elle est un monomorphisme, ce qui achéve la preuve.

Appliquant (5.1.9) & M et P, on trouve que Hom(M,A)P s'identifie

A ~

canoniquement & Hom(MP,A). Si 1l'on choisit un isomorphisme de Z_(l) sur Z,
1'accouplement (5.1.8) s'éerit, compte tenu de (5.1.5),

(5.1.8)  EGF) x &N G,000) — w(5a) >4 .

Il résulte aussit6t de (5.1.6) et (5.1-9(1)) que (5.1.8)' est wn accouple~

ment parfait. Cela achive la démonstration de (5.1).
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APPEND ICE

par L. ILLUSIE

La théorie précédente s'étend facilement & des &nneaux de base plus
généraux que i'Anneau constant Z/nZ, Nous allons indiquer bridvement comment
stéerit la théorie pour des Anneaux de base localement constants, annulés par
n >0, et & fibres géométriques des anneaux noethériens. Ce n'est d'ailleurs
1a qu'un cadre provisoirga: on devra t8t ou tard globaliser, en prenant
comme "coefficients" sur un préschéms X des préschémas relatifs sur le

site (X .,2/n2).

1. Faisceaux constructibles

1.1, Soit X wun préschéma, et soit AX un faisceau d'amneaux sur X (pour
la topologie &tale), localement constant, & fibres géométriques des anneaux
noethériens & gauche. On note AX la catégorie des AX—Modules a gauche, et
D(AX)(ou.D(X) s'il n'y a pas de confusion & redouter) la catégorie dérivée
correspondante. La notion de AX-Module (é gauche) congtructible se définit
comme dans (SGAA IX 2.3), en remplagant 1'expression "localement constapt
de valeur de présentation finie" par "de présentation finie comme

AU -Module".
i

On note DC(X) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des complexes B tel
que E}(E) soit un AX—Module constructible pour tout i. C'est une sous-

catégorie triangulée de D(X).

Selon Grothendieck!
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1.2, Soit E & ob D(X). On dit (of. Bxp. II 3.11) que E est pseudo-

conérent si, pour tout i, gl(E) est un AX-Module de présentation finie

(ou localement constant constructible si 1'on préfére). On note D(X)coh
(ochoh(X)) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des objets pseudo-
cohérents. Il résulte de (SGaA IX 2,1} que ¢estune sous-catégorie trian~

gulée de DC(X).

Proposition t.3. (1emme de dévissage). Soit X un préschéma quasi-compact
et quasi-séparé (resp. noethérien); et scit C une sous-catégorie strictement

pleine de la catégorie Cons(X) des Ay-Hodules & gauche constructibles.

On suppose C stable par extensions. Conditions équivalentes s

(i) ¢= Cons(X) 3

(i1) C contient les faisceaux du type i,(F), ob i : ¥ —> X estun
sous~préschéma de présentation finie (resp. un sous-préschéma intégre), et
¥ est localement constant constructible sur Y .

N

Si AX est constant de valeur A un annesu noethérien & gauche amnulé par
un entier n ) 0, les conditions précédentes sont équivalentes -

(iii) C est stable par facteurs directs et contient les faisceaux du type
f*i!(MU), ou 1:¢U —>% est‘ une immersion ouverte (resp. wn ouvert d'un
préschéma intégre), £ :+ ¥ —> X un morphisme fini (resp. fini et tel qué
le point générique de Y soit séparsble sur son image), et MU un
AU-Module % gauche constant de valeur un A-module monogéne ’a.nnulé par un

diviseur premier de n.

Bnfin, si X est noethérien et satisfait 3 la condition (reg)

(1 3.,1.1), la condition (ii) (resp. (111)) équivaut & la condition analogue
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ol 1'on suppose en outre Y (resp. U) régulier.

Preuve : L'équivalence des conditioms (i) et (ii) se prouve comme dans le
cas ol AX est constant, voir (SGAA IX 2.4 et 2.5).

Supposons AX constant de valeur A annulée par n, et prouvons gue (111)
implique (ii). Soit E € ob Cons(X), montroms que E € ob C. D'gprés
1téquivalence (i) & (i1), on peut supposer que E = ,j!(F), o J :Z-—>X
est 1'immersion d'un sous-préschéme de présentation finie (resp. intégre),
et F un AZ-Module constructible localement constant, que 1'on peut méme
supposer (quitte » dévisser un peu plus) trivialisé par un revétement &tale
g: 4" —> Z de groupe G. Le faisceau F est donc défini par un A-module
de type fini M ol G opére. Si 4 est un diviseur premier de n, le souse

groupe de cp ~torsion de M est un sous-G—A-module M i de M, et 1'on a

M= oM, ,

ol -Z parcourt 1'ensemble des diviseurs premiers de n. Vu ls stabilité de

C par facteurs directs, on est donc ramené au cas ou M est de )2 =torsion.
Soit H un f—groupe de Sylow de G, et soit h : U = 2'/H —3 Z le revé-
tement intermédiaire correspondant & H. Le degré de h étant premier & 4 ’

la "méthode de la trace" (SGAA IX 5.1) montre que la fléche d'adjonction
*
F— b, h(F)

est un isomorphisme sur wn facteur direct, donc il suffit de prouver que
*
J, by b (F) & ob C. En vertu du "Main Theorem" (EGA IV 8,12.6), il existe

un diagramme commutatif
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ol i est une immersion ouverte, et f un morphisme fini. On a
* *
Jyheh (F) = £in(F) .
*
Or h (F) est défini par M considéré comme H-A-module. L'implication

(1i1) = (4i) résultera donc du lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Soient A un anneau noethérien & gauche, £ un nowbre premier,
H un ¢ -groupe fini, ¥ un H-A-module & gauche de type fini ammulé par

-
£ (¥ >1). 11 existe une filtration finie de M par des sous-H-A-modules

tels que les quotients successifs soient des A-modules monogdnes annulés

par < et ou H opére trivialement.

Preuve : La suite exacte (de H—A—modules)

0~ M —= M —> W LU —> 0
raméne, par récurrence sur Y , au cas ol M est annulé par £
Montron-s qu'alors M admet une filtration finie par des sous—H-A-modules tels
que H opeére trivialement sur les quotients successifs. Raisonnant par récur-
rence noethériemne sur 1'ensemble des sous-H-A-modules de M possédant la pro-
priété énoncée, on est ramené & prouver que M # O implique MH # 0. Or on vé~
rifie trivialement que le noyau de 1'augmentation ¥ p) [HI — ]FZ est wn idéal
nilpotent, et le lemme de Nakayama implique que tout H- F £ -module non réduit
4 0 posséde un vecteur invariant non nul, ce qul prouve notre assertion.
M admet donc une filtration finie telle que les quotients successifs soient
des A-modules de type fini annulés par £ et on H opére trivialement. Par
réourrence noethériemme on peut méme obtenir que les quotients successifs soient
des A-modules monogenes, ce qui achéve la démonstration de (1.3.1).

La dernidre assertion de (1.3) est immédiate et laissée au lecteur.
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2. Dimension guasi-injective.

Les notations étant celles de (1.1), on définit comme en
(I 1.1 et 1.4) les notions de AX—Module guasi-injectif, et de dimension
quasi-injective d'un objet de D(X). Les propositions (I 1.3, 1.5 et 1.6)
g!étendent sans changement.

I1 est parfois commode d'introduire une notion de dimension guasi-

injective ponctuelle. Soit x ¢ X, et soit K & ob D+(X). On dit que K

est de dimension quasi-injective < N en X si, pour tout AX-Module cons-

tructible F, on a

Ex’cl(F,K)E =0 pour i > N,
On appelle dimension quasi~injective de K en ¥, et 1l'on note dim.q.inji(K)
la borne inférieure des N vérifiant la condition précédente. Bien entendu,
on a

dim.q.inj(X) = Sup dim. q.injE(K) R

ol X parcourt 1'ensemble des points géométriques de X.

I1 est intéressant de comparer la notion précédente avec la notion
de dimension topologigue stricte introduite par VERDIER dans [11 o On dit
que K € obD'(x) est de dimension topologique stricte ¢ N en un point
géométrique ¥ de X si pour tout sous-préschéme Y de X, on a

Eg(;t_i(AY,K)i = jH;iY(K).i =0 pour i > N.

On appelle dimension topologique stricte de K en X et 1l'on note dimstopi(K)

la borne inférieure des N vérifiant la condition précédente.

Tandis que la dimension quasi-injective dépend a priori de 1'!'Amneau
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de base, la dimension topologique stricte ne dépend que du complexe de fals—
ceaux abéliens sous~jacent.
On a évidemment :

dimstopi(K) < dim.q.inji(K) .

Nous verrons plus bas des exemples ol l'on a 1'égalité.

3, Complexes dualisants : définition et propriétés formelles.

Gardons les notations précédentes, mais supposons AX commutatif.
Les notions de couple bidualisant et de complexe dualisant se définissent J
comne en (I 1.7). Les énoncés (I 1.9, 1.11, 1.14) sont valables sans modifi-
cation. Les énoncéds (I 1.12, 1.13, 1.15) sont également valables, mais &
condition de supposer A annulé par un entier n> 0 premier aux caracté-

ristiques résiduelles de Y. Enfin le théordme d'unicité (I 2.1) est valable

pourvu que 1l'on suppose Spec(A;) connexe pour tout point géométrique ¥ de X.

4. Pureté absolue

Revenons sur la situation de la pureté cohomologique absolue
(1 3.1.4) . Soit X wun préschéma localement noethérien régulier, et soit
n > O un entier premier aux caractéristiques résiduelles de X . Soit
i : Y —3 X un sous-préschéma régulier de codimension d@ >0 en tout poiut.
Dire que le couple (Y,X) satisfait & la pureté cohomologique absolue signifie,
1/2

rappelons~le, que 1l'homomorphisme "classe fondamentale locale" (SGA 4

Cycle 2.2).
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: Bd e - L
(4.1) )y T[] —=Ri (z/n2),
est un isomorphisme,

Donnons-nous maintenant sur X um faisceau d'annesux AX annulé
par n. Posons pour un instant G = (_Z/ng)X Alors, pour tout F £ ob D+(AX),

on peut définir une fldche canonique de DY( &

(4.2) i*(r) &, ., Ri'(® — Ri'(r B, .0 .

I1 revient au méme, en effet, par dualité (SGAA XVIII 3.1.6)
de définir une fliche

i!(i*(F) éZ/n_Z_ Ri'(0)) — F ég/ng e ;

on choisira pour celle~ci la composée de la fliche de Kinneth

(SGaA XVII 5.4.2.2)
i!(i*(F) &g/n;z_ Ri'(g)) —> 7 é_Z/n_Z_ i!]Ri!(G) ,

et de la fleche déduite de 1'homomorphisme trace (SGaA XVIIT 3.1.6)

F i

Z/ngi!mi!(G) — FéZ/n_Z_G .

On notera que dans la définition de (4.2) on a seulement utilisé le fait que
G et Ri' (6) étaient de tor-dimension finie sur Z/nZ. Supposons dtautre
part que le foncteur i! soit de dimension cohomologique finie sur la caté-
gorie des (Z/n_Z_)X—Modules : c'est le cas par exemple si X est de type fini
sur un corps (SGAA XIV 3.1), ou plus généralement si X est excellent dlégales
caractéristiques (SGAA XIX 6.1) lorsqu'on dispose de la résolution des singu—
larités, ou encore si X est de type fini sur Spec(_Z_) (SGAA X 6). Alors, la
fldche (4.2) se définit pour tout P € ob D(AX)'

Composant (4.1) et (4.2), on a done, pour F € ob D+(AX)’ une

fleche canonique
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(4.3) £(8) By (pals? [-2] — Ri'(P) .

Supposons gue AX soit localement constant, et soit F € ob D+(AX)

tel que, pour tout i, E'(F) soit un Ay-Module localement constant.

1
Alors, si_ i est de dimension cohomolosique finie, la fldche (4.2) (et par

suite la fldche (4.3) si (Y,X) satisfait  la pureté) est un isomorphisme.

En effet, par dévissage, on se raméne d'abord au cas ou F est ré-
duit au degré 0. La question étant locale, on peut supposer X affine, et
by et T constants. Résolvant F & gauche par des Ax—Modules libres, et
appliquant 1'hypothése que i! est de dimension cohomologique finie, on se
raméne auw cas o P est libre. Par un passsge a la limite immédiat, on se
raméne & F libre de type fini, et finalement & F = AX. 11 suffit donc de
démontrer 1'assertion dens le cas Ay = (Z/ng)x . Mais le dévissage précédent

raméne & F = (Z/n_Z_)X, et dans ce cas la fldche (4.2) se réduit & 1'identité.

Définition 4.4. L'Anneau AX étant donné(localement constant, annulé par n)
nous dirons que le couple (Y,X) satisfait & la pureté cohomologique au sens
fort, si, pour tout P £ ob D+(AX) tel que les E?(F) soient localement
constants, la fl&che canonigue (4.3) est un isomorphisme.

Nous dirons que le théordme de pureté est vrai av sens fort sur X,
si localement (pour la topologie étale) tout couple (Y,X) comme ci-dessus
gsatisfait & la pureté au sens fort.

D'aprds ce qu'on a vu, pour que (¥,X) satisfasse & la pureté au
sens fort, il suffit done que (Y,X) satisfasse & la pureté au sens ordi-

1
naire (I 3.1.) et que le foncteur i’ soit de dimension cohomologique finie.
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5. Majoration de la dimension gquasi-injective.

Proposition 5.1. Soit X wun préschéma localement noethérien régulier, muni

d'un faisceau d'anneaux AX localement constant, annulé par un entier n > 0

premier aux caractéristiques résiduelles de X, et & fibres géométriques

des anneaux noethériens & gauche. On suppose que X satisfait aux conditions

kreg) (I 3.1.1) et (cdloc)n (I 3.1.3), et que le théoréme de puretd au sens

fort est vrai sur X (4.4) (Conditions toutes vérifides si X est lisse

sur um corps parfait, ou si X est excellent de caractéristique nulle).

Soit F € ob DY( AX) tel que les gi(F) soient localement constents, et soit

x unpoint de X tel que l'on ait Fy £0 et dim.injA—(Fi) <+ ,0na
X

dans ces conditions :
0. q.ind (F) = . im.in (P
dim.q 1DJX( Y=2 dlm(gx’x) + dim 1nJ(FX) s
avec les notations du n° 2.

..

Démonstration. Il n'y a qu'd reprendre pas & pas la démonstration de

(I 3.2.1). On va d'abord montrer 1tinégalité
dim.q.injE(F) < 2 dim(p_x,x) + dim.inj(FE) =N ,
i.e. la relation
(%) E_}_c_‘gl(E,F)§= 0 pour 1> N et tout A,-Fodule comstructible E.

La question étant locale, on peut, par dévissage (1.3), se bormer a vérifier
(*) pour B = i,(M), ob i: Y- X est un sous-préschéma intégre régulier
fermé dans un ouvert D(f), (oh £ ¢ f(X,QK)), de codimension d en tout

point de D(f), et M un AY-Module localement constant constructible

(4 = i'a)).
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Or on & 1'iscmorphisme de dualité (SGAA XVIII )
1
R Hom(i, (1),F) &< Ri, REom(M,Ri'F) .
Par le théortme de pureté, on a d'autre part 1'isomorphisme (4.3)
¥ 8-d, ~ L
i (F) é_z_/n_z_, (/u'n)Y [—-Zd] =5 Ri'(F) .

Soit ¥ wun point géométrique de Y. Comme M est localement constant
constructible, on & (canoniquement)
1 : 1
R Hom(M,Ri'F)= = REam(M., (Ri'F))
N -7 y
donc, gréce & (4.3),
1
R@(M,mi'z‘)? o~ R Hom(My, Fi) [-2a] -
On peut d'autre part supposer qﬁ'on s'est placé dans un voisinage de x
comnexe. On a alors
. L F_. A = A,
X v ) X ¥
puisque Ay et les ﬂl(F) sont localement constants, d'ol
i . e s s
Ext (M}-r s F§) =0 pour i> dm.mJ(FE),
soit finalement
1
Bxtd(M, Ri’F) = 0 pour q> 24 + dim.inj(FE) .
t
Posons C = R Hom(M,Ri'F), et celculons maintenant R i*(G)E .

Pour cela, on introduit, comme en (1 3.2.1), 1'adhérence schématique Z de ¥

dans X, d'ol un diagramme cartésien d'immersions

Y
jl
Z

D(f)

|

—_—
k
—_—
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On a donc R i*(G) o~ k*]Rj*(G). On suppose bien entendu que x ¢ Z, sinon

1'on aurait trivislement R i‘*( ¢) = 0. Introduisons alors le localisé strict

;—— —— - 1

Z = Spec(QJZ’i) de Z en X, et notons f 1'image de f dans 'QZ,E s

¥T=7 x, Y= Z A D(f), G 1'image inverse de @ sur Y. D'aprds (SGAA VIII
5,2), on a

]Ri*(G)E = lR,j*(G)i o RI(1,6) .

La condition (cdloc)n implique donc, via un argument de suite spectrale,

que l'on a
b, _ e s .

R l*(G)i =0 pour p>24 + dlm.an(Fi) + dlm(.-QZ,x) .
Mais on a (ef. I 3.2.1 démonstration)

dm(gz’x) = dim(gx’x) ~-d >0 ,

D, ~ . .
done R, (G)§ =0 pour p> d+ dlm(-Q-X,x) + dlm.an(F.i) .
donc a fortiori pour p > 2d:i.m(_()_X x) + dim.in,j(Fg) , ce qui démontre (*).
4

Reste & prouver que la majoration (*) est la meilleure possible.

Posons f = dim.inj(FE), et soit M' un A--Module de type fini tel que
£
Ext (1, F.)_{) £0 .

Soit Z le sous-préschéma fermé intdgre de X adhérence de x, et soit

Y

UNZ un ouvert régulier de Z contenant x et de codimension

d

dj.m(_O_X X) en tout point. Quitte & restreindre Y, il existe un Ay-Module
?

localement constant constructible M tel que Mi"—‘ M'. Appliquant le
théordme de pureté, on trouve alors

Ex 1:2(1-%-1'

(,PIU), = ggc_f(M',F.i) #0,

ce qui achéve la démonstration.
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Notons que si F est un AX—Module tel que FE soit injectif, on
peut, dans la dernidre partie de la démonstration, choisir M= AY; on

obtient donc 3

Corollaire 5.1.1. Sous les hypothéses de (5.1), supposons que F soit un

AX-Module localement constant tel que FE soit injectif. Alors on a

)

dim.q.inj(F) = diinstopi(F) =2 dim(Q_X,X

avec les notations du n® 2.

Remarques 5.1.2. a) Avec les notations de (5.1), si - = 0, alors F=0
dans un voisinage de x , donc R @(E,F)E =0 pour tout E £ ob D7(X).
b) Si dim.inj(FE) =+ =6 , alors d:’.m.q.inji(F) = + o ; en effet, pour
tout p, il existe un Ac-module de type fini M tel que ExtP(M',F,}.c) £ 0,
donc un AX-Module constructible M, localement constant au voisinage de X,

tel que gx;s}’(lvx,f')i £ 0.

6. Constructibilité de T Hom.

L'équivalence des conditions a) de (I %.3.1) est encore valable
lorsqu'on remplace 1l'Anneau ( _Z/n_Z_)X par un Anneau commutatif, localement
constant, et & fibres géométriques des ammeaux noethériens: il n'y a rien &
changer & la démonstration.

Les conditions précédentes sont vérifiées lorsqu'on dispose de la
résolution des singularités et de la pureté au sens fort (4.4), en particulier
si X est de dimension £ 1, ou si X est excellent de caractéristique nulle,

ou localement de type fini sur un corps et de dimension & 2.
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7. Existence de complexes dualisants.

Dans ce numéro, X désigne un préschéma muni d'un faisceau
d'anneaux A.X commutatif, localement constant, et & fibres géométrigues

des anneaux noethériens.

. - +
Lemme 7.1, Soient F & ob D Coh(x), G & ob Dcoh(x), alors

R Hon(F,G) € D:oh<x) (notations de (1.2)).

Preuve : C'est standard. On se raméne, par une suite spectrale, & F et G

réduits au degré 0, puis 1l'on procéde comme dans (EGA OIII 12.3.3).

Lemme 7.2. Soit g 3 X' —» X un morphisme de préschémas, et munissons X'
du faisceau d'amneaux . g*( ). Alors, pour F € ob D _(X), G & ob DT (%)

AX' AX ‘ 7 coh'™’’ ’
la fléche canonique

* * *
g R Hou(F,G) —> R Hon(g F,g G)

est un isomorphisme.

Prouve : C'est également standard : on se ramdne, par dévissage, &

F=A (cf. EGA - 12.3.5).

Remarque 7.2.1. Les lemmes précédents sont des cas particuliers d'énomncés

plus généraux qui figurent dans (SGL 6 T1).

Lemme 7.3. Supposons X quasi-compact, et soit K & ob D:oh(x) tel que,
pour tout point géométrique X de X, Ki soit un complexe dualisant au sens
de /H/ V 2.1. A4lors, pour tout F & ob D:oh(x)’ on a

R Hom(F,X) ¢ ob Dzoh(X), et F est réflexif relativement & K.
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Preuve : On peut, bien entendu, se bormer & faire la vérification pour P
réduit au degré O. D'aprés (7.1), on a R Hom(F,K) & ob D“;oh(x).
Prouvons gue 1'on & R Hom(F,X) & Dgoh(x). Soit X un point géométrique

de X. D'aprds (7.2), on a
R H‘;m(F:K)% =5 R EQE.(F}'{ ’ K}? ).
Si 1'on pose di_m.inj(Ki) = (%), on a donc

Bxt (F,K). =0 pour i N(Z) .

X
Comme les Extl(F,K) sont localement constants, il existe alors un voisinage
ouvert U de x tel que Bxt (F,K)|U=0 pour i > N(T), et 1'on gagne

grice & l'hypothése de quasi~compacité sur X. Reste & vérifier que lé

fléche caionique
P —> RHon( R Hom(F,X),K)

est un isomorphisme. Il suffit pour cela de se placer en un point géométrique

X de X. Dans le diagramme commutatif

F; ——> RHon( R Hon(F,K),K),

: |

Fi —r R_H_OIQ(PEQ_H}_(F};{.,K}.{),%) s

la fldche verticale de droite est un isomorphisme d'aprds (7.2) et la fliche
horizontale du bas est un isomorphisme parce que K}? est duslisant, donc la

fléche horizontale supérieure est un isomorphisme, cqfd.

Lemme 7.4. On suppose que X est un préschéma noethérien régulier, que

AX est annulé par un entier n > 0 premier aux caractéristiques résiduelles
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de X, et que le théordme de pureté au sens fort (4.4) est vrai sur X.

Soit D wun diviseur & croisements normaux sur X (I 3.1.5 a)), notons

31 Y¥Y=VY(D) —> X et i:%¥=U —>X les inclusions canoniques.

Soit K € ob D:oh(x) tel que, pour tout point géométrique X de X, Ki soit

un complexe dualisant pour 1'amneau A- (au sens de /H/ V 2.1). Alors, pour
b

*
tout E £ ob Dcoh(X), ona R Hom(i i (E),K) & ob DE(X), et le couple

*
(1,i (B),K) est bidualisant.

Preuve : On peut supposer E réduit au degré 0, i.e. un AX—Module localement
constant constructible. D'autre part, la question étant locale sur X pour

la topologie étale, on peut supposer que

(a) A, est constant de valeur A, et E est constant de valeur notée E

par abus de langage, soit B = EX H

div( si) ,

N

(b) D est strictement & croisements normaux, soit D = /
i€l

ol Si €T (X;QX>~

Raisonnons par récurrence sur p = card(I). Pour p = 0, les assertions sont
conséquence de (7.3). Supposons que I =={1,...,p}, posons Yi = V(sj),
1= V(2 dgiv(s.)), U' = X - ¥' , d'oh un diagramme cartésien

1< i< p-1 *

d'immersions
f

i
@ —s UNY —2 5 ¥

\L j'p\’/ | lpjp

it
— X .

T —s U
Considérons la suite exacte

O —> By gy —> B x —> EU'ﬁYp,X —0 .
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Par hypothtse de récurrence, le théoréme est vrai pour le couple (EU' ¥’ X).
N E

Comme, pour K fixé, 1'ensemble des F tels que R Hom(F,K) &€ ob Dg(X) et

que {F,K) soit bidualisant forme une sous-catégorie triangulée de DC(X), on

est ramené & prouver le théordme pour le couple (EU'FI v % K). Mais on a
P’

EU'AYP,X=3p* i'p!(EU’ﬁYP) ,

et, d'apres (I 1.13), il revient au méme de prouver le théordme pour le cou-
ple (lél(EU'ﬂ Yp), HRJP (X)) dens YP' Mais, par le théoreme de puretd,

ona (4.3)
ad -, °
Ry, (0 2= 5(© ég/ng (/*n)‘fp [-2]
! . + ’
Donc ]ij (K) & ob Dcoh(Yp) et pour tout point géométrique y de T,
i
(RJP (K))}—f est dualisant, et par suite on gagne gréce  l'hypothdse de

récurrence.

Théortme 7.5, On fait les hypothdses suivantes : X est un préschéma noethé-
rien régulier; AX est armulé par un entier n > O premier aux caractéristi-
ques résiduelles de X ; X est fortement désingularisable (1 3.1.5.), satis—
fait aux conditions (reg) (I 3.1.1) et (cdloc)n (I 3.1.3); le théoreme de
pureté au sens fort (4.4) est vrai sur tout préschéma lisse sur X
(Conditions satisfaites si X est excellent de caractéristique nulle, ou

de dimension & 2 et lisse sur un corps parfait).
Alors, si K £ ob D:oh(x) est tel que K- soit dualisant (an

sens de _/137 V 2.1) pour tout point géométrique ¥ de X, K est dualisant.

Démonstration. Il s'agit de montrer que K satisfait aux conditions

(1) a (4i1) de (I 1.7). Pour tout point géométrique X de X, K- est de
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dimension injective finie, et, comme K & ob D:oh(X), la fonction
T oy dimainj(Ki) est localement constante, donc bornée puisque X est
noethérien. Il résulte alors de (5.1) que X est de dimension quasi~

injective finie.

D'apres ce qu'on a vu au N° 6, la condition (ii) de loc.cit. est
bgalement vérifide.

Reste & prouver la condition (iii), i.e. que tout F & ob Dz(x)
est réflexif relativement & K. Par dévissage, on peut supposer F réduit au
degré O. D'autre part, la question étant locale sur X pour la topologie
dtale, on peut supposger AX constant de valeur A. Le dévissage (1.3) nous

raméne alors & F = f*i'(E , ouf 2 ¥ —X est un morphisme fini, avec Y

-
intégre de point générique séparable sur son image, i : U —> ¥ un ouvert
régulier # }6, et EU un AU-Module constant de valeur E un A-module de
type fini. Comme X est fortement désingularisable, il existe (I 3.1.5) un
morphisme projectif et biratiommel h : ¥'—> ¥ +tel que Y!' soit régulier,
que h induise un isomorphisme h—l(U) —> U, et que h'l(U) soit le complé-

mentaire d'un diviseur & croisements normaux dans Y'. Identifiant h"l(U)

a8 U par h, on a donc un diagramme commutatif
Yl
il
/ J/h X
i f
U Y X

. - . N ~r . . *
£,4,(By) =2 £, R, 17 (8) ~2Re, i',(B) 22 Reg, i1 (Bg,) .

On a par suite

En vertu de (I 1.13), il suffit de prouver la biiualité pour le couple



72

(i !if**(EY,),R!g(K)). Mais, plongeant localement Y' dans un préschéma X!
lisse sur X et appliquant la pureté au sens fort sur X' (4.4), on trouve
que R !g(K) est localement isomorphe (& translation prés des degrés) 2
g*(K), donc que R !g(K) £ ob Dzoh(Y') et que R !g(K)E est dualisant

pour tout point géométrique F de Y'. Il suffit alors d'appliquer (7.4).

La démonstration précédente prouve dfailleurs que l'on a
R Hom(F,K) & ob Di(X) (moyennant le théoreme de finitude pour un morphisme
propre (SGAA XIV), ce qui soulagera le lecteur qui n'aurait pas eu confiance
dans le lalus du n® 6.

Cela achdve la démonstration.

BIBLIOGRAPHIE

[ﬂ VERDIER, J-L. Dimension des espaces localement compacts, Note 'aux C.R.
Ac. Sc. Paris, 261, p. 5293-5296 (1965). (Voir aussi : VERDIER, J-L.,
Dualité dans la cohomologie des espaces localement compacts,
Séminaire Bourbaki, m° 300, 1965-66).

SGA A = SGA 4



gxposé IIT

FORMULE DE LEFSCHETZ

par A, Grothendieck, rédigé par L. Illusie

Dans cet exposé, nous démontrons la formule de Lefschetz en cohomologie
étale, pour les correspondances entre complexes de faisceaux, dans la formulation
de Verdier (cf, [18]). Dans une rédaction antérieure, distribude par 1'IHES il y a
dix ans environs, la formule était énoncée, sous des hypothéses de résolution, mais
1es‘compatibilités réquises n'étaient pas démontrées. Les théorémes de finitude de

1/2 Finitude) ont permis de se débarrasser de ces hypothéses, a condi-

Deligne (SGA &
tion de travailler sur desschémas séparés et de type fini sur un corps. Quant aux

compatibilités, le rédacteur les a (péniblement) vérifides.

Disons tout de suite que la formule de Lefschetz dont il est question ici,
tout comme la formule des traces pour les coefficients constants (SGA 41/2 Cycle),
qu'elle généralise, est essentiellement triviale : elle traduit seulement certaines
compatibilités dans le formalismé de dualité, Grosso modo, elle dit que, sous cer-
taines conditions la trace d'un endomorphisme d'un complexe d'hypercohomologie
RI(X,L) *, ot L est un complexe de faisceaux sur X , peut se calculer comme"in-
tégrale" de certaines classes de cohomologie sur X x X . En pratique, les endomor-
phismes que 1'on considére sont associés & des correspondances C c X X>X , et les
classes que 1'on récupére sur le produit sont 2 support dans CN A , ot A est la
diagonale ; ces classes sont "de nature locale" au voisinage des points fixes, ce
qui, en principe, facilite leur calcul. Voir 4.2, 4.7 pour des énoncés précis, En
fait, le calcul de ces classes "locales" en termes d'%nvariants plus compréhensibles,
sans lequel la présente formule n'aurait pas d'intérét, n'a été abordé pour 1'instant
que dans des situations trés particuligres (voir 4.10, 4.11, et 1'exposé suivant, o

est traité notamment le cas de la correspondance de Frobenius sur une courbe) .

Faute de disposer d'ume bonne catégorie dérivée de faisceaux {~-adiques
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(1a theése de Jouanolou n'ayant malheureusement pas été publiée); nous travaillons

systématiquement avec des coefficients de torsion (premidre aux caractéristiques ré-
siduelles). En dépit de menues difficultés techniques dans la définition des traces,
ce point de vue conduit en fait 3 des formules plus fines, plus maniables aussi dans
1a mesure oli, pour le calcul des termes locaux, on désire trivialiser par des revé-

/2

tements les faisceaux en jeu (voir notamment (SGA 41 Rapport), III B , et XII).

Au n° 1, nous fixons les notations et rappelons diverses formules de

Kunneth de (SGA 41/2 Finitude), qui fouent un rb&le essentiel dans la suite. Nous in-
troduisons aussi un certain nombre de catégories fibrées et cofibrées, dont la con-
sidération facilite plus loin certaines vérifications de compatibilités. Le n®2, trag
technique, peut étre sauté en premidre lecture. Son résultat principal (2.5) exprime
une compatibilité entre produit tensoriel externe de RHom image directe et change-
ment de base. Au n° 3, nous définissons les correspondances cohomologiques entre com-
plexes, et montrons comment elles agissent sur 1'hypercohomologie ; le résultat cité
ci-dessus permet de décrire cette action de diverses maniéres équivalentes. Le coeur
de 1'exposé est le n° 4, ol est défini 1'accouplement de Verdier entre correspondances
cohomologiques, et prouvée la formule de Lefschetz, dans une situation relative sen-
siblement plus générale que celle considérée d'habitude, en vue d'applications ul-
térieures & des calculs de termes locaux. Nous donnons les corollaires les plus évi-
dents pour les correspondances a coefficients constants. Au n° 5, nous indiquons ra-
pidement comment géméraliser aux correspondances entre complexes certaines comstruc-
tions usuelles sur les correspondances & coefficients constants (cf. [127) telles
que passage & la duale, composition, produit tensoriel externe. La plupart des véri-
fications, analogues i celles des numéros précédents, ont été omises, Enfin, en ap-
pendice, nous paraphrasms la théorie précédente dans le contexte des faisceaux co-
hérents, en utilisant le formalisme de dualité de [8]. On peut ici travailler sur une
base noethérienne S quelconque, & condition de faire, quand il le faut, des hypo-
theses de propreté, de tor-dimension finie et de tor-indépendance sur les S-schémas
considérés. Nous montrons que la formule de Lefschetz tres générale que 1'on obtient
contient comme cas particulier la formule de Woods Hole [17], et signalons quelques

applications.
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1. Notations et rappels de formules de Kunneth,

1.1 On désigne par S 1le spectre d'un corps. Sauf mention du contraire, les

S-schémas considérés dans la suite seront des S-schémas séparés et de type fini.

On désigne par A un anneau commutatif noethérien, annulé par un entier
inversible sur S . Si X est un S-schéma, on note D(X) = D(X,A) la catégorie
dérivée des complexes de A-Modules sur X (pour la topologie étale), Dctf(X)
la sous-catégorie pleine formée des complexes de tor-dimension finie, & cohomologie
(X) est une sous-catégorie triangulée de D(X)

L
(%) , il découle aisément des définitions que E ® F € ob Dctf(X)'

constructible, La catégorie Dctf

Si E,F € ob Dth

D'apres (seA 4'/2 Th. Finitude 1.6, 1.7), on a aussi RHom(E,F) € ob D (X)

1.2 Soit f : X ==Y un S-morphisme. On a trivialement

f*Dctf(Y) c Dctf(X) s

et, d'apres (loc. cit.),

RE,D tf(x) cD, )

* e tf

Rf!Dctf(X) c Dctf(Y) ,

f
RE Dctf(Y) c Dctf(X) s

(1'inclusion relative 2 Rf, n'utilise que le théoréme de finitude pour les mor-
phismes propres (SGA 4 XIV) et le sorite (SGA 4 XVII 5.2.11), elle vaut donc plus
généralement pour tout morphisme compactifiable a fibres de dimension majorée).

i !
Dans la suite, nous écrirons parfois £, , £, , £f° au lieu de Rf RE RE®

9% 3 ! 3
les hypotheses de 1.1 entrainent que ces foncteurs sont définis sur la catégorie

dérivée toute entiére.

1.3 Pour f : X —> S , 'nous poserons

et noterons DX (ou D ) le foncteur RHom(—,KX) . D'aprés (SGA 41/2 Th, Finitude
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5.3 le complexe KX est dualisant : pour E € ob Dctf(X) , on a canoniquement
E -=-> DDE

1.4 Soient f : X —=>Y un S-morphisme, L € ob D(X) , M € ob D(Y)

on posera

Homél)(L,M) Hom(f M,L) ( == Hom(M,£,L) )

HomEZ)(L,M) = Hom(L, £*M)

(SGA 4 XVIII 3.1.5)
Homé”(L,M) = Hom(f,L,3) ( = Hom(L,£'1) )
Homém(L,M) = Hom(f"M,L)

Les éléments de Homii)(L,M) s'appelleront fladches de type i de L dans M
au-dessus de f (ou f-fladches de type i de L dans M ). Les isomorphismes

de transitivité pour ks foncteurs £¥% | £, £ f! permettent de composer les
flaches de type 1 pour i fixé , et 1'on obtient ainsi certaines catégories fibrées
ou cofibrées sur la catégorie des S-schémas : par exemple, pour i =1 (resp. i = 3)

on obtient la catégorie fibrée et cofibrée envisagée dans (SGA 4 XVII 4.1.3) (resp.

(SGA 4 XVIII 3.1.13)), dont la fibre en X est la catégorie opposée 3 D(X) (resp.

p(x))
1.5 Soient, pour i =1,2, X; un S-schéma, X = X, xg X, » L; € ob D_(Xi)
Nous poserons
L x L
= 3
L ®S L, = prily ® préLz s
oft Py X — Xi est la projection canonique,
1.6 Soient, pour i =1, 2, fi : Xi _—> Yi un S-morphisme,

f=f1><sf2:X=X X, —>Y =Y Y ,LiEobD(Xi),MiEObD(Yi).

1 %5 % 1% %2

L'isomorphisme canonique évident

2

L L
3 it
(1.6.1) fieml ®s f2M2 —— f*(Ml ®SM2)
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- (1) (2)
permet de Jéfln}r, pour u, c Homfi (Li’Mi) (resp. Homfi (Li’Mi) ),

. L 1 2)
(1.6.2) u B u, € Homg (@,  (resp. Hom (L,Mm ) , oh

L L
L= L1 ®s L2 , M= M1 ®S Mé . Si u o, Yy sont composables, on a

L L L
(1.6.3) (Vlul) B (v2u2) = (v1 ® VZ) (u1 ® u2) .

= ., et & 4 ité . L. |
Prenant Mi fiegl sef u, de type 1, donné par 1'identité de fl*Ll s

1.6.2 fournit une fldche de Kumneth (cf. (SGA &4 XVII 5.4.1.4))

L L
(1.6.4) £1.,01 ® 5,0, — £.(L; 8 L)
D'aprés (SGA 41/2 Th. Finitude 1.9), 1.6.4 est un isomorphisme : par 1.6.3 on se
raméne en effet au cas ol X2 = Y2 B f2 =1 , et 1'on applique (loc. cit. App. ),

uant £, et f sont propres, il n'est pas nécessaire d'invoquer (loc. cit.)

1.6.4 est cas particulier de 1'isomorphisme de Kunneth (SGA 4 XVII 5.4.3).

FEARE O S S TR

1.7 Choisissons une compactification fi = piji , oit ji est une immersion

ouverte, p;, un morphisme propre. Composant 1'isomorphisme canonique évident (ott
j=3y xg 3y
L ~ L
Iyl B 3yl —> iy (g ® Ly)
avec l'isomorphisme 1.6.4 relatif a (pi, jil Li) , on obtient un igomorphisme de
Kunneth (SGA 4 XVII 5.4.3)
L

L P
(1.7.1) f”Ll By szLZ _— f!(Ll 8 L2) . {

On vérifie facilement (loc. cit,) que 1.7.1 ne dépend pas des compactifications
choisies, et est compatible aux isomorphismes de transitivité pour des composés

gifi (cf. (loc. cit. 5.2.4)). Grace 2 1.7.1 , on peut définir, pour. u, € Hom§3)(Li,Mﬁf
i

L
(1.7.2) u @ u, € Hom?)(L,M)

1

avec L et M comme en 1.6.2 , et l'on a une formule de transitivité analogue 2

1,6.3.
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Pour L, = flMi > et u, donné par 1'identité de L, 1.7.2 fournit
une fiéche de Kunneth
£} ; £210 £ ; M)
(1.7.3) 1Y ® £ , —> | 8 M,

proposition 1.7.4 - La fléche 1.7.3 est un isomorphisme,

Par la formule de transitivité, il suffit de traiter le cas oi

X2 = Y2 s f2 =1 . Par dévissage, on ramine & M2 = g*j‘AV ,on §J i V—=>10

est une immersion ouverte et g : U —=Y un morphisme fini, puis, par (SGA 4

2

xviII 3.1.12.3), au cas ol My, = A, Par' localisation sur X, , on peut supposer

d'autre part que f1 = glj1 , ol j1 est une immersion fermée, et g; un morphisme

.

1isse purement de dimension relative n Par transitivité, il suffit de traiter

1

les cas
a) f; =g

b) £

i

1~ N

pans le cas a), le morphisme trace fournit par adjonction (SGA 4 XVIIT 3.2.5) un
~ ’ TS .

isomorphisme fTMl(nl)[anj —_— fiM1 : celui-ci est compatible au changement de

base Y, =25 , car il en est ainsi du morphisme trace (SGA 4 XVIII 2.9), d'on

1.7.4 dans ce cas, Dans le cas b), si i, désigne 1'inclusion de 1'ouvert complé-

1

mentaire, on a une suite exact
0 | R'! M Ri,, i¥M, —> 0
<)
> 3R > My > Ripu I3 :

et la compatibilité de Ril* au changement de base, cas particulier de 1.6.4, en-

tratne la conclusion,
N P (4)
Grace a 1.7.3, on peut définir, pour u;, € Hom (Li,Mi) s
L
(4)
(1.7.5) Y ® u, € Homg " (L,M)
(L et M comme en 1.6.2), avec une formule de transitivité analogue a 1.6.3,

D'autre part, avec les notations de 1.3, 1.7.3 fournit un isomorphisme
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L ~
(1.7.6) _KXI 8 szﬁKX

1.8 Soient f : X —>Y un S-morphisme, L € ob D(X) , M€ ob D(y) , §'
un S-schéma, P € ob DYS') , £' : X' —=7Y' le morphisme déduit de f par le
changement de base S§' —=> S ., La flache identique de P peut &tre regardée in-
différemment comme une flache de type i (I < i < 4) au-dessus de la fléche iden-

tique de S' : pour u € Homél)(L,M) (1 <1i<4) , on peut donc, d'aprgs 1.6.2,

1.7.2, 1.7.5, considérer

L (i), L L
P
(1.8.1) u @ Id, € Homg) (L ® P, M & )
L L
Nous écrirons parfois u ®S P au lieu de u ®S IdP .
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) Fonctorialité de RHom et produits tensoriels externes,
e

2.1 Soient f : X —> Y un S-morphisme, P € ob D(Y) , Q € ob D+(Y) . La
¢leche canonique évidente au niveau des complexes £¥#om" (P,Q) — Hom' (£#P,f*Q)

fournit par dérivation une fléche canonique
(2.1.1) £¥RHom(P,Q) —= RHom(£#*P, £%Q)
goient L € ob D(X) , M € ob pt(X) . Posons
(2.1.2) Homél’J)((L,M),(P,Q)) = Homél)(L,P) X Homéj)(M,Q) ,

. (2,1) P
avec les notations 1.4 . Pour (u,v) € Hom ((L,M,(P,Q)) on définit
(2.1.3) RHom(u,v) € Homj(fl)(RHom(L,M), RHom(P,Q))

en composant 2.1.1 avec la flaéche RHom{(f¥P,f%Q) —> RHom(L,M) définie par u et
v . Pour L =£f%p, Q= f%M' > u (resp, v) donné par l'identité de L (resp. Q) ,

RHom(u,v) est 1'isomorphisme de "dualité triviale"

(2.1.4) RHom(P, £, M) = £, RHEom(£+P, M)
Pour (u,v) € Hom§3’4)((L,M) , (P,Q)) , on définit
(2.1.5) RHom(u,v) € Homél)(RI;I_o_n_}(L,M) » RHom(P,Q))
comme composé des fléches
Riom(?,Q) —2-> RHom(f,L,Q) —> £,RHom(L,£'Q) —%> £ RHom(L, M)

Iy

ot a (resp. c) est défini par u (resp. v) , et b est 1'inverse de 1'isomor-

phisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.1.9.6).

I1 résulte facilement des définitions que la formation de RHom(u,v) est
compatible a la composition : pour (u,v) , (u',v') composables et de type (2,1)

(resp. (3,4)) , on a

(2.1.8) Rom(u'u,v'v) = RHom(u',v') RHom(u,v)
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2.2 Soient X un S-schéma. Rappelons que pour L € ob D(X) , M€ ob D(X)l
N € ob pt ", on a 1'isomorphisme d'adjonction (' cher a Cartan', comme dit
Grothendieck)

L
(2.2.1) Hom(L ® M,N) = Hom(L,RHom(M,N))

Pour E € ob D(X) , F € obDT(X) , la fleche identique de RHom(E,F) définit

via 2.2.1 une fléche
L
(2.2.2) E ® Rgom(E,F) —>F ,

dite flache d'évaluation : elle dérive de la fléche au niveau des complexes

Hom'(E,F)  E —>F , [ ® x > f(x)

Soient, pour i = 1,2, EPF& €ob D, (X) . Par adjonction (2.2.1), la

tf
fleche
L L L L
E,®E, ® RHom(El,Fl) ® RHom(Ez,Fz) —>F 8F, ,
composée d'un isomorphisme de symétrie et du produit temsoriel des fléches d'évalua-
tion relatives 2 (El’Fl) et (EZ’FZ) , fournit une fléche
L L L
(2.2.3) RHom(El,Fl) ® RHom(Ez,FZ) —_— Rﬂom(E1 ‘® E,,F| ® Fz)
Soient, pour i =1,2, Xi un S-schéma, X = Xl Xg X2 > Pyt X —> Xi
L L
la projection canonique, E.,F; € ob Dctf(Xi) , B =Ky ®S E, F=F ®, FZ . On

a une fléche canonique
L
(2.2.4) RHom(El,Fl) ® RHom(EZ,FZ) ——> RHom(E,F) ,

composée du produit tensoriel des fléches p?RHom(Ei,Fi) — RHom(p?Ei,pﬁFi) et

¥E ¥
de 2.2.3 pour (piEi,piFi)

Proposition 2.3 - La flache 2.2,4 est un isomorphisme.

Par localisation et dévissage, on se raméme & Ei = fi'AU pour
C i

fi H Ui-—-%> Xi étale, On a des isomorphismes canoniques (dualité)
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= *F = : =
(1 RHom(f A Fi) —_— fi*fibi » RHom(E,F) —> £ £¥*F (£ f1 Xg f2) .

U 3
gompte tenu de la formule de Kunmeth 1.6.4 , il suffit, pour conclure, de vérifier

que ces isomorphismes rendent commutatif le carré

L
RHom( £ _— ) ® RHom(f 1Ay oF y 2:2:3 5 Ruom(f A ,F)
— 1! l 1 S 2 2 — " 1'U
(2) l/v ~
L
1.6.4
A 290 3
£1affTy B £)utF, £ L¥F ,
ot U= Ul Xg U2 . Or, comme fi est étale, 1'isomorphisme (1) relatif 2 fi
(resp. f) est adjoint de la flache composée
3 = * 3%
(3) fiRHom(f“AUi,Fi) —_ RHom(fifilAUi,fiFi) —> f¥F,
ot la seconde fléche est déduite de l'adjonction A ——> f*f A (resp. 1la

u. il U
i

flache composée analogue avec f). La commutativité de (2) équlvaut 3 celle du

carré

L
kS 4 3
fyRHOm(£. | A ,Fl) ® f RHom(f2 A ,Fz) —> f RHom(f'.AU,F)

1 g 2 Iy,
(4) L

L =

bl H* 3¢
£¥F, ® £4F, £4F R

ot les fléches verticales sont données par (3). Or la commutativité de (4) découle
du fait que 2.2.3 est fonctoriel en Ei et se réduit a l'identité pour Ei = A ,

d'ott la proposition,

2.4 Soient, pour i = 1,2, fi : Xi e Yi un S-morphisme,
f=f xg £, : X—>Y ,E , F €obD (X)) , P , Q €ob D (¥ ,
L L L L
E El ®S E2 , F = F1 ®S F2 s P = P1 8% P2 s Q= Q1 ®S Q2
(2.4.0)
(,F)

(El,Fl) X, % Y,

1 1 %
f1 l, Ar/////////,///’i[
o1 Y
l (P,Q) l
f2 V4
S ¥
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(3,4)
Donnons-nous (ul,vl) € Homfl ((El’Fl) s (Pl’Ql)) s

(u,,v.) € Hom(z’l)((E ,F.) , (P,,Q.)) (notations de 2,1.2 et 1.4)., Par 1.8, on
2°°2 f2 2’72 2° 72

déduit de (ui,vi) un carré

L L

L L (E, ®, u,,F, ®, v,)

1°s "2°71 %8 "2
(2.4.1) (El ® P, Ty & QZ) (E,F)
L i L
(u1 8 Pysvy B Q2) L L (u1 8g Bysv) B Fz)
N (Py B u,,Q Bgvy) L L
(P,Q) (P1 B E2,Ql 8 Fz) s

oti les flaches verticales (resp. horizontales) sont de type (3,4) (resp. (2,1)).
Nous pouvons maintenant énoncer la compatibilité principale de ce numéro, qui jouera

un role essentiel dans la vérification de la formule de Lefschetz-Verdier,

Proposition 2.5 - Le diagramme 2.5.1 ci-aprds, ot le carré de droite est déduit de

2.4.1 par application de RHom au sens de 2.1.3 et 2.1.5, est commutatif :

L 2.2.4
RHOm(El,Fl) 8 RHom(Ez,Fz) RHom(E,F)

'L L TN,

L L
RHom(ul,vl) & RHom(uz,vz) RHom(Ef@SP ,F1®SQ2) ‘RHom(P1®SE2,Ql®SFQ
¢ é(//////
L 2.2.4 .
RHom(P,,Q;) ®; Riom(P,,Q,) RHom(P, Q)
2.6 La démonstration de 2.5 va occuper le reste du n°2, Il découle de 1.6.3

que, si PR Li —_— Mi est une fléche de type 1 au-dessus de fi , la fléche

L
W=y ®S W, rend commutatif le diagramme

L
Ly B Ly
L L
Ly @ w V1 ® Ly
L L
L &M, My %8s Ly
L L
‘wl ®S M2 ®s w2
L
M, ® M




85

Appliquant cette remarque 3 wi = RHom(ui,vi) , on voit qu'il suffit de prouver les

cas particuliers suivants de 2.5 :

corollaire 2.6.1. - Soient f : X —> Y un S-mor hisme,b S' un S-schéma,
Coroll air® sotent un >-morphisme un

£ : X' —>Y' le morphisme déduit de {f par le changement de base

' —>5 ,E F€ obD (X),P, Qge€obDd (¥), P, Q €obD_.(8) ,

ctf
(u,v) € Homéz’l)((E,F), (P,Q)) (xesp. Hom§3’4)((E,F) , (P,Q)) ). On a alors un

ctf ctf

carré _commutatif, ot les fléches verticales sont de type 1 au-dessus de f'

L 2.2.4 L L
(2.6.1.1) RHom(E,F) ®S RHom(P',Q") — RHom(E ®S P',F! ®s Q")
L L L
RHom(u,v) ® RHom(P',Q') RHom(u ®y P',v B Q")
L 2.2.4 L L

RHom(P,Q) ®; Riom(P',Q") RHom(P ®; P',Q ®; Q") .

Examinons d'abord le cas ot (u,v) est le type (2,1). Par fonctorialité,
on peut supposer que E = f¥p , F = £%Q , (u,v) étant donné par 1'identité de

(£%P,£%Q) . La commutativité de 2.6.1.1 dans le cas P' = Q' = A est

SI
évidente ; pour 1'établir dans le cas général, il suffit donc de vérifier que pour

1. , M€ ob D, (Y) , le carré

tf
L L L
f*RHom(E,F) ® f£+#RHom(L,M) £4(2.2.3) f+RHom(E ® L,F ® M))
. I
2.1.1®2.1.1l 2.1.1
L ' 2.2.3 L
RHom(£¥E, £%F) ® RHom(f¥L, £3M) — —> RHom(£#(E ® 1),£%(F @ M))

est commutatif. Or on constate aussitdt que les deux composés de ce carré sont ad-

joints du produit tensoriel des flaches d'évaluation
L L
f* ® £*RHom(E,F) —> f%F et f¥, ® f#RHom(L,M) ——> £#M , d'ot 1'assertion.

Passons maintenant au cas ot (u,v) est de type (3,4). Par fonctorialité,

on peut supposer que P = £ E, F = f‘Q » (u,v) étant défini par (IdP,IdF) . On

doit prouver la commutativité du carré
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. L 5 L . L
£ REom(E, Q) ®; RHom(p',Q') ———=————> £RHom(E ® P',£'Q &g )
L
a & RHom(?',Q") a!
L L L

REom( £, 2,Q) &, Riom(2',Q') ——>t— Rom(f,x @ 2,085 Q')

o b est composé de £1(2.2.4) et d'un isomorphisme de changement de base, a

est 1'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.1.9.6), a' le composé de 1'isomorphig.

L L
me de dualité (relatif a E ®S P' et Q ®S Q') et des isomorphismes de changement
L L 1 L | L
de base fE® P ——> £ (Eg P) , £Q&;Q —2L5 rbQ®g Q') . Rappelons

que a est composé de la fléche canonique (SGA 4 XVIII 3.1.9.5)
i 1
f%RHom(E,f‘Q) — RHom(fLE,f'f'Q)

1
et de la flache définie par la flédche d'adjonction f'f‘Q ——= Q . On a une des-

cription analogue de a' , comme composé de la flache citée
L , L L , 1L
() £1RHom(E ® P' , £°Q ® Q") — Riom(£; (E & PY)LE (£ 8 Q1))

des flaéches définies par ¢ et d , et de la fléche définie par la fléche d'adjone

L L
y
tion fif'”(Q ®S Q') —>Q ®s Q' . Or, par définition, d est adjointe de la
, L i
flache fi(f“Q 8 Q') —>Q 8 Q' définie par 1'isomorphisme de changement de
L L
1 1. g
base fi(f'Q 8 Q') ~ f!f‘Q & Q' et la fleche d'adjonction fzf°Q —>Q , en

d'autres termes le carré

y L fid . 1,
° L e
fi(f Q ®S Q") fif' (Q ®S Q"
ch. base ~ adj
L . L
£, 80! adi® Q8 Q'

' comme composé de (%) , dels

est commutatif. Par suite, on peut aussi décrire a
flache définie par c¢ , et de celles définies par 1'isomorphisme de changement de
L L
! ~ ! 1
base fi(f'Q ®S Q') —> f|f'Q ®S Q' et la fléche d'adjounction f1f°Q —

Cette décomposition de a' et celle de a donnée plus haut, jointes & la commuta-

tivité du carré
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L L L
§ !
RHom(f F, £, £°Q) ® RHom(P',Q') —————> RHom(f,E & P',f £'Q ®; Q")

| |

L L L
RHom(f,E,Q) ®S Riom(P',Q') ———> RHom(f'E ®S P',Q ®S Q")

!
défini par 2.2.4 et la flache d'adjonction £,£°Q —> Q , montrent que, pour éta-

plir la commutativité de 2.6.2 , il suffit de prouver la compatibilité suivante

temme 2.6.3 - Soient £, f', E, F, P', Q' comme en 2,6.1 . On a alors un carré
commutatif
L (1) L L
f*RHom(E,F) B RHom(P',Q') ————————> £ RHom(E By P',F B Q")
(2) (4)
i’
L (3) L L

F & Q") s

RHom(£ E,f,F) @S Riom(P',Q') ———~—> RHom(flE ® P',fL

ot (1) est compogé de 1'isomorphisme de changement de base

L ~ L
£ REOm(E,F) @ - ——> £, (RHom(E,F) ® -) et £,(2.2.4), (2) est déduit de la

fleche canonique £ RHom(E,F) —> RHom(fLE.,le) SGA 4 XVIIT 3,1.9.5) _par applica-
L
tion de ®SRHom(P',Q') , (3) est donné par 2.2.4 , enfin (4) est composé de la
L L

L L
fleche canonique f) RHom(E 8 P', F ® Q') —> RHom(f} (E ® P'),fi(F B Q')

(loc, cit,) et des fléches définies par les isomorphismes de changement de base
L -~ L L ~ L
£1(E ® P') —> £iE &, P' £,(F 8 Q) —> £ F & Q'

Revenant & la définition de la fleche (SGA 4 XVIIT 3.1.9.5), on choisit
une compactification de £ (1), et 1'on est ramené & prouver le lemme séparément

dans le cas ot f est une immersion ouverte et celui ol £ est un morphisme propre,

a) Cas ot f est une immersion ouverte. Par adjonction (2,2,1), il suffit
L
de voir que si l'on tensorise le carré de 2.6.3 par f E eb B! et que l'on compose

!

avec la flache d'évaluation 2.2.2
L L L L L
] . ' 1 t
(sz ® P ® RHom(flE 8 P!, le ® Q') —> fLF ® Q ,

(1) La flache citée est définie 2 1'aide d'une telle compactification, mais elle
n'en dépend pas : ce point, admis tacitement dans (loc, cit.), se vérifie facilement.
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le carré que 1l'on obtient est commutatif. Or les sommets de ce carré sont nuls en
dehors de X' , de sorte qu'il suffit de vérifier que le carré induit sur X' com-

mute, ce qui est trivial.

b) Cas ot f est un morphisme propre. On a alors £, =£ , £} = f% .

On voit aisément que le composé de f*RHom(E,F) —> RHom(£_E, £,F) avec 1'isomor~
phisme de dualité triviale RHom(£ E, £ F) e f*RHom(f*f*E,F) (2.1.4) n'est
autre que la fléche déduite de la flache d'adjonction f#f E —> E par application
de f%RHom(—,F) . De méme, le composé de (4) avec 1'isomorphisme de dualité triviale
L L L L
' ~. ' 3 ' '
RHom(£,E 8¢ P', £,F ® Q') —> £iRHom(£4£.E @ P' , F & Q')
L L
(£, F ®S Q' étant identifié a £ (F B Q') par 1'isomorphisme canonique) n'est autre

que la fléche déduite de la fléche d'adjonction f*£.E —> E par application de

L L
f;RHom(— ®g BT, T @ Q') . On est donc ramené a vérifier la commutativité du
carré
L 1 1] (3) & 1 L L)
RHom(£,E,£,F) ® RHom(P',Q") —= Rom(£,E & P', £, F &5 Q )
L (1) L L
£ RHom(£+#£,F,F) @ RHom(P',Q") —-5f ! RHom(£#£,F 85 P',F 80"

oti les fléches verticales sont les isomorphismes de dualité triviale et (1') est
(1) avec E remplacé par E*L.E . Mais celle-ci est un cas particulier de’celle de
2.6.1.1 dans le cas, déja traité, ol (u,v) est de type (2,1) (prendre

u : f*f%E —> LE donné par 1'identité de £¥EE , et v : f—> L,F donné
par l'identité de £,F ). Nous avons donc prouvé 2.6.3 . Comme oﬁ a vu, la commuta-
civité de 2.6.2 en résulte, ce qui achéve la démonstration de 2.6.1 et, finalement,

de 2.5
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3, Correspondances cohomologiques.

3.L Soient, pour i : 1,2, X, un S-schéma, L€ ob Dctf(xi) s

1 1

X
/N
L X )
‘x/qz

Avec les notations de 1.3, on a un isomorphisme canonique (2.2.4)

¥ = Xl Xg X2 , p, ¢ X —> Xi et q, : Xi —> S les projections canoniques

L L L
~ 1
DL, ®S L2 —_— RHom(L1 8% AX2 > 9 AS 8% Lz)
i L ~ !
Composant avec 1'isomorphisme de Kunneth qi AS ®S L2 —_—> p2L2 (1.7.3), on ob-

tient un isomorphisme

L

~ 4
—_— #
(3.1.1) DL, ® L, RHom(plL

1°P5Ly)

Celui-ci jouera un rdle fondamental dans toute la suite, Pour Xi =85, 3.1.1 se

L
réduit a L{ ® L2 —_— RHom(Ll,LZ) , cas particulier d'un isomorphisme valable
pour des complexes parfaits sur un topos annelé quelconque (SGA 6 I 7.7). Nous pose-

rons

(3.1.2) Rﬂom(prl,péLz) RHomg(Ll,LZ) ,

£
3* M =
Hom(plLl’PZLZ) Homs(Ll,Lz)

Les éléments de Homs(Ll,Lz) s'appelleront correspondances cohomologiques de L1 a

L2 . Au lieu de "correspondance cohomologique de AX 3 AX " pous dirons simple-
1 2

ment "correspondance cohomologique de X, 2 X, " (sous-entendu : 3 coefficients

1 = 2
dans A)

Si Xl est lisse, purement de dimension relative Ty il en est de mé&me

de p, , et par le théorzme de dualité (SGA & XVIII 3.2.5) , ona
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t

p¥
PyLy 3L, (r )er 1 , domnc
1 = 3 *
(3.1.3) RHomS(Ll’LZ) RHom(plLl,p 1,) (r )[Zr 1 s
2r
HomS(Ll’LZ) = H (X RHom(p*Ll,sz )(r ))

En particulier, le groupe des correspondances cohomologiques de Xl a X2 s'iden-
2r
tifie dans ce cas & H l(X,A(rl))

3.2 Les correspondances cohomologiques qu'on rencontre dans la pratique sont
associées & des S-morphismes X2 — X1 , ou plus généralement des cycles de X ,
ou des schémas au-dessus de X ., Soit ¢ : C ——> X wun schéma au-dessus de X

(on dit parfois que c est une correspondance entre Xl et X2 ), notons

¢, = p,c : C—> X, les projections. Nous appellerons correspondances cohomolo-
i i

giques de L1 a L2 3 support dans ¢ (ou C , s'il n'y a pas de confusion 2

: 1
craindre) les éléments du groupe HO(X,CYRHom(chl,céL2)) (= Hom(c%Ll 2 2) si ¢

est propre). D'aprés la formule d'induction (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a un isomor-

phisme canonique

(3.2.1) c® RHom(p L. ,D L ) ——= RHom(c*L L)
it1P2

1’ 2 2

|
d'oti, en appliquant "¢, et composant avec la fléche d'adjonction c¢,¢® —3>1d ,

des fléches canoniques

g
(3.2.2) cLRHom(chl,C£L2) _— RHom(piL L,) s

1"’2

cL))ﬁHom(L L)

(3.2.3) %%, ¢ RHom(C%L o (Lys

1°

a L 3 support dans C définit donc canoniquement,

Toute correspondance de L1 9

par 3.2.3, une correspondance (sans support) de L1 a L2

Exemples : a) Supposons c¢ propre et c, de tor-dimension finie et de dimension

2
1/2

relative < N . Le morphisme trace (SGA & Cycle 2.3.3)

Trcz : CZIAC —_— AXZ(—N)[—ZN]

définit par adjonction une correspondance cohomologique de Ay a AXv (- [2N]
1 2
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s support dans C , qu'on appellera classe de (e,N) , et qufon notera

(3.2.4) cr(e,M € H’2N<c,c§AX2<-N>> .

1e cas le plus important est celui o N =0 , i.e, <, fini (et de tor-dimension

¢inie), auquel cas ct(c) est une correspondance cohomologique de X1 a X2 a

support dans C . Si X1 est lisse, purement de dimension relative r; ,ona

d'aprés 3.1.3 et 3.2.1 ,

(3.2.5) H_ZN(C,CéAXZ(—N)) = w21 ¢ eta (x,-m)

gi de plus ¢ est une immersion fermée, le second membre se récrit

2(rlmN)(X, (v, -N)) , et la classe de (c,N) , considérée comme élément de ce
HC 1

groupe, n'est autre que la classe de cohomologie associée & ¢ au sens de (SGA

41/2 Cycle 2.3.1) , comme il résulte aussitdt des définitionms,

b) Soit F : X, —=> X

) un S-morphisme, notoms c(F) : C(F) —=> X

1
son graphe, i.e. 1'image de la section de Py définie par F ("ensemble des points
-1

(£x,x) ") ¢, est un isomorphisme, et ¢;¢, = F . On a donc des isomorphismes
canoniques
!
%Y 3 ® = .
(3.2.6) RHom(c, (F¥)*L, ¢, (F)°L,) RHom(F#L;,L,)

I
5 ° = LS
Hom(cl(F)9L1,c2(F) L2) Hom(F Ll,LZ)

En d'autres termes, les correspondances cohomologiques de L

| @ L2 a éupport dans

le graphe de F sont les "relévements" de F en un homomorphisme F*Ll —— L2

Voici deux exemples importants de telles correspondances

(1) X, =X, , L =1L, , F=1"identité& de X s

dont le graphe A est la diagonale., La correspondance & support dans A définie par

l'identité de 1, s'appelle correspondances diagonale, C'est 1'élément

1
L € Hom(L;,L,) = HO(X,A*AxRHomS(Ll,Ll)) (groupe qui d'identifie 2
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Hif(X,RHomS(Ll,Ll)(r)) quand X1 est lisse, purement de dimension relative ).

(i1) On suppose que S est le spectre d'un corps fini Eq > que

X1 = X2 , L1 = L2 , et on prend pour F : X1 E— X1 1'endomorphisme de Frobeniy
relatif a Fq s identité sur 1'espace sous-jacent et élévation a2 la puissance
q-iéme sur gxl (cf, XIV), et pour reldvement de F 2 L1 1'isomorphisme canoniqyu
F*L1 - Ly (1oc. cit. §2 prop. 1) (plus exactement, le a-i&me itéré de 1'iso-
morphisme de (loc. cit.), si gq = pa) . La correspondance cohomologique de 1L, &

Ll 3 support dans le graphe de F ainsi définie s'appelle correspondance de Frobenjy
(relative 2 TF_ ).

q

¢) Certaines correspondances cohomologiques entre faisceaux sur des courbeg,

liges aux opérateurs de Hecke, ont été étudiées par Langlands dans ({13387 .

d) Les correspondances cohomologiques entre faisceaux comstants (les plus
fréquentes dans la nature) fournissent de fagon naturelle, par "intégration", des

correspondances cohomologiques entre complexes, comme nous allons le voir maintenant,

3.3 Soient, pour 1 = 1,2, fi: Xi —>Y, un S-morphisme,

£ f

£=1 1% 5o

f, t X—>Y , fl=f¢ v, , f! =Y

1% % 150 %Yy B =Y X =X

T
2P
! =
Py = £ x5 %y

1
(3.3.0) X x5 Y, ,
£! £ P}
Y fé Y1 XS XZ
Soient Li € ob Dctf(xi) . I1 existe un unique isomorphisme
(3.3.1) £ RHom (L, ,L,) —————> Rilom (£, /L), £, L,)

dont 1'inverse rende commutatif le carré
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L 3.1.1
f .1,
_D(fULl) B FHL2 ——s RHomS(fuLl,fZ*LZ)
(1-)1/
L
f. DL, ® (2)

—_——> AL 3 3
108 8 f,,L, £, RHomo (L ,L,)

otv (1) est déduit de 1'inverse de 1'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIIT 3.1.9.6)

L
id . . - [ -
DfllLl —_— fl*DL1 par appl;catlon de ®S fZ*LZ i et (2) est composé de 1'iso
morphisme de Kunneth f£,,DL, & f,,1, ——> £ (DL, & L)) et de £,(3.1.1) . Par

application de RI(Y,-) on déduit de 3.3.1 un isomorphisme

£,.L)

(3.3.2) f% : HomS(Ll,Lz) —> Homs(f]_!Ll: 239

pour u € HomS(Ll’LZ) » la correspondance f,u sera dite image directe de u par

f . Quand Y, =Y, =S , nous écrirons plutdt u, que f.u Si Y, =Y, =8

1 2 %* * ’ 1 2

est le spectre d'un corps séparablement clos, 3.3.2 s'éerit
(3.3.3) HomS<L1,L2) B Hom(RI‘c(Xl,Ll) s RT(XZ,LZ))

Ainsi, les correspondances cohomologiques "opérent" sur la cohomologie, L'énoncé

ci-aprés va nous permettre d'interpréter cette opération de diverses manieres, et

notamment de faire le lien avec les définitions habituelles dans des situations telles

que a) ou b) ci-dessus,

Proposition 3.4 - Avec les notations de 3.3.0, on a un diagramme commutatif d'iso-

morphismes de Dctf(Y)
RHomS(fllLl’fZ*LZ)
(n (2)

’ 1] 1
(3.4.1) fl*RHomS(Ll,fz%Lz) fZ*RHomS(f

£, , £1,(4)

1l1oLy)

f%RﬂomS(Ll’LZ) s

ot (5) est 1'inverse de 3.3.1 et les fldches (1) a (4) sont définies par les

diagrammes commutatifs ci-aprés, dans lesquels "ch. b." désigne une fléche déduite
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d'un isomorphisme de changement de base ou de Kunneth de 1'un des types envisagés ay

n°l, "dual." une fldche déduite d'un isomorphisme de dualité de type 2.1.4 ou

(SGA 4 XVIII 3.1.9.6), "triv." un isomorphisme trivial

L L

ch, b
. b.
RHom(f1!L1 B AYZ,KYl B fyuly) ————> RHom (£, Ty 5 £y L))
ch, b.
L L
1
RHom(fll (L, & AYZ),KYl 8 ,,L,)
dual. (n
. L
te
fl:,RHom(L S AYz,fl (KYl B fyul,))
ch. b,
L
—ch. b, o
3 Rilom(L, ®g AY KX ® £ 5by) £] RHom (L, fZ*LZ)
L L ch. b
. b.
RHom(fl!Ll ® AYZ,KYl ® fZ*Lz) ———— RHomS(f“Ll,fZ*Lz)
ch.b.
L
RHom(fuL1 ® AY 2¥(KY ® L, ))
dual. (2)
L L
! S
£, (Rom(£, (fl!Ll 2 AYZ),IgZl 8 L,)
triv.
L L ch.
—ch. b
£, Riom(£, & 1 % AX Igl ® L,) £ RBomg (£1,T, 1))
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L L ch. b
. b,
Riom(L, ®¢ AY2,le 8 fyu Ly) — > RHom (1, sy 4ly)

ch, b,

L L
'
RHom(Ll ® AYz,pH_(KXl ® LZ))

dual. l (3

L L
1 13 .
Py Rom(p;¥(L; & AYZ)’le 8 Ly)

triv,
’RHom(L;A 8 L) —Be P o o riom (L. ,L.)
Py RilomiL; &g xz’le ) 1sRHomg (L

L L ch, b
N ——_;.__é s

RHom(flsLl ®S AX2 KYl ®S L2) RHoms(f1!L1 L2)

ch, b.

. L L
1

RHom(pz‘.(L1 &y AX2),KY1 ® L2)

dual, (4)

p! RHom(L ® A p"'( ; L,))
23— Xz’ 2 KY1 s 72

ch, b,

L L J

T
3
pZ%RHom(Ll 8 AXz le ® ) —————> pZ*RHom (L .L, )

Ce n'est qu'une explication de 2.5 dans le cas particulier off -

. [
(ul,vl) : (L KX ) —— (flle KY ) est donné par 1'identité de fl!Ll et l'iso

morphisme canonlque 1KY — KX s (uz,v2 : (A Ay ,L2) _— (AY ’fZ%L2) par
2 2
1'isomorphisme caninique AX ————> f’fAY et 1l'identité de
2

) )

. '_ = = . V.
Corollaire 3,5 - On suppose que Y, Y, =8 . Soit u¢€ HomS(Ll’LZ) . L'image

directe fu € Hom(f L ) (3.3.2) peut s'obtenir des deux manidres équiva-

1’ 2%’

lentes suivantes :
2chtes suivantes
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a). On s'identifie wu , par dualité triviale , & une flache

!
L, —> pl*péL2 ; on compose avec l'isomorphisme de changement de base

1

! ~ !
pl*péL2 — fifZ*LZ H f*u est l'adjointe de cette fléche composée,

b) On identifie wu , par adjonction, & une fléche pZIPle —_—> L2 ;

on compose avec l'isomorphisme de changement de base f%éfl(Ll - pz‘prl N

est 1'adjointe de cette fléche composée.

La description a) (resp. b)) correspond en effet au trajet

(5,43 0 7L (resp. £,,(4) o (2)) de 3.4.1

3.6 Dans la pratique, c'est surtout la description 3.5 b) qui est utilisée,
Explicitons-la au niveau des classes de cohomologie, en supposant, pour alléger

1'écriture, que S est le spectre d'unm corps séparablement clos, Soit
!
1°P2

défini comme suit : on considére 1'élément pix € Hl(Xz,pz‘prl) déduit de =x par

i i
u € Homs(Ll,Lz) = Hom(pefL LZ) . Pour x € Hc(Xl,Ll) , u (x) €H (XZ,LZ) est

i !
image inverse, on lui applique u , i.e, on forme le produit u.pfx € Hl(Xz,pzvpéLz)1
1

i . N
2L2) —>H (Xz,LZ) définie par la flack

puis 1l'on applique la fléche a : Hl(Xz,pZ(p

)
d'adjonction p2’p2 ——=> Id ; en résumé
(3.6.1) u,(x) = g(u.pfx)

!
Soient ¢ : C ——> X un morphisme propre, et u € Hom(c?Ll,céLz) . No-
tons u, € Hom(RTc(Xl,Ll), RT(XZ,Lz)) 1'image de u par le composé de 3.2.3 et

3.3.3 . Il découle de 3.6.1 que, pour =x € Hi(Xl,Ll) , on a

(3.6.2) u (x) = alu.efx)
» + [ . i A%
ol cfx est 1'image inverse de x dans H (XZ’CZQCle) et
. g .
a : Hl(Xz,c2|CéL2) —_— Hl(Xz,LZ) est la fléche déduite de 1'adjonction

f
cz'céL2 ——> Id . Dans la situation de 1l'exemple 3.2 a) , on trouve ainsi que

(3.6.3) cile, M) (x) = Trcz(ciix) s
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i i-2N
ott Trc2 : H (XZ,RQZ!AC) —>1H
me trace relatif a e, - Cette formule concorde, pour N =0 , avec (SGA 4

(XZ,A(—N))‘ est la fléche induite par le morphis-
1/2

cycle 3.6) : Cﬁ’(c)* est 1'homomorphisme noté " x dans (loc. cit.). Si X1
271

est lisse, purement de dimension relative r et ¢ wune immersion fermée, il

1 >

découle de 3,6.1 et de la remarque faite 2 la fin de 3.2 a) que 1l'on a aussi
(3.6.4) el (e,N) (x) = Trpz(c{(C)pTX) ,

ott c4(C) € Hé(rl_N)(X,A(rl-N)) est la classe de cohomologie de C et

Fo
tr o H¥(X_,Rp 1A% ) —>H 2r]'(X LA(-r.))  la fldche définie par le morphisme
Py 277721 9 2 1
trace relatif a Py - On retrouve la définition habituelle de 1 '"homomorphisme

1/2

induit sur la cohomologie par une correspondance ([1271.3) , (SGA 4 Cycle 3.2).

3.6.5. Dans la situation de 3.2 b), il découle de 3.6.2 que, pour u € Hom(F'*Ll,Lz) 5
u, H:—:(Xl’Ll) —_ HI(XZ’LZ) est le composé de 1'homomorphisme "image inverse"
Hi‘(xl,Ll) —_— Hl(Xz,F*Ll) et de 1'homomorphisme induit par u (plus généralement

f,u: RE L. ———> Rf 1, est composé de 1'homomorphisme canonique

* 1171 2%72
Rfl'Ll — RfZ%LF*L1 et de szecu ). En particulier, la correspondance diagonale
induit la fléche canonique Rfl'L1 e Rfl*Ll (1'identité si X1 est propre sur
s)
3.7 Revenons & la situation du début de 3.3 , en supposant donné en outre un
carré commutatif
(3.7.1) £ g
d
Y «=————— ] R

avec ¢ propre. Posons ci = Pic s di = qid , ot pi ¢ X ——A/‘Xi 5 qi c Y -ﬁYi

sont les projections. On déduit de 3.7.1 un diagramme commutatif ofi le carré inté-

rieur est cartésien :




X — C'
g
(3.7.2) £ g]
d 3,
Y <— D
Pour K € ob Dctf(X) , on a une fléche canonique
! !
_____.__>
(3.7.3) £40,6 K 44 £,K R

composée de la-fléche

f e c!K = f c!(i i!)c'!K — c'c'qK = d 'c'!K
* % R % 583

1
définie par la flache d'adjonction i,i —> Id , et de 1'isomorphisme

i ~ i
d.\Lg_ILC v K d%’cd i faeK
I o~ {
défini par 1'isomorphisme canonique g;d" —>d' £, (SGA 4 XVIII 3.1.12.3). Prenan

X = RHomS(Ll,Lz) , et composant 3.7.3 avec 1l'isomorphisme déduit de 3.3.1, on trouw

une fléche canonique

! 1
(3.7.4) £ € ¢ Romg (L ,L,) ——> d,d Riomg (£ Ly, £5,L,) ;

qui, grace a 3.2.1, peut se récrire

" ! % ! |
(3.7.5) £, RHom(cLy ,eoL,) —> d RHom(dY(£,Ly),dp (£, L)) . |
On en déduit

N 1 % !
(3.7.6) £, Hom(clml,chz) ———>Hom(dl(fl!Ll),dz(fZ*Lz))

La flache 3.7.5 (resp. 3.7.6) généralise 3.3.1 (resp. 3.3.2), avec laquelle elle’
cofhcide quand ¢ et d sont 1'identité. Notons aussi que, pour ¢ propre, 3,2.2

(resp. 3.2.3) n'est autre que 3.7.5 (resp. 3.7.6) quand £, £, et d sont les

fléches identiques. Quand Y1 = Y2 =S =D , nous abrégerons f,u en u, , comme

plus haut.
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4. Accouplements de correspondances. Formule de Lefschetz,

4.1 Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X = Xl XS X2 s Pyt X —> Xi
les projectioms, L; € ob Dctf(xi) s KXi le complexe dualisant (1.3). Les flaches
canoniques
L
* % *
(4.1.1) piRHom(Li,KXi) ® piL, —> pirg(i s

composées de 2.1.1 et de la fléche d'évaluation 2.2.2, donnent, par produit temsoriel
sur X et composition avec 1'isomorphisme de Kunneth 1.7.6, un accouplement

L L L
(4.1.2) (DL1 ®s L2) ® (L1 ®S DLZ) —> K s

qu'on peut récrire, grace 2 3.1,1, 3.1.2,

L
(4.1.3) RHomS(Ll,Lz) ® RHomS(LZ,Ll) —> K

On en déduit un accouplement, dit cup-produit,

(e}
(4.1.4) < > HomS(Ll,Lz) ® HomS(LZ,Ll) - | (X,KX)

On peut encore considérer 4.1.2 comme le produit tensoriel externe des fla-
ches d'évaluation, DLi ; Li —_ KX. . Compte tenu de 1'isomorphisme de Kunnetﬁ
2.2.4, on voit ainsi que 4.1.2 est u;e "dualité parfaite", i.e, identifie par 1'iso-
morphisme d'adjonction 2.2.1 chacun des complexes DL1 és L2 s L1 ;S DL2 au\dual

de 1'autre (& valeurs dans KX) -

Quand X1 = X2 =8 , 4.1.3 est cas particulier d'un accouplement valable
pour des complexes parfaits sur un topos annelé quelconque (SGA 6 I 7.8), et, avec

les notations de (SGA 6 I 8.3), ou a

k(4.1.5) < u,v > = Tr(vu) = Tr (uv) . P

4.2 Soient ¢ : C—>X ,d:D—>X , e=c XXd : E=¢C XXD —> X
Pour P, Q € ob Dctf(X) , on dispose d'une fléche canonique (qui n'est pas un iso~-

morphisme en général)
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o ' Loy y, L
(4.2.1) - PR dQ—>e (P2 Q
définie, de la méme manidre que 1.7.3, comme adjointe de la flaéche composée

L L L
i ! i 1
e (e’P By d'Q)——(i—)—> c,c'P@d,d'Q—(—z%P®Q .

ot (1) est l'isomorphisme de Kunneth (SGA 4 XVII 5.4.2.2) et (2) le produit tenso-

riel des fliéches d'adjonction. Appliquant e, & 4.2.1 et composant avec 1'isomor-

phisme de Kunneth qu'on vient de citer, on obtient une fleche canonique
L y L
(4.2.2) c,cP®ddQ—>ee (P80Q

L L
! 1 1 t
De méme, composant la fleche de Kunmneth c*c‘P ® d*d'Q —_ e*(c'P ®X d'Q) avec

la flache déduite de 4.2.1 par application de e, , on obtient une fléche canonique
y b f y, L
(4.2.3) e, P®ddQ—>ee (PRQ .
L L
Pour P = DL1 8% L2 , Q= L1 ®S DL2 , on déduit de 4.2.2, 4.2.3, par composition

1
avec 4.1.2 et 1'isomorphisme e'KX = KE , et avec les identifications 3.1.1 ,

3.2.1, des accouplements

L
1 |
s ! p |
(4.2.4) c!RHom(clLl,chz) ® d!RHom (dzﬁ.z,dlLl) —>e K,
( 4! RHom(e¥ ') o # !
4,2, c REom clLl’CZLZ ® d%RHom(dsz,dlLl) e e*KE ,
i 1 o
. * . 3 X
(4.2.5) < o, > Hom(clLl,chz) ® Hom(dsz,dlLl) —=H (E,KE)

Ces accouplements sont compatibles & la localisation étale : étant donné

un carré commutatif (non nécessairement cartésien)

E' E
C"/\ ! étale au-dessus de C/ \D s
W \

si 1'on note c¢', d', e¢' les composés C' —>C —>X , D! —>D —>X

E' —> E —>X , on a un carré commutatif
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" ! ! 4.2,5 0
L., 3
I_{om(ciLl CZLZ) ® Hom(d&Lz,dlLl) ——r— H (E,KE)

(4.2.6) \[/

1 ] o
[ 1 L 1 1
Hom(c1 L12¢) Lz) ® Hom(d2 L2,d1 Ll) — 1 (E ,KE,) s

ot les fléches verticales sont les restrictions, et la fléche horizontale inférieure
est composée de la fldche analogue & 4,2.5 et de la restriction HO(E",KE,,)—> HO(r", KE),

avec E" =C' D! ( on a des carrés commutatifs analogues avec des flaches du type

XXv
4.2.4, 4.2.47, qu'on laisse au lecteur le soin d'écrire), Si Z est &tale sur E s

!

5 !
on notera, pour u & Hom(cvlrLl,chz) s VE Hom(dé“Lz,dlLl) s

o
(4.2.7) <u,v >, € B(2,K,)
1'image de < u,v > dans HO(Z,KZ) par restriction (dans la pratique, Z sera une

composante comnexze de E) . Si z est un point fermé isolé de E, z un point géo-

rétrique au~dessus de =z , il découle de 4.2.6 que < u,v >, € Ho(z,Kz) = A ne

dépend que de la situation déduite par localisation stricte aux images de z dans

¢,D,X

Exemple 4.3 ~ On suppose que Xi est lisse, purement de dimension relative r, N

et que ¢ et d sont des immersions fermées, avec cy (resp. d1 ) fini. Pour

L, =A, , L, =A , on a, d'aprés 3.1.3 ,
L

L
DL, & L, = AX(rl)[ZrI] s Ly & DL, = Ax(rz)[2r2] s

et 4.1.2 s'identifie au produit
L
Ax(rl)[Zrlj ® Ax(rz)[Zrzj —> A (v)[2r]

(o r = ry

produit habituel

+ r2) s et par suite, compte tenu de 3.2.1, 4.2,5 s'identifie au cup-

2r

1 2r, 2r
H, (X,A(rl)) ® Hy (X,A(rz)) —>H

CQD(X’A(r))

Prenons comme correspondance cohomologique de X, 2 %, (resp. X, a X ) la classe

1/2

de ¢ (resp. d) (3.2.a)). Il résulte de (SGA & Cycle 2.3.8) qu'en un point isolé
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2 de CND ; <chle), cildd >, n'est autre que 1'image dans ‘A de la multipli.

cité d'intersection de C et D en 2

Voici maintenant le résultat principal de 1'exposé.

Théoréme 4.4 - Soient, pour . i =1, 2, fi : Xi e Yi un S-morphisme propre,

£, : X —>%

f = fl xg £y ¢ s Pyt X —= Xi s 44 ¢ Y -2 Yi les projections. ESEE

d'autre part

e _C
2)//| [ I///
oM g
X {——————C"
\Lf' £
(4.4.0) £ D’ D
I?/ A /
Yég d” D"
un cube commutatif a faces horizontales cartésiennes, avec c' , c", d', d" propres,
On_pose ci = pic' s c; = Pic" s di = qid' R dg = qid" . Enfin, soient
Li € ob Dctf(xi) . On a alors un carré commutatif
(4.4.1)
1 ¥ 3% v! L ¥ "*L ||! (]—)
o REom(c i *L, 5 o L) ® £ycyRHom(eh ™ Ly, ¢y L) —=—> 0K,
2) (4)
d' REom(d!*M ,d)!M ) & drriiom(@n iy, anty ) —3 5 q
sRiomtdy Ty, dy =T yRHom(d) ™M, ,dy 1My #p ’

ot M, = £idly (3) est domné par 4,2.4, (1) déduit de 4.2,4 paf application de
L L

. . N 3 T " t n
£, et composition avec la fléche canonigue f,¢c ® focp —> £ lc, ® e (2),

est produit tensoriel des fléches 3.7.5 relatives aux faces contenant £ , et (4)

]
est défini par la flache d'adjonction g%KC = g'g'KD —_— KD .

L L

L
Démonstration = Posons DL1 8% L2 =P , Ll 8% DL2 =Q , DN& ®S M2 =E ,

L
M1 ®S DM2 = F , Considérons le diagramme
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(4.4.2)

L :
1
£ chec' P®feieQ W

£ 0.0 ‘e s £ o o 'K,

4 %

(8) ) - (9)l () J/ (10)

L L L
aat'gp @ anan'e,0 s ad' s p e £0) Wt e Blsagds &
(11>l © (12) o) J/ (13)
(6) - @)

'd'E ®d”d"F—=——-——% dd(E®F)

!
d.d K{ )
ot les flaches sont les suivantes : (1) est d&duit de 4.2.2 par application de
£, (2) est défini par 4.1.2 , (3) est donné par 4.2.2, (4) par la flache
L L )
canonique £,P® £,0 —> £,(P® Q) , (5) par 4.1.2, (6) par 4.2.2, (7) par

4,1.2, (8) est produit tensoriel de flaches 3.7.3, (9) et (10) sont définis

par 3.7.3, (11) et (12) par les isomorphismes £EP—>E , £Q—>F. (3.3.1),

(13) par la fléche d'adjonction f*KX _— KY . Par définition, 4.4.1 s'identifie,

par 3.1.1 et 3.2.1, au bord extérieur de 4.4.2 ., Il suffit donc de prouver que les
carrés (A), (B), (C), (D) sont commutatifs.La commutativité de (B) et (C) est &vi~

dente, par fonctorialité. Il reste a démontrer celle de (A) et (D).

a) Commutativité de (D)., 1I1 suffit de prouver que le carré

L
LB ——> £5%
(4.4.3) L J/

L
E®F KY

(correspondant a (D) pour d = Id ) commute. Rappelons que 1'accouplement
L L
P® Q—> KX (resp, EQ® F —> 1% ) est produit tensoriel externe des flaches
L

L

) . .
d'évaluation DLi ® Li e KX (resp. DM. bz Mi _ KYi )} . Par les isomor-
phismes de Kunneth fl*DL1 ®S fZ% 2 — f L s 1}, 1 ®S fZ*DLZ —_— f*Q ,
4.4.3 s'identifie donc au produit tensoriel externe des carrés

£, DL ; gL — o

i® i iwi - iet-le

;(4'4'4) (3) J/ (4)
L

(2)
. T3 —;—_é 3
DM, ® M, zg{i

o (2) est la flache d'évaluation, (1) 1le composé de la fléche canonique
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L L
£ DL, ® £. L, —= £, (DL, ® L,) et de la fléche définie par la flache d'évalua-
i¥ i iw i~ i i i

tion, (3) est produit tensoriel de 1'isomorphisme de dualité fi%PLi e DMi

et de la flache identique de Mi , (4) est la flache d'adjonction. Il suffit donec
de vérifier la commutativité des carrés 4.4.4 , Comme 1'isomorphisme de dualité
ci-dessus est composé de la flache canonique (SGA 4 XVIII 3.1.9.5)

fi%REQE(Li’KXi) _— Rggm(fi*Li’fi%KXi) et de la flache déduite de la fléche d'ad-

jonction fi%KX e KY , 11 suffit de voir que le carré suivant commute
i i

L
(1)
fi%REQE(Li’KXi)Q Ey — > fi*KXi

(4.4.5) (3) ' 1d

L
s (2)
RHom(f.vLi,fi*KXi) ® £, —> fi*Kxi

“

i+

ot (1) est la fladche (1) de 4.4.4, (2) 1ta fléche d'évaluation, et (3) 1le
produit tensoriel par fi*Li de la fléche canonique qu'on vient de mentionner. Or,

plus généralement, pour toute fléche Ni —_— iﬁLi de D (Xi) , i.,e, toute

ctf
fléche Li “—E~> Ni de type 1 au-dessus de fi , le triangle

L
fi*RHom(Li,KXi) ® N,

lL\

. RHom(Nl,fl*KXi) ® N, fl*KXi

déduit de 4.4.5 commute : on peut en effet, par fonctorialité, supposer que

Li = f*i’fNi , u étant donné par 1'identité de Li ; la fléche

fi%RHom(Li,KX.) _— Rﬁom(Ni’fi*KX,) est alors l'inverse de 1'isomorphisme de dua-
i i

lité triviale, et la commutativité du triangle se vérifie immédiatement au niveau

des complexes, en résolvant Ni platement et KX injectivement,
i

b) Commutativité de (A). Se reportant & la définition de 3.7.3, on voit

qu'il suffit de vérifier cette commutativité dans chacun des cas suivants
(i) X, =Y, fi = fléche identique de X, (ii) les faces latérales de 4.4.0
sont cartésiennes. Plagons-nous dans le cas (i). Le carré (A) est le bord extérieur

du diagramme
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L o L . , L
c%c"P ® c;c"!Q —_—— c*(c'!P @k c"'Q) ——————, c*c'(P ® Q)
(8) A A, \J/ (9)
d'd'P®d"d"Q———$d(d'P® d"Q)-——-—>dd(P®Q)

dans lequel les isomorphismes horizontaux de A1 sont des isomorphismes de Kunneth,
, sont données par 4.2.1, et la flache verticale mé~
L L
i ! f 1
diane est déduite par application de d, de la flache g'(c"P 8& c"'Q) > d'’p gk da"'qQ

1es fléches horizontales de A

définie, via Runneth, par le produit tensoriel externe des flaches d'adjonction
i i i {
e!''P——=>d''p , fle"'Q ——>d"'Q . Or ces fléches d'adjonction et les flaches
1 i
identiques de d;d"P R dVd"'Q définissent des triangles commutatifs de flaches

de type 3 (1.4)
d:d' P <— d' P d"d" Q < d" Q

au~dessus de

Cl cll
Cl/ £1 et el £
j v "
X é‘d—— D' X <_d___ i
Par produit tensoriel externe (sur X), ces triangles fournissent un triangle commu-
tatif g L '
P ® H C
l au-dessus de c lg
! ! - Xe—9% D
rt : ' ||~
4jd''P ® dyd"’Q &— d P@Xd Q

La commutativité de ce triangle équivaut 2 celle du carré déduit de A1 en inver~

sant les fléches horizontales, On a d'autre part des triangles commutatifs de flaches

de type 3
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/l /i

P < 4! s Q «— d"'Q

! ] 1
définis par les flaches identiques de d4''P , ¢''P , d"'Q , ¢"'Q ., Par produit

tensoriel externe, on en déduit un triangle commutatif

L
e'v e ol
L § L i
P@Q<— d''P® d"'Q ,

qu'on peut interpréter comme un morphisme de flaches de type 3 au-dessus de
g: C—>D

L

: L
c'!P 2y c”tQ _— c!(P ® Q)

! {

[ 1 ]
d''P @y a"'Q ——=d (P ®.Q) s
ou encore comme un carré commutatif av-dessus de D :

g L ' y L
gylc''P 8 e"'Q) > g, (@ & Q

! v

¢ L g L
dt’p By d"Q ————= 4 (PR Q)

Mais le carré déduit de ce dernier par application de d, n'est autre que A2 s
d'otr la commutativité de (A) dans le cas (i). Il reste & traiter le cas (ii).
Les facés de 4.4.0 contenant f étant cartésiennes, les fléches

f;c'!P —_— d'!f*P , fhe n! Q —> an' £,Q (3.7.3) sont des isomorphismes. Leurs
inverses définissent des flaches de type 1 c'!P —_— d'!f*P s c"!Q —_—> d"!f*Q

au-dessus de f' , £ , d'or , par image directe, des carrés commutatifs de fleches

de type 1
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1 7
_c_;c"P<———-——c"P c""%c"'Qe———-——c""Q

’ Voo |

i
L i 1
aar’p «—— 4 5P dydn’Q «———— a"'£ q

au-dessus des faces de 4.,4.0 contenant f , Par produit tensoriel, on en déduit un

)

carré commutatif de Dctf

1 '! ~ L " ll! (dl! L d’lY )

4d' £ @ did"EQ ——> d, (AT P @, A" E,Q

(4.4.6) .
g L 1 g L 1

c'"'P®fcle" Q ————=>4d.g (c''P 8y " Q) s

¥
f-)éc* 3% 3% %(-g*

ot la fleche verticale de gauche est liinverse de (8), les flaches horizontales sont
données par Kunneth, et la fléche verticale de droite par produit tensoriel externe
sur Y des fléches f;ﬂ__c"P -——>d'!f*P s f'a'%c"!Q —— d"if*Q . Le méme produit
tensoriel définit la flache verticale de gauche du carré

d’!fP; d"!fQ——>d!f (P;Q)
* Y * *

(4.4.7) \L
gL ¢, L
g (c''P By c" Q ———> 5, (P®Q s

ott 1a fléche verticale de droite est 3.7.3, et les fléches horizontales sont définies
par 4.2.1 . Le bord extérieur du diagramme composé de 4.4.6 et de d,(4.4.7) est
le carré déduit de (A) en inversant les fliches verticales. Il suffit donc de
prouver que 4.4.7 commute, en d'autrés termes que les fléches 4.2.1
y L 1 g, L f L 1 1 L

c¢''P ®X " Q—=c(P®Q , 4f i ®Y a" £ Q > d‘f*(P ® Q) définissent un

L L L - L

i ) § l i {
morphisme de c¢'’'P By e"'Q > d'£p &, d"'£,Q dans c' (P® Q) —> d'f*(P ® Q) ,
considérées comme fléches de type 1 au-dessus de g . Par adjonction, on est ramené
a vérifier que les produits tensoriels de flaches d'adjonction
L L { L f L ' L
: LI 1 L WA - SF3 1
c,e''P® cee" Q—>pPQQ, d%d f*P ® d%d f*Q —— f*P ® f*Q définissent un
morphisme, entre flaches de type 1 au-dessus de f , du produit tensoriel des flé-
' 1 1 g g
ches cye''P—> d.d’ £,P et cle"'Q —> dyd" ' £,Q  dans le produit tensoriel
des flaches P —> f*P et Q@ —>= f*Q . I1 suffit pour cela de vérifier que les
5 : ! f

fléches d'adjonction cuc!''P—>7p dd' " £, P —> £ P définissent un morphis-

; 1 ?
e de C;ec' P d_;éd' f,p dans P —> £,P , ainsi que l'assertion analogue
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avec (c",d") . On peut se bormer au cas de (c¢',d') , l'énoncé étant le méme dapg

les deux cas. Il s'agit de voir que le triangle

g
f*P I S d*d f*P B

ot les fléches horizontale et oblique sont données par les flaches d'adjonction et
la fldche verticale par 1'isomorphisme 3.7.3, est commutatif, Compte tenu de la dé-
finition de 3.7.3 (SGA 4 XVIII 3.1,12.3) comme transposée d'un isomorphisme de chanp.
gemeﬁt de base, on est ramené, en appliquant le foncteur Hom(R,-)

(R €obD _(Y)) , avérifier la commutativité du carré

ctf
cret ¥ty 1d ‘ cff'%d'*R
¥* 3%
/r
¢ * %
£'R £1a1d""R ,

ott 1a fléche verticale de gauche (resp. horizontale inférieure) est définie par la
fleche d'adjonction 1 —> clc'® (resp. 1 —> djd'¥) , et la flache verticale de
droite par l'isomorphisme de changement de base f"fd;% o cé_f"" . Or ce carré

commute par définition méme de la fléche de changement de base, La commutativité de

(A) est donc établie, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Corollaire 4.5 - Sous les hypothéses de 4.4, on a un carré commutatif

Hom(c *L, ,¢ L ) ® Hom(e)*L,,c]” Ll) —&25 oo, K )
3.7.6 ® 3.7.6 -39
Hom(d!¥*£ a'e 1 ) ® Hom(dU*f, L a's L )4 2.3 222y 4O(p k)
1 1* 1272 "2%°2 2 T2#7°2°71 1wl KD ?

ol g, est défini par la flache d'adjonction 8,K, = g*g'KD K,

En d'autres termes, pour u € Hom(c *#1, ,c'!"L ) ,ve Hom(c"*L c L )
1°72 72 2’

on a



109

(4.5.1) <fufyv>=g <uv>
Pour tout S~schéma propre t : T ~——> S , notons

) (o] g
(4.6) /T : H (T,KT) —H (S,KS) ‘H (s,A)

1a fléche définie par la flache d'adjonction t'KT —> A

corollaire 4.7 - (Formule de Lefschetz-Verdier). Sous les hypoth2ses de 4.4, sup-
Corot aire Sup-

1
posons que Y, = Y2 =S =D'=D" , Pour u £ Hom(ci*Ll, cé'Lz) s
1

135 "
v € Horn(c2 L,sc} Ll) , on a
(4.7.1) <u,,v, >= [ <u,v >,

: Jc

ot u, € Hom(fl*Ll’fZ*LZ) » v, € Hcm(fz%L2 s fl*Ll) sont les homomorphismes dé-

duits de u, v _par image divecte sur § (3.7.6) , et < U,V > = Tr(u*v*) = Tr(v%u*)

est le cup-produit, au sens de (SGA 6 I 8.3), des homomorphismes de complexes par-

faits u, , v, (4.1.5) .

Compte tenu de 3,6.5, on a en particulier :

Corollaire 4.8 - Soient t : T —>§ _un S-schéma propre, AcC T Xg T la diagomnale,

F: T—>T un S-endomorphisme de T, TF = (graphe de F) X(p % T)A le schéma des
S

I

(T , u € Hom(F*L,L) une correspondance de I a

points fixes de F , L € ob Dctf

L & support dans le graphe de F , 1 ¢ Hom(L,L) la correspondance identique, a

support dans A (3.2 b)). Alors on a
Tr(u,) =[TF <uls>

. 3 . .
ot u, est 1'endomorphisme de tyl composé de &, L ——> t F L (image inverse) et

de t_u : £ F¥L ——> t L .

Des remarques de 3.2 a) et 3.6 on déduit d'autre part :

Corollaire 4.9 - Sous les hypotheses de 4.7, on suppose que Xi est lisse sur § ,

purement de dimension relative T; , et que C' (resp., C") est un sous-schéma




110

fermé de X finl et de tor-dimension finie sur X2 (resp. Xl) . Soient

2r 2r
cl(c') € Hc,l(X,A(rl)) , cil{c") e HC"Z(X,A(rZ)) les classes de cohomologie de
C' et C" o, ct(Cy € Hom(Rfl%Astz%A) , ek, € Hom(Rf*A,Rfl*A) les homo-

morphismes correspondants (3.2 a) , 3.7.6). On_a alors :

e
< elch), s clCMy> =J ci(C)el (D) )
Cl ﬂ C"
2(x +r,)

172 - PN "
c2(c) ct(D) € Heungn (X,A(r1+r2)) =H(C'NnCc Kgr A c"))

est le cup-produit habituel.

Compte tenu de 4.3, on a en particulier :

Corollaire 4.10 - Sous les hypotheses de 4.9, supposons que C' C" soit fini.

Pour z € C' N C" , notons (C'.C”)z 1'image dans A de la multiplicité d'in-

tersection de C' et C" en =z , Alors on a
1 n = 1oon
< eMC'),et(CM), > z:e Ao (c'.cmy,

4,11 Sous les hypotheses de 4.9, on a en général

(4.11.1) < Qe yetle), > = %ﬁm(cnd(c%)z ,
o]

olt ﬁo(C' N C") désigne 1'ensemble des composantes comnexes de ¢'ne' , et
(c{(C')c%(C"))Z la restriction de cd4(C')ch(C") a HO(Z,KZ) , Lorsque Z est une
composante de dimension >1 , le calcul de (c&(C')c&(C"))Z pdse des problémes,
du fait qu'on est dans une situation "excédentaire"., Si Z est lisse, purement de
dimension d , si C' et C" sont lisses au voisinage de Z , et si X est pro-
jectif, on peut montrer qu'on a

(4.11.2) [Z(c&(C')c&(C"))Z = fzcd(NZ) s

S

ott NZ est le faisceau localement libre de rang d défini par la suite exacte de

fibrés normaux




1"

O =—>N, )01 &Ny oy —> N, )y —>N, —>0 ,

zZ/ z/c"

et () € B(Z,A(0)) désigne sa d-itme classe de Chern (SGA 5 VII) (utiliser
(sGA 6 XIV 6.3) pour se ramener & un calcul de nombre d'intersection en K-théorie,
ot appliquer (SGA 6 VII 2.5), cf. ([10] 4.1) ; l'hypothese de projectivité est sans

doute inutile).

Soient T wun G§-schéma projectif lisse, prenons comme correspondance C'
(resp. C") le graphe d'un S-endomorphisme F (resp. de la diagonale), et supposons
que le schéma des points fixes TF =C' N C" soit lisse, Le faisceau N(TF)
ci-dessus n'est autre que le faisceau tangent 2 TF , de sorte que 4,11.2 impli-
que, par la formule de Gauss-Bomnet (SGA 5 VII 4.9), 1l'analogue d'une formule bien

connue des topologues
(4.11.3) Tr(F,RT(T,A)) = ER(T))

ot EP(TF) désigne la caractéristique d'Euler-Poincaré de Tz pour s un point

géométrique au-dessus de s (loc.cit).

Le calcul de (CL(C')CL(C”))Z pour une composante Z de dimension >1

non lisse, n'a pas été abordé en général, du moins 3 la connaissance du rédacteur.

4,12 Dans la situation de 4.7 , soit 2z un point isolé de C , de projection

z, sur X, , a' (resp. a") sur C' (resp. C"), et soit z un point géométrique

i i
au-dessus de z , d'image Ei au-dessus de z;, . On suppose que cé (resp. ci)
est quasi-fini et plat en a' (resp. a"), que L; est parfait au voisinage de Z; s

i

et que u (resp. v) est donné au voisinage de a' (resp. a") par

. ! 13 . EY
Trcé Py 21 —> 1L, et s € Hom(c; L *L ) (resp. Trc,l, Poelyelt, —> 1,
", et -
et t ¢ Hom(c2 93C Ll)) . Notons sy € Hom(lel,Lzzz) (resp. ty € Hom(Lzz ,lel))

l'homomorphisme déduit de s (resp. t) par passage aux fibres. Notons encore, comme

en 3,2 a) , cilc') (resp. ct{c")) 1la correspondance de X, a X, (resp. %,

n 1 H
(resp. cl) , et (¢c'.c )z

1 ]

(resp. a") par c)

a X ) définie, au voisinage de a

le terme local < ci(c'),ct(c™) >, correspondant (égal 2 1'image dans A de la

3
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multiplicité d'intersection de C' et C" en =z quand C' et C" sont des

sous-schémas fermés de X , avec X1 et X2 lisses). On a alors
= (! " - o

(4.12.1) <u,v >, = (€M), <ss,tp >

Cela résulte en effet facilement de 4.2.6

4.13 Si T est un schéma sur S , notons DF(T) 1la catégorie dérivée filtrge
des complexes de Ap-Modules 2 filtration finie (fojviy , DFctf(T) la sous-
catégorie pleine formée des L tels que gr(L) € ob Dctf(T) . La sorite de com-
patibilité des foncteurs dérivés filtrés au passage aux gradués associés entrafne

L

! .
est stable par les six opérations £¥*, £ £ £f', ® , RHom . Les

que DFc [

tf
définitions et résultats des numéros précédents sont valables, mutatis mutandis,

dans DFc I'accouplement 4,1.2 est compatible au passage aux gradués associés

tf
(KX étant considéré comme muni de la filtration triviale), et il en résulte qu'avec
1
, = !
les notations de 4.2.5, on a, pour L, € ob DFth(Xi) , uc€ HomDF(Cle’chz) ,

3 ! ' . . 0
v € HomDF(dz'Lz, dlLl) , 1'égalité suivante dans H (E,KE)

(4.13.1) <u, v >=3%<gru,grv >
i

Comme Deligne le fait observer, cette remarque s'applique notamment & la
situation envisagée par Langlands dans ([137§7). Les correspondances qu'il consi-
dére dans (loc. cit. 7.11) préservent en effet, prés des points fixes, des filtra-
tions finies sur les faisceaux avec gradués associés induisant sur 1é localisé
strict en 1l'image d'un point fixe soit un faisceau constant soit un faisceau cons-
tant sur le complément du point fermé prolongé par zéro. Le calcul des termes lo-
caux se raméne facilement, par 4,13, & 4.12.1 et au cas de faisceaux concentrés sut
les points fermés images des points fixes, cas qu'on traite directement, Appliquant
4,7, on obtient la formule de lefschetz requise dans ([137 7.11). Signalons que
1'énoncé général (loc. cit. 7.12) est vrai, la démonstration, plus délicate, sera

donnée dans III B
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5, Compléments.

5.1. Duale d'une correspondance.

Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X = Xl Xg X2 > Pyt X —> Xi

(x,) Toute correspondance cohomologique u de 1

les projections, Li € ob Dth 1 . 1

1
3 L2 donne, par application de DX et identification de Dpé a p§D s

' ]
Dpf a piD , une correspondance Du de DL2 a DL1 , dite duale de u . En

tqutres termes, D définit un homomorphisme
d'a p

H " !
(5.1.1) D : Hom(prl,szz) —— Hom(pﬁDLz,plDLl)

on vérifie que 5.1.1 provient, par application de HO(X,—) , de 1'isomorphisme

]
° 4 M 3
(5.1.2) D : RHom(plml,szz) — RHom(pZ'DLz,plDLl)
rendant commutatif le carré
L 3.1.1 ]
3 36 st 3¢ !
(5.1.3) plDL1 ® P3L, RHom(PlLl’PZLZ)
/
L 3.1.1 ]
3 3¢ s " 4
p4DDL, @ iDL, RHom(p')szLz,plDLl s

ot la fléche verticale de gauche est composée de l'isomorphisme de symétrie et de

celui défini par 1'isomorphisme de bidualité L2 — DDL2 . I1 découle aisément des

définitions que le carré ci-aprés est commutatif

Lo 4.1.3
Lo 5 N —‘°__>
(5.1.4) RHom, (L;,L,) ® RHomg (L., ,L; ) Ky
L
D®D Id
L 41,3

RHomS(DLz,DLl) ® RHomS(DLl,DLZ) > Ky

Soit ¢ : C~—> X un S-morphisme, posons ¢, =p;c ; on déduit de 5.1.2, par

1
application de ecyuc® (3.2.1), un isomorphisme

(5' . . 3 ! i 3 !
1.5) D : Hom(ciLl,chl) _— Hom(cszLz,clnLl) s

- dont on vérifie qu'il s'identifie & celui donné par application du foncteur Dy et
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f f
les identifications de Dc% a ciD et Dcé a c§D . 8L ¢': ¢! —>X ,

c" ¢ " ———> X sont des S-morphismes, il découle de 5.1.4 que 1l'on a, pour

{ L
1 ( A1 3F "e
125 L2) » v € Hom(el¥L,,ci'L )

1y
u € Hom(c1 L 15

(5.1.6) < u,v > = <Du,Dv > ,
avec la notation de 4.2.5 .

On vérifie d'autre part que, dans la situation de 3.3, le carré suivant

est commutatif

(5.1.7) f*RHomS(Ll,LZ) RHomS(f“Ll,fZ*Lz)
£,D D
£, RHom_ (DL, ,DL.) 3.3.1 RHom_ (£, DL, ,£. DL.)
w0 =g N Py s By e N A E i} ’

et par suite que, dans la situation de 3.7.6, on a

(5.1.8) f*Pu = Df u

5.2 Composition de correspondances.

' Soient, pour i = 1,2,3, X, un S-schéma, Xij =X, Xg Xj s
X = X1 g X2 Xg X3 » Py : X —> Xi s Pij : X > Xij les projections,
L; € ob Dctf(Xi) . Ona X = Xl2 XX2 Xys 5 et
L L L L L ‘ L
(pL, ® L,) ® (DL2 B L3) = piDL; ® piL, ® piDL, ® piL,

2
L
La flache d'évaluation L2 ® DL2 —— KX définit donc un accouplement
] 2 :

L L L . L
(5.2.1) (DL1 ® LZ) ®X2 (DL2 8 L3) _ p13(DL1 B L3) s
L L
le second membre &tant identifié 2 (DL, ®_, L.) ® KX par Kunneth (1.7.3). Compte
178 73 S 5

tenu de 3.1.1, 3.1.2, on peut récrire 5.2.1 sous la forme

!

(5.2.2) RHom,_ (L 5

L
]
N = L

N l,Lz) ®x2 RHomS(LZ,L3) —— p13RHomS(L1,L3) RHom(plLl,p L3) s
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i'identification au second membre étant donnée par 1'isomorphisme d'induction (SGA

4 XVIII 3.1.12.2)), d'otr un accouplement, dit composition des correspondances,

>,

!
(5.2.3)  Homg(L;,L,) ® Homg(L,,L,) —> Hom(p}L,,p,L,

s 1’
1 P . . .
que 1'on notera (u,v) ——= vu ., On vérifie que, si Pij,q ¢ Xij —>X, et
p Lo Xij _ Xj désignent les projections, 5.2.2 peut aussi s'obtenir par com-
ij,.]
Position de la flache

L
i
3¢ 3 :
RMS(LPLZ) ®x2 R_}lo_@S(Lz,L3) — Rﬂg_g(plLl,plzplz’sz)
( o 'L
® RHom(p,3p¥s ,LysP3ly

1
; ; 2 ; * ] * p.
(produit tensoriel des flaches canoniques plzRHomS(Ll,Lz) — Rﬂom(PlLl—’Plzp12,ZL2)
1 '
% LU ! N PPN N
et p23RHoms(L2,L3) — RHom(p23p23’2L2,P3L3)) , de la fleche deflnle par la fléche

1 !
¥* . L p¥ ' 2 i t1
de changement de base P12p12,2L2 I p23p23’2L2 , et d'une fléche de composition

habituelle sur les RHom,

Soient e¢' : C' —3> X

X5 [ ———->X2 des correspondances, et

3

Xy C" ~—> X 1la correspondance "composée", On déduit de 5.2.2 (ou 1l'on
2
 définit directement, par une composition analogue & celle qu'on vient de décrire)
g

c:C=¢'

un accouplement

L

1 i
1,cé Lz) By R@(cgﬁz,c"'
2

!
3 L3) —_—> RHom(cieLl,c3L3) .

(5.2.4) RHom(ci*L
d'oli un accouplement " composition" (u,v) —> vu

§ ! . 1
14 [ A " T :
(5.2.5) I-Iom(vc1 Lis¢) LZ) ® Hom(u.2 i2,03 L3) —_— Hom(ci@Ll,c3L3)

On vérifie que la composition des correspondances est compatible aux images

directes, dans le sens suivant. Soient, pour 1 <i<3, fi : Xi ﬁYi un
"

S-morphisme, f2 étant propre, c', c¢", ¢ des morphismes comme ci-dessus, avec c'

et ¢" opropres, d' ¢ D' —=> Y. , d" : D" —-—>Y23 des morphismes propres,

d:D=0D' ¢ D" —=Y , et des carrés commutatifs
: 2
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"

X12 < C X23<§‘——-—— C
f12 £33

/

1 "

Y12<?—~"—— D Y23<?———‘_ D

On a alors un carré commutatif

1 ' 5.2.5 w1
1 ' 1L " 2. 3 !
(5.2.6) Hom(cl*Ll,cz Lz) ® Hom(cz"sz,c3 L3) ,»Hom(clLl,c3L3)
£10%® Fogs lf13ee
Hom(a! . ,d! ') ® Hom(an, ,dt ") ———225 o mom(die ,dlM)
14 5 Mysdy M M9t s

ol M_l = fl!Ll N M2 = fz%L2 » M3 = f:,)_),‘_M3 , et un carré commutatif analogue avec

des RHom, que le lecteur écrira.

Enfin, supposons que X1 = X3 s Ll = L3 . L'accouplement fondamental

4.1.2 peut s'interpréter comme le composé de 1'accouplement
P P p P

L L L L L
3 L3 * 4 3 3
(5.2.7) qjpL; ® qil, ® q2DL2 ® qjL; —> afDLy ® qz*KX2 ® qul

2

X12 via la diagonale X12 —_— X1 Xg X2 Xg Xl (qi : X12 _—> Xi désignant la

projection), et de 1'accouplement

L .
défini par L, ® DL2 —_ KX , ou, ce qui revient au méme, induit par 5.2.1 sur
2

L L
ki *
(5.2.8) 4jDL; ® qZI%(Z ® qlil —_— lez

L
défini par DLl ® L1 —_— KXl . Il en résulte que, pour u € HomS(Ll,Lz) B

0 ,
v € HomS(LZ’Ll) , on a, dans H (X1 Xg X2’ KXl Xg X,)) s
(5.2.9) <u,v>=<vu,l> ,

ot 1 désigne la correspondance identique de L1 a L1 sur X

support dans la diagonale (3.2 b)), et le cup-produit au second membre est pris au

1% % o2

sens de 4.2.5 , compte tenu du fait que le produit fibré X x X X (par
(X, xg X7 7L

. = . - AN

Pyg ¢ X —> X, X %g X, et la diagonale X, —— X1 Xg Xl) s'identifie a

X X2) . On voit de méme, plus généralement, que, si c¢' : C' —>X s

1 %5 12

e" 2 O D> X,1 sont des correspondances, ¢ : C=Cyx C">X

X la

Xy xg Xy
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correspondance composée, et d : C' XX12 ¢ =D —— X12 la correspondance inter-
) ! 9 ! .
gection, on a, pour u € Hom(ci*Ll,cé L2) , VE Hom(c;*Lz,c; Ll) s, 1'égalité

suivante dans HO(D,KD)

(5.2.10) <u,v >=<vy,l >
ot 1 désigne comme ci-dessus la correspondance diagonale, et D est identifié au
produit fibré de C ——> X1 %g X1 et la diagonale X1 —_ X1 Xg X1 . Les for-

mules 5.2.9 et 5.2.10 généralisent une formule bien comme dans le cas des coeffi-

cients constants ([127 1.3.6 (ii) c)).

5.3. Produit tensoriel externe de correspondances.

Soient, pour 1 <i <4 , Xi un S-schéma, X = Xl Xg X2 XS X3 Xg X4 s

X = X,

Vs ,
iy i Xs Xj » L; €ob D, (Xi) . L'isomorphisme de Kunneth (1.7.6, 2.2.4)

tf

L L
DL; ® DL, —> D(L1 8 L3)

définit un isomorphisme sur X

L L L - L L L
(5.3.1) (DL1 2 L2) B (DL3 B L4) —_— D(L1 N L3) ® (L2 3 L4) s
qu'on peut, d'aprés 3,1.1, récrire sous la forme

L -~ L L
(5.3.2) RHomS(Ll,LZ) ® RHomS(L3,L4) — RHomS(Ll 8 LysLl, B L4)
D'od un accouplement, dit produit tensoriel externe,

. L L

(5.3.3) HomS(Ll,Lz) ® HomS(L3,L4) —_ HomS(Ll ®; LysL, & L4) s

L
qu'on notera (u,v) —=>u ®S v . L'accouplement 5.3.2 peut aussi s'interpréter comme
composé du produit temsoriel externe

L L

®S E3,E ®,E,)

L
RHom(El,EZ) B RHom(E3,E4)» —> RHom(E 2 ® E,

1

(ot E = pfz 1Ly » ete., avec des notations évidentes) et de 1'isomorphisme défini
3
L

L
~ 1
Par Kunmeth E, 8 E,—>p (L, ® 1,) (1.7.3) .

24 Ly B Ly
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Soient c¢' : C' —> X, e" s ¢ —>X des correspondances,

34

c:C=C(' Xg ¢l —= X = X13 %g X24 1a correspondance produit. On déduit de 5.3.2,

ou 1'on définit de manidre analogue, un accouplement

L

)
I N 13
) LZ) B RHom( ¢l *T,

3 k32 4L4)

(5.3.4) RHom(c1 1

L

—_—> RHom(cl3( 1 8 3) 24(L2 ®s L )) s

d'ot un accouplement produit tensoriel externe, (u,v) > u ®S v o,

{

{ AN "
(5.3.5) Hom(c1 1° c2 Lz) ® Hom(e}*L,, ¢ 4)

— Hom(e¥, (1, @s L), o, @, ®S L)

On vérifie que ces accouplements sont compatibles aux images directes, dans

le sens suivant. Soient, pour 1 <1 <4, fi : Xi —>Yi un S-morphisme,

"

¢', ¢", ¢ comme ci-dessus, avec c' et c" propres, d' : D! —> Y,
n . " 2 . = 1 n = B
d" : D —-%YSAP des morphismes propres, d : D =D Xg D" —> Y le %g 134 s
et des carrés commutatifs
6""_— ¥ 1"
XlZ C X34 e
f12 £3,,
1 D —— U
le <D Y34 D
On a alors un carré commutatif
LS
(5.3.6) Hom(cl L1s%) L2) ® Hom(c3 32€), L4) 2320 5 ﬂom(c13 13° 24 24)
£10 ® £5, £13,24%
3.5
K 1 134 ne
Hom(d; M1 dj M ) @Hom(d}#iy,d) M ) —2:3:2 5 yom(a# oM 504, 24 24 -
L L
ot Mi = fi!Li si i =1,3 et fi*Li sinon, Lij =L ®S Lj 5 Mij = Mi ®S Mj

(On a aussi un carré analogue avec des RHom).




Supposons que X3 = X2 s X, =X » L3 = L2 , L, =1L . Un raisonnement

analogue 2 celui du dernier alinéa de 5.2 montre que, pour u € HomS(Ll’LZ) s
v € HomS(LZ’Ll) , on a

L
(5.3.7) <u,v>=<u®v,1> ,

ot 1 désigne la correspondance diagonale de L a 'L12 sur X , et le

12

cup~produit au second membre est pris au sens de 4.2.5 . Plus généralement, si

12

¢! ¢ GV —> X12 , e O —=> X sont des correspondances, leur "intersection'

21
¢=2¢' %y C" s'identifie au produit fibré de C' %g ¢ —> X = X, Xg X2l et
12 \
de la diagonale X, —=>X , et 1l'on a, pour u € Hom(ci’“‘Ll,cz"Lz) ,

5 !
v E Hom(cE"‘Lz,ci'Ll) , 1'égalité suivante dans HO(C,KC)
L
(5.3.8) <uwv>=<ul v, 1> |,
ot 1 désigne comme ci-dessus la correspondance diagonale. On a donc deux procédés

"diagonaux" (5.2.10, 5.3.8) pour le calcul du "terme local de Verdier" < u,v >
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6. Appendice. Formule de Lefschetz pour les faisceaux cohérents,

Dans ce numéro, S désigne un shcéma noethérien. Les S-schémas considérés
seront supposés séparés et de type fini. Rappelons que, d'aprés Nagata, tout
S-morphisme entre de tels schémas est compactifiable, i.e. se factorise en une im-
mersion ouverte suivie d'un morphisme propre. Pour tout S-schéma X , nous noterong

D(X) la catégorie dérivée de celle des QX—Modules.

6.1 Rappelons ([8] App.)que pox tout S-morphisme £ : X —=3>Y , on dispose
!
d'un foncteur £ : pty) — pT(X) (et d'isomorphismes de transitivité
\ 1
(gf) = f'g pour un composé gf , avec condition de cocycle). Pour £ propre,

1
f° est "adjoint" & droite du foncteur £ ) —=tw (1'indice
* coh coh
"coh" désignant la sous-catégorie pleine formée de complexes & cohomologie cohé-

rente), cette adjontion se précisant en un isomorphisme
! ~
(6.1.1) £ RHom(E, £ F) ——> Ritom(£ E,F)

pour E € ob D(X) F cbp (YY) , défini de manidre analogue 3 1'isomorphisme (SGA &

coh’
XVIII 3.1.9.6) . Les considérations de ([8] App.5), jointes au théoréme de dualité

pour l'espace projectif, montrent que, si f est lisse, purement de dimension d ,

on a un isomorphisme canonique
! ~ d
(6.1.2) 'L «—— %L ® QX/Y[d] ;

si de plus f est propre, la fléche

d
. 3
(6.1.3) Tre @ £,(£%L ® QX/Y[d]) — 1L
!
déduite, par 6.1.2, de la flache d'adjonction £, f —>1 , cofncide avec le mor-
phisme trace ([87 VI).
6.2 Contrairement 2 ce qui se passe dans le cas des coefficients discrets, il

n'y a pas ici de sous-catégorie raisonnable de D stable par "les six opérations”
L

1
(g%,f,,f ,£,,® , RHom) . La notion de finitude la plus naturelle semble &tre celle

*?

de perfection relative (SGA 6 IIL 4). Si X est un S-schéma, et L € ob p(x) ,
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rappelons qu'on dit que I est parfait rel. &4 S si L est de tor-dimension finie

rel. & 8 et & cohomologie cohérente. Nous noterons D(X) la sous-catégorie

parf/s

pleine de D(X) formée des complexes parfaits rel. 2 S ., Elle n'est stable en
L

général ni par ® ni par RHom . Cependant, si E est parfait (au sens absolu),

et F parfait rel. 3 S, RHom(E,F) est parfait rel. & § {SGA 6 III 4.9). D'autre part,

goient, pour i = 1,2, Xi un. S~schéma, Li € ob D_(Xi) . Nous poserons, comme 1.5,

L L
= 3 *
Ly ® L, = LpjL; ® LpjL, s
ob Py X1 Xg X2 _— Xi est la projection, La considération de cet objet n'est

raisonnable que si X et X sont tor-indépendants sur S

1 ) , i.e. (8GA 6 IIT 1.5)

si Tor?(QX,QY) =0 pour i# 0 . Supposons qu'il en soit ainsi : alors, si L
L
et L, sont parfaits rel. 2 S , il en est de méme de L & L, (SGA 6 IIT 4.7).

Soit f : X ——>Y un S-morphisme. Si £ est propre, on a

f*D(X)parf/SC: D(Y)parf/s (SGA 6 III 4.8). Si £ est de tor-dimension finie, on a
!
f*D(Y)parf/S c D(X)parf/s (SGA 6 III 4.5), et f D(Y)parf/s c D(X)parf/s (scA 6
III 4.9).
Pour tout S-schéma a : X —=> S , nous poserons
) ot
(6.2.1 KX =a QS ,

et noterons Dy (ou simplement D ) le foncteur RHom(—,KX) . 81 X est de tor-
dimension finie sur § , KX est parfait rel. & S et, pour tout

L € ob D(X) on a DL € ob D(X) , et la flache canonique 1 —= DDIL

parf/s ° parf/s

est un isomorphisme (SGA 6 IIT 4.9).

Soient f : X ~——>Y wun S-morphisme, L € ob D(X) , M € ob D(Y) . Si
f*M est défini (par exemple si M € ob D (Y) ; ou s1 £ est de tor-dimension finie),

on posera

Homél)(L,M) = Hom(f#*M,L) , Homiz)(L’M) = Hom(L, £#M)

1
81 £'M est défini (par exemple si M € ob D+(Y) s ou si f est lisse, ou fini

1
et de tor~-dimension finie, ou composé de tels morphismes, car dans ces cas £  se
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prolonge, par 6.1.1, 6.1.2 en un foncteur défini sur la catégorie D(Y) toute en-
tidre), on posera
1 !
Homéa)(L,M) = Hom(L,f M) s Homéq)(L,M) = Hom(f M,L)
Les éléments de Homél)(L,M) s'appelleront, comme en 1.4, fleches de type i

de 1 dans M au-dessus de f (ou f-flaches de type i de L dans M). On

laisse au lecteur le soin d'expliciter la composition des fléches de type 1 ,
pour i fixé, et les catégories fibrées et cofibrées correspondantes. Rappelons
69

seulement les formules d'adjonction partielle Homg (L,M) = Hom(M,£,L)  ( pour

M€obD(Y),LEob »r(x) Homé3)(L,M) = Hom(f,L,M) (pour f propre,

+

L € ob DX, ; » MEobD a

6.3 Dans la situation de 1,6, supposons X1 et X2 tor-indépendants sur § |
ainsi que Y1 et Y2 . Alors, pour L, € ob D(Xi)parf/s , la flache de Kunneth

1.6.4 est définie (utiliser le fait que la tor-dimension finie relative se conserve
par image directe (SGA 6 IIT 3.7.1)) et est un isomorphisme (pour le vérifier, omn
peut supposer S et Yi affines, et, pour un calcul & la Eech, on se raméne &
supposer aussi Xl et X2 affines, la conclusion est alors conséquence triviale

- 4 =z 1
des hypothéses de tor-indépendance), D'autre part, pour M, € ob D(Yi)parf/s

3

avec fiM1 ou fZ!M2 dans Db , la flzche de Kunneth 1.7.3 est définie (%) s

et est un isomorphisme quand fl et f2 sont de tor-dimension finie, comme on le
vérifie facilement 2 l'aide de 1'isomorphisme de Kunmneth de type 1.6.4 qu'on vient
d'indiquer, conjugnué 2 6.1.2, et 6,1.1 dans le cas olt fi est une immersion fermée.
En particulier, si Xl et X2 sont de tor-dimension finie sur § et tor-indépen-

dants, 1.7.6 est un isomorphisme.

On définit comme en 2.1 RHom(u,v) pour (u,v) de type (2,1) (resp. (3,4,
avec f propre afin d'éviter les pro-objets dis a un £, ) . Avec des hypotheéses
de degré convenables (voir par exemple ({97 V 2.3)), les fléches d'évaluation

(2.2.2) et de produit tensoriel (2.2.3, 2.2.4) sont définies, et les flaches

*
&) Dans le cas propre ou lissifiable, la définition de la flache est immédiate ;
on peut ramener le cas général au cas lissifiable par descente cohomologique.
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2.2.3, 2.2.4 (sous réserve qu'elles soient définies) sont des isomorphismes dés que

El et E2 sont parfaits (au sens absolu),

Dans la situation de 2.4, supposons les couples (Xl,Xz) s (Xl’YZ) s

propre, E, , F, ,

(Y1’X2) s (YI’YZ) tor-indépendants sur S , f i i

1
Pi’Qi s RHom(Ei,Fi) s RHom(Pi,Qi) parfaits rel, 2 S , et les fléches de

L L L L
! ! ! !
Kunne th le.1 B Q —> (£; x4 ¥,) ' (Q ® Q) , £,Q 8 F, —> (£ x5 ¥,) (Q 8 F,)
des isomorphismes. Alors 2,4.1 et le diagramme de 2.5 sont définis, et ce dernier
est commutatif (toutefois les flédches horizontales ne sont pas nécessairement des

jsomorphismes). La vérification est la méme que pour 2.5

X

6.4 Soient, pour i = 1,2, Xi un S-schéma, X = X1 xg X5 5 Py

X —>X,

: X, —> 8 les projections canoniques. On suppose X, et X, tor-indépen-
q; i J PP 1 2

dants, et dq; de tor-dimension finie, Soient d'autre part Li € ob D(Xi)parf/s .

par 1'analogue de 2.2.4 , on a une fldche canonique
L ' L

: !
(6.4.1) DL; & L, —> RHom(L1 8 0

L
~x2’q195 B L)

L
1 ~ 1
d'oti, en composant avec 1'isomorphisme de Kunneth (6.3) q.0. ®. L. —> p.L une
’ =8 %5 2 Pyty

flache

L

!
(6.4.2) DL) ® L, —> RHom(p}L

1°Ply) -

la flaéche 6.4.1 (donc aussi 6.4.2) est un isomorphisme, comme on le voit en se ra-

menant au cas oft 9 est une immersion fermée.

Comme en 3,1.2, nous poserons

Y . 1
# ’ = 3 : =
(6.4.3) RHom(plLl,szz) RHomS(Ll,Lz), Hom(prl,szz) HomS(Ll’LZ) s

et appellerons les éléments de HomS(Ll’LZ) correspondances cohomologiques de

L1 a L2 .8 ¢ : C—3>»X est une correspondance (propre, en pratique), on a

par la formule d'induction ([87 IIT 8.8) ()

(%)

D
L'hypothése de "lissifiabilité" de (loc, cit.) est inutile,
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1 Y Y
: # : = * :
(6.4.4) . e RHom(plLl,szz) RHom(clLl,chz) s

f o | 1
3 - = 3 i !
et les éléments de Hom(clLl,chz) H (X,c.c RHom(plLl,szz)) s'appelleront cor-

respondances (cohomologiques) de L1 a L2 2 support dams C . Nous verrons plus

loin des exemples, analogues & ceux de 3.2.

6.5 Soient, pour 1 = 1,2, fi : Xi — Yi un S-morphisme propre,

£f= f1 Xg fZ ¥ X—>Y . On suppose Xi et Y. de tor-dimension finie sur § ,
et les carrés de 2.4.0 tor-indépendants. Soient Li € ob D(X]._)}_’sz/S . On définit
comme en 3.3.1 un isomorphisme

(6.5.1) f*RHoms(Ll,Lz) E— RHomS(fl*Ll,fZ*Lz) s

d'olr, par application de RT(Y,-) , un isomorphisme

(6.5.2) £, ¢ Homg(L;,T,) —=> Homg (£, ,L.s 5, L)) >

#7110 T2%72

qu'on notera simplement u ——>u, quand Y1 = Y2 =8 , On a un diagramme commu-
tatif analogue & 3.4.1, comme il découle de l'analogue de 2.5 signalé en 6.3. On
en déduit un corollaire analogue & 6.5, et, dans le cas ol Yl = Y2 =35 est le
spectre d'un corps, une deécription, analogue a celle de 3.6, des opérations u,

sur la cohomologie.

Etant donné un carré commutatif 3.7.1, avec ¢ propre, omn a, pour

K € ob D+(C) une fleche canonique

1 !
(6.5.3) f,ep 0 K —> 4,4 £,K ,

définie de la méme manidre que 3.7.3 (1'isomorphisme g%c'! — d!f* est valable
aussi dans le présent contexte : définition de la flache par transposition d"une
flache de changement de base, et vérification du fait que c'est un isomorphisme par
réduction auxcas ot d est lisse et est une immersion ferﬁée). Prenant

K = RHomS(Ll,LZ) , on déduit de 6.5.3 et 6.5.1 des fléches canoniques
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1 !
P ! !
(6.5.4) f*c*RHom(_cl*Ll,chz)—%d*RHom(di"(fl*Ll),dz(fZ*Lz)) s

!
(6.5.5) £, + Hom(efly,c L)) ——> Hom(d§(£, ,1.1),d,(£,,L,)) ,
analogues & 3.7.5, 3.7.6.
6.6 Soient, pour i = 1,2, Xi des S-schémas de tor-dimension finie et

tor-indépendants, Et L; € ob D(Xi)parf/s

d'évaluation DLi ® Li —> KX définit, comme en 4.1, des accouplements "cup-
i

Produits" analogues & 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4

Soient ¢ : C—>X , d:D-—>X des morphismes propres,

e =c Xy d: E—>X, P, QC¢€ob D(X)P . D'apreés 6.1.1, on a

arf/s

!

c,c P = RHom(Rc

% P)

%QC’

(et un isomorphisme analogue avec d ). Supposant c¢ et d de tor-dimension finie
aux points au-dessus de e(E) , on en déduit, par produit tensoriel, une flache
canonique

L L L

! !
(6.6.1) Cy¢ P ®dd'Q —> RHom(Re, 0, ® R4, 0 , P® Q)

Quand ¢ et d sont tor-indépendants, le second membre se récrit, par Kumneth et

L L

1

6.1.1, e,e’ (P®Q) , et 6.6.1 prend la forme 4.2.3 . Pour P = DLl ®S L2 s
L .

Q= L1 8% DL2 » on déduit de 6.6.1 et des accouplements indiqués ci-dessus des

accouplements analogues & 4.2.4 , 4.2.5 :

L L
!
(6,6.2) C*RHom(c*l*Ll,chz) ® d*RHom(diéLz,dlLl) —-—> RHom(RC%QC ® Rd%QD,KX)

! ! L
(6.6.3) < , >: Hom(Ci*Ll,chz) ® Hom(dng,dlLl) —_ Hom(Rc*gC ® Rd*gD,KX)‘ .

. Le produit tensoriel externe des flaches

Tout comme les accouplements de 4.2, ceux-ci sont compatibles 2 la localisation étale,

Quand ¢ et d sont tor-indépendants, le second membre de 6.6.2 (resp. 6.6.3)

. c e . 5 o
s'identifie canoniquement & e Ky (resp. H (E,KE))




126

Le théoréme 4.4 a 1'analogue suivant :

Théoréme 6.7 - Soient, pour i = 1,2, £ : Xi —>Yi un S-morphisme propre,

i
f = f1 Xg tz P X —Y p; ¢ X——-—>Xi s 45 ¢ Y—éYi les projections. m
d'autre part un cube 4.4.0 & faces horizontales cartésienmnes, avec c¢' , c", d',
d" propres, et c', c (resp. d', d") de tor-dimension finie aux points au-dessyg
' = ' "o " [ '

de c(c) (xesp. d(D)) . On pose e} = p;c , e =piet, di qid s
"= n . .
ay pid . Soient enfin L, € ob D(Xi)parf/s . On suppose les couples (Xl,XZ) ,
(Xl’Yz)’(Yl’Xz)’(YL’YZ) tor-indépendants sur S , et X, et Y, de tor-dimension finje
sur S . On a alors un carré commutatif
(6.7.1)

1 1 3% l! L " n! (1) L

fe(_c*RHom(c1 L1s¢ L) & f*c%RHom(c L,y Ll) —_— f*RHom(Rc , ® R *__CIISKX)
(2) €]

d'RHom(d' M d' M ) ; d“RHom(d"”‘M an’ M ) —(3—)—> RHom(Rd [0 & rd )

®m 1 2°°1 om Wpoky)
oit Mi = fi*Li , (3) est donné_par 6.6.2, (1) est déduit de 6.6.2 Ear application

L

de f, et composition avec la flache canonique f.c! ® £l —> £, (c ® c") , ()
est produit tensoriel des flaches 6.5.4 relatives aux faces contenant f , et (4)

est cbmposé de l'isomorphisme de dualité 6.1.1 et de la fladche définie par la fl&che
L
canonique Rd‘@—])' ® RA}0 D" —_— f (Rc%gc, ® Rc'

) (adijointe du produit tensoriel

é_Cn

—> Re"0., )

R f*Rd" %00

des fléches "de changement de base" £*Rd!0 , —> Rc[0 40 D"

%—-D' 3% Cl

La démonstration est essentiellement la méme que celle de 4.4, nous laissons

au lecteur les menues modifications & apporter.

Lorsque c¢' , c"

sont tor-indépendants, ainsi que d', d" , la flache

(4) de 6.7.1 se récrit sous la forme f\ec%KC —> 4K, elle est simplement dé-

finie par la flache d'adjonction = 5.8 KD —> K, (comme la filzdche (4) de

gsK¢

4.4.1). Il ne serait cependant pas naturel de ne comsidérer que ce cas, car on ex-

clurait ainsi les correspondances a intersection excédentaire.

On déduit de 6.7 des formules analogues & 4.5.1, 4.7.1 : sous les hypothéses

} 1
c)'L,) v € Hom(cg* 9 cl'L )y |,

'
de 6.7, on a, pour u € Hom(c1 Ly Ly s

§
|
i
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(6.7.2) <fufv>=f <uv>

o fLu (resp. fv ) désigne la correspondance image directe de u (resp. v)

au sens de 6.5.5, et f, au second membre est 1'homomorphisme
L

L
(6.7.3) Hom(Rc;QC, ® Rc';gc,,,KX) —_— Hom(Rd;{gD,@ RdLLQD,,,KY)

composé de 1'isomorphisme de dualité 6.1.1 et de la flache induite par la fléche
L L
canonique RdégD' ® Rd;gD" _— f*(Rc%gC, ® Rc;QC") citée dans 6.7 . Quand

y, =Y, =8 =D'=D" , 6.7.2 est la formule de Lefschetz-Verdier,

A titre d'illustration, nous allons montrer que cette formule implique la

formule de Woods Hole [1] .

6.8 Nous aurons besoin pour cela de quelques rappels sur la classe de cohomo-
logie "de Hodge'" associée & un sous-schéma régulidrement plongé d'un schéma lisse

et les résidus de Grothendieck ([87 IIT 9). Soient f = X —> S un morphisme lisse
purement de dimension relative N , i : Y €——>= X une immersion régulidre de co-
~dimension d (i.e. ((SGA IV 16.9.2),(SGA 6 VII 1)) un sous-schéma fermé défini lo-
calement par une suite réguliére de d équations, ou, dans une terminologie équiva-
lente ((8 TIT 1), (SGA 6 VIII 1)) une immersion fermée (localement) d'intersection

compléte de codimension d ). Posons g = fi . On associe alors & Y un élement

d d
(6.8.1) cLX/S(Y) € EXtQX(gY, QX/S) s

appelé classe de cohomologie associée 2 Y , défini de la manidre suivante. D'aprés

le théoréme "de pureté" ([8] IIT 7.2), on a

0 si i#d

i d
(6.8.2) EXtQX('QY s QX/S) = I
d d ..
Hom{ A NY/X s OX/S ® QY) sii=d,
olt NY/X = I/I2 est le faisceau conormal (I = Ker QX ———>_QY) . Par suite,

d d o d d
(6.8.3) ExtQX(QY,QX/S) = H (Y,Hom(} Nsx 0 %ys @ ()]
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cres . . 1 . . . . Ciogad
La différentielle : Q_X —_— QX/S induit une application QY linéaire

/s
dX/S ®1: NY/X e Qi(/s ® QY . La puissance extérieure d-iéme de cette applica.
av d .
. . a
tion est une section globale, sur Y , de A NY/S ® QX/S , dont 1'image dans
xtd (o ,Q;i( ) par 1'isomorphisme 6.8.3 est par définition la classe 6.8.1 .
0y =YX/

ay
Supposons g fini et plat (donc d = N) . Soit w € 1207, A NY/S ® Qi/s) .

D'aprés 6.8.2 et 6.1, on peut voir ® comme un homomorphisme

!
QY — g'gs(= [\d\l\,IY/S R Q;d(/s) , donc, par adjonction, comme un homomorphisme
—> 0Og - On définit le résidu (relatif 2 g) de w comme la section de O image
(w) (cf.([87 ITI 9)). Notoms d'autre

849y

de 1 par cet homomorphisme, et on le note ReSY/S

part i,w € HN(X,Q}I;]/S) 1'image de w par le composé de 1'isomorphisme 6.83 et de la flay,
. N N N N . £
canonique EXEQX(—QY’QX/S) —>H (X,QX/S) . Quand f est propre, il découle de la tramsjy,
1
vité pour les morphismes trace (ou fliches d'adjonction) i, i —>1 ,

!
f*f' —>1 , que 1l'on a
€6.8.4) ResY/s(w) = Tr.(iw

: HN(X,QE/S) —>H°(s,gs) est défini par la flache d'adjonction

1
£,£0, = Rf*Qg/S[N] —> 0¢ (6.1) . D'autre part, sans hypoth&se de propreté, on

a la compatibilité importante ([[8] III 9 R6)

(6.8.5) Res (yed, ,.(Y)) = T (y) ,

v/s Vx5 /s

pour y € HO(Y,_QY) , ol TrY/S : -——é_qs désigne la trace au sens classique,

80y

. - ' . P s s .
i,e. TrY/S(y) trace de 1'endomorphisme de g%_Q_Y défini par la Tnultlpllcatlon

par vy (cette compatibilité n'est pas démontrée dans (loc, cit,) ; le cas N =1
est traité dans [Raynaud, Anneaux locaux henséliens, VII 1 , Lecture Notes in Math,

n°l69 , Springer Verlag, 1970 ]) . En d'autres termes, Tr

/s correspond, par

1
adjonction, & 1'homomorphisme QY e g'gs défini par la multiplication par
C&X/S(Y) . Il en résulte que, pour F € ob D(S)coh , la flache

Ly

! St H
(6.8.6) g*F —> g’ F = g'F @ g O

donnée par le produit par c%X/S(Y) correspond par adjonction & la fléche
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(6.8.7) 848"E = F é g0y —>F

définie par TrY/S : g%o_Y —%QS

6.9 Soient X (resp. Y) un S-schéma propre et lisse de dimension relative

n (resp. n), Z =X Xg Y , a:A—>7Z ,b:B%—>7 des immersions réguliéres
telles que a2 s A—>7Y.  , b1 : B——>X soient finis et plats (on-note

Py 2 —=>X |, Py Z —>Y les projections, et a, =p.a , bi = pib ),

. c = Vaoas .
c:C=A X, B—>Z , LEob D(X)parf , M€ ob D(Y)Pa (1'indice part si

rf
gnifie "parfait au sens absolu" , ce qui équivaut aussi 3 parfait rel, & § s

X et Y étant lisses). On suppose C fini et plat sur § ., Les hypothéses faites

entrafnent donc que ¢ est une immersion régulidre et que a et b sont tor-indé-

pendants.
On a p*Ql = Ql pr Lo Ql et une décomposition
/s = %y o Pollyys = Ogyx
1 _ A1 1 ' . . -
~QX/S = QZ/Y 57 QZ/X , d'ot, pour tout entier r , une décomposition
r - i i
(6.9.0) s = B oy el

i+j=r

!
D'autre part, d'aprés 6.1,2 , on a pZ‘M = p*2éM® Qrzn/Y[m] , donc

) ’

o ! 5 ! _ LS. m
H(Z,a,a RHom(pr , pZM)) = Extgz(afL,azM ® 0 2/Y

d'oti, par 6.4.4 et 6.8.2 , un isomorphisme

* ! _ .0 5 s my m
(6.9.1) Hom(alL,azM) =H (A,RHom(afL,azM) ® A NA/Z ® QZ/Y)
On a de méme un isomorphisme

s ! _ .0 E ny n
(6.9.2) Hom(sz,blL) H (B,RHom(sz,blL) ® A Np/z ® QZ/X)

_ Soient wu ¢ Hom(aTL,az*M) , vV E Hom(bg'M,b%{L) , notomns

(6.9.3) <u,v>¢ H°(C,9C)
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- = & #1,, cH o
l,a section TF(uCVC) Tr(vcuc) » ot u, € Hom(clL,czM) et vg € Hom(czM,clL)
sont induits par u et v . Considéroms la correspondance cohomologique
i i ! N !
u € Hom(aTL,aéM) (resp. v € Hom(bgM,blL) ) déduite de u (resp. v ) par compo.

sition avec 1'homomorphisme trace 6.8.7 aZ*aZM —= M (resp. b APTL —>1)

ou, ce qui revient au méme (6.8.6), par produit avec (A) (xesp. c&Z/X(B))

CLZ/Y

Notons en passant que cLZ/Y(A) (resp. c&Z/X(B)) est la composante dans
(o} m, m o ny
1A, N ﬂ‘:A/Z ®q),) (resp. H(B,A"N; ), ® Gp ) de ety () (resp. ety o(8) )

PP . . m m
définie par la projection QZ/S —> OZ/Y (resp. o /s _ QZ/X) de 6.9.0 . 0n

vérifie aisément que le cup-produit

[ m+n _ .0 mnY m+n
<u,v >€ ExtOZ " (0ps Q) =B (CATN, @ /g
défini en 6.6.3 est donné par
(6.9.4) bels - b, (et . (B)
6.9.4 <u,v >=<uv>cl, C{Z/XB
On vérifie d'autre part que 1'homomorphisme 6.7.3
Exty Qg0 jg) —> H (8,09
9, =C 92./5
est composé de la flache canonique Ext (O ,0272) —>H m+n(Z ;72) et du mor-
Z

m-+n

m+n
(z, Qg /g

phisme trace ) — HO(S,QS) . La formule de Lefschetz-Verdier

TrZ/S

6.7.2 fournit donc la relation

(6.9.5) < (u!) (v!)*> = TrZ/S(< u,v > C&Z/Y(A) CLZ/X(B))

*>

Grace 2 6.8.4 on peut récrire le second membre comme un résidu, de sorte qu'en résumé

on a obtenu :

Théoréme 6.10 - Sous les hypothéses»du premier alinéa de 6.9, soient

u € Hom(aTL,agM) , v € Hom(b?M,bTL) , et considérons la correspondance cohomologique

1 !
u  (resp. v) de L & M (resp. M2a1L ) a support damns A (resp. B) déduite de

u (resp. v) par composition avec la trace 2%aEM —> M (resp. ble?‘L — 1)

1 |
(6.8.7), et 1'homomorphisme (u), : £,0L —> g,M (resp. (v, & gM—> £,1)

! !
déduit de u (resp. v ) par image directe (6.5.5) (£ : X—>8§ , g: Y —>38
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désignant les projections). Alors, avec les notations de 6.8, 6.9.3, on a

(6.10.1) < (), () > = Resy (< uyy > ety (1) edy o (B)

Remarques 6.11. - a) On vérifie comme en 3,6, 2 l'aide de la description 3.5 b) de
1'image directe d'une correspondance, que, si h : Z —> S est la projection,

! .
(UE)* (resp, (v'),) 'est composé des fliches

(1) 5 (ha) ¥ = sy (2D
f L —=> (ha)*ai“L _— (ha)%azM = 8ydyganpM — > g M
&5) (hb) v 2)
(resp. g M ——> (hb) bIM ——> (hb) b3 = £.b, bIL —==> £.1) ,0n (1) est

1a flache de fonctorialité usuelle (définie par la fleche d'adjonction 1 —2 al*af

(resp. 1 —> bz%bg)) et (2) est donné par la trace a,,85M —> M (resp.

bl%bi‘“L —> 1) (6.8.7)

b) Supposons que S soit le spectre d'un corps, L'intersection
c=A X(x ><SY)B est donc formée de points isolés. En chaque point z de Cv , choi~-
sissons, prés des images de =z , des suites régulidres (sl,...,sm) s (tl,...,tn)
d'équations de A,B . Alors 6.10.1 s'écrit, avec la notation des symboles résiduels

de ([8] 111 9),

(6.11.1) <(u!)*,(v!)*>= ) ; Res (<u,v > T3 (dygss/s) T T

t./t,))
z €C 1<i<m 1<ji<n 1l

Z/X

s, {resp. d

7/5%4 t,) désigne la composante de type (1,0) (resp, (0,1)) de

ot d z/x%3

dy e8s (resp. dZ/Stj) dans la décomposition 6.9.0 .

Z/s

Corollaire 6.12 - (formule de Woods-Hole [17). On suppose que S est le spectre

d'un corps. Soient X un S-schéma propre et lisse, F _un S-endomorphisme de X ,

*
L un objet de D(X)parf (i.e. un complexe parfait sur X ) u ¢ Hom(F L,L} , On

M : . F . . ,
suppose que le schéma des points fixes X est fini et formé de points transversaux

(i.e. ot le graphe de F coupe transversalement la diagonale). Alors on a

z(-1>iTr((F,u),Hi(x,L)) = XZE i Tr(ux)/det(l—dFX) ,

ot (F,u) est l'endomorphisme de H (X,L) composé de H (X,L) —> B (X, FH)
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(image inversg) et de Hl(X,u) s Tr(ux) désigne la valeur en x de 1'endomorphisye
induit par u sur la fibre de L en x , et det(1-dF_ ) 1la valeur en x du dé-
_— —_ x’ —_—— —_—s

terminant de 1'application (1 - application induite par F sur Qi X)
3

Démonstration, On applique 6.10 en tenant compte de 6.11 a), b). Posons Z =X Xg X,

Soit X € XF . Prés de x , choisissons un systéme de coordonnées locales

. . n
(Xl""’xn) (définissant un morphisme é&tale dans As ), posons F,o= XiF , notong
(xl,...,xn s yl,...,yn) les coordonnées locales correspondantes sur Z prés de

z = (x,x) (?i =x; ® 1,y = 1® Xi) . Alors, prés de z ,

- - - P A 3 1Tz
(x1 SAERERTL N yn) (resp. (y1 Flovews ¥y Fn)) est un systeme régulier d'équa.
tions de la diagonale A (resp. du graphe B de T ). La contribution du second

membre de 6.11.1 en z est

dx.,..dx_ dy....dy
<u,l > = Resz(Tr(u) 7 L L = )

X - yl)"‘(xn - yn)(y1 - Fl)...(yn - Fn)

Notons qu'au numérateur on peut remplacer dy. ar
P p y; P

<

dy, - dF, = dy, - > , (dF,/dx, )dx, . Appliquant alors la formule ([87 III 9

* * T {<gi<n - 44
R3) 3 la situation (B&<>7Z —=>38 , (s,,...,8 ) = (y; - F ,...,y_ -F) ,

1 p 1 1 n n
(tl""’tn) = (Xl SR ERERFE yn) , w =(Tr(u) dx, ... dxn) , on obtient
dxl... dxn

¥ =

o <l >, = Res (W) =y o))
1 1 n n

Comme x est transversal, les X, - Fi forment un systéme régulier de paramétres

de QX x donc on peut écrire, prés de x ,
B

x, = %(x, -~ F,)e., s
i ? K| J 1]

ol (cij) est une matrice de sections de QX inversible en x , son déterminant

ayant pour valeur en X det(l—dFX)_1 . Grace a ([8] ITI 9 R1) on déduit donc de (¥)

dx,...dx
<u,l > = Resx(Tr(u)det(cij)

d'o, par ([8] IIT 9 R6) ,
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<u,l > = Tr(ux))detlc,,(x)) = Tr(u(x))det(1-dr )t
4 1] X
Le corollaire résulte donc de 6.11.1

Remarque 6.12,1 -~ Si XF est supposé seulement fini, le calcul précédent montre que

1'on a
i i s dep.eadxy
(-1 Tr((F,u),H"(X,L)) = Res_(Tr(u) ),
s x (xl - Fl)...(xn -F)

oft (Xi) est un systéme de coordonnées locales en x , et les Fi sont les coor-

données de F (prés de x ) dans ce systéme.

Le lecteur se convaincra, d'autre art, que la formule précédente est en-
s P P

core valable si X est propre et supposé seulement lisse aux points de XF
6.13 » Supposons que S soit le spectre d'une cléture algébrique du corps fini
Fq et que X/S provienne par extension des scalaires d'un schéma propre et lisse
X(]EA . Prenons pour F 1'endomorphisme de Frobenius de X/S "défini par 1'élé-
vation & la puissance q-iéme sur les coordonnées". On a XF = XQ(E&) et XF est
formé de points transversaux puisque dF = Q0 ., Si I est un faisceau localement
libre de type fini sur X et u € Hom(F¥L,L), la formule de Woods-Hole s'écrit donc
. . —
(6.13.1) T(-D'Tr((F,u),n (x,1)) = . Trlu L)
x € X (F )
o q
En particulier, pour L = QX , u l'isomorphisme canonique F%QX —:L—> QX , on

trouve
(6.13.2) Z(—l)iTr(F,Hi(X,QX)) =’Card(XO(EA)) (mod p)

La théorie d'Artin-Schreier permet de récrire le premier membre sous la forme
Z(—l)lTr(F,Hl(X,EE)) , ol H*(X,E}) désigne la cohomologie étale de X & valeurs

dans le faisceau constant Fp . Par un raffinement de cet argument, Deligne, dans

1/2

(sGa 4 Fonctions L), a déduit de 6.13.1 la généralisation suivante de 6,13.2
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Théoréme 6.13. 3 (Deligne) -~ Soient Xo un schéma séparé et de type fini sur Eﬁ ,

X le schéma déduit de XO par extension des scalaires 3 une clBture algébrique k

de Eﬁ , F 1'endomorphisme de Frobenius de X/k ., Alors, pour tout
' .
LO € ob Dctf(xo’Eﬁ) , on a, notant L - 1'image inverse de LO sur X ,

Z(—l)iTr(F,Hi(X,L)) = z . Tr(F,Lx) .
x € X

Signalons que le cas particulier de 6.13.3 correspondant & Lo = E5 a éte
établi par Katz dans (SGA 7 XXII) par une méthode toute différente, fondée sur le
calcul 2 la Dwork de la fonction z&ta d'une hypersurface. Par ailleurs, 6.13.2 dans
le cas propre et lisse est aussi conséquence immédiate de la formule de Lefschetz en
cohomologie cristalline ([5] VII 3.1.9). En fait, la cohomélogie cristalline donne
1'information plus précise que chaque facteur det(l—Ft,Hi(Xo/W)) € W[t] de la fone-

tion z&ta est congru mod p 2 det(l—Ft,Hl(Xo,QX )) (du moins si H*{XO/W) est sang

o
torsion). Katz a montré [117 qu'on pouvait obtenir, & 1'aide des estimations de
. . . . i j
B. Mazur [14], des congruences supérieures (faisant intervenir les H (XO,Q% ) et
1'opération de Cartier) pour des hypersurfaces (ou intersections complétes) lisses

dont on suppose les nombres de Hodge (dans la dimension intéressante) nuls jusqu'a

un certain cran,

D'autre part, si Xo est un schéma propre sur Eﬁ , géométriquement

intégre, et tel que Hl(Xo,gX ) =0 pour i >0 , la formule de Lefschetz-Verdier

6.7.2, appliquée 3 X = Xo ® ; et 1'endomorphisme de Frobenius de X , entratne
aussitdt que X posséde au moins un point rationnel sur Eﬁ (puisque
Tr(F,RT(X,QX)) =1 ) . Serre demande si cette conclusion est encore vraie lorsqu'on
remplace Eﬁ par un corps vérifiant (Cl) ([17] 11 3), parexemple UT(t) (Tsen),

ou T({t)) (Lang) (voir loc. cit, pour d'autre exemples) ; il fait observer en

effet que, si X est une intersection compléte de multi-degré (ml,...,mr) dans
P" , la condition de trivialité de la cohomologie équivaut ([16] n° 78) a la con-
dition my + ..t m < ntl , qui est aussi celle qui intervient quand on écrit la

condition (Cl)
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6.14 La formule de Woods Hole a de nombreuses autres applications, pour lesquel-

les nous renvoyons & [2] et 2 1'exposé de Beauville [4].

6.15 Le rédacteur n'a pas examiné le cas des composantes de points fixes de
dimension >1 , mais il n'est pas exclu que 1'on puisse déduire de 6,7.2 (conju-
gué probablement & Riemann-Roch) des formules de Lefschetz-Riemann-Roch dans le style
de celles de Donovan [7], Iversen [10], Nielsen [15] (du moins & valeurs dans le
corps de base), Il n'est pas exclu d'autre part que la formule 6.7,2, appliquée
au-dessus des nombres duaux, fournisse des formules de résidus pour les champs de

vecteurs analogues 2 celles de Bott [6], [3] .




136

BIBLIOGRAPHIE.

(1]

[2]

(3]

[4]

£5]

fe]

(7]

(8]

[o]

(103

(11}

Atiyah, M. et Bott, R. On the Woods Hole Fixed point theorem,

Proceedings of the Woods Hole Conference on Algebraic Geometry, 1964.

Atiyah, M, et Bott, R., Notes on the Lefschetz fixed point theorem for

elliptic complexes, Harvard University, 1964.

Baum, P. et Bott, R., On the zeroes of meromorphic vector-fields, in Essays

on topology and related topics, mémoires dédiés a Georges De Rham, Springer

Verlag, 1970.

Beauville, A., Formules de points fixes en cohomologie cohérente, in

Séminaire de géométrie algébrique, Université de Paris-Sud, Orsay, 1970,

Berthelot, P.,, Cohomologie cristalline des schémas de car. p >0 ,

Lecture Notes in Mathematics n° 407, Springer-Verlag, 1974,

Bott, R., A residue formula for holemorphic vector-fields, J. of Diff.

Geometry Vol 1, p. 311-330, 1967.

Donovan, P., The Lefschetz-Riemann-Roch formula, Bull, S.M.F., 97, p.257-

273, 1969.

Hartshorne, R., Residues and duality, Lecture Notes in Mathematics n° 20,

Springer-Verlag, 1966,

Tllusie, L., Complexe cotangent et déformations I, Lecture Notes in Math,

n® 239, Springer-Verlag, 1971.

Iversen, B., A fixed point formula for action of tori on algebraic varieties,

Inv. Math., 16, p. 229-236, 1972.

Katz, N,, Lettre & B, Mazur, 1971.




[i2]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

ScA 41

137

Kleiman, S,, Algebraic cycles and the Weil conjectures, in Dix exposés sur

la cohomologie des schémas, North Holland Pub, Company, 1968,

Langlands, R.P., Modular forms and 4-adic representations, in Modular
functions of one variable II, Lecture Notes in Math., n° 349, Springer-

Verlag, 1973;

Mazur, B., Frobenius and the Hodge filtration (estimates), Ann. of Math.,

98, p. 58-95, 1973,

Nielsen, H.A,, Diagonalizably linearized coherent sheaves, Bull. SMF, 102,

p. 85-97, 1974,

Serre, J.~P,, Faisceaux algébriques cohérents, Ann. of Math., 61, p. 197-

278, 1955,

Serre, J.P., Cohomologie galoisienne, Lecture Notes in Math, n° 5, Springer

Verlag, 1964,

Verdier, J.-L., The Lefschetz fixed point formula in étale cohomology,

Proceedings of a conference on local fields, Springer-Verlag, 1967.

Cohomologie étale, Par P, Deligne, Séminaire de Géométrie Algébrique du

Bois-Marie, Lecture Notes in Mathematics n° 569, Springer-Verlag, 1977.

Dans SGA 41

/2

: Finitude : Théorgme de finitude en cohomologie {-adique,
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Exposé III B

CALCULS DE TERMES LOCAUX

par Luc Illusie

Cet exposé, rédigé en janvier 1977, ne correspond & aucun exposé oral du
séminaire. il comprend deux parties indépendantes. Dans la premiére, nous calculons
les termes locaux de Lefschetz-Verdier pour des correspondances cohomologiques entre
courbes lisses sur un corps algébriquement clos, & support dans des correspondances
vérifiant certaines hypothéses de position générale. La formule que nous obtenons
fournit comme corollaires la formule de Verdier [6] pour les endomorphismes trans-
versaux (qui s'applique notamment au cas de 1'endomorphisme de Frobenius), et la
formule énoncée par Langlands dans ([4] 7.12). La méthode de démonstration est pa-
ralléle a celle suivie par Artin-Verdier dans [6]. On se raméne & prouver la nullité
du terme local lorsque les complexes de faisceaux donnés ont une fibre nulle aux
images du point fixe considéré, et 1'on démontre en fait une propriété plus forte,

3 savoir qu'une certaine fléche de restriction est nulle (2.5). Pour é&tablir cette
propriété, on commence par se ramener au cas d'une ramification modérée par des re-
vétements de méme degré des deux courbes données (afin de ne pas détruire les hypo-
theéses de position générale), puis 1l'on traite directement ce cas & l'aide du lemme
d'Abhyankar et du théoréme de pureté relatif. La deuxiéme partie de cet exposé, de
nature beaucoup plus technique, est inspirée de la méthode utilisée par Grothendieck
pour établir la formule de Lefschetz pour certaines correspondances cohomologiques

sur les courbes (voir XII et (SGA 41/2

Rapport)). Au n° 5, nous développons, pour
les complexes de modules sur un topos, une théorie de traces non commutatives qui
généralise la théorie commutative de (SGA 6 I) et redonne, dans le cas d'un topos
ponctuel, la théorie non commutative développée par Grothendieck dans le séminaire
oral (celle-ci était rédigée dans 1'exposé XI, malheureusement disparu). Nous appli-

quons les techniques du n° 5 pour définir, au n° 6, des termes locaux de Lefschetz-

Verdier pour des correspondances cohomologiques entre complexes de modules sur des
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anneaﬁx non nécess;irement commutatifs. Ces termes locaux se comportent comme des
traces non commutatives, et permettent notamment, dans le cas o% l'on prend comme
anneau de base 1'alggbre d'un groupe, de diviser canoniquement les termes locaux
ordinaires attachés & des correspondances équivariantes. A titre d'application, nous
démontrons. la conjecture de divisibilité de Grothendieck de (XII 4.5), sous une for-
me plus générale. Nous montrons également que les termes locaux définis par

grothendieck dans la formule de Lefschetz de XII sont bien les termes locaux de

Lefschetz-Verdier, et nous généralisons la formule de (loc.cit.).

Je remercie P. Deligne pour les utiles suggestions qu'il m'a faites au
cours de nombreux entretiens ; je lui suis particulilrement reconnaissant de m'avoir

signalé et aidé a corriger une erreur dans une démonstration primitive du théoréme

1.2
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I. - Correspondances en position générale entre courbes.

Dans cette partie, S désigne le spectre d'un corps algébriquement clos
k de car. p , A un anneau commutatif noethérien annulé par un entier premier a p
Pour tout schéma X sur S on notera D(X) 1la catégorie dérivée des faisceaux de
A-modules sur X Dctf(X) la sous-catégorie pleine de D(X) formée des complexes

de tor-dimension finie et 3 cohomologie constructible.

1. - Enoncé du théoréme et corollaires.

1.1. Soient X (resp. Y) un S-schéma localisé strict em un point fermé d'une
S-courbe lisse et séparée, A (resp. B) un S-schéma strictement local,

a: A—>X XS Y ,b:B—>X XS Y des S-morphismes. On note

Py ¢ X Xg Y —>X , Py © X Xg Y ——= Y les projections, a, = pia s

b, =pb % (resp. y) le point fermé de X (resp. Y ) . On suppose a, et b1

finis et surjectifs, et Ax B réduit au point fermé z d'image (x,y) dans

(X % V)
S
X XS Y
t
(¥) , uc€ Hom(aTL,aéM) ,

Soient L € ob DC (X) , M€ ob DC

tf tf

1
v € Hom(b?M,biL) . Notons
u, € Hom(LX,My) (resp. v, € Hom(My,Lx) )

1 'homomorphisme composé

af RT(A,u) 1 29
L_=RC(X,L) —> RT(A,afl) ———==> RI(A,a,M) ——> RT(Y,M) = My

»

|
o a,, est défini par la fléche d'adjonction a.M —>M (resp. 1'homomorphis-

32482
me composé analogue défini 2 1'aide de (b,v)). Comme L_ et My sont des complexes

parfaits de A-modules, on peut former le cup-produit (SGA 6 I 8.3)

(1.1.1) <u ,v. >=Tr(uv ) =Tr(v.u ) € A
2’z z % z z

Posons AX(I)[Zj =Ky, AY(l)[Z] =K, . D'apres (I 5) (ou (SGA 41/2 Dualité 1, ou

Finitude 4.1)) le fonmcteur Dy = RHom(—,KX) (resp. Dy = RHom(—,KY)) sur
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Dctf(x) (resp. D f

Dctf(Y)) , ona E-—— DXDXE (resp. E ———->~DYDYE) . On écrira parfois D au

(Y)) est dualisant, i.e. pour tout E € ob Dc (X) (resp.

ctf
! . .
lieu de Dy , Dy . Notonms d'autreLpart p, le foncteur p?(—)(l)[Z] . On a tri-
L ~ ! ~ ! 1 s
vialement K. ®S M— pM L ®S KY —_— plL , et il découle de (III 2.3) ,

par passage 2 la limite, que les flaches de Kunneth analogues & (III 3.1.1)

L ] L !
DL ® M —> RHom(pi*L,péM) » L ® DM —> RHom(ng,piL)

!
sont des isomorphismes. Comme a, est fini, a est fini, donc le foncteur a est

défini, et 1l'on vérifie facilement que l'on a 1'isomorphisme de transitivité
1
a!P; = a, . Grace & la formule d'induction pour a (SGA 4 XVIIT 3.1.12.2), on a

donc un isomorphisme canonique analogue & (IIT 3.2.1)

1 ! ~ !

a'RHom(pr,péM) _— RHom(afL,aéM) s

d'ott un isomorphisme

! ~ o : ! L
(*) Hom(a* L,a M) —>H (X x_ ¥, a,a (DL ® M)
On a de méme un isomorphisme

3t ! ~ o ! L

(3) Hom(sz,blL) —H" (X Xg Y, byb (L ®S DM))

On définit, comme en (III 4.1.2), un accouplement naturel
L L L L afn
(DL®SM)®(L®SDM)—->KX®SKY=1\XXSY(2) [4] “= KXxSY
Par composition avec 1'accouplement analogue a (III 4.2.3)

o Loy 1, L
a,aP@®bb Q—>cc(P®Q

L L
" P=DLQ® M = . = seon
ot S ;, Q=1L ®S DM , et ¢ : z AX(X X Y)B —>X Xg Y est la projec

tion canonique, et compte tenu des isomorphismes (%), (#%), on en déduit un accou-

plement analogue a (III 4.2.5)

! ! o !
< , > Hom(aéfL,azM) ® Hom(b%"M,blL) — H X Xg Ys cye Ky Xs Y)




142

!
On vérifie aisément, par passage 2 la limite, que c'KX = A , de sorte que
5 XS Y z

!
1o (x Xg Y, C*C'KX X Y) = /A . On dispose donc d'un "cup-produit"
S
(1.1.2) <wu,v>€AN

1.1.3 Soient X' (resp. Y') une S-courbe lisse, A' (resp. B') une S-courbe
séparée, a' : A' —>X' Xg Y' , b'" : B' —> X' Xg Y' des S-morphismes finis,

x' (resp. y') un point fermé de X' (resp. ¥') , z'

un point fermé isolé de

1 ' L] R 1 A’ R BI
A X (x Xg Y')B , d'image s (resp. t') dans (resp ), et tel que

aé (= pza') (resp. bi (= plb') ) soit quasi-fini en s' (resp. t') ,

i 1
t ' 1 1 1 131 [V ' t 3! 107
L' € ob D, f(X ) , M' €0bD, (¥') , u' € Hom(alel apy M), v € Hom(b,*M',b; L") |

t tf

On peut alors considérer le terme local (111 4.2.7) < u',v' > € A . D'autre part,
si X, Y, A, B sont les localisés stricts de X', ¥ , A" ,B' en

',y ,s' ,t",a:A—>X Xg Y ,b:B—=>X Xg Y 1les morphismes déduits
de a' ,b'" ,L=L"|X ,M=M|Y ,uc¢E Hom(afL, aéM) , vV E Hom(bgM,biL) les
flaches déduites de u', v' , les données (X , Y, a ,b ,u, v ) vérifient les
hypotheses du début de 1.1, donc un cup-produit 1.1.2 < u,v > € A est défini. T1
découle de la compatibilité de 1a formation des termes locaux (III 4.2.7) a la lo-
calisation (III 4.2.6) que l'on a <u',v' >é' =< u,v > . Il est facile de voir,
par ailleurs, que toute donnée X,Y,a,b,u, v) vérifiant les hypothéses

du début de 1.1 est induite par une domnée (X' , Y' , a' ,b' ,x' ,y',z2" ,s',

t' , u' , v' ) comme ci-dessus, ol 1'on peut supposer dé plus, si on le désire, que
P

A'x B' est réduit & z

(X' xg b 4D)

En général, les cup-produits 1.1.1 et 1.1.2 sont inégaux. On a cependant

le théoréme suivant, qui est le résultat principal de cette premigre partie

Théoreme 1.2 - Sous les hypotheses du début de 1.1, on suppose de plus que A B

(g

sont en position générale, i.e. que l'intersection des cdnes tangents en (x,y) aux

images de A et B dans X Xg Y est réduite 3 (x,y) , et que de méme A et

X x {y} sont en position générale, ainsi que {x} xY et B . Alors on a :

(1.2.1) <u ,v. >=<u,v>
Z V4
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Par la formule de Lefschetz-Verdier (III 4.7), compte tenu de 1.1.3, on

en déduit :

corollaire 1.3 - Soit F un endomorphisme d'une courbe propre et lisse X/§ tel
== —

r .
que le schéma des points fixes X soit fini et formé de points ol le graphe de

F est transverse 2 la diagonale. Soient L € ob D (X) , et u € Hom(F*L,L)

tf

Alors on a
Alors on a

Tr((F,u), RI[(X,L)) = E F Tr(uX,LX) s
x €X

ot la trace, aux deux membres, est prise au sens de (SGA 6 1 8).

Pour I concentré en degré O , 1.3 est le résultat d'Artin-Verdier
([6] 4,1). Par un passage a la limite expliqué dans XV, on déduit de 1.3 un résultat

analogue en cohomologie 4-adique ([6] 1.1), (XV §2 n° 3 prop. 2)

Corollaire 1.3.1 - Avec X et F comme en 1.3, soient L un Q&—faisceau construcs=

tible sur X (4 premier # p) , et u € Hom(F*L,L) . Alors on a :

s-Dire((r, 0,1 xX,1)) =D

Tr(uX,Lx)
x &€ X

F

Les hypothéses de 1.3, 1.3.1 s'appliquent notamment au cas ot (F,u) est

une correspondance de Frobenius (XV 2), d'ot la formule des traces de Grothendieck

1/2

([2] 5.1), (SGA 4 Rapport 3.2)

1.4 Avec les notations de 1.1, supposons b2 et a; finis et surjectifs

(au lieu de a, et b1 ), et considérons les correspondances duales (III-5.1)

1 '
Du € Hom(a?DM,aiDL) , Dv € Hom(beL,béDM) , et les homomorphismes
(Du)Z € Hom((DM)y,(DM)X) s (Dv)Z € Hom((DL)X,(DPDy) . Supposons (A,{x} x Y) en

position générale, ainsi que (X x {y},B) , (A,B) . Appliquant 1.2 3 Du, Dv

>

on obtient :

< Du,Dv > = < (Du)z,(Dv)z >

5
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d'ol, par (III 5.1.6) et (III 4.2.6),
(1.4.1) <u,v>=< (Du)z,(Dv)z >

De cette remarque et de 1.2 on déduit, par la formule de Lefischetz-Verdier

(11T 4.7)

Corollaire 1.5 - Soient X , Y des courbes propres et lisses sur S ,

a: A—>X XS Y ,b:B—>X XS Y des correspondances ofi A t B sont

x

des courbes propres sur S , L € ob DC (X , M€ ob Dc

tf tf

' 1
#, a M M,b. . = A B C s
u € Hom(alL,a2 ) , v E Hom(b? ,blL) On_suppose que G (x Xg 7 est fini

sur S et de la forme C = Cl--LLC2 , avec les propriétés suivantes : pour

z € C1 , les morphismes déduits de ay s bl par localisation stricte aux images
de =z sont finis, et si (x,y) désigne 1'image de =z dans X Xg Y , chacun

des couples (4,B) , (A, X X ¥} , ({y} x ¥,B) est en position générale en

(x,y) ; pour =z € C2 , les morphismes déduits de a b2 par localisation stricte
aux imapges de z gont finis, et chacun des couples “4,B) , A, {x}xD ,

(B,X x {y}) est en position générale en (x,y) ("position générale" signifiant

que 1'intersection des cones tangents en (x,y) aux images des courbes du couple

considéré est réduite 3 (x,y) ). Alors, si uy € Hom(RT(X,L) , RI(Y,M)) ,

vy € Hom(RT(Y,M) , RT(X,L)) sont les morphismes définis par wu,v (III 3.7.6), on

a, avec les notations de 1.1.1 , (III 5.1.5) ,

(1.5.1) <upvy>= 9, <u,v, >+ 2, < (w00, >

z € C1 z € 02
1.6 Admettant le formalisme de la cohomologie 4-adique, on déduit de 1.5, par
1a technique de passage a la limite de XIV, que, sous les hypothéses de 1.5 sur
X,Y,a,b, ona, pour L€ob Db(X,Q&) (4 premier # p) , M € ob Db(Y,Q%) s
u € Hom(aiL,a;M) , vV € Hom(bﬁM,biL) , 1'égalité analogue 2 1.5.1‘dans Q& . Cette
formule contient comme cas particulier la proposition 7.12 de Langlands [4] : ap-
pliquer la formule avec X =Y, M le faisceau F considéré par Langlands, L = oM

(o € Q%),A = ]a diagonale de X x X , b =la correspondance ¢ de (loc. cit.)
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]

u H

la correspondance a support dans A donnée par a_l t:L—>M

v = la correspondance & de (loc. cit.) ; avec les notations de (loc. cit.), C

1
(resp. Cz) est l'ensemble des points fixes o a < d (resp. a >d ).
1.7 Sous les hypothéses de 1.2, prenons pour u (resp. v) 1la correspondance
et (A) (resp. c4(B) ) définie par Traz tag, A —> 7 (resp. Trbl : bl*A — 0.
La formule 1.2.1 s'écrit
(1.7.1) degla,)deg(b,) = < ct(a) , ct(B) > ,

ott deg(az) (resp. deg(bl) ) désigne le degré générique de a, (resp. bl)
Compte tenu des hypothéses de position générale, le premier membre de 1.7.1 n'est

utre que la multiplicité d'intersection en (z,y) des cycles a,A , b,B ,
a p y y # #

images directes de A et B ., Il n'est pas difficile de déduire directement 1.7.1

de la compatibilité de la formation de la classe de cohomologie associée 3 un cycle

1/2

avec les intersections (SGA &4 Cycle 2.3.8).
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dans

A

2., - Réduction & un théoréme d'annulation.
2.1 Sous les hypothéses de 1.1, notons s (resp. t) 1'image de z
(resp. B) , 1 : U=X - (x}&—>X et j:V=Y- {y}&—> ¥ 1les inclusions
canoniques. Comme a, et b, sont finis, on a agl(y) =5 , bil(x) =t , done
azl(U) c aé w b;l(V) c bIl(U)4 , et 1'on a des diagrammes commutatifs
al al
p et ail(U) — 2 5y
i[ v [ (2) i
a a
X L A 2 Y ,
b| bl
pe—-~t— bgl(V) —2 sy
2]
iL (3 (4) XJ’
b b
X L B 2 ¥

ot les carrés (1) et (4) sont cartésiens.

Lemme 2.2 - Pour prouvexr 1.2, on peut se bormer 3 considérer les deux cas suivants

; b) Ljv=0 ,MU=0

Considérons les filtrations décroissantes sur L,

sous-complexes

L si n<oO fM si

F'L = i,i*L si n=1 , FIM =4 §,i%M

0 si n>1 10 si

3 . g n

Le complexe az%aiL (resp. bl*be) est alors filtré par F a

n
On a F aZ*aTL = az%aTL pour n<O0O ,et O pour n>1 3

est fini et le carré (1) cartésien, on a

Fla wa*L =

2% j!(ai!ai*i*m

n<0

1

si n
n>1

a¥F L

+ =
2%31L = 2543}

de plus, comme

M définies par les

a
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On a de méme
3 :
bl%bZM si n<O
. YR RN ; =
F bl*bZM = l!(bl!bZ i*M) si n =1
O si n>1 .
On peut supposer u (resp. v) défini par un homomorphisme de complexes

1%

PR s o 4 1 I
que le composé F az%afL —_— aZ*aTL ——> M (resp. F bl*bgM _— bl%bZM == 1)

u 32¥afL —> M (resp. v : b ,bgM ——> L) . Les formules ci-dessus montrent

1 1
se factorise (de mani2re unique) 3 rravers F'M (resp. F'L), en d'autres termes
que u (resp. v) est un homomorphisme de complexes Filtrés. Ainsi u (resp. v)
est sous-jacent & une correspondance filtrée (au sens de (IIT 4.13)), que nous
! ! .
noterons encore u € HomDF(afL,azM) (resp. v € HomDF(bgM,blL)) . par l'additi-

vité des cup-produits ([3] V 3.8.7), (III 4.13.1), on a
< > =< gr° v >+ <grlu erly >
UV, 8T u,,8r v, gru ,grv, >
o o 1 1
<u,v>=<gr u,8r v > + <griu,gr v >

Le lemme en résulte, car grlL = i'i*L (resp. grlM = j|j*M) a une fibre nulle en

x (resp. y) , tandis que gr°L (resp. grlM) est concentré en x (resp. y) .

Lemme 2.3 ~ Sous les hypothéses de 1.1, supposons LIU =0 , M]V =0 . Alors on

a <u_ ,v_>=<u,v >
= z’ z

L'idée de la démonstration est qu'alors u et v sont images directes
de correspondances entre complexes concentrés au points fermés et que la formule
établir ne fait qu'exprimer la formule de Lefschetz pour les projections s —> § ,
y—>S . Comp&e tenu de 1.1.3, on peut remplacer les données de 1.1 par les
suivantes : X (resp. Y) est une S-courbe lisse munie d'un point fermé x (resp. y),
A (resp. B) est une S-courbe séparée, a : A —>X Xg Y ,b:B—-—=X Xg Y
sont des S—morphismes finis tels que AX(X X Y)B soit réduit 2 un point fermé z

. ! . !
au-dessus de (x,y) , u € Hom(a;L,aéM) , v € Hom(bEM,blL) , avec

L= hl*L’ ;m=h, M | L' ¢ob Dctf({x}) , M' € ob Dctf({y}) s
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h {x} —> X. et h, : {y} —> Y désignant les inclusions canoniques. Il s'agit
de montrer que < u, v, > =< u,v >} , ot u, € Hom(RD(X,L),RT(Y,M))

v, € Hom(RT(Y,M),R[(X,L)) sont définis comme en 1.1, et < u,v >i est la valeur
en z du cup-produit (III 4.2.7). On a RT(X;L) = RTC(X,L) = LX , RI(Y,M) =
RTC(Y,M) = My s et u, (resp. vz) n'est autre que 1'image directe u, (resp. v,)
de u (resp. v) sur S au sens de (III 3.7.6), comme le montre le procédé de

calcul (III 3.5 b)). D'autre part,si h ="h h, : (x,y) —>X xg Y est 1'in-

1 %s %2
clusion, et si a' : A' —> (x,y) , b' : B! —> (x,y) désignent les fibres de

a , ben (x,y) (réduites chacune & un point), on a des isomorphismes canoniques

L L
1 ~ !
1 [ :
h,ala (DLX B My) —> a,a (DL ®S M) s
1 L ~ 1 L
! !
h,bib (Lx ® DMy) —>b,b (L ®s DM) s

1 !
P . XS 1 %* :
et les fléches h, : Hom(al L »3y M) —> Hom(alL,azM) s

N ! *. !
b, @ Hom(bé*My,bi LX) —_— Hom(bZM,blL) (11T 3.7.6) sont des isomorphismes. Les

3

correspondances u et v s'écrivent donc (de manigre unique)
(1) u = h,u' , v = h,v' s

' N P
1 13 1 ! 1 [
avec u' € Hom(a1 Lx,a2 My) , vl € Hom(b2 My’bl Lx) . Par la formule de Lefschetz
(11T 4.5.1) pour (hl,hz,A' —> A, B' —>B) , on a
(2) <u,v > =<u,v'>
z z
L]

D'autre part, on a, d'aprads (1) , u, = Uy 5 Ve =V , d'ott, par la formule de

Lefschetz pour {x}—>8§ , {y}—>s ,
(3) < Uy Vy >=<u ’V| >Z

Compte tenu de la remarque faite plus haut, la conclusion découle de la conjugaison

de (2) et (3)

Lemme 2.4 - Pour prouver 1.2, on peut supposer que a et b sont des immersions

fermées, et il suffit de démontrer que, si LX =0, M& =0 , la fldche de restric-

tion
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L L
o o4 .
(2.4.1) H (X x5 ¥,DL & M) ——— H,(B,5*(DL @ M))
est nulle.

Posons X Xg Y =7Z . Les sous-schémas fermés a' : A' —= 7

3

p' : B' —>2Z , images de a et b vérifient les wémes hypothéses que a et

t

b . Soit u' (resp. v') la correspondance 2 support dans A' (resp. B') image

directe de u (resp. v) (par la flache déduite de la flache d'adjonction

!
f%f! —> 1 (resp. 848 —>1) ot f : A—=> A (resp. g : B—> B') est

la projection). Il est immédiat que u = u' v = v;

M 2 . D'autre part, il découle

aisément de la définition du cup=produit 1.1.2 que < u,v > = < u',v' > , d'ob
la premidre assertion. D'aprds 2.2 et 2.3, on peut supposer que L.=0, My =0
(2)

3

et la conclusion de 1.2 s'écrit alors < u,v >=0 ., Soient P, Q € ob Dth

Le cup-produit
o o 0p, o &
HA(Z,P) ® HB(Z,Q) —_— HZ(Z,P @ Q)

se décompose en

L
3¢
HZ(Z,P) ® Hg(Z,Q) LLE HZ(B,b*P) ® Hg(z,Q) e HZ(Z,P ®Q |,

~

ot b¥* est la restriction et la seconde fléche, variante du produit considéré dans

/2

(sGA 41 Cycle 1.2.1), dérive du produit évident au niveau des sections de faig~
ceaux (cette assertion se vérifie aisément, par exemple 2 1'aide des résolutions
flasquesde (SGA 4 XVII 4.2) ; si a' : {z}~—>5B,b' : 2] —> 4 » ¢ {z} — 7
sont les inclusions, on peut aussi invoquer la décomposition standard de ia fléche
de Rinneth (ITI 4.2.1) a!P éz b!Q —_— c!(P ; Q) en une "flééhe de changement de
base" a!P gz b!Q —_—> a'!b*P é a’*b!Q » sulvie de "fléchesde projection”

! L ! 1 Loy 11, L L
AD*P R a'*h Q —— 5" (bP @ b'Q —>a'"b'(P® Q) . Prenant P = DL ®S M,
Q=1 és DM , et revenant & la définition de <u, v>(III 4.2.5), on voit qu'il

suffit de prouver que b¥*u = 0 > d'ott la conclusion.




150
Compte tenu de 2.4, 1.2 va donc découler du résultat plus précis suivant

Proposition 2.5 - Sous les hypotheses de 1.2, on suppose que a et b sont des

immersions fermées et que LX =0, M& = 0 . Désignons par T 1le localisé strict
de X Xg Y en z = (x,y) , et identifions A , B & des sous-schémas fermés de
T . Alors les fliches de restriction

L L
b¥ RT, (T, (DL ® M) |T) — RT_(B,b*(DL ®, M))
S z S
L L
a* RT, (T, (L ® ) |T) —> RT, (A, a%(L & DM))

sont nulles.

2.6 La démonstration de 2.5 va occuper le reste du n® 2 et les n°s 3 et 4 ,
Compte tenu de la symétrie de 1'énoncé, on peut se bormer a prouver 1'assertion
relative &2 b¥ . Nous allons la réexprimer sous une forme qui nous sera plus commo-

de. Notons d'abord que

L L L
RD(T, (DL @ M) [T) = (DL & M), = (DL) @ Mo=0 ,
car M& =0 , et que de méme
L L
RT'(B,b*(DL ®¢ M) = (DL & M)Z =0

Par suite, les triangles de cohomologie relative donnent des isomorphismes
L ~ L
RT(T-4, (DL &g M |T-4) == RT, (T, (DL & MT)[1] ,
L -~ L .
RT(B-z, (DL 2 M) |B-z) —> RrZ(B,b*(DL B M)H[1] s
par lesquels la flache b%* de 2.5, décalée de 1, s'identifie 2 la restriction
L L
(2.6.1) b¥ : RT(T-A, (DL ® M)|T-A) —> RI'(B-z, (DL & M) |B-z)
Comme LX =0, M =0 , on peut écrire

(2.6.2) L=4i,DP , M=3Q |,
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ot 1 :X-x—>X, j: Y-y —>7Y désignent les inclusions, et P € ob DC f(X—x) B

t
Q € ob Dctf(Y—y) . Par 1'isomorphisme de dualité (SGA 4 XVIII 3.19.6) (plus un
passage & la limite), on a DL = Ri*DDP = Ri, P , done

L L

DL ® M = Ri,P & j,Q

Posons X Xg Y =2 , et identifions X x {y} , {zx} x Y a des sous-schémas fermés

de Z (resp. T), que nous noterons simplement X , Y ., Notons

' 1 Z-YE—5 7 , g' 1 Z-RXRUYC—>z Y ,

£:T - Z26—>7 , g:T - RUY)S—>T-Y ,

les inclusions. La formule de Kunneth (III 1.6.4) donne, par passage 2 la limite ,

L L
DL & M = Rfig) (P & Q) ,
d'otr
L L
(2.6.3) (L & M[T = Reyg, (B @ Q)[T-(X U V)

Avec cette identification, 2.6.1 s'écrit

(2.6.4) b¥ @ RO(T-(Y U A),g,(E)|T-(Y U A)) —= R[(B-z,g,(E) |B-z)
L

on E = (P& Q|T-(XUY)

Dans les deux numéros qui suivent, nous allons montrer que la fléche 2.6.4
est nulle : nous nous ramdnerons d'abord au cas ofi les faisceaux de cohomologie de
E ont une ramification modérée (1'action de 1'inertie se faisant plus précisément
a4 travers un {-groupe, pour un nombre premier { # p) , puis traiterons directement

ce cas & 1'aide d'un théoréme de pureté.
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3.~ Réduction au cas modéré.

3.1 Rappelons que 1'anneau de base [/ est annulé par un entier premier & p |
donc est produit direct d'anneaux noethériens [\i , chaque Ai étant annulé par
une puissance d'un nombre premier Li # p . Pour tout schéma S' sur S , la

catégorie dérivée D(S',) est produit des catégories D(S',Ai) , de sorte que,
pour prouver la nullité de 2.6.4, on peut supposer que A est annulé par une puis-
sance d'un nombre premier 4 # p . On peut supposer, d'autre part, que P (resp. Q)

est borné et & composantes localement libres de type fini.

3.2 Posons X-x = U , Y-y = V . Soient U"/U un rev@tement galoisien fini
de groupe G qui trivialise les composantes de P , H un 4-sous-groupe de Sylow
de G, U' = U"H le revétement quotient, X' le trait strictement local normalisé
de X dans U' : X'/X est un rev&tement fini, connexe, de degré dl premie; a

4 , et la représentation de ﬂl(U') définie par les composantes de P' = P|U'

se factorise & travers un A-groupe fini. Procédant de méme avec Q , on trouve un

rev&tement fini, connexe, Y'/Y de degré d2 premier 2 4 , induisant sur V un
rev@tement étale V' tel que la représentation de ﬂl(V') définie par les compo-

santes de Q' = Q|V' se factorise & travers un {-groupe fini. Soit

d =d,e

18 = dye, = ppcm(dl,dz) . Quitte 3 extraire ume racine e -idme (resp. e -

1 2
iéme) d'une uniformisante de X' (resp. Y') , on peut supposer que X' (resp. Y')

a les m@mes propriétés que précédemment, avec de plus d1 = d2 =d

Soient x'

(resp. y') le point fermé de X' (resp. Y¥'), T' le localisé
strict de X' Xg Y' en (x',y') , z' 1le point fermé de T' , A' (résp. B') 1'image
inverse de A (resp. B) dans T' ,
E'= (P® Q[T - (X' UY') = (P & Q)|T' - (X' UY') . On a alors un carré
commutatif de fléches de restriction

RI(T-(Y U A),g!(E)IT-(Y Uay) —25 o Rr(B-z,g!(E)|B_z)
(1)

RI(T'-(Y' U A’),g;(E')IT'-(Y' uan) 22 RI(B'-z',g| (E")|B'-2")
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ot b' ¢ B! —=>T' , g' : T'-(X' UY') —=> T'-Y' sont les inclusions. Le re-
yétement T'/T esé fini, de degré d2 , et étale en dehors de X U Y , donec
induit un revétement étale de degré d2 de B'-z' sur B-z . Le composé de (1)
et du morphisme trace RT(B'—Z',g;(E')IB'—z') _— Rr(B—z,g!(E)IB—z) est donc la
multiplication par d2 ; qui est un isomorphisme, puisque £ ne divise pas d
pour prouver que la fléche 2.6.4 est nulle, il suffit donc de prouver que

b'# =0 . On sera donc ramené au cas oh la représentation de nl(U) (resp. Wl(V))
définie par les composantes de P (resp. Q) se factorise 2 travers un {~groupe

fini, pourvu que 1'on s'assure que A', B' vérifient les hyptohdses de position

générale de 1.2 . Cela va résulter du lemme suivant

Lemme 3.3 - Sous les hypoth&ses de 1.2, a et b étant des immersions fermées,

soient X'/X , Y'/Y des revBtements finis de S-traits strictement locaux, de

méme degré d , notons A' (resp. B') 1l'image inverse de A (resp. B) dans

X' Y' . Alors les couples (A',B') , (A',X') , (Y',B') sont chacun en po-

*s

sition générale (au sens de 1.2) (%),

La démonstration de 3.3 sera donnée aprés quelques préliminaires.

8 s
2
Lemme 3.4 - Soient X <%—l——~w —> Y des morphismes finis de S-traits,

s = (sl’SZ) tW—=X XS Y , u, v, w des uniformisantes de X, Y, W respecti-

vement, de sorte que

sfu = av" mod wm+1 s s?v = bw" mod wn+1 Y
avec a,b € k% . Alors : (i) Si m<n, s(W) est tangent 3 X en z = (x,y).

(ii) S5i m=n, s(W) est tangent au sous-schéma de X Xg Y d'équation

ap?(v) - bpf(u) =0

(®) avec 1'abus de notation habituel X' = X' {v'}, etc.. (ot x' (resp. y')
est le point fermé de X' (resp. Y')).
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Soient Z =X Xg Y , W' 1le sous-schéma fermé réduit image de s . Dans
1'espace tangent en z & Z , la pente, par rapport & la tangente 2 X , de la
tangente & W' est la valeur & l'origine de la fonction induite sur W' par

p?(v)/p?(u) ; c'est aussi la valeur & l'origine de la fonction induite par

pg(v)/pf(u) sur W , c'est donc O (resp. b/a) dams le cas (i) “xesp. (ii)).

Dans la situation de 3.4, nous définirons la pente de W par rapport a
((X,u), (¥,v)) comme 1'élément de k U {=} égal 3 0 si m<n , « si m>n

3

b/a si m=n . Cet élément ne dépend pas du choix de w

Lemme 3.5 - Soient f : X' ~—>X , g : Y —> Y des morphismes finis de S-traits

de m@me indice de ramification d , u , v , u' , v!' des uniformisantes de X , Y |

X' , Y' respectivement. Il existe alors C € k* tel que, pour tout diagramme com-

mutatif de morphismes finis de S-traits

=
.

. d
on ait A = C ' , o XA (resp. A') est la pente de W (resp. W') par rapport

a2 (X,uw,{,v)) (resp. ((X',u"),(¥',v')))

Par hypothése, on a

f¥u = ¢ u'" mod u'd+1 s g*v = B v'd mod v'd+l s
avec 0 , B € k¥* . Montrons que C = B/o. a les propriétés voulues. Soit w (resp.
w') une uniformisante de W (resp. W'). On a

sTu = aw™ mod Wm+1 s s%v = by mod Wn+1 s

si*u' = a'w'm' mod w'm'+l s sé*v’ = b'w'n’ mod W'n'+1 s

W =y w'' mod w'r+1 s

avec a, b, a', b', v € k* | La commutativité des carrés du diagramme entrafne
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m'd = rm , n'd =rn, dot m'/n' =m/n . Supposons d'abord m = n . On a
A=b/a , A" =b'/a', Si 1'onpose N=m'd =rm=n'd = rn , les congruences

ci-dessus fournissent

" N
(fsi)*u = qa' %N moa w1 s (slh)*u = a me,N mod w' VL s
d'ol qa'd = aym . On obtient de méme Bb'd = bym , d'ot A =C x’d , pour
#0, ® . Mais, comme m'/n' =m/n , A =0 (resp. =) équivaut 2 )' =0
X P
(resp. ®) , ce qui achéve la démonstration.
Prouvons maintenant 3.3 . Soient Z = X Xg Y, Z!' = X! Xg Yy' x (resp.

B) 1le normalisé de A (resp. B) , &' (resp. B') le normalisé de A' (resp. B') .
Comme A" (resp. B') est aussi le normalisé de K)XZ Z' (resp. E'XZ Z') , on a

des carrés commutatifs

[\

()

) e 1)
W =R

Soient (xi)1 <i<m (resp. (yj)l <i<m ) les points de A (resp. B) au-dessus

' ' . e
de x (resp. y) , (Xi)l <i<n (resp. (yj)1 <ji< n,) les points de A' (resp.

1

~
B') au-dessus de x' (resp. y') . Comme A et B sont strictement locaux, on

a des décompositions A= A, B = J—————J— Bj A= J——————J~

= A
1<i<mi 1<j<n A 1<i<mi
B =-J———r——L,B[ , ot A, B, , Al , B! sont des traits strictement locaux de
1<3<n"7j i 3 i i
points fermés respectifs x, , y, , x! , y: . Choisissons dés uniformisantes u s
i i i :

v,u ,v"', de X,Y, X', Y respectivement, notons A (resp. o ) 1la

pente de Ai (resp. Bj) par rapport 2 ((X,u),(Y,v)) , Xi (resp. u&) eelle de Ai
(resp. Bé) par rapport & ({X',u'),(Y',v')) . Les hypothéses de position générale

sur A et B s'expriment par

(1 A # 0 pour tout i , by # @ pour tout j , A # Wy pour tous

i, 3, etil s'agit de montrer que 1'on a

(2) xi # 0 pour tout i , p& # ® pour tout j , ké # U& pour tous i ,
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soient i' € [1,m'], j' € [1,n'], x; (resp. yj) 1'image de xi.(resp. y&,) . Le

diagramme (*) fournit des carrés commutatifs de morphismes finis de S-traits

Ie———Ai,——>Y' X' Bl > Y
Xe— A —> ¥ , X B Y

D'aprés 3.5, il existe G € k¥ tel que Xi = Cxié , M, = Cpi? , donc (1) entratne

(2) , ce qui achgve la démonstration de 3.3 .
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4, - Fin de la démonstration de 1.2.

4.1 Pour achever la démonstration de 2.5, donc de 1.2, il reste & é&tablir la
nullité de 2.6.4 sous les hypothéses additionnelles suivantes : A est annulé

par une puissance d'un nombre premier 4 #p , P et Q sont bornés, 2 composantes

localement libres de type fini, telles que les représentations correspondantes des

groupes fondamentaux se factorisent A travers des L-groupes finis. On a

g ®)|T-(Y U B) =g &) ,

ot g :T-XUYUA S—>T-(YUA) estl'inclusion, et B, = (P& QIT-X U Y U .
or E1 est un complexe & cohomologie bornée, constructible, localement constante,

telle que la représentation correspondante de ﬂl(T—(X UYUA)) se factorise 2

travers un {-groupe. L'assertion & démontrer va donc résulter de 1'énoncé plus gé-

néral suivant

Proposition 4.2 - Soient T le localisé strict en un point fermé d'un S-schéma

lisse de dimension 2 , t le point fermé de T , A , B, X des sous-schémas fermés

de dimension 1 de T , i : T-(A U X)“—> T-A 1'inclusion. On suppose que X est

régulier, et que A est en position générale par rapport a B et X (i.e. que

l'intersection des c8nes tangents en t a A et B UX est réduite 2 t). Soit

d'autre part E € ob Db(T—(A UZX)) , tel que H*(E) soit constructible, localement

constant, et que la représentation correspondante de ﬁl(T—(A U X)) se factorise

a travers un {~-groupe. Alors la fléche de restriction

RT(T-A,1,(E)) ——> R(B-t,1,(E) [B-t)
est nulle.
La démonstration va s'appuyer sur le

Lemme 4.3 - Soient Z un schéma noethérien régulier connexe de dimension 2, de

Caractéristiques résiduellespremidres 3 4 , X, Y des diviseurs réguliers se cou-

bant transversalement en un point z , d'ot un diagramme d'inclusions
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Z-®UY) € i

D
~

[

B--
> N €D
=

On fait 1'hypothése de pureté

(®» rY(z/e) =0 pour q > 1

Soit d'autre part L € ob Db(Z—(X U Y¥Y),A) , & cohomologie constructible localement

constante, telle que la représentation correspondante de ﬂl(Z—(X U Y)) se facto-

rise & travers un {-groupe. Alors

a) On a un isomorphisme canonique

il!m'*Rj%L R — m*Rj*(i;L) s

et le complexe m'*Rj,L est a cohomologie constructible, localement constante.

b) Supposons Y connexe, et soit s un point géométrique de Y loca-

1isé en un point fermé s # z . Alors la flache de restriction

(4.3.1) RI(Y,m#Rj, (1]1) — (Rj,(1}1));
est nulle.

c¢) Sous les hypothéses de b), soit C un sous-schéma fermé de dimension

1 de Z tel que YNC=s , notons T 1le localisé strict de C en s . Alors

1a fléche de restriction

(4.3.2) R[(Z-Y,1}L) —=> R1(C - 5 , 1]W [T - &
est nulle.

', donne un

L'isomorphisme (trivial) i#RjijL ——> RjL(i'*i{L) = Ry}
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isomorphisme m'#Rj L AN ifm*Rj*i;L , d'ott, par adjonction, une fldche
illm'%Rj%L —> mw*Rj, (1 }1) >

qui induit un isomorphisme hors de =z . Montrons qu'elle est un isomorphisme, i.e.

que, si z est un point géométrique au-dessus de z
s (at -
RJ*(l!L)E 0]

\Y

On peut pour cela remplacer A par z/2Y , o £° annule A | et 1'on se ramé-

ne, par dévissage et passage & la limite, au cas ot L est un Z/Lv Module lo-
calement constant de type fini, correspondant i une représentation du ™ a tra-
vers un 4-groupe. Comme le seul groupe abélien fini de {-torsion qui est simple
sous-1'action d'un {-groupe est Z/4 avec action triviale, on se raméne, par un
nouveau dévissage, au cas od L est le faisceau constant Z/4 . Soient 2 Ile

7 o, it 7 -RUY) e TN

- ~ ~
localisé strict de Z en 2z , ¥ =x Xz Z ,Y=Y Xy s

1'inclusion. On .a
Ry (11(Z/0); = Rr(ZX,1(Z/)

de sorte qu'on est ramené i prouver que la fléche de restriction
N ZY,2/1) — 0" X-z,2/1)

est un isomorphisme pour tout n . Or, pbur n <1l , c'est une conséquence du
lemme d'Abhyankar, et pour n > 1 les deux membres sont nuls par 1'hypothése de
pureté. La premigre assertion de a) est donc établie. Prouvons la seconde, Par
dévissage, on peut supposer L concentré en degré 0 . L'hypothése (P) entratne,
par dévissage, qu%L =0 pour p >2 ., Reste 2 prouver la constructibilité et
la locale constance de m'*qu%L pour q <1 , ce qui est standard. Pouf la
constructibilité, résolvant L 2 droite par des faisceaux du type pup¥L ot

' p ;2 —> Z est un rev@tement fini modérément ramifié le long de Y , on se

raméne & L constant, de valeur L, ¢ onaalors m'*jiL = (L )Y , et

[

m'¥RTJ AL = (LO)Y_Z(-l) par Abhyankar. Pour la locale constance, il s'agit de voir

que les flaches de spécialisation sont des isomorphismes. On peut, pour cela,
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remplacer, comme plus haut, A par z/1Y , et 1'on se raméne par dévissage au

cas oin L est le faisceau constant Z/{ : on conclut & 1'aide du lemme d'Abhyankar,
On a donc démontré a). Prouvoms b). Soit 7 un point générique géométrique de Y
Choisissons. des fléches de spécialisation a : n—> ¥(z) , b: n—> Y(s)

(ot Y(z) (resp. Y(s) est le localisé strict de Y en z (resp. s)). Posons

M = m¥*Rj,(i{L) . Le carré commutatif

Y «—— Y(5)

T l

2 a -
Y(z)&——— 1
induit un carré commutatif

RT(Y,M) _4:.2'_1_.> Mg

b¥%

s
Mo ————> M-
z n

Comme M|¥-z est 2 cohomologie localement constante, b¥* est un isomorphisme.

D'autre part, comme M = il'iTM , on a ME =0 , donc la flache 4.3.1 est nulle,
Reste & prouver c¢). On a T=c *g Z , ot 7z désigne, comme plus haut, le loca-
lisé strict de Z en 2z . Posons Y=¢ lei ., On a alors un diagramme commu-

tatif de fléches de restriction

RT(Z-Y,1]L) = RT(Z,Rj,(i}1) —4:3:2 5 pp@-s,1! (L) [T-5)

~

RT(Y, m*Rj, (1]1)) BLIEE 'S (R, (1}L)); = RO(Z-Y, (L) [Z-D)

>

ja nullicé de 4.3.2 découle donc de b), ce qui acheve la démonmstration de 4.3

Prouvons 4.2 . Soient £ : T' —=> T 1'éclatement de 1'idéal maximal de
T, D= f_l(z) (~ Ei) le diviseur exceptiomnel, A' , B', X' les transformés
purs respectifs de A, B, X . T' est donc fégulier, comnexe, de dimension 2 , X!
est un diviseur régulier coupant transversalement D en un point z! , et les

hypothéses de position générale sur A, B , X signifient que A' est disjoint de
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B' UX' . Notons E' 1'image inverse de E sur T'-(A' UD U X') et
it s T'=-(ATUDUX') > T'-(A' UD) 1'inclusion. Il s'agit de prouver que la

fleche de restriction
) RD(T'-(A' U D),11(B")) —> RI(B' U D), 1! (E")|B'-(B' U D))

est nulle. Mais B' est réunion disjointe de schémas strictement locaux

3/(1 <3 <n) , de dimension 1, tels que, pour chaque j , Bi N D soit réduit a
s s

un point bj . Appliquant 4.3 c) a (Z=T'-A' , X =X' , Y =D-(DNA' ,
L=E', C= Bj) (1'hypothese (P) est vérifide en vertu du théoréme de pureté
relatif (8GA 4 XVI 3) car (Z,Y) est limite projective filtrante de couples lisses

de codimension 1 sur S , a morphismes de transition affines étales), on trouve

que la fléche de restriction
RI(T'-(A' U D),i](E")) —>Rr<BJ',-bj,i;(E')[BJz-bj)

est nulle. Donc (%) est nulle, ce qui achiéve la démonstration de 4.2, donc de 2.5

et 1.2
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II. Correspondances équivariantes.

5, - Traces non commutatives.

.

On fixe dans ce numéro un topos T et un anneau commutatif unitaire X
de T . Les anneaux considérés seront supposés associatifs et unitaires, mais pas
nécessairement commutatifs. On appellera K-algébre tout anneau A (associatif,
unitaire) de T muni d'un homomorphisme (unitaire) K —3> A d'image conterue

dans le centre.

5.0, - Introduction.

Soit E un K-module localement facteur direct d'un module libre de type

‘fini. On dispose alors d'un homomorphisme trace (de nature locale)

(5.0.1) Try : EEEK(EaE) —=> K s

défini par composition de la "fléche d'évaluation"

(5.0.2) Ec_)g_)K(E,K) ®E —> K s £® x> £(x) s

avec 1'inverse de 1'isomorphisme canonique "produit tensoriel"

(5.0.3) _HﬂgK(E,K) B E ——é_l‘b_mK(E,E) , £y +—> (x+—> fx)y) .

Les flaches 5.0.2 et 5.0.3 sont définies plus généralement pour tout K-module E

et 1'on en déduit, pour tout complexe de K-modules E , des homomorphismes de com-

plexes
(5.0.4) Hom (E,K) ® E—>K , f@®x+—> £(x)
(5.0.5)  Hom (E,K) @FE —> Homg (E,E) , f@®yr—> x —> £f(x)y) .

Par dérivation, 5.0.4, 5.0.5 donnent, pour E € ob D (K) , des fleches de D(K)
L

(5.0.6) Rl—l_oﬂK(E,K) ®KE —> K s
L

(5.0.7) RHom, (E;K) ®F ——> RHom, (E,E)

N
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§i E est parfait (SGA 6 I), 5.0.7 est un isomorphisme (comme on le vérifie facile-
ment par réduction au cas ot E = K) , et, en composant 1'inverse de 5.0.7 avec

5.0.6, on obtient un homomorphisme trace, de nature globale,
(5.0.8) Try : RHom.K(E,E) —3> K s
qui généralise 5.0.1 (pour plus de détails, voir (SGA 6 I 7, 8)).

Nous nous proposons ici d'examiner dans qeulle mesure on peut, dans les
constructions précédentes, remplacer K par une K-algébre A (on s'intéressera
surtout au cas ot A est la K-algébre d'un groupe fini ordinaire), et définir no-
tamment une fléche trace analogue & 5.0.8, généralisant la notion de trace "nqn
commutative' introduite par Stallings dans [5] et développée par Grothendieck dans
1'exposé XI de ce séminaire (comme on I'a dit dans 1'introduction, cet expos&, ré-
digé par I. Bucur, a malheureusement &té perdu ; le lecteur pourra toutefois se re-

/2

porter & l'exposé de Deligne (SGA 41 Rapport), ot sont indiqués les points essen-
tiels). Si le remplacement de K par A dans 5.0.3 de présente pas de difficulté ,

il n'en va pas de méme dans 5.0.2 : si E est un A-module & gauche, la fléche d'é-

valuation
HomA(E,A) 8%? —>A , f® x> f(x)
e e factorise pas en général a travers - HomA(E,A) Skﬁ , mals domme, par passage au

quotient, une fléche
(5.0.9) Hom, (E,A) ®,E —> Ay

ot Ay est le K-module quotient de A par le sous-K-module engendré localement
par les sections locales de la forme ab - ba . Si E est localement facteur direct
d'un A-module 3 gauche libre de type fini, la fl&che produit tensoriel, analogue 2

5.0.3,
(5.0.10) HomA(E,A) QE —> HomA(E,E)

est un isomorphisme, et 1'on obtient, en composant 1'inverse de 5.0.10 avec 5.0.9,

un homomorphisme trace
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(5.0.11) o Try HomA(E,E) —_— AH )

qui se réduit & 5.0.1 quand A =K . On vérifie facilement par ailleurs (voir 5.7)
que, pour T ponctuel, 5.0.11 cofncide avec 1'homomorphisme trace de Stallings et
Grothendieck. Dans ce numéro, nous examinerons 1'extension aux complexes et la dé-
rivation des fléches 5.0.9, 5.0.10, 5.0.11, et le comportement des flaches obtenues
vis-a-vis de 1'extension et de la restriction des scalaires et de certains produits
tensoriels externes. En fait, nous dériverons des flaches un peu plus générales que
5.0.9 et 5.0.10, afin que les constructions puissent s'appliquer & la définitionm,

au n° 6, de termes locaux de Lefschetz~Verdier "non commutatifs.
5.1.- Notations.

Si A est une K-algébre, on notera A° 1'algébre opposée &2 A , et
A® = A @kAO 1'algébre enveloppante de A . Il revient au méme de se donner un
A~bimodule, un A% _module 2 gauche, ou un A% _module & droite. En particulier, A est
un A-bimodule, donc un 4% -module 2 gauche et un A%-module 2 droite.Si E est un
bimodule rappelons ([1] IX 4) que
HO(A,E) =A® eE =E® eA
A A

est le K-module quotient de E par le sous K-module engendré localement par les

sections locales de la forme ax - xa , pour X €E , a €A (1) . On écrira par-
fois EH au lieu de HO(A,E) . En particulier, Ah est le K-module défini en
5.0.9 . Si A =K[G], ot G est un groupe fini ordinaire, Ay n'est autre que

le. K-module libre sur l'ensemble Gy des classes de conjugaison de G .

§i A, B sont des K-algébres, on utilisera la notation de Cartan-Eilenberg
AE s EB s AEB pour désigner respectivement un A-module 3 gauche, un B-module 2
droite, un module & gauche sur A et & droite sur B . Enfin, on notera D(A)
(resp. D(A,B)) la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules a gauche (resp.
des A-B-bimodules, & gauche sur A & droite sur B

>

(1)

Si M est un faisceau, la notation x €M signifie que x est une section

locale de M
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5.2 Soient A , B des K-algkbres. Rappelons que, dans la situation

(A; s BFA R BG) ; on a un isomorphisme canonique

(5.2.1)  Hom, (E,Hom (F,6)) ——> Hom, (F @,FE,G) , £+> (y 8 x —> £(x)(y)) .
Celui-ci se dérive en un isomorphisme

N L
(5.2.2) Rtom, (E,RHom, (F,6)) —— Riiom, (F ©,F,C)

pour E € ob D'(A) , F € ob D(B,A) , G € ob D+(B). On peut en effet supposer E borné

supérieurement et & composantes plates, ¢ borné inférieurement et & composantes
) L

injectives, on a alors RHomB(F ng,G) = Homé(F ng,G) s RIme(F,G) = Homé(F,G) s

et RHomA(E,Homé(F,G)) = HomA(E,Homﬁ(F,G)) car, si E est acyclique, F 8%? est

acyclique, donc HomA(E,Homé(F,G)) ~ Homé(F SkE,G) est acyclique ; pour E et @

comme ci-dessus, 5.2.2 est donné par 1'isomorphisme de complexes

HomA(E,HomB(F,G)) —_— HomB(F ®,E,G) défini par 5.2.1 . Noter que, si A et B

sont plats sur K , 5,2.2 vaut encore sous les conditions E € ob D(A)

F €obD(B,A) , GE€ob D+(B) » comme on le voit en résolvant F par des

(B gkAo)—modules plats. On déduit de 5.2.2 un isomorphisme

L
(5.2.3) HomA(E,RHomB(F,G)) - HomB(F 8kE,G) .
5.3. Soit A wune K-algdbre, Dans la situation (EA s AF) , on a un isomor-
phisme canonique
(5.3.1) E®AF-—-:—>(E®KF)®eA s X®y > x®y) ® 1

A

D'autre part, dans la situation (.E ) , la fléche d'évaluation

A" AFA

(5.3.2) Hom, (E,F) GE —>F , f®x —> f(x)

est Ae-linéaire, donc induit, via 5.3.1 , par application de - ® eA , une
A

fleche

(5.3,3) HomA(E,F) ®AE —>F® A (= F

)
A g
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En d'autres termes, la fléche composée de 5.3.2 et de la fléche canonique

F—> Fh , xb—>x ®1 , se factorise (de manizre unique) & travers 5.3.3 .
Supposons A plat sur K . Alors 5.3.1 se dérive em un isomorphisme
L - L L
(5.3.4) E®F—> (EQF) ® A ,
A K A8

our E € ob D (A% , F € ob D (A) (résoudre E et F par des modules plats).
P

D'autre part, 5.3.3 se dérive en une fléche de D(K) , dite fléche d'évaluation,
L L
(5.3.5) RHomA(E,F) QFE —=>FQ A R
— A A8
- b, e b, ,0 L
pour E €ob D (A) , FgobD (A7) tel que RHomA(E,F) € ob D (A") : on dérive

d'abord 5.3.2 en une fléche de D—((Ae)o)

L
(5.3.6) RHomA(E,F) ®KE —_— F s

en résolvant E par des modules plats et F par des A% -modules injectifs, puis

L
1'on applique le foncteur - @ eA 3 5.3.6, en tenant compte de 5.3.4
A
5.4, Soit A wune K-algébre. Dans la situation (AE s AFp o AG) , on a une
fleche canonique
(5.4.1) - HomA(E,F) 8,6 —> HomA(E,F QAG) , u®y > (x+—>ulx) ®y) ,

qui correspond par adjonction (5.2.1) a la fldche A-linéaire
E SkﬁomA(E,F) ng e F,QAG
définie par la flzche d'évaluation E gkﬂomA(E,F) — F

La fleche 5.4.1 se dérive en une fléche de D(K) , dite fléche de pro-
duit tensoriel,

L L
(5.4.2) RHomA(E,F) 8,6 —> RHomA(E,F 8,6)
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L
pour E € ob DT(A) ; F € ob D'(A%) G €0ob D (A) , avec F ®,G € ob D (a)

Si E et G sont bornés supérieurement et & composantes plates, F borné inférieure-
ment et 3 composantes injectives, le premier membre de 5.4.2 s'identifie en effet 2
HomA(E,F) QkG , et on 1l'envoie dans le second membre par le composé de 5.4.1 et de

L
ia fleche naturelle HomA(E,F QkG) — RHomA(E,F ®AG) = RHomA(E,F ®AG)

La flache 5.4.2 n'est pas en général un isomorphisme. Elle 1'est cepen-
dant certains cas importants, par exemple si E est parfait (comme on le vérifie

en se ramenant 4 E = A). Nous verrons plus loin un autre exemple intéressant

(6.2.3).

Les fléches 5.3.5 et 5.4.2 joueront un r8le essentiel dans toute la suite
de 1'exposé. Les exemples d'objets F que nous avons en vue sont : a) F = A

3

ou F=A congidéré comme A-module & droite de la maniére naturelle et comme

A-module 3 gauche par un homomorphisme de K-algébres @ A—>4A (cf. 5.13) ;
L

b) F=M ®KA , avec M € ob D+(K) (au n° 6, M sera un complexe dualisant, voir

notamment 6.3.2 , 6.4.1, 6.5,6).

5.5. Notons DF(A) 1a cétégorie dérivée des complexes de A-modules & gauche
munis d'une filtration finie ([3] V). Alors, dans la situation de 5.2, on a un
isomorphisme canonique de DF(K) , analogue & 5.2.2, pour E € ob D F(A)

F€ob DF(B,A) (=DF(BGA®) , G€obDF(B) . De meme, on a des floches
"dérivées filtrées" analogues 2 5.3.4 , 5,3.5, 5.3.6, 5.4.2 . Ces fléches sont

compatibles avec le passage aux gradués associés, au sens de ([3] V 1,2)

5.6, On suppose A plat sur K . Notons D(A)Parf la sous-catégorie pleine
de D(A) formée des complexes d'amplitude parfaite finie, i.e. parfaits et de

tor-dimension finie (SGA 6 I). On définit une fléche canonique, dite trace,

L L
(5.6.1) Tr, = RHom, (E,F ®E) —=> F ®AeA ,
pour E € ob D(A)parf , F € ob Db(Ae) s en composant 1'isomorphisme inverse de

5.4.2 pour G =E avec la flache d'évaluation 5.3.5 . On en déduit une flzche trace
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L L
(o]
(5.6.2) “Tr, HomA(E,F ®, E) —> B (T,F ®AeA)

L
Pour F = A , composant avec la flache canonique A ® eA —>AR® eA = A
’ A A

u (5.1),

on obtient des flzches, appelées encore traces,
(5.6.3) Tr, RHomA(E,E) —> Ay ,

o
(5.6.4) Tr, : Hom)(E,B) —>H (T,Ay)

Noter que 5.6.4 est une flache assez anodine, de nature locale, tandis que 5.6.3

est une fléche "sérieuse", de nature globale.

Désignons par DF(A)Parf 1a sous-catégorie pleine de DF(A) formée des
complexes filtrés dont le gradué est d'amplitude parfaite finie. Alors on a une
flache de DF(K) analogue & 5.6.1 pour E € ob DF(A)Parf , F € ob DbF(Ae) s
d'on des fleches analogue 2 5.6.2, 5.6.3, 5.6.4 . Il résulte des remarques de 5.5
que la flache 5.6.1 filtrée est compatible avec le passage au gradué associé (cf.
([3] v 3.7.2)), et on en déduit, comme en (loc. cit.), que, si F est de filtration

L

concentrée en degré O , om a, pour u € Hom (E,F @kE) s

DF(4)

(5.6.5) TrA(u) =3 TrAgriu
i

Cette formule entrafne notamment que, pour E &€ ob D(A)parf , F € ob Db(Ae) s
L
u € HomA(E,F 8%3) , on a

(5.6.6) Tr(u[1]) = -Tr(w)
L
on u[1] : E[1] ——=> (F 8%@)[1] est la translatée de u

5.7. les traces définies en 5.6 généralisent tout 3 la fois les traces commu-
catives "usuelles" ((SGA 6 I), ([3] V 3)), et les traces "non commutatives' de

Stallings [5] et Grothendieck.

a) Supposons A = K . Alors A° = A, =K , la fleche 5.6.1 s'écrit

L
Try * RHomK(E,F 8&?) —> F
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et colncide avec la flache trace définie en ([3] V 3.7.1) (dans le cas particulier
ot le complexe K de (loc. cit.) est réduit & A ). En particulier,

Tr, RHomK(E,E) —> K colncide avec la trace définie dans (SCA 6 I 8)

K

b) On suppose & nouveau que A est une K-algdbre plate (non nécessaire-
ment commutative). On se propose d'expliciter 5.6.4 pour E strictement parfait
(i.e. borné, 2 composantes localement facteurs directs de modules libre de type fini),
Tout d'abord, premons E = A ; REEEA(A:A) = EEEA(AsA) s'identifie & A par
fF>£(1) , ar—> (xbt—>=xa) , et 5.6.3 s'identifie 2 la projection canonique
A —> Aﬂ » que nous noterons a F—> aH , donec si da désigne la multiplication

4 droite par a ,

(5.7.1) TrA(da) = a,

Soient, pour 1 <1 <n |, Ei une copie de A , et E = E . L'isomor-
phisme 5.4.2 pour F=A , G=EF g'écrit

Hom, (E, ,A) ® . E, ——> Hom (E,E) s
1<ij<n =1 AJ A

= E
et, pour u Zuij ®1 € HomA(E,E) (uij ®1 ¢ HomA(Ei,A) Qk 3 ), on a

(5.7.2) TrA(U) = .Z uii >

i ]
par définition de la fléche d'évaluation 5.3.5 . Prenons maintenant pour E un
facteur direct de A" » image d'un projecteur p , notons i : E ——= A" 1'in-

clusion ; alors, pour u € HomA(E,E) , on a

(5.7.3) TrA(u) = TrA(iup) s

comme on le voit soit & l'aide de 5.6.5 > soit directement sur la définition. Enfin,
supposons E strictement parfait 5 81 u € HomA(E,E) est un homomorphisme de com-

plexes, on a, par 5.6.5, 5.6.6,

(5.7.4) Tr, (W) = 2C-D 1z, (uh)
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Le fait que 5.6.4 provienne, par application de u° , d'un homomorphisme de com-

plexes HomA(E,E) — A (5.6.3) entrafne que, si u , v € HomA(E,E) sont homo-

topes, on a
(5.7.5) TrA(u) = TrA(v)

Comme tout endomorphisme de E dans D(A) est localement défini par un endomor-
phisme de complexes, localement unique & homotopie prés (SGA 6 T 4.10), les formules

5.7.2 a2 5,7.4 permettent donc le calcul de TrA(u) pour tout endomorphisme u de

E dans D(A) , et, combinées & 5.7.5, fournissent une définition directe de
TrA(u) . Dans le cas ot le topos T est ponctuel, on retrouve la définition de
(sGA 41/2 Rapport 4.3).

5.8. Soient P, Q des A-bimodules. Alors P 8AQ et Q QAP sont des A—bimodulea
et 1'on a des isomorphismes canoniques

(5.8.1) (P 8,Q ®AeA - ®AeQ ~—— (Q §,P) ®AeA — A ®Ae(P 8, Q) ®AeA ,

chacun des objets ci-dessus s’identifiant canoniquement au K-module quotient de

P 8kQ par le sous-module engendré par les sections de la forme axb ®y - x ® bya
pour y €P , y €Q, a, b €K . Pour A plat sur K , ces isomorphismes se déri-
vent en des isomorphismes

~ ~

L L L L L L L L
(5.8.2) (p ®AQ) @ eA P& eQ (Q SKP) ® eA A® e(P 8KQ) ® eA

A A A A A
pour P , Q € ob D7 (4%) . D'autre part, la fleche de composition au niveau des mo-

dules,
HomA(E,P ®AF) 8 HomA(F,Q ®AE) —> HomA(E,P 8,0 ®AE)
£f® gt—> (P ®Ag)f s
se dérive en

L L L L L
(5.8.3) RHomA(E,P ng) @k RHomA(F,Q SkE) — RHomA(E,P @kQ QQE)
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pour P, Q € ob Db(Ae) ,E, FE€ob Db(A) tels que les produits tensoriels et
RHom figurant ci-dessus soient dans Db . Quand E et F sont parfaits, cette
flache s'identifie, via 5.4.2, & la flache déduite de la fladche d'é&valuation

L
F 8k RHomA(F,Q) —> Q ; on en déduit aisément que l'on a un carré commutatif

L L L L L
; (1)
RHomA(E,P ®AF) ®KRHomA(F,Q ®, E) ———ts RHomA(E,P ®AQ ®AE)
(5.8.4) (2) TrA

L’ L Tr
RHomA(F,Q ®,P ®AF)

L
P® Q s
Ae

ott (1) et (2) sont données par 5.8.3 (le point est que les deux flaches composées
de 5.8.4 sont définies par le produit tensoriel des flaches d'évaluation
L L !
F& RHomA(F,Q) —>Q , E ® RHomA(E,P) —> P) . Il en résulte que, pour
L

L
u € HomA(E,P Qk F) , y € Hom(F,Q 82?) , on a
.8. =
(5.8.5) TrA(vu) TrA(uv)
On notera parfois < u,v >A la valeur commune de 5.8.5.

5.9. Traces et extension des scalaires.

Soit A —> B un morphisme de K-algébres plates. On en déduit un mor-

hisme de K-algtbres AS —_—> 8° , d'ol un foncteur extension des scalaires
P g
L L
- ® eBe : D(A%) —> D(8%) . Pour E, F comme en 5.3.5, si F & eBe € ob D°(8%)

A L L A
et RHomB(B QkE,F ® eBe) € ob Db(BO) , on a un carré commutatif de D(K)
A

L

(5.9.1) RHomA(E,F) ® E - @) F® A
— A Ae
(3) (4)
L L L L 2) LY L '
—_——
RHomB(B ®,E.F ®AeB ) ®B(B ®AE) (F ®AeB ) ®BeB s

ot les fléches (1) et (2) sont définies par 5.3.6, (4) par A—>B , et (3) par
L
la flache canonique F —> F Q@ eBe - La vérification est triviale. De méme, pour
ATy, L L
E,F, G comme en 5.4.2, si F ® B® € obD+(Be) , (F® Be) ®,.G € ob D+(B) , on
Ae Ae A
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a un carré commutatif de D(K)

L

L
Rion, (£,) 5,0 )

RHomA(E, F ®AG)

(5.9.2) (3 (&)
L L e L L ) L L e L L
RHom.B(B ®AE,F ®AeB ) ®B(B ®AG) E— RHomB(B ®AE,(F ®AeB ) ®B(B ®AG))
Lo e
ot (1) et (2) sont définies par 5.4.2, (3) et (4) par F —>F ® B . On en
L A
déduit, pour E, F comme en 5.6.1, avec F @ eBe € ob Db(Be) , un carré commutatif
A
de D(K) , analogue aux précédents, ol les fleches verticales sont définies par
5.6.1
L TrA L
RHomA(E,F ®AE) F® A

L L L L Try
Riom, (B ®,E,(F @ B") @ (B ®E)) ——> (F
A

(5.9.3) v |*
5

AS B°

Enfin, si 1'on se donne TF' € ob Db(Be) tel que RHomA(E,F') € ob Db(BO) , et

L
f:FQ® eBe ——= F' , on a une compatibilité légérement plus générale que 5.9.1,

A L
qui s'exprime par un carré commutatif analogue, avec F' au lieu de F ® eBe dans
A
la ligne inférieure, et les fleches verticales définies par. £ . On a de méme des
L
carrés commutatifs analogues & 5.9.2 et 5.9.3 avec F' au lieude F ® eBe . Pre-
L A
nant notamment F = A et pour f : A® eBe ——> B la fléche définie par
A
A——>3B , on obtient un carré commutatif
TrA L
RHom, (E,E) > A Q® A
O e
A
| /
L L Tr L
RHomB(B ®AE,B ®AE) B ®BeB ,

ot la fléche verticale de gauche (resp. droite) est donnée par l'extension des

scalaires (resp. est la flache canonique déduite de A ——> B )
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5,10. Traces et restriction des scalaires.

Soit A ~—>B un morphisme de K-algkbres plates tel que B , en tant
que A-module & gauche, soit plat et de présentation finie (i.e. localement facteur
direct d'un A-module libre de type fini). C'est le cas par exemple si A —=> B est

le morphisme K[H] —— K[G] défini par un morphisme injectif de groupes discrets

H&> G , d'indice fini. L'homomorphisme restriction des scalaires
HomB(B,B) _ HomA(B,B) > ot B est considéré comme module A gauche, s'identifie,

par les isomorphismes canoniques B %HomB(B,B) » Hom,(B,A) ®,B —> Hom, (8,B) ,

3 une flédche (de B-bimodules)
(5.10.1) B ———>-HomA(B,A) ®,B

Le composé de 5.10.1 avec la flache d'évaluation HomA(B,A) SkB —> Ay (5.3.3)
est 1'homomorphisme f > TrA(f) (dgn TrA(df) , ol df est la multiplication

’
3 droite par f) , donc par la formule TrA(fg) = TrA(gf) (5.8.5), se factorise a

travers B, en une flache notée encore TrB/A : B“-———ﬁ> Av\ : on a donc un carré
commutatif
Tr
B = By
(5.10.2)
5.10.1 TrB/A
ev )
HomA(B,A) ®,B — s A‘q
Dans la situation (BE,BPA) » on a un homomorphisme de B-modules & droite

(5.10.3) Hom, (E, P) & —> Hom, (E,P 8B, u®bir> (xi—>ulx) ®b) ,

qui est un isomorphisme, comme on le vérifie aussitdt (il suffit de voir que 1'ho~
momorphisme K-linéaire sous-jacent est un isomorphisme, et cela résulte de ce que
B est localement facteur direct d'un A-module libre de type fini). Cet isomorphisme

se dérive en un isomorphisme de D(B)

(5.10.4) RHom, (£, P) 8,8 ——> Rilom, (E,P 8,B) s
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pour E € ob DT(B) , P E€ob ot @kAO) (résoudre E par des modules de la forme
B ggL , on L est plat, et P par des (B QkAO)—modules injectifs, lesquels sont
nécessairement injectifs comme B-modules, A &tant plat sur K : cela permet
"d'ster le R" a gauche, et la résolution qu'on‘a prise pour E permet aussi de

1'ster a droite).

Pour E € ob D (B) , M€ ob p*(K) , F € ob D (B) , on définit ume fle-

¥*

che de D(X) (9
L L

(5.10.5) RHomB(E,B ®KM) BF —> RHom, (E,A ® M) ®,F s

comme composée des fléches

L L L
[6D)
RHomB(E,B @KM) ®F —_—— RHomB(E,HomA(B,A) ®,B ®KM) ®BF

L L L
(2) (3)
—_— RHomB(E,HomA(B,A) ®KM) ®,B QF ——> RHomB(E,HomA(B,A ®KM)) ®,F

——(—%RH (EA@M)gF
ﬂA 3 K A 3

ot (1) est définie par 5.10.1, (2) par 1'isomorphisme inverse de 5.10.4 avec
L
P = HomA(B,A) M (3) par 1'isomorphisme canonique
L
HomA(B,A) M = HomA(B,A ®KM) (5.4.2), et (4) par 1'isomorphisme d'adjonction 5.2.2

L
Proposition 5.10.6 - Supposons gque M ®KF € ob D+(B) . On a alors un carré commu-

tatif de D(K)

L 5.4.2 L
RHom, (E,B ®M) ®;F — RHom,, (E, M & F)
(5.10.7)
5.10.5
5.4.2 L
RHom, (F,A @ M) & F — RHom, (E,M ® F) >

ot la flache verticale de droite est la restriction des scalaires.

(€] .
) Au n° 6, on appliquera les constructions qui suivent au cas oi M est un com-
plexe dualisant (6.7).
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I1 s'agit de vérifier que 1'on a un carré commutatif

L L L
F——————— M ®,F
E ®KRHomB(E,B ®KM) g %

E ; 5.10.5 restriction des scalaires

L L L
_.._ﬁ F s
E SkRHomA(E,A ®KM) 8,F M &,

ot les fléches horizontales sont données par les évaluations (5.3.6). Ce carré se

L
déduit par application de - SBF du carré analogue avec F = B , donc on peut
supposer F = B . La commutativité de 5.10.7 dans ce cas équivaut 3 celle du trian-

gle
RHomB(E,B QkM)

() ) (2}

3)
RHom_B(E,HomA(B,B ®KM)) <—e RHomA(E,B ®KM) s

ot (1) est défini par 5.10.1, (2) 1la restriction des scalaires, et (3) 1'iso-
morphisme d'adjonction. Or la fléche B M ——=> HomA(B,B ®KM) donnée par 5.10.1
n'est autre que la fléche d'adjonction correspondant aux foncteurs restriction des

scalaires et HomA(B,-) ; la commutativité de (%) en découle aussitdt.

Soient E € ob D(B) , M € ob Db(K) tels que RHomB(E,B ®KM) € ob Db(BO).

On dispose alors, par 5.3.5, d'une flache d'évaluation

L L L
RHomB(E,B S M) ®E ——> M ®K(B ®BeB) s
. - L
qui donne, par composition avec la flache canonique B ® eB — Bh , une fléche
: B
L L
(5.10.8) RHom, (E , B & M) &E —> M By

Proposition 5.10.9 - Supposons A de présentation finie et plat en tant que K-module,

et Ay, , By plats sur K . Soient E €o0b D (B) , M€ ob p°(K) tels que
MEE%(E:B 8%&) € ob Db(BO) . Alors RHomA(E,A ®KM) € ob Db(AO) , et 1'on a un

tarré commutatif
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L

Riom (E,B @ M) ®F 2.10.8 M & By
(5.10.10)
5.10.5 M@ Try
- 5.10.8
Rilom, (E,A @ M) @, - M @Ay,

(Les hypéthéses supplémentaires sur A et B (vérifiées par exemple si
A et B sont des K-algebres de groupes finis) sont sans doute inutiles, et 1'on de;
vrait azoir un carré czmmutatif analogue 2 5.10.10 avec Ah (resp. B ” ) remplacé
par A® A (resp. B ® eB) ).

A B

La premidre assertion de 5.10.9 est triviale. Prouvoms la seconde. On peut
supposer M & composantes injectives et E & composantes de la forme B QkL ,
avec L plat. gn a alors REQEB(E’B 8kM) éhE = Eggé(E,B ng) 8%E s
REQEA(E>A SkM) 8%E = EEEA(E’ A SkM) 8kE , et les flaches de 5.10.10 sont définies

au niveau des complexes. On est donc ramené a vérifier que, si L , M sont des

K-modules, E wun B-module a gauche, on a un carré commutatif

5.3.3
— ezt
Homy (B ®L,B &) & (B QL) M @3B,

() (1) M ®KTrB/A

5.3.3
—
Hom, (B 8&L,A ®KM) ®, (B ka) M ®KAE s

ot la fléche (1) est définie en envoyant B @M dans HomA(B,A) ®,B @M par 5.10.1
et en composant avec un isomorphisme du type 5.10.3 et un isomorphisme d'adjonction,
Comme A est plat et de présentation finie en tant que K-module, les fliches "pro-

duit tensoriel"
(2) B ®KHomK(L,M) = HomB(B,B) ®KHomK(L,M) —— HomB(B ®KL,B ®KM) s
(3) HomA(B,A) ®KHomK(L,M)- —_— HomA(B 8L, A ®KM)

sont des isomorphismes, par lesquels (1) s'identifie au produit tensoriel (sur K)
de 5.10.1 par HomK(L,M) 8kL . D'autre part, la fléche horizontale supérieure (resp

inférieure de (%) s'identifie par (2) (resp. (3)) au produit tensoriel (sur K)
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de Trp : B——=> B, (resp. ev : HomA(B,A) ®,B—> A,_) par la flzche d'évaluation

HomK(L,M) 8kL —> M . La commutativité de (*) découle donc de celle de 5.10.2,

ce qui achéve la démonstration de 5.10.9 .,

Corollaire 5.10.11 - Sous les hypoth&ses de 5.10.9, pour E € ob D(B)parf s

M € ob Db(K) , on a un carré commutatif de D(K)

L TrB

—_—
RHomB(E,M 8%3) M & By

(5.10.12) '
L TrA

—_
RHom, (E,M @) M @Ay ,

ot la fléche verticale de gauche est la restriction des scalaires.

I1 suffit en effet dé conjuguer 5.10.6 et 5,10.9 .

5,11. Application aux groupes finis : propriétés de divisibilité.

Soit G un groupe fini, d'élément neutre noté e , posons K[G] = B
Le K-module By est libre de base l'ensemble Gy des classes de conjugaison de

toute section s de By, s'écrit de manidre unique s = E s(x)x
X € Gy

Proposition 5.11.1 - (cf. sca 422

Rapport 4.5). Soient E € ob D(B)
T : pa
M € ob Db(K) . Pour u € HomB(E,M @kﬁ) , on a, dans H°(T,M) |,

rf ’

Tr (o) = lef Ty P

Il suffit en effet d'appliquer 5.10.11 avec A

(]
~

, en notant que

Tr :‘Bh —> K est donné par

B/K

|G] si g=e
(5.11.2) Tr, ,.(g) =
B/K 0 si g#e

Proposition 5.11.3 - Sous les hypoth2ses de 5.11.1, soit g € G , notons Zg le
L
centralisateur de g dans G , posons A = K[Zg] . Soit u E_HomB(E,M @%E) s

L
notons gu € HomA(E,M ®E) le composé de 1'image de u dans HomA(E,M SkE) avec

la multiplication & gauche par g . Alors on a, dans HO(T,M)

3

.
(*) Si X est un ensemble, on note lXI le cardinal de X

G 3



Tr ( u)(e) = Tr (u)( )

On va montrer plus généralement qu'on a un carré commutatif

L Tr -1
B x —>x(g )
RHomB(E,M @%E) M 8%3“ M
(5.11.4) L
- ' E) Ity M@ A X —> x(e) M
RHomA( M ®K R ) ’

ot la fléche verticale de gauche est composée de la restriction des scalaires et de

la multiplication & gauche par g . Ce carré est le bord du diagramme
L Tr -1
B > x(g )
RHomy (E, M @ E) ——> M ®KB“-————5——> M
rest (1) Try/a
TrA
RHomA(E,M ®KE) —> M ®KA‘1 (3)
RHomA(E,sg) (2) 8,
Ty x —2 x(e)
__..__—_————}
RHomA(E,M 8&;) —_ M ®KA“ M s

ofi rest désigne la restriction des scalaires et sg la multiplication & gauche
par g . Le carré (1) commute en vertu du 5.10.11, et (2) par définition de

Ty 11 suffit donc de prouver la commutativité de (3) , et pour cela il suffit

A

de montrer que , pour h € G , on a

TrA(x +——=> gxh)(e) = valeur en g_l de 1'image de h dans B ,

1 si g est conjugué a h

() TrA(x +—= gxh) (e)

0 sinon

On peut pour cela.remplacer T par le topos ponctuel et K par Z , et il suffit
alors de prouver (%) aprés multiplication par IZg‘ . Compte tenu de 5.11.1, on

est donc ramené a montrer que
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lZ ‘ si g est conjugué & h

o] sinon

Mais cela résulte de ce que le premier membre est le nombre de points fixes de
1'application x> gxh de G dans G , d'oh la commutativité de 5.11.4 et

1a conclusion de 5.11.3

Corollaire 5.11.5 - Sous les hypothéses de 5.11.3 , on a
I ————. ——

-1
TrK(gu) = ]Zg[TrB(u)(g ) = !ZgITrA(gu)(e)

5.12, Traces et produits tensoriels externes.

Soient, pour i = 1,2, Ai une K-algébre plate, A = A1 QkAZ . Soient
B, €obDT(A) , F, €obD°(AS) tels que Riom, (E,,F,) € ob D°AD)
1 i,
i L
b, e b,,0 N _
F=F ®KF2 € ob D (A7) s RHomA(E,F) €obD (A7) , oh E= El ®KE2 . On a alors

un carré commutatif

(5.12.1)
L L L (1) L L L
(RHomA (El,Fl) ®A El) ®K (RHomA (Ez,Fz) ®A E2) —_ (F1 ® eAl) ®K(F2 ® eAZ)
1 1 2 2 CA A
1 2
(2) (3
L L
RHomA(E,F) ®,F F ®AeA

o (1) est produit temsoriel des fladches 5.3.5 , (2) est définie par la flache

produit tensoriel

L
(5.12.2) RHomAl(El,Fl) & RHomAz(Ez,Fz) ~————> RHom, (E,F) s

et (3) est l'isomorphisme canonique évident. La vérification est essentiellement

triviale. On vérifie de méme que, pour E, € ob D—(Ai) » F; €ob D+(Ai) .
L
- b b, 0
Gi € ob D (Ai) , avec Fi SkiGi € ob D (Ai) s RHomA,(Ei’Fi) € ob D (Ai) s
w L b L Ch * L
om - =
“Ai(Ei’Fi ®A1Gi) €ob D(K) , F@GeEobD(A) (ot G=6 &G) , onaun

carré commutatif
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L i L W
—_—
(RHOmA (El,Fl) ®, Gl) ®K(RHomA (EZ,FZ) ®, G,
1 (1 2 2

i L L L

(5.12.3) (2) RHomAl(El,Fl ®A1G1) ®KRHomA2(E2,F2 ®A2G2)
(3>
L 5.4.2 L
.4,
RHomA(E,F) SkG —————, RHomA(E,F 8kG) s

ot (2) et (3) sont des fléches produits tensoriels du type 5.12.2, et (1) est

produit tensoriel des fldches 5.4.2 . De la commutativité des carrés 5.12.1 et

. b, e
5.12.3 il résulte que, pour E, € ob D(Ai)Parf » By € ob D (Ai) tels que
F = Fl Qsz € ob Db(Ae) , on a un carré commutatif
(5.12.4)
L L L (1) L L L
RHOmA (El’Fl Qk El) 8k RHomA (EZ’FZ ®A EZ) —_— (Fl ® eAl) gk(FZ &® eAZ)
1 1 2 2 ‘ A1 AZ

(2) L ' l (3)
L L
®

RHom, (E,F ®,E) 3:6.1 ¥ A s
—A A €
A
oti (1) est produit tensoriel des fléches Try (5.6.1), (2) est défini par
i
5.12.2, et (3) est 1'isomorphisme canonique figurant dans 5.12.1 . Par suite,
L
pour u, € HomA,(Ei’Fi gk,Ei) , on a
i i
. L
(5.12.5) TrA(u1 Qkuz) = Tr, (ul)TrA (u2) s

: 1 2
le produit au second membre étant défini par 1a fléche canonique
o L o L o L
H (T,F1 ® eAl) ®H (T,F2 ® eAZ) —> H (T,F ® eA)

A1 A2 A

5.13. Traces d'endomorphismes semi-linéaires.

Soient A une K-algebre, ¢ un endomorphisme de A ., Si E , F sont

des A-modules a gauche, rappelons qu'un homomorphisme additif u : E —=> F est
dit p-A-linéaire s'il vérifie wu(ax) = ¢(a) u(x) quels que soient a € A ,
x €E , i.e. si u est un homomorphisme A-linéaire de E dans le A-module (w)F

déduit de F par restriction des scalaires selon ¢ .Si F est un A-bimodule,
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_ -~ . . PO F GN G

¢ un A-module 2 ga?che, on a un 1som0£phlsme évident () QA —_— (®)(F QA ),
i sri ivialem , F®,C—> G

qui se dérive (trivialement) en () SA (m)(F Sk )

Supposons A plat sur K . On déduit alors de 5.4.2 une flache

L L
(5.13.1) Rilom, (E, (CP)F) 8,6 —> RHom, (E, (cp)(F ®,6))
- +,,€ - L +
pour E €ob D (A) , FeE€obD (A7) , GE€obD(A) , avec F ®,G € ob D (4)

> 5.13.1 est un isomorphisme, ce qui permet de définir, par

pour E € ob D(A)parf

5.3.5, une fléche trace

L L

. T : RH E, F ®,E F® A
(5.13.2) rA,@ om, ( (@)( ®,] )) —— ) e
On en déduit notamment, pour F = A | une fléche
) o

: H E E H (T,A

(5.13.3) TrA,w omA( () ) — " (T, “’w)
ot A = A® A est le K-module quotient de A par le sous-module engendré

wy (@) e
localement par les sections locales de la forme ab - e(b)a . Dans le cas on
A=K[G] , G un groupe discret, avec ¢ défini par un endomorphisme ¢ de G ,
A est le K-module libre de base G , ot G est le quotient de G par
w © W, B,

1'action (g,x)—> m(g)xg_l (les orbites s'appellent parfois "classes de
g-conjugaison" de G ). Les traces 5.14.2 cofncident, pour T ponctuel, avec celles

considérées par Grothendieck, et dont il est question dans 1'exposé XII.

Dans la situation de 5.10, si ©® , y sont des endomorphismes respectifs
de A , B , compatibles avec A —=> B s 11 existe une unique fléche

Tr, : B —> A rendant commutatif le carré (analogue a 5.10.2)
AT Tyl ENG]

3

TrB,w
= _—
()" = Hemp (B ()®) P
- (5.13.4) . Tr,
Hom, (B A) ® B _éf———é A
AT () A H5P ’

ot év est la flache d'évaluation, et la flache verticale de gauche est la restric-

tion des scalaires. On définit une flache analogue & 5.10.5, avec A ®KM (resp.
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B ng) remplacé par (@)A B M (resp. (¢)B ®KM) , et 1'on a des compatibilités

analogues & 5.10.6, 5.10.9, 5.10.11, qu'on laisse au lecteur le soin d'énoncer.

Soient G un groupe fini, ¢ un endomorphisme de G . Pour g € G ,

notons le cp-centralisateur de g dans G , i.e. 1'ensemble des x € G

Z
g5

‘tels que cp(x)gx_l =g . Posons A = K[G] , soient E € ob D(A)parf ,

N € ob Db(K) . On déduit aisément des compatibilités précédentes que 1'on a, pour

L
u € HomA(E,(m)(M 8&?)) , 8 €6 ,

(5.13.5) TrK(gu) = |z 1 ITrA

W™
g . @

3

(les détails de la vérification sont laissés au lecteur).
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6.~ Correspondances équivariantes et divisibilité de termes locaux,
6.1. Notations.
b.1. ROLArIONs

Dans ce numéro, S désigne le spectre d'un corps de car. p , et A un
anneau commutatif noethérien annulé par un entier non divisible par p . Les
S-schémas considérés seront supposés séparés et de type fini., Les A-algébres con-
sidérées seront associatives, unitaires, et de type fini, mais non nécessairement
commutatives. Le plus souvent, et notamment pour tout ce qui concerne les "termes
locaux de Lefschetz-Verdier non commutatifs", elles seront supposées plates (dans
les applications, ce seront des algdbres de groupes finis)., Si X est un S-schéma,
et A une A-algdbre, on notera D(AX) (resp. D(XA) la catégorie dérivée de 1la
catégorie des faisceaux de A-modules 3 gauche (resp, & droite) sur X ;5 pour A
commutatif, on écrira aussi D(X,A) pour D(AX) > et D(X) = D(X,A) . On notera
DC(—) (resp. Dctf(—)) la sous-catégorie pleine formée des complexes & cohomologie
constructible (resp. de tor-dimension finie et 2 cohomologie constructible). Si A ,
B sont des A-algébres, on notera D(AXB) la catégérie dérivée de celle des fais~
ceaux de (A,B)-bimodules (& gauche sur A > & droite sur B ). Enfin, on utilisera

e

les notations A° , AT, Aq de 5.1

6.2. Le formalisme de (III 1, 2, 3) s'étend sans peine au cas "non commutatif",

Indiquons rapidement les principaux points de cette généralisation.

Soient X un S-schéma, A , B des A-algebres. Si L €ob D (

ctf XA) ’

s

M € ob D(AXB) » M étant de tor-dimension finie et & cohomologie constructible en
L
tant qu'objet de D(XB) , alors L 8g M € ob D(XB)ctf (la vérification est immé-

diate). D'autre part, il découle de Gca 41/2 Finitude 1.6) que, pour M comme

ci-dessus, et L € ob D (AX) , on a RHomA(L,M) € ob D

ctf (Xg) . Il résulte éga-

ctf

lement de (loc. cit.) que, si f est un S-morphisme, Dctf(A_) est stable par les

!
opérations (f£¥,f,,f,,f ) (le cas de f£* &tant trivial).

Soient, pour i =1, 2, fi -2 Xi —_ Yi un S-morphisme,
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£=1 f, : X =X Xg X2 —> Y=Y

1% T2t 1
Ll € ob D_(XIA) s L2 € ob D_(AXZ) , on a une fladche de Kunmeth (dans D (Y))

1 %s Y2 , A une N\-algébre. Pour

L L
(6.2.1) Flaby ® alpuly —> fy(ly 8 4Ly
L dfn L
& N 3 sdui i
(ot L1 ®S,AL2 plLl ngZLZ) , dont on déduit de (loc. cit.), comme en (I11 1.6),

qu'elle est un isomorphisme. 8i B, C sont des A-algebres, avec B ou C sup~-
L

posée plate sur A (pour pouvoir définir @, : D_(B-A) X D_(A—C) —=>D (B—C) ),

on a un isomorphisme analogue & 6.2.1, dans D (BYC) » pour I, € ob D (BxlA) s

L, € ob D (AXZB) . On vérifie de méme que, pour M1 € ob D (YlA) s

M, € ob D_(AYZ) , on a un isomorphisme de Kinneth (dans D (X))
v e £lm e 5. 1
(6.2.2) flMl ®S,A oMy —_— f Ml 8%,A 2)

(et un isomorphisme analogue dans D (BXC) pour M1 € ob D (BYlA) s

M2 € ob D (AYZC) ). Enfin, soient, pour i =1, 2, Ai une A-algebre, A2 étant

+
plate, E; € ob Dctf(Alxl) , F, €ob D (AZXZ) » F) €ob D(A1X1A2) , avec F,

de tor-dimension finie et & cohomologie constructible en tant qu'objet de D(XlA ).

Alors on a RHomA (El,Fl) € obD__( comme on 1'a vu plus haut, et 1'on
1

ctf XlAz) ?
dispose d'une fléche canonique de D+(X) (D+(X,A2) quand A2 est commutatif)

L L

(6.2.3) RHomAl(El,Fl) ®S,A2F2 _— RHomAl(pefEl,Fl ®S,A2F2) ,

définie par composition de la flache "image inverse" (111 2.1.1)

L

L
3 3 3] i3 #
p¥RHom SF)) ®A2 p§F, —> RMAl(PlErPlFl) ®A2P2F2«

(E
1 A1

avec la fléche analogue a 5.4.2.

L L
4] 2% 3* 4] 4+ i3
RMAl(plEl’pfFl) ®A2P2F2 > REQEAI(PlEl’PlFl ®A2p§F2)

(adjointe selon 5.2.3 de la fléche

L L L

# # # 3 #
® RHomAl(plEl’plFl) 8A2p T, —=> pff, ®, piF,

3
piE pa) "1 %4,

1

définie par la flache d'évaluation 5.3.6)., On déduit de 6.2.1, comme en (111 2.3),
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que 6.2.3 est un isomorphisme. En particulier, pour A, = A , F, = AX , 6.2.3

donne un isomorphisme

(6.2.4)  piRHom

it # 3
¥ Al(El,Fl) R —— RHomAl(plEl,plFl)

6.3. Si t : T—>85 est un S-schéma, et A wune A-algdbre, nous poserons
! ( b 0,1, )
(6.3.1) A = KAT €o ATA
Pour A = A, nous écrirons KT au lieu de KAT . I1 résulte de 6.2.2 qu'on a un

isomorphisme canonique (de D+(ATA) )
L ~
(6.3.2) Kp ® A —> KA,

Nous moteroms D, 1le foncteur RHomA(—,KAT) : il envoie Dctf(AT) dans Dctf(TA)
1/2

(et vice-versa), et la démonstration de (SGA 4 Th. Finitude 4) montre que, pour

L € ob Dctf(AT) , la fléche canonique L ——> DADAL est un isomorphisme. Pour

A= A, nous écrirons D agu lieu de DA

6.4. Soit A une A-alggbre plate, et soient, pour i =1, 2, Xi un S-schéma,
X =X Xg X p; 1 X—> X; les projections, L, €ob Dctf(AXi) . Par 6.2.3
appliqué 2a Al = A2 =A | E1 = L1 s F2 = L2 . E2 = KAXl , on a un isomorphisme
L ~ L
- #*
Dby B Al REo—mA(PlLl’KAXl B alp) ,
L

~_ !

1 v . .
d'oti, en composant avec 1'isomorphisme de Kunneth 6.2.2 KAXl 8%,AL2 — sz2 s
un isomorphisme

L

~ !
# i
(6.4.1) D Ly ®S,AL2 —_— RHomA(plLl,szz) s

qui généralise (III 3,1.1). Soit ¢ : C —=> X un S-morphisme, posons c; = p;c
Par la formule d'induction (SGA 4 XVIII 3.1.12.2), on a un isomorphisme canonique

(analogue a (III 3.2.1))

! o ) ~ a )
(6.4,2) c RHomA(piLl,szz) —_ RHomA(celLl,chz) s

d'oti, en composant avec 6.4.1, un isomorphisme
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L
o ! ~ !
(6.4.3) - H(X,cue (DALl ®S’AL2) —_— HomA(ci?Ll,chz)

i
Les éléments de HomA(c?Ll,céLz) s'appelleront correspondances cohomologiques de

L1 a L2 a support dams ¢ (la terminologie différe légérement de celle de
(loc. cit.), les deux terminologies cotncident pour ¢ propre, ce qui est le cas

dans la pratique).

Etant donné des S-morphismes fi : Xi _— Yi (1 =1, 2) et un carré
commutatif (IIT 3.7.1) avec ¢ propre, on définit comme en (loc. cit.) des fléches

LLE 3 " -
image directe" amalogues a (ITI 3.7.5), (111 3.7.6) (pour L, € ob Dctf(AXi)) .

6.5, Soient A une A-algébre plate, X wun S-schéma, X2 =X xg X ,

Py s Pyt X2 ::::; X les projections canoniques, § : X ————3-X2 la diagonale,

c: C—> X2 un S-morphisme, c; = PiC s x*=cy 9 X 1le schéma des points
- X
fixes de ¢ , d'ofr un carré cartésien
c X c
/N
(6.5.1) C\l '/x
c X2 1)
Posons
L L L
(6.5.2) KAy .. =K ®,(a ®AeA) s KAy, T KX®AA“
Soit L € ob Dctf(AX) . On définit un homomorphisme "trace locale"
1
s #L.p.
(6.5.3) Tr, : 8 RHomA(plL,sz) —>KAX’M s
en composant 1'isomorphisme
1 ~ L
] *1L. D, A 3
(6.5.4) & RHomA(plL,sz) —— B (DAL ®S,AL)
déduit de 1'inverse de 6.4.1 (pour X1 = X2 s Ly o= L, ) par application de &%

1'isomorphisme trivial

L L
(6.5.5) 6*(DAL ®S,AL) = D,L gL
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et la fléche d'évaluation 5.3.5

L
(6.5.6) DL ®AL—ﬁKAX,Lq

L L
(ot 1'on a identifié KAX QLeA a KAX,Lq grace a 6,3.2 KX ® A= KAX ) . I1 ré-

sulte aussitdt de la définition que, pour X =18 , 6.5.3 cofncide avec la fléche
1L .
Try RHomA(L,L) —>A4® A de 5.6.1 . Composant la fléche déduite de 6.5.3
A
!
par application de iiic' avec la fléche

! .c,c! !
(6.5.7) G*C*RHomA(CfL,ch) —> i i é*RHomA(pr,sz)

) !
déduite de 6.4.2 et de la flache de changement de base f¥*c 0’ —> iiic'é* , on

obtient une fléche

! c.,c! c
. *7 .c.cl = i
(6.5.8) Tr, : G%C%RHomA(clL’CZL) —> i KAX,LH = l*KAXc .
3

d'otr la fléche

]
(6.5.9)  Tr, : Hom,(c¥#L,c,L) — HO(x kA y .
A A 12 X 1w
3

On notera encore TrA les fléches composées de 6.5.3, 6.5.8, 6.5.9 avec les flaches

déduites de la fleche canonique KAX Lh____> KAX - On vérifie facilement que,

A
!
pour A=A , on a, pour u € Hom(ch,céL) s

(6.5.10) Tr(u) = <u,1 > ,

avec la notation de (III 4.2.5), 1 désignant la correspondance diagonale (plus

.C

1
précisément, la flache C*RHom(ch,céL) —> 8,i.K c adjointe de 6.5,.8 est celle
X

définie par (III 4.2.4') (avec X1 = X2 , L, =1L ; d =203 ) et la correspondance

diagonale 1 € Hom(L,L) ).

6.6, Soient A wune A-algdbre plate, et, pour 1 =1, 2, Xi un S-schéms,

X =
Xy xgX, , L €obD

s X, (AXi) . On définit un accouplement

ctf

L
! e !
(6.6.1)  RHom, (pL,,p,L,) ®, Ritom, (p4L,,p; L) FRay

de la manidre suivante. On identifie le premier membre 2
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L L L
3¢ 4% #] ¥*
RHomA(pile,pi?KAxl) 8,p4L, &, RHomA(szz,szAXq) ®,p¥L,

par les isomorphismes 6.4.1, puis a

L L L L L
A ®AeR@A( ) @ piL, & Rilom, () ®,PiLy ®AeA
. L L L
par 5.3.1 ; on envoie cet objet dans A ®Ae(KAX1 ®AKAX ) ®AeA = R par le produit

tensoriel de fléches d'évaluation 5.3.6 ; on identifie enfin R 2
L L
A ®Ae(KAXl ®AKAX2) par 5.8.2, puis 2 KAX,Lh

c: C—>X , d:D—>X sont des correspondances, et e = ¢ de : E—>X

par 6.5.2 et (III 1.7.6). Si

3

on déduit de 6.6.1, comme en (IIT 4.2), un accouplement

L, ! 5 R (d#L d!L )
(6.6.2)  c,Riom, (c¥L ,c,L,) ® d RHom, (d3L,,d L ) —> exkhg 1,
d'ott un "cup-produit"

(6.6.3) < , B

! ! o
. 3 3
: HomA(clLl,chz) ® HomA(d*sz,dlLl) —>H (E,KAE’LH)

Il n'est pas difficile d'étendre au cas non commutatif la notion de composition de
1
correspondances étudiée en (III 5.2), et 1'on vérifie que, pour u € HomA(ci*Ll,céLz),
. 1
v € HomA(d§L2’diL1) , on a la formule analogue a (III 5.2.9)
(6.6.4) <u,v > o= TrA(vu) = TrA(uv) .
La formule de Lefschetz (III 4.4) se généralise sans peine dans ce con-

texte : étant donné des S-morphismes propres fi : Xi —— Yi(i =1, 2), et un

cube commutatif (III 4.4,0), on a, pour L; € ob Dctf(AXi) , un carré commutatif
analogue 2 (III 4.4.1), avec K, (resp. KD) remplacé par KAC,Lq (resp. KAD,Lq Y,
et une formule analogue & (III 4.5.1), dans HO(D,KAD L\q)

3
(6.6.5) <L, i >, = gy >y
(la flache f*c*KAC’Ln—? dyKAy 1 est déduite de la fleche (4) de (ITT 4.4.1)

par tensorisation avec A ® eA)
A
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6.7. Soient X et ¢ comme en 6.5, et A ~—2 B un morphisme de h-algébres
plates. Vis-a-vis de 1'extension et de la restriction des scalaires, les flaches

Tr, (6.5.3, 6.5.8, 6.5.9) se comportent comme les fléches TrA de 5.6.1, 5.6.2 .

i

£, £9)

Le point est que, si f est un S-morphisme, les foncteurs (f*, £ '

% 2
commutent & 1'extension et & la restriction des scalaires, et que par conséquent

1'étude du comportement de Tr, (6.5.3) vis-a-vis de 1'extension et de la restric-

tion des scalaires se ramene 2 celle du comportement de la fléche "produit tensoriel"

L L
+# 3t 4 3 %] i3
RHomA(plL,leAX) ®,pAL —> RHomA(plL,leAX ®,pL)

et de la flache "d'évaluation"

L
RHomA(L,KAX) @kL —_— KAX,La

Ainsi, la commutativité des carrés 5.9.1, 5.9.2 entratne celle du carré

* (e !L TrA kA
) C*RHomA clL,c2 ) i, XC,Lq
(6.7.1)
L , L Try Cv’
3, % ’ .
8 C%RHomB(cl(B ®AL), c2(B ®AL)) 1*KBX0’Lq R

oli la fléche verticale de gauche est 1'extension des scalaires et celle de droite
L L
est définie par la fléche canonique A ® eA —>3B® eB ; 11 en résulte que, pour
A B
1
u € HomA(CTL,CzL) , on a

L
(6.7.2) TrB(B gku) = mTrA(u) s

ot ¢ : HO(XC,KAXc Lq)——i> HO(XC,KBXC Lq) est 1'application canonique.
3 3

Supposons A de type fini et plat en tant que A-module, B de type fini
et plat en tant que A-module 2 gauche, et Ay , By plats sur A . On dispose de

TrB/A : Bh —_— Aq , on notera encore

(6.7.3) Trgp K.BX’q _— KAX’\:‘ ,

L
la fleche qui s'en déduit par application de KX ® - (6.5.2)., Il découle de 5.10.6

et 5.10.9 que, pour L € ob D (BX), on a un carré commutatif

ctf
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. : TrB en
5*g*RHomB(clL,c2L) - 1,KBye o

(6.7.4) Trp/a

]
* ¥ e,
8 C*RHomA(clL,ch)

N

i

*KAXC,n ’

ot la fléche verticale de gauche est la restriction des scalaires. Par suite, pour

1
u € HomB(ch,céL) , on a, dans HO(XC,KAXC b )y,

(6.7.5) TrA(u) = TrB/A(TrB(u))
6.8. Soient A, B des A-algébres plates, X , Y des S-schémas, Z =X Xg Y,
c: C——> X2 ,d:D—> Y2 des correspondances, e = C XS d :E=¢C XS D~ z2

le produit. On a donc 2° = X°© Xg ¢ . Posons R = A ® B . On définit comme en
(III 5.3) le produit tensoriel exterme
L
$L,c)L (as,aly — (e B0 e (1 820)
(6.8.1) HomA(clL?c2 ) ® Homy, dl ,d2 ) ——> Hom, ey L & ),e2 L & s

et 1'on déduit aisément de la commutativité des carrés 5.12.1, 5.12.3, que, pour

! ! o, ¢
o !
u € HomA(clL,ch) , c € HomB(dfM,dzM) , on a, dans H (Z7,KR y

Z%,1y

L
(6.8.2) TrR(u 8bv) = TrA(u) TrB(v) s
le produit au second membre étant défini par la fléche canonique

(6.8.3) HO(XC,KAXc o) ® 1y ks y —= 1°(z%; xR ),

Yd,Ln

L
provenant de 1'isomorphisme Kayc Lq®SKBYd > KA ® B)Zd L @onné par

AR

(IT1I 1.7.6) et la flache (4) de 5.9.1).

6.9. Soit G un groupe fini, Si X est un G-S-schéma (i.e. un S-schéma muni

(*)) (%)

d'une action de G par S-automorphismes , et A une A-algébre nous note-
rons D(G,AX) la catégorie dérivée de celle des faisceaux de G-A-modules i gauche
sur X (pour les notions de G-faisceau d'ensembles, d'anneaux, de modules, etc.)

sur X (pour la topologie étale), nous renvoyons le lecteur 3 (X 1)), et nous

(%) On convient de faire opérer G 2 droite sur les espaces.

(#%) On s'intéresse surtout au cas de A-algébres commutatives.
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désignerons par 1l'indice ¢ (resp. ctf) la sous-catégorie pleine formée des com-

plexes de G-A-modules qui, en tant que complexes de A-modules, sont i cohomologie

constructible (resp. de tor-dimension finie et 4 cohomologie constructible). De

méme, si B est une A-algébre, nous noterons D(G,AXB) la catégorie dérivée de

\

celle des G-(A,B)-bimodules sur X .81 G agit trivialement sur X , un
G-A-module 2 gauche sur X -n'est autre qu'un A[G]-module & gauche sur X (sans
groupe d'opérateurs), donc D(G,AX) = D(A[G]X) ; comme G est fini, on a de plus

Dc(AX) =D (

c A[G]X) , mais on a seulement une inclusion D

ceelare]® © Peeg(Gop® -

Le formalisme de dualité de (SGA 4 XVII, XVIII) s'étend sans peine au cas
des G-S-schémas. Comme le foncteur d'oubli de 1'action de G est fidale, il suffit

L
d'étendre de fagon naturelle la définition des "six opérations" (® , RHom, f¥* , £,

£, » £ ) et des fléches canoniques envisagées en (loc. cit) (changement de base,

Kunneth, dualité, etc.) . Cette extension n'offre pas de difficulté (pour la dé-
1

finition des foncteurs £, , £ , il suffit d'utiliser des compactifications équi-

variantes). Nous laissons au lecteur le soin de paraphraser les définitions et ré-

sultats de 6.2 4 6.8 dans le cadre des G-S~schémas, Si, pour i = 1, 2, Xi est
un G-S-schéma, ¢ : C —> X = X; Xg X, wun G-S-morphisme, et L, €ob Dctf(G’AXi) ,

16 * = ; - Tap~
les éléments de Hom (clL1 2 2) (HomA Hom dans la catégorie ‘D(G,A ) ) s'ap

pelleront correspondances (cohomologiques) équivariantes de L1 a L2 &4 support

dans ¢ . On notera que, lorsque G agit trivialement sur Xi (i=1,2) et

que Li € ob D , 1'isomorphisme 6.4.1 (dans D(G,X) ) se "raffine"

th(A[G]XI)
en un isomorphisme
L
Parcit1 ®s,areyts T Ritom, r o1 (p3T 1’1’2L )
I1 en résulte que, dans une situation G-é&quivariante de type 6.5, avec action tri-
viale de G sur les espaces, et L € ob Dctf(A[G]X) <D, (G, X) ) on peut, pour
Lq g

) obtenu

# &fini
u € Hom [G](C L,c L) , définir un terme local TrA[G](u) ¢ m°x© KA[G]Xc
plus fin (en un sens évident) que le terme local TrA(u) e n° (G,X KAse L

en utilisant seulement la tor-dimension finie de L par rapport 3 A
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6.10. Soignt X , ¢ comme en 6.5, et L € ob Dctf(A[G]X) . Pour
1
u € HomA[G](cTL’CﬁL) , on dispose, par 6.5.9, d'une trace locale
0,,C 0,yC
(6.10.1) TrA[G](u) 3 0:¢ ’KA[G]XC,n) =0 (X ¥ ® A[Gq]) s
oli Gy est l'ensemble des classes de conjugaison de G , et pour tout x € Gy,
+ 3z " n 0 ,C
on peut considérer la "valeur de TrA[G](u) en x" TrA[G](u)(X) €H (X ’KXC) s

image de TrA[G](u) par la projection HO(XC,KXC ® ALG,]) —> HO(XC,KXC) définie

par x . Il résulte de 6.7.5 et 5.11.2 que 1'on a

(6.10.2) Tr,(w) = |G| TrA[G](u)(e) ,
oi e désigne 1'élément neutre de G . Plus généralement, soit g € G , notoms
1
Z le centralisateur de g , et gu € Hom (c#L,c L) 1la correspondance com-
g A[zg] 172
posée de u avec la multiplication a gauche par g : ch —_— ch . On a
L € ob Dctf(A[Z ]X) , et par suite 6.10.2 entraine
g .
.10, T = |Z |T .
(6.10.3) rA(gu) l gl rA[zg](gu)(e)

Par le méme raisonnement qu'en 5.11.3, on déduit de 6.7.4 la formule
) _ -1
(6.10.4) TrA[Zg](gu)(e) = TrA[G](u)(g ) s

qui permet, si on le désire, de récrire 6.10.3 sous la forme

~1
.10. T = .
(6.10.5) rA(gu) IZngrA[G](u)(g )
6.11, Soient f : X —> Y un G-S-morphisme propre, et
c
——— e
X XS X < C

(6.11.1) f£ xgt

d
-—
Y Xg Y D

un carré commutatif G-équivariant de G-S-schémas, avec ¢ et d propres. On sup-

pose que G agit trivialement sur Y et D . On note
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(6.11.2) fC/d (ou £%) : X% —— ¢

1e morphisme induit par 6.11.1 sur les schémas des points fixes de ¢ et d

>

1
avec les notations de 6.5.1 . Soient L € ob Dctf(G’X) , et u € Hom(c?L,céL)

yne correspondance G-équivariante & support dans c¢ , d'ol, par image directe,
!

une correspondance G-équivariante fou € HomA[G](de*L,dzf*L) . Pour g€G ,

nous noterons Zg le centralisateur de g , et

!
(6.11.3) gu € Hom((gc)fL,céL)
1a correspondance Zg—équivariante a support dans
dfn

(6.11.4) ge = (gc1 = clg,cz) : C—>X Xg X

définie comme composée des fléches

a
#(o% & #* u !
g (°1L) c}L A
oft ag est la fleche donnant 1'action de G sur CTL . I1 est clair que 1'on a
(6.11.5) £u(gu) = g(f,uw)

Proposition 6.12 - Sous les hypothéses de 6.11, on suppose que l'on a

f,L € ob Dctf(A[G]Y) . Alors, pour tout g € G , on a

(6.12.1) e () = [z |Try (T

ALG]

ot fic : Ho(ch,Kch) —_— HO(Yd,KYd) est le morphisme "de Gysin" défini par la

5 . . gc _ cgc_gc!
fléche d'adjonction £y Kege = £37£ Kya —> Koa
D'aprés 6.10.5 appliqué a f,u , et 6.11.5, on a en effet

Tr (£,(gw) = lZg[Tr (£, (™ ,

ALG]

et par suite 6.12.1 résulte de la formule de Lefschetz (III 4,5.1).

6.13. Soit 4 un nombre premier # p . Pour tout entier n > 1 , posons

An = Z/L" . Sous les hypotheéses de 6.11, soit L = (Ln) un systéme projectif
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L

' . ~ .
d'objets de Qctf(G,X,An) tel que L ®Am/\n —>1L pour m>n , et soit

!
u € Hom(ch,céL) un systéme projectif de correspondances équivariantes

L

!
* ’ - 'y .
u E Hom(can,c Ln) tel que, pour m>n , u ®A An u modulo 1'isomorphisme

2

Lm ®A An = Ln . En vertu de la compatibilité des traces locales & l'extension des

scalaires, les termes locaux (pour g € G ) TrA (gun) € Ho(ch,KAn ch) définis-~
: Y s
sent un élément

Tr, (gu) € HO(x8° x

dfn . 0,,8C
z, L xe) = OB, pe0)

et les ficTrA (gun) = TrA (gf%un) un élément
n n

d

£.Tr @ 40 le w0 (v? KA ga)

) (gu) € H (Y
*z,

Ky v ,vd

Supposons de plus que f*Mn € ob Dctf(A [G]Y) pour tout n ., Alors les traces lo-
n

cales (f*un) définissent de méme un élément

TrAn[G]

(£,0) € HO(Yd,Kzz&[G] gdy) =" ggm B (v?,xa €]

Ty L6l vd, w)

I1 découle de 6.12 que l'on a

c -1
(6.13.1) ‘ f§ quégu) = IZngr ] (fu)(g )

Z, G
oL
6.14. Soient X wun G-S-schéma, j : U—>X une immersion ouverte équiva-

riante, ¢ : C —> X X, X un morphisme de G-S-schémas tel que c2(=p2c) : C—>X

S
soit quasi-fini et de tor-dimension finie. On suppose que c{l(U) c C;%U) ; on a

donc des carré commutatifs

U <— c{l(U)
“ {
i c£1(U) _—
! €9

(6.14.1) X




195

Le morphisme trace ‘Trcz : ?'AC —_— AX définit alors une correspondance G-&qui-

variante filtrée

]
(6.14.2) c € Hom(ciPAX,cz'Ax) R

. L . P . . n,  _
AX étant muni de la filtration définie par le sous-module 1!AU (i.e. F AX = AX
pour 1 <0 FlAX = i!AU s FnAX =0 pour n>1) . Le gradué associé se com-

pose des deux correspondances G-équivariantes

1
(6.14.3) gric EX—U,X € Hom(cf(AX_U’X),CZ(AX_U’X)) s
'
gr e = oy y € Homleflhy y)ue)Uy 4 x)) s

ot 1'on a posé AX—U,X = j*AX—U s AU,X = i!AU . On a

(6.14.4) Sxou,u = TxSxou s
~ 5 P
ol E Hom(cfl\X ) ZAX U est la correspondance définie par Tr Z’X v - Nous
écrirons ¢, Syx etc. , quand nous voudrons préciser 1'anneau de base.
3
Oublions l'action de G . On a des termes locaux
0,,C

(6.14.5) TrA(g), TrA(cU x) s Trpley_ v, ) € ELK .,

qui, en vertu de 1'ddditivité des traces (IIT 4.13.1), vérifient la relation

(6.14.6) TrA(g) = TrA(c ) + TrA(cX v, X)

De plus, d'aprés 6.14.4 , on a

(6.14.7) TrA(cX v, X) = TrA(cX U) s

olt j; : BO(x-¢ K(X—U)C) _— HO(XC,KXC) est le morphisme image directe
défini par 3° : X-1)°¢ —=x° . Rappelons (III 4.3) que si X est lisse, c¢
une immersion fermée et X° fini, TrA(E) estvl’image dans A de la multiplicité
- d'intersection (C.X) de C avec la diagonale ; si de plus X-U est lisse,

; TrA(cX U) est 1'image dans A de (cgl(X-U).(X—U)) . Notons aussi que, si X-U

_ est propre sur S , et ch—U est la diagonale, alors la formule de Lefschetz
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(III 4.7) entraine que [

A ' P -
X_UTr(EX_U) € A est la caractéristique d'Euler-Poincaré

de X-U (a valeurs dans A)

6.15. Soient un diagramme G-équivariant 6.11.1 (avec f , ¢ , d propres) ,
et U—=>X une immersion ouverte G-équivariante. On suppose que <, est quasi-
fini et de tor-dimension finie, cIl(U)C cgl(U) , que G agit trivialement sur
Cet D, et que £|U : U—> £(U) =V  est un revetement &tale galoisien de groupe
G . Cette dernigre hypothese implique que Rf*(AU,X) € ob Dctf(A[G]Y) : en fait
Rf*<AU,X) est concentré en degré O et prolongé par zéro d'un faisceau sur V

localement isomorphe & A[G] . On peut donc appliquer 6.12 2 L = AU x
3

u=cyy o et, compte ténu de 6.14.6, 6.14.7, on obtient la
2

Proposition 6.16 - Sous les hypothéses de 6.15, on a, pour tout g € G ,

.4 8¢ -1
(6.16.1) £5°Tr (ge) - (£3)y Tr, (gey ) = IZg]TrA[G](f*hc_U’X)(g ),

ot j : X-U-—>X est 1l'inclusion, et Zg désigne le centralisateur de g.

Appliquant 6.16 au systéme projectif de correspondances ¢, = (¢

oft An =zZ/ " premier # p) , et tenant compte de ce que 6.14.6, 6.14.7 donnent

par passage a la limite et application de fic >

ge _ g8¢ y8e
Ex Trz*fg%) T BTy, (e g ) T Dy Trﬂ.&(g&{’,,X—U) ’

on en déduit, d'aprés 6.13,

Corollaire 6.17 ~ Sous les hypothéses de 6.15, on a, pour tout g € G ,

(6.17.1) ficTrz£(gg£) - ENETr, (ae, y ) = 2,1z, re1 ey X)(g_l) ,
{4 b L 3 b

avec les notations de 6.16 .

Compte tenu de la compatibilité des traces locales & la localisation et
des remarques faites en 6.14, on voit que 6.17 résout affirmativement, dans une
formulation plus générale, la conjecture de divisibilité de Grothendieck (XIT 4.5),

dans le cas ol 1'endomorphisme ¢ de G considéré dans (loc. cit.) est 1'identité.
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En fait, il n'esF pas difficile, en s'inspirant de 5.13, de donmer des &noncés de
divisibilité analogues a 6.12, 6.13, 6.16, 6.17, dans le cas ot c n'est pas
G-équivariante, mais telle que ¢, le soit et que ¢, vérifie cl(xg) = cl(x)@(g),
pour tout point x de G , ¢ étant un endomorphisme donné de G : les formules
de divisibilité s'écrivent comme plus haut, avec Zg remplacé par le gp-centralisa-

reur de g ' (5.13.5).

6.18. Posons

(6.18.1) Ny = ), g € 6]
g €G

Soit X un S-schéma. Pour L € ob D(A[G]X) > la multiplication & gauche par NG

induit une fléche de D(X)

L

(6.18.2) N, : A®A[GJLﬁRM

G A[G](A,L) s

ot A est considéré comme A[G]-algébre par 1'augmentation naturelle (envoyant

tout g € G sur 1),

Lemme 6.18.3 - 8i L € ob Dctf(A[G]X) » la_fléche 6.18.2 est un isomorphisme.

Par dévissage on se raméne en effet a supposer L parfait, puis

L= A[G] , et 1l'assertion découle de ce que N, (6.18.1) est une base du module

des invariants sous G du A[G]-module i gauche A[G]

Proposition 6.19 - Dans la situation de 6.11, soient M € ob Dctf(Y) s

1
4] : . 2 ; &
v € Hom(dlM,dzM) , a4t M—=> f,L une flache de D("[G]Y) (M étant regardé

comme objet de D(A[G]Y) par 1'augmentation A[G] —> A ) tels que le carré

"

1
d¥ di
]
di“aj/ d,ya
M f*u 1
d¥E,L dy£,L

soit commutatif. On suppose que f*M € ob Dctf(A[G]Y) et que a induit un isomor-

‘Ehisme M— RHomA[G](A,f*L) . Alors on a
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(6.19.1) L oTr ) = Tr (£, (g™H
A AGY *
g € G,
D'apreés 6.18.3, a , composé avec Nél , donne un isomorphisme
L L
~ e PR N ] ~
M —> A ®A[G]f*L , par lequel v s'identifie a ®A[G]f*u . D'aprés 6.7.2 ,

TrA(v) est donc 1'image de TrA[G](f*U) par la flache induite par 1'augmentation
A[G] —> A ; or celle-ci, par définition, envoie chaque classe de conjugaison

sur 1 , d'otr la conclusion.

6.20. Soient, pour i =1, 2, Xi un G-S-schéma, X =X X , ¢ :C—>X

1% %2
un G-S-morphisme tel que cy soit quasi-fini et de tor-dimension finie. Soient

L, € ob D+(G,Xi) . Le morphisme trace Tr_ : 2,c*Z'LZ —>1, définit par adjonc-
2

tion une flédche (de D(G,X)) notée encore

(6.20.1) Tr C*L —_—c L ,
¢y 272

qui permet d'associer & tout morphisme (G-equivariant) u € Hom(chl,chz) une
correspondance (G-équivariante)

1
(6.20.2) u = Ir, ou € Hom(c*L

2

1’ 2 2)

Proposition 6.21 - Soient £ : X —> 7Y un G-S-morphisme propre, et un carré com-

mutatif équivariant 6.11.1, avec action triviale de G sur Y et D . On suppose

¢ , d propres, cy d2 quasi-finis et de tor-dimension finie, et le carré

c X
hl lf
D Y

cartésien et tor-indépendant (SGA 6 ITI 1.5). Soient M € ob D

2
EE———

2
—_—

ctf(?) ’

v € Hom(dTM,d?M) , d'oft un homomorphisme G-équivariant hi¥tv € Hom(cff*M,c%f*M) s

Y Y
et des correspondances G-équivariantes (h¥#v) € Hom(cff*M,céf*M) s

Y Y
f*((h*v)') € Hom(d?(f%f*M),dé(f*f*M)) . On a alors un carré commutatif de fléches

de D(A[G]Y) (M étant considéré comme objet de D(A[G]Y) par 1'action triviale)
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1
d.M

.dTM 9
1
l £, () ') v
df(f*f*M) dz(f*f*M) s

*
ott les fléches verticales sont données par la fléche d'adjonction M —=> f*f M .

Posons h¥#*v =u , f¥M =1 |, et considérons le diagramme
. Trd2 \
#] :
dTM d2M d2M
() (4) (2) (B) (3)
h,Tr 4
. *
d¥f, L (4) h,c¥L iy h,cH#L > h c!L (5) d!f L
1he %1 < e § %2 274 s

ot (1) et (3) sont donnés par la flache d'adjonction M —> f,L , (2) par

la fléche d'adjonction dyM ——> h*h*(dgM) = h,e$l (4) par la fléche de chan-

gement de base, et (5) est l'isomorphisme canonique (SGA 4 XVIII 3.1.12.3) . Par

'
définition, v' est le composé de la ligne supérieure. Il découle d'autre part de

1'interprétation de 1'image directe d'une correspondance (III 3.5 b), 3.7) que

!
f,u' est le composé de la ligne inférieure. Il suffit donc de prouver la commuta-
tivité des carrés (A) et (B) . Celle de (A) résulte aussitdt de la définition

de la fléche de changement de base. Quant é‘celle de (B) , elle découle de ce que,

compte tenu de 1'hypothése de tor-indépendance, Tr est compatible au changement

d
1/2 2

de base par £ (SGA 4 Cycle 2.3.3), d'on la conclusion.
Appliquant 6.19, on en déduit :

Corollaire 6.22 - Sous les hypothéses de 6.21, on suppose que £ f*¥M € ob Dctf(A[G]Y)’

et que la fléche d'adjonction M —= f _f¥M induit un . isomorphisme
*

pichedond 2T

M RHomA[G](A £,.£%M) . Alors on a
! S w ] -1
(6.22.1) Tr,(v') = gz -, Tryre] BB D™

Proposition 6.23 - Sous les hypothéses de 6.21, on suppose donné de plus une immer-

sion ouverte i : V&Y telle que (fcl)_l(V) soit connexe, que
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1

d1 W < d, (V) ., et que f induise un revétement principal galoisien de groupe
£
G , U= f—l(V) ——1L€> V . On suppose en outre que M est de la forme M= 1,E |

ot E €0obD(V) , et qu'onaun isomorphisme « : f%E — Ay ®A E_ de D(G,X) ,

avec E_ € ob D(A[G]) , parfait sur A . On se domne v € Hom(dfM,d%M) comme

1 1 . . . -
en 6.21, et 1'on note Vv € HomA[G](Eo’Eo) 1'homomorphisme défini, grice & a ,

-1 P P
par f*vlc1 (U) . Alors, si Su.x désigne la correspondance définie en 6.14.3, on

a_(avec la notation 6.20.2)

'y _ S -1
(6.23.1) T (v) = ) T (feey ) (87 )T (ev)
g € Gu‘
(Noter que, grice au caractére central de TrA , le second membre ne

dépend pas du choix de a ).

Par la formule de projection f*f*AY @ M ——= 0% et 6.15, M véri-
fie les hypotheéses de 6.22 , D'autre part, définit un isomorphisme

~ . 1
f¥M —> AU X ® EO par lequel (f¥*v) s'identifie au produit tensoriel externe
> .

Sy x ® v, o- Par la formule de projection, £, f*M s'identifie donc a
3
1
f*(AU,X) ®E , et £,(f%v)" au produit temsoriel externe f*EU,X ®v_ . Pour
i
g € G , la correspondance (Zg—équivariante) gf (f#%v)  s'identifie donc 2a
Vo,
gf%EU,X ® gV, - Comme, d'aprés 6.10.4, on a

oy -1, _ !
TrA[G](f*(f’fv) g ) = TrA[Zg](gf*(f*v) )(e) )
i1 suffit, compte tenu de 6.22.1, de prouver la formule
- -1 ‘
TrA[Zg](gf*‘S'U,X ® gv )(e) = TrA[G](f%g_U’X)(g )TrA(gvo) s
ou, ce qui revient au méme, d'apres 6.10.4,
(6.23.2) TrA[Zg](gf*gU,X ® gvo) (e) = TrA[Zg](gf*EU,X)(e)TrA(gvo)

Quitte & remplacer G par Zg , on peut supposer que g = e , et, revenant a la

définition des traces, on voit qu'il suffit d'établir le lemme suivant :
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Lemme 6.23.3 - (cf. (SGA 41/2 Rapport 4.7). Soient P un Gy-module localement

facteur direct d'un module libre de type fini, P' = i,P , et Q un complexe de
§ et un complexe de

L
A[G]-modules, parfait sur A . Alors P ®AQ , considéré comme objet de

D(A[G]V)
par 1'action diagonale de G , est parfait sur A{G] , et 1'on a un carré commu-
tatif

5*RHom (pxp! p!P') g RHom (Q, ———£22—€>
ZOMarg] PIT s PoF NSRS Ky
() (2)
#RH, (pxp’ é !P’; ) (3)
O*RHom, - o (pf Qp, Q Ko
ot 6 : Y —>%Y Xg Y est la diagonale, (1) est produit temsoriel des flaches
: ! 6.5.3 X —> x(e)
# #P !
8 RHomA[G](plP P P s KA[G]YM Ky
et
TrA
—_
RHomA[G](Q,Q) A s

(2) est la flache déduite du produit tensoriel externe par restriction selon la

diagonale A[G] —> A[G] ® A[G] , et (3) est composé de 6.5.3 (définie car
L
P' ® Q € ob Dctf(A[G]Y)) et de x> x(e) R .

La premiére assertion est évidente, car on se ramdne 4 P = A[G]V , et
L
P ®A Q est alors isomorphe au produit tensoriel de P par Q considéré comme

muni de l'action triviale de G . Pour la seconde, notons d'abord que, d'aprés
6.5.4, 6.5.5, on a
L

Y ~
L . .
6*RHomA[G](p?P',p2P ) — DA[G](I!P) ®A[G]l!P

L
L @urer? Bprer? )

de sorte qu'on est ramené i vérifier que le carré induit par (¥) sur V commute.

On peut donc supposer que V =7Y . Le carré (*) s'dcrit alors

———

(1)

On devrait pouvoir remplacer P par un complexe parfait (sur A[G] ) (voire
Pl .

par objet de Dctf(A[G]Y))'
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L L
RHomA[G](P, K, ® P) ® RHomA[G](Q ,Q ——————-—> K,
(%) (23 “
L L L (3)
RHomA[G](P ® QK, ® P ®Q) s

ott (2) est le produit tensoriel externe, (1) est domné par TrA[G](—)(e) ® TrA
(traces au sens du n° 5), (3) par TrA[G](—)(e) . Par descente, on se raméne 3
= A[G]Y , et, par la remarque du début, on peut alors supposer que G agit tri-

vialement sur Q . L'assertion est alors conséquence immédiate de 5.12.5

6.24, Si A est annulé par une puissance d'un nombre premier 4 # p , on peut

récrire le second membre de 6.23.1 sous la forme

-1
) . Tr (£,e Y(g )Tr,(gv ) s
g———-e Tu ZL 6] £,U,X A% 0

avec les notations de 6.17 . La formule 6.17.1 montre que les termes locaux définis
par Grothendieck dans (XII 6.2) cofncident avec les termes locaux de Verdier, du
moins quand 1'endomorphisme ¢ de G considéré en (loc. cit.) est 1'identité
(mais, comme on 1'a déjia observé, cette restriction n'est pas sérieuse). Si Y est
propre sur S , on obtient; en conjuguant 6.23.1 & la formule de Lefschetz pour

Y —=> 8 (III 4.7), une formule qui généralise (XII 6.3) (et a fortiori la for-

1/2

mule de Lefschetz pour Frobenius démontrée dans (SGA 4 Rapport) et la partie I

du présent exposé).
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EXPOSE V-

SYSTEMES PROJECTIFS J- ADIQUES

par

J.P. JOUANOLOU

Dans tout l'exposé, la lettre A désigne un anneau avec unité.
Le présent exposé est destiné & développer un formalisme qui sera utilisé

dans 1l'exposé suivant pour 1l'étude de la cohomologie 4 - adique.

1. Généralités sur les A -catégories abéliennes.

DEFINITION 1.1. — On appelle A —catégorie (resp. A —catégorie abélienne)

un couple (C,p) formé d'une catégorie additive (resp. abélienne) C et

d'un homomorphisme d'anneaux :

p : A—> End (idc)

de A dans l'amneau des endomorphismes du foncteur identique de € dans C .

Etant donné deux A'—catégories (resp. A -catégories abéliermes)
(Cyp) et (C',p') , on appelle morphisme de A -catégories (resp. de A-—
catégories abéliennes de (C,p) dans (C',p') un foncteur additif (resp.
exact) F : C—>C' tel que pour tout objet M de C et tout élément a

de A 1'égalité ci-~dessous soit vérifiée 3

Flp(a)y) = 2" (g -

Exemple 1.1.1. Soit C ume catégorie additive (resp. abélienne) . On rappelle
qu'on appelle catégorie des (4,C) -modules (3 gauche) et qu'on mote (4,C)-

mod la catégorie décrite comme suit :
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(i) Ses objets sont les couples (X,w) Fformés d'un objet X de C et

dtun morphisme d'anneaux « : A —> Homc(X,X) .

(ii) Un morphisme (X,o) —> (¥,B8) est un C-morphisme u : X —> Y

tel que pour tout élément a de A 1la diagramme ci-dessous soit commutatif

X ———>Y

o(2) l | s

X———>Y

La catégorie (A,C)-mnd est é&videmment une A" - catégorie (resp.

A" - catégorie abélienne), ol A est le centre de A . De plus, elle vérifie

les propriétés suivantes :

(a) Le foncteur (A,C)-mod —> C obtenu en oubliant la structure de

A ~module commute aux limites inductives et projectives.

(b) Scit T wune catégorie. Pour que les I-~limites inductives (resp.

projectives) de (4,C) ~mod soient représentables, il suffit qu'il en soit

ainsi pour les I~ limites inductives (resp. projectives) de C .

1.2. Produit tensoriel externe. Soit (C,p) wume A - catégorie abélienne.

Si M est un A-module & droite et X un objet de C , on appelle produit

tensoriel externe de X par M , et on note M®AX y le foncteur covariant
de C dans la catégorie des ensembles, défini sur les objets Y de Cc

par l'égalité ci-dessous et de fagon évidente sur les fléches
(M@AX) (Y) = HomA(M,Homc(X,Y)) ,

ol Homc(X,Y) est regardé comme un A -module & droite grice & l'action de
A ‘sur X . Interprétant M®AX et Y comme des objets de la catégorie

A o

C = Hom(C,Ens) , 1'égalité précédente prend l'allure plus familiére

suivante :
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Homé(M®AX, Y) = HomA(M,Horrb(X,Y) .

Si le foncteur M@kX est représentable, on notera et nommera de
la méme manidre un représentant.

81 usz M—>M' et v : X—> X' sont deux morphismes de (A-mod)
et C respectivement, on définit de la fagon habituelle un C -morphisme
u@kv: M@kX —> M'@AX' , ce qui nous permettra de parler du bifoncteur
(deux fois covariant) produit tensoriel externe. Ses propriétés sont résumées

dans la proposition suivante.

PROPOSITION 1.2.7. Le bifoncteur produit tensoriel est additif et commute

aux limites inductives.

La démonstration, classique dans le cas des modules sur un anneau,

est immédiate.

PROPOSITION:1.2.2. (Critéres de représentabilité).

(a) Pour tout objet X de C , A@kX est représenté par X .

(b) Pour tout A -module M de présentation finie et tout objet X de

C , le foncteur M@kx est représentable,

(c) Si la catégorie C posséde des sommes directes "quelconques', le

foncteur M@kX est représentable pour "tout! couple (M,X) B

Démonstration : L'assertion (a) est claire. Les deux autres assertions

résultent alors du lemme ci-dessous, dont la démonstration est immédiate.

LEMME 1.2.3. Soient M —> N—> P —> 0 une suite exacte de A-modules

et X wuvn objet de C . Si les foncteurs M@kX et N@kX sont représentés

par des objets Y et Z de C , le foncteur P@kX ‘est représenté par le

conoyau du morphisme Y —> Z correspondant & a@k i@x .
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Remarque 1.2.4. Soit G un idéal de type fini de A . Pour tout objet X

de C , le foncteur (4/G) ®,X est représentable, et la fléche

Pyt X —> (A/G)@AX

provenant de 1fépimorphisme canonique de A sur A/G et de la partie (a)
de 1.2.2 est un épimorphisme. Le méme énoncé est valable lorsque 1l'idéal

G n'est plus supposé de type fini, mais C posséde des sommes directes

fquelconques" , On pose (X = Ker(px) . Lorsque la catégorie posséde des
limites inductives filtrantes, il est clair que (OX:= X aX . S8i
a&Q

u: X —> Y est un épimorphisme, u envoie épimorphiquement GX sur GY .
Enfin, pour qu'un objet X soit annulé par tout élément de G , il faut
et 1l suffit que GX = 0 .. Alors tout morphisme d'un objet Z dans X se

factorise au moyen de Py & travers un morphisme de (A/G) ®AZ dans X .

2. Condition de Mittag~Leffler-Artin-Rees.

Dans tout ce paragraphe, la lettre C désigne une catégorie
[~
abélienne et on pose P = Hom(N ,C) , catégorie des systémes projectifs
indexés par l'ensemble ordomné 1IN des entiers positifs, et & wvaleurs

dans C .

2.7. Condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees. Soit X = (Xn,un) nzo W

objet de la catégorie P . Si = désigne un entier = O , on convient de

noter X[r] le systéme projectif (x

n+r’un+r)n20' Un morphisme h : X —> Y

de P définit de fagon évidente um morphisme noté. nl[r] de x{r] dans
¥{r] et cela de facon fonctorielle. Si maintenant o et s sont deux
entiers vérifiant les inégalités s =1 = Q , les "morphismes de transition"
Xn+s —_— Xn+r(n20) définissent un morphisme v, de xls] ganms x[r],

et il est clair que si t est un troisiéme entier avec tzszr , l'égalité

ci~dessous est vérifiée :
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Autrement dit, on a ainsi associé a X un objet % de la catégorie Hom(EV:P).
De plus, si h : X —>» Y est un morphisme de P , il lui correspound de fagon
¢vidente un morphisme h de i dans Y , et cela de fagon fonctorielle.

Enfin, si 0 —>» X Ls v Is 7 —5 0 est une suite exacte de P , la

suite correspondante ci~-dessous dans P = Hom(IJO,P) est exacte :

0—=>3x2vIs7—>0.

DEFINITION 2.1.1. Soit un objet de la catégorie P . On dit qu'il vérifie

la condition de Mittag-Leffler-Artin-Rees (en abrégé MLAR) s'il existe un

entier r tel que pour tout entier s 2 r 1'égalité ci-dessous soit vérifiée :

im(x[s] iISL> X) = Im(x[2] w-ro—> X) .

I1 revient au méme de dire que pour tout entier n 2 0 les images

de X et X dans X, par les 'morphismes de transition" sont les
n+r n+s (]

mémes. Enfin, une troisiéme interprétation consiste & dire que le systéme
projectif X associé vérifie la condition de Mittag-Leffler (en abrégé ML)

(ECA © 13.1.2) . On en déduit la proposition suivante grice & (EGA 0,

IIT II

13.2.1) .

PROPOSITION 2.1.2. Soit O~ X —» Y —» Z -3 0 une suite exacte de P .

(i) 81 Y vérifie (MLAR) , 7 vérifie (MLAR) .

(ii) 8i X et 2 vérifient (MLAR) , alors Y wvérifie (MLAR) .

2.2. Systémes projectifs AR -nuls.

DEFINITION 2.2.1. Soit X wun objet de la catégorie P . On dit que X est

AR-nul s'il existe un entier r20 tel que le morphisme canonique

Xx{r] = X soit nul.
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Il est clair en particulier qu'un systéme projectif AR-nul vérifie

la condition (MLAR) .

PROPOSITION 2.2.2. Soit 0 —» X —» ¥ —> 7 —>» 0 une suite exacte de P .

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Y est AR-nul,

(ii) X et Z sont AR-muls.

Autrement dit, la sous-catégorie pleine Po de P , dont les objets

sont les systémes projectifs AR-nuls,est épaisse dans P .

preuve : Il est clair que (i) dimplique
et t des entiers satisfaisant 3 la condition de la définition

pour X et Z respectivement. On voit aussitdt que 1'entier

aux conditions de la définition (2.2.

2.3. Rappels sur le calcul de fraction

1) pour Y .

s et applications.

Soient E wune catégorie et

catégorie de fractions de E suivant

catégorie E(S_1) et d'un foncteur p
universelle suivante :

Pour qu'un foncteur u de

(ii) . Réciproquement, soient r

(2.2.1)

s+t répond

S une partie de FL(E) . On appelle

S un couple (p,E(S_1)) formé d'une

: E—> E(S—1) vérifiant la propriété

E dans une catégorie

F

se factorise &

travers p , il faut et il suffit qu'il rende inversibles les f£léches

appartenant & S , et alors la factori

sation est unigue.

L'unicité d'un tel couple modulo isomorphisme est claire. Nous

renvoyons le lecteur a 1'exposé I du Séminaire Homotopique de Strasbourg

pour la démonstration de l'existence, ainsi d'ailleurs que pour la plupart des

résultats énoncés sans démonstration dans la suite du paragraphe. (Veir aussi :

P. Gabriel et M. Zisman, Calculus of fractions and homotopy theory, Erg. der

Math., 35, Springer-Verlag, 1967.)
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Certaines propriétés de la partie multiplicative S assurent une description

simple de la catégorie E(S"1)

DEFINITION 2.3.7. On dit qu'une partie § de Fl(E) permet un calcul de

fractions & droite si les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Les fléches identiques de E appartiennent & S .

(b)Si u:X—>7Y et v: Y—>7Z apparticnnent & S , le composé

vou appartient &2 S .

(c¢) Tout diagramme du type (D1) ci-dessous, dans lequel t appartient

& 8, peut se compléter en un diagramme du type (DZ) , dans lequel s

appartient & S .

Y X —B 5y
(D1) it (DZ) Sl lt
X ————> Y X —2s vy

(d) Pour tout diagramme commutatif :

dans lequel s appartient & S , il existe un diagramme commutatif

r £
—
T —————> X Y
-
g

dans lequel +t appartient & S .

Dualement on définit la notion suivante :

DEFINITION 2.3.2. On dit qu'une partie S de FI1(E) permet un calcul de

fractions & gauche si les conditions suivantes sont réalisées s

(a)' Les fléches identiques de E appartiennent & S .

(b)' Le composé de deux fléches appartenant & S appartient 3 S .

(c)' Tout diagramme du type (D1)' ci-dessous, dans lequel s appartient
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a S , peut se compléter en un diagramme du type (DZ)' , dans lequel t

appartient 2 § :

1 1
Xt ——s ¥ X! e 1
1
@) (@) "
X )

()" Pour tout diagramme commutatif A de la forme ci-dessous, dans
lequel s appartient & S , il existe un morphisme t de source Y et

appartenant & 8 tel que tof =tog .

(4) X* ———> X Y

2.3.3. Supposons que S soit une partie de EE(E) , permettant un calcul
de fractions & droite. Il résulte alors de la partie (d) de (2.3.1) que
pour tout objet X de E , la catégorie (&/X)o, oppgsée de la catégorie
des fléches au-dessus de X appartenant & S , est filtrante (SGA 4 1 2.7)
Considérons alors la catégorie ES décrite comme suit

- Les objets de ES sont les objets de E ,

- 81 X et Y sont deux objets de E ,

Hom_ (X,Y) = L pom (source (.}, Y) .
E ° B
/X)

S
Si PS désigne le foncteur évident de E dans ES ; le couple (pS,ES)r

est solution du probléme universel décrit au début du paragraphe. Nous

. -1 . . -
conviendrons dans ce cas de noter E£8™ ) cette solution particuliére.

2.3.4. Soit maintenant S une partie de EE(E) permettant un calcul de

. =1 -
fractions ‘& gauche. Alors le founcteur Py : E—> E(S ) commute aux limites

inductives finies. En particulier, si E est additive, E(S—1) est additive

et Pg est un foncteur additif.
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2.3.5. Si la catégorie E est abélienne et si S est un partie de FL1(E)
permettant & ia fois un calcul de fractions a droite et un calcul de fractions
a gauche, la catégorie E(S~1) est abélienne et le foncteur Pg est exact.
De plus le couple (pS,E(S—1)) est un quotient de E par sous-catégorie

abélienne épaisse p—;(o) .

> la catégorie P Hom _(m°,C)
4. a catégorie P,, = Hom,. , .
Reprenant les notations de (2.1) , soit AR 1'ensemble des fléches

canoniques (cf. 2.1) VrX : X[rl—> X, X parcourant 1'ensemble des objets

de P et r 1l'ensemble des entiers = 0 .

PROPOSITION 2.4.1. La partie AR de E_ZL_(P) permet a la fois un calcul de

fractions & droite et un calcul de fractions a gauche.

Preuve : Les parties (a)= (a)' et (b)= (b)' de (2.3.1) et (2.3.2)
sont claires.
Montrons (c) . Soit donc (D1) le diagramme commutatif ci-dessous,
désigne la fléche canonique de Y[r] dans Y :
Y[r]

(D1 ) Vey

dans lequel er«

X ————>Y

Le diagramme (DZ) ci-dessous est commutatif et Vox morphisme canonique
de X[r] dans X , appartient a AR , d'ou 1l'assertion.
x[r] % v[r]
(D2) Vrx Vry
X ——uﬁ Y

Montrons (d) . Soit un diagramme commutatif :
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£ er
——
X Zlr] ———ts 7,
—_—
g

Appliquant la "tramslation" par r" , on en déduit un diagramme commutatif :

£lr] . er[r]
—
X[r] zlor] —F——s 7] .
—_—
glrl
11 est clair que le diagramme ci-dessous est commutatif, de sorte que
FoViygy =GoVyg i

Montrons (c') . Remarquons tout d'abord que si Y désigne un
objet de P et r wun entier positif, il existe un objet T de P tel que
Y =T[r] et tel que pour tout objet X de P , 1'homomorphisme de trans—
lation par r :

HomP(X,T) —> HomP(Xl:r] s ¥)

soit une bijection. Le systéme projectif (Tn,wn) défini comme suit convient
évidemment :

. _ S _—
Si Y (Yn,un) nzo! Ly €St 1'objet rul de C pour nzr-1 et

Y sinon ,
N1

w =0 pour nz2r-1 ,w =1u .
n n n-r

Ceci dit, supposons donné un diagramme du type ci-dessous, et montrons qu'on

peut le compléter comme indigqué dans 1'énoncé de (c)' H
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u'
x[r] eyt
va
Pour cela, soit Y un systéme projectif tel que Y' = Y{r] et que l'applica—
tion canonique HomP(X,Y') — HomP(X[r], ¥') soit une bijection. Alors

il est clair que le diagramme ci-dessous est commutatif, wu désignant 1'unique

morphisme de X dans Y tel que u' =ulr] :

A
x[r] —2——s v' = Y[r]
rX v‘rY
u

Montrons (d)' . Considérons le diagramme ci~dessous, Supposé com—

mutatif, et montrons qu'il existe un morphisme w de Y tel que wof =wWog .

v £
—_—
x[r] —2 5 x v,
—_—
g

T1 est tout d'abord clair que le diagramme ci-dessous est commutatif :

£lr]
—rd 5
x[rl y[r]
3
glr]
v
v
r¥X Y
£
————
X Y
[ —
g
En particulier ero f[r] = ero g[r] . S0it maintenant T 1le systéme asso-

cié &2 Y et r comme au début de la démonstration de (c)* , de sorte qu'en
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particulier Y = T[r]. Les translatés par r des morphismes VI’TOf de

Vr© g sont égaux respectivement a Voy © £ et Viy© glrl, donc égaux. T1

résulte alors du fait que la translation par r est une injection sur les
morphismes de X dans T gque 1'égalité ci-dessous est vérifiée, d'ol

1'assertion :

VI‘TO£ = vrTog .

DEFINITION 2.4.2. Soit C une catégorie abéliemme. On appelle catégorie

des systémes projectifs de C & translatiomsprés, et on note HomAR(lNo,C)

la catégorie décrite ci-dessous :

(i) Les objets de HomAR(]No,C) sont les objets de Hom(]NO,C) .

(ii) 81 X et Y sont deux objets de Hom(INO,C) ; un morphisme de X

dans Y dans la catégorie HomAR(JNO,C) est um élément de 1'ensemble

HomAR(X,Y) = lim Hom(X[rl,Y) ,
-

o, pour tout couple (r,s) d'entiers avec s=r » 1'application

Hom(X[2] , ¥) —> Hom(X[s], ¥)

provient du morphisme canonique

X[s] —» x[r]

La composition des morphismes est définie de fagon évidente.
Dans la suite, la catégorie C étant fixée, nous poserons pour
. “ns o °
simplifier P = Hom(WN°%C) et Pp = HomAR(]N :C) .
2.4.3. Nous avons vu (2.4.1) que la partie AR de Fl(P) permet un calcul

de fractions & droite. Ceci nous permet (2.3.3) de comsidérer la catégorie :

-1
] =
Pl = P(AR™ )

qui, on le rappelle, a mémes objets que P .
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Soient X et Y deux objets de P , et notons HomAR(X,Y)
1'ensemble des isomorphismes de X dans Y dans PAR . Un élément de
HomAR(X,Y) définit de fagon évidente un élément de HomAR(X,Y) . Plus

précisément, on définit ainsi un foncteur

- 1
m 3 PAR —> PAR .

PROPOSITION 2.4.3. Le foncteur m est un isomorphisme de catégories.

Preuve : Il s'agit de voir que pour tout couple (X,Y) d'objets de P ,

1t'application correspondante

° |
My 3 HomAR(X,Y) — HomAR(X,Y)

est une bijection. Clest évidemment une surjection. Pour voir 1'injectivité,
on se raméne immédiatement & voir que pour tout diagramme commutatif du
type ci-dessous, il existe un entier t supérieur ou égal & r et s tel
que le composé de p et du morphisme canonique de x{t] dans x[s] soit
le morphisme canonique de X[t] dans X[zl .

x[r] <«—f—r x[s]

X
Or cela résulte de la commutativité du diagramme ci-dessous, dans 1équel on a

désigné par la lettre ¢ tous les morphismes canoniques entrant en jeu.

xlres] P 3[0s]

c c
[

x[r] Ere— x[s] .
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PROPOSITION 2.4.4.

(i) La catégorie P,p est abélienne.

(ii) Le foncteur P,_: P —> P est exact.,

AR AR

(iii) Pour qu'un objet X de P soit AR-mul, il faut et il suffit que

PAR(X) =0.

(iv) Le couple (PAR’PAR) est un quotient de la catégorie abélienne P

par la sous catégorie abélienne épaisse des objets AR nuls.

Preuve : Si l'on admet (iii) , les autres assertions sont conséquence de
rrewve
(2.3.5) . Il résulte de (2.3.4) que pour qu'un objet X de P soit AR-

mil, il faut et il suffit que pAR(idX) =0, d%ot (iii) .

COROLLAIRE 2.4.5. 8Soit u : X=> Y de la catégorie P . Les assertions

suivantes sont équivalentes :

(1) pAR(u) est un isomorphisme.

(ii) Le noyau et le conoyau de u sont AR-nuls.

Un morphisme u : X —> Y de la catégorie P des systémes pro-
jectifs, vérifiant les conditions équivalentes (i) et (ii), sera appelé

un AR-isomorphisme.

DEFINITION 2.4.6. Deux objets X et Y de la catégorie P sont dits AR-

isomorphes si pAR(X) et pAR(Y) sont isomorphes dans la catégorie PAR .

8i X et Y sont deux objets AR-isomorphes de la catégorie P , 1l

n'existe pas en général de AR~isomorphisme u de X dans Y .

2.5. Caractérisation des systémes projectifs vérifiant la condition de

Mittag-Leffler-Artin-Rees.

PROPOSITION 2.5.7. Les assertions suivantes pour un objet X de P sont

équivalentes :
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(i) X vérifie (MLAR) (2.1.1) .

(ii) 11 existe un systéme projectif strict Y et un AR-isomorphisme

u: ¥Y—>X (2.4.5) .

(iii) 11 existe un systéme projectif strict Y tel que X et Y solent

isomorphes dans la catégorie PAR .

(iv) X vérifie la condition de Mittag-Leffler-et, désignant par X' le

systéme projectif des images umiverselles de X , le systéme projectif

X/X' est AR-mul.

Preuve : Nous allons prouver la sulte d'implications :
(1) = (iv) = (iii) = (i1) = (i)

(i) = (iv) . I1 existe un entier m tel que le morphisme canonique
W de X[nﬂ dans X se factorise & travers 1l'inclusion canonique 1 de
X' dans X . Il en résulte que pAR(i) est un épimorphisme (direct) donc ,
(2/%') = 0 . On conclut par (2.4.4 (iii)) .

puisque est exact, que

Par Par

(iv) = (iii) . La condition de (iv) signifie, avec les notations
précédentes, que pAR(i) est un épimorphisme. Mals & cause de l'exactitude
de Pag ? c'est mBme un monomorphisme, donc un isomorphisme., On prendra pour
objet Y le systéme projectif X' .

(iii) = (ii) . Le Pip isomorphisme de Y dams X dont on suppose
1texistence est image par PaR d'un P-morphisme ylr]—>» X , o r désigne
un entier positif ou nul. On conclut grice au fait que Y[Iﬂ est strict.

(ii) = (i) . On peut supposer Y contenu dans X et que u ést
1*injection canonique.. Soit T le conoyau de u . L'hypothése faite signifie
que T est AR-nul, donc il existe un entier r tel que pour tout s supé-
rieur ou égal & r le morphisme canonique de T[s] dans T soit nul. On en
conclut que pour s=r l'image de Xx[s] dans X est contenue dans Y ;

comme par ailleurs elle contient évidemment 1'image, égale & Y , de vls]

dans Y , elle est égale & Y . On en conclut que Y est l'image de x[s]



219
pour S suffisamment grand, donc que X vérifie (MLAR) et que Y est le

systéme projectif des images universelles de X .

COROLLAIRE 2.5.2. Soit u: Y—> X un AR-isomorphisme, Y étant strict.

pans ces conditions, X vérifie la condition (MLAR) et u(Y) est le sys-

téme projectif des images universelles de X .

3. Systémes projectifs J~adiques et AR-J-adiques.

Soient A wun anneau commutatif unitaire, J wun idéal de A ,(C,p)
une A -catégorie abélienne. On suppose ou bien que J est de type fini, ou
bien que C posséde des sommes directes infinies. Les notations sont les
mémes que dans le paragraphe précédent. En particulier, les symboles P et

P

AR désignent'respectivement les catégories Hom(ZIN° L) et HomAR(]NO;'C) .

3.1. Systémes projectifs J - adiques.

DEFINITION 3.1.7., Soit X un objet de P . On dit que X est J-adique

s'il vérifie les conditions suivantes :

(i) Pour tout entier n=zo0 , JnHXIl =0 .

(ii) Pour tout couple (m,n) d'entiers avec m=nz0 s le morphisme

A/Jrl+1 ® X -—> X déduit du morphisme de transition X =-->» X est un
A'm n m N ——

isomorphisme.
On notera J-—ad(C) la sous—catégorie pleine de P engendrée par

les systémes projectifs J - adiques.

Remarque 3.1.2. Solent I et J deux idéaux de A et supposons, ou bien
que I et J soient de type fini, ou bien que C admette des sommes
directes infinies. Alors on peut montrer que si I et J définissent la méme

topologie sur A , les catégories I-ad(C) et J-ad(C) sont équivalentes.
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PROPOSITION 3.1.3. (Stabilités par swites exactes) . Soit

0 12syv L5y 0

une suite exacte de P .

(i) si X est strict et Y est J-adique, alors Z est J-adique.

(ii) Ssi Y est strict et Z est J-adique, alors X est strict.

(iii) si X et 7 sont J-adiques, Y est J-adique.

Preuve : Si m=n , il est clair que le diagramme (T) ci-dessous, dans
lequel les fléches verticales désignent les morphismes de transition, est

commutatif et exact :

H,
s
5
< —m
[¢a)
s
=}
5
E
N

Dans le cas (i) , fnm est un épimorphisme et CI isomorphisme .
Dans le cas (ii), Iom est un épimorphisme et hm un isomorphisme .
Dans le cas (iii), fnm et hnm sont des. isomorphismes. Dans les trois cas,

le lemme du serpent appliqué au diagramme (T) permet de conclure.

3.2. Systémes projectifs AR-J-adiques.

PROPOSITION 3.2.7. Les assertions suivantes, pour un objet X de P tel

1

e} .
que J + Xn =0 pour tout n = 0 sont équivalentes :

(i) Il existe un systéme projectif J-adique Y et un AR-isomorphisme

u: ¥ —>3x (2.4.5) .

(ii) 11 existe un systéme projectif J-adique Y , isomorphe & X dans

la catégorie PAR B
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AR isomorphisme

¢ Il nous faut montrer que ii impli i) .
preuve : q (ii) dimplique (i) . Un P
de Y dans X est représenté pour un certain entier r par un AR-isomor—
phisme Vv 2 v{r] — X . Comme Jn+1Xn =0 pour tout n=20 et Y est
J-adique, v est le composé d'un P -morphisme u : Y —> X et du morphisme

canonique de vyir]l dams Y. I1 est alors clair que u est un AR-isomor—

phisme, d'olu 1l'assertion.

DEFINITION 3.2.2. Un systéme projectif indexé par N & valeurs dans C

est appelé AR-J-adique si :

(a) Jn+1Xn = 0 pour tout n=z20 ,

(b) 1l vérifie les conditions équivalentes (i) et (ii) de la propo-

sition (3.2.1) .

PROPOSITION 3.2.3. Soit X un systéme projectif indexé par W a valeurs

dans C . On suppose que Jn'HXl,l =0 pour tout n =0 . Alors pour que X

soit AR-J-adique, il faut et il suffit qu'il vérifie la propriété (MLAR)

——

et que, désignant par X' son systéme projectif des images universelles,

il existe un entier r = 0 tel que, pour tout couple (m,n) d'entiers avec

mzn+r , le "morphisme de transition" ci~dessous soit un isomorphisme :

2 (L —_ 3t n+1,,
Xm/J Xm Xn+r/J Xn+r :
Preuve :
(a) Les conditions de 1'énoncé sont suffisantes :

Si X vérifie (MLAR) , il est AR-isomorphe & son systéme projectif
d'images universelles X' . Par ailleurs l'hypothése faite sur X' signifie
que le systéme projectif (X! r/'JHHX' ) (les morphismes de transition

N+ n+r’ nz0
étant évidents) est J~adique. Or il est clair que ce systéme projectif est
AR-isomorphe (2.4.6) a X' .
(b) Les conditions de 1'énoncé sont nécessaires : si X est AR-J-adique,

il est AR-isomorphe & un systéme projectif strict, donc vérifie (MLAR) .
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Le systéme projectif X' des images universelles de X est AR-isomorphe

a X , donc AR-J-adique.. Pour prouver les deuxiéme point, on est donc ra-
mané a voir que si X est un systéme projectif AR—J—aﬁique et strict,

il existe un entier r tel que le systéme projectif Zr(X) défini par

Zr(X)n = Xn+r/jn+1xn+r soit J-adique. Soit pour cela u =Y —> X un AR~
isomorphisme, Y étant J-adique. Le noyau T de u étant AR~-nul, soit =
un entier tel que le morphisme canonique TLr] —> T soit nul. Il est immédiat
que le morphisme canonique ﬂr(u) : Zr(Y) _— AT(X) est un isomorphisme, d'oll

l'assertion.

PROPOSITION 3.2.4. (Stabilités par suites exactes) . Soit

0 —> X 2>y Y»7 —>0

une suite exacte de P , les systémes projectifs X, Y et Z étant tels que

I =Y =3 2 =0 (nz0) .

(i) si X wvérifie (MLAR) et Y est AR-J-adique, Z est AR-J-adique.

(ii) 8i Y vérifie (MLAR) et Z est AR-J-adique, X vérifie (MLAR) .
Preuve : On utilise librement, pour tout systéme projectif X et pour tout
entier 7, la notation £T(X) déja explicitée,

Preuve de (i) ¢ Si X' et ¥' désignent les systémes projectifs des images
universelles de X et Y, u envoie X' dans Y' , d'ou le diagramme

commutatif exact ci-dessous, dans lequel les fléches sont évidentes :

0 X ! A 0
0 X Y Z 0 .
Comme la catégorie P est abélienne et le foncteur

AR



223

Pap * P> Pup

est exact, 1l résulte de ce diagramme, et du fait que les inclusions de X!
et Y' dans X et Y respectivement sont des AR-isomorphismes (2.5.1) B
que le morphisme 7 —> 7 estun AR-isomorphisme.

Ceci permet de se ramener au cas ot X et Y , donc Z , sont
stricts. Il existe alors un entier r tel que le systéme projectif zr(Y)
soit J-adique. Le foncteur ﬂr est évidemment exact & droite, d'oll une
suite exacte

Zr(u) Zr(v)
J&r(x) zr(Y) zr(z) —_ 0 .

Quitte & remplacer lr(X) par son image par zr(u) , on est dans les condi-
tions d'application de (3.1.3 (i)) , qui montre que Lr(Z) est J-adique,
dtou l'assertion.

(i1) soient Y' et Z' les systémes projectifs des images universelles
de Y et Z . Considérons le diagramme commutatif exact évident ci-dessous,
dans lequel les deux fléches verticales de droite sont les inclusions

canoniques s

0 X Y A 0
0 X2y Lsg 0.

I1 montre que le morphisme X —> X est wn AR-isomorphisme, ce qui permet
de se ramener au cas ot Y et Z sont stricts. Dans ce cas, comme Z est
strict et AR-J-adique, il résulte de (3.2.3) qu'il existe un entier v

tel que Zr(Z) soit J-adique. La considération du diagramme commutatif exact

0 % % (¥) 2,.(2) 0
PRI
0 X

Y z 0,

dans lequel comme précédemment X —> X est un AR-isomorphisme, permet

de se ramener au cas od Y est strict et ou Z est J-adique. Alors
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(3.1.3 (ii)) permet de conclure.

4., Filtrations et graduations.

4.1. Généralités.
4.1.1. Soient C ume catégorie abélienne et X = (Xn) nem U systéme

projectif indexé par Z & valeurs dans C . On suppose

xi=o(i<o).
Pour tout élément p de Z , on définit un sous—objet FPX de X dams la

=]
catégorie P1 = Hom(Z ,C) en posant :

Ker(Xn — XP_1) si n=zp-1
(FPX)n = prn =

0 si n<p-1,

les morphismes de tramsition étant définis de fagon évidente. On obtient

ainsi une filtration décroissante (FPX)P cw de X vérifiant :

(a) FPx = x si p<o,

(v) (FPX)P_1 = 0 pour tout p .

Par ailleurs, le lemme du serpent appliqué au diagramme commutatif

exact (D) ci-dessous prouve que dds que n = p , le morphisme canonique. :
FPXH/FP”X —> In(X —> X ) N Ker(X_ —> X )
n n j P p-1

est un isomorphisme.

0 —> Ker(X - xp) X, Im(xn Xp) 0
0 0 o X 0 .

Si maintenant X est un systéme projectif indexé par W 2 valeurs
dans C , on le prolonge en un systéme projectif indexé par 7 en posant
Xn =0 (n<0), avec les morphismes de transition évidents, ce qui permet de

lui appliquer les constructions précédentes.
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Cela nous permet de considérer aussi la catégorie
P = Hom(W°%,C)

comme une sous-catégorie pleine de P1 .

DEFINITION 4.1.2. Soit X wun systéme projectif indexé par 7Z . On dit que

X est essentiellement constant s'il existe un entier P tel que, pour tout

couple (r,s) d'entiers supérieurs ou égaux 4 p et vérifiant 1'inégalité
cor -

s 2 r 4 le morphisme de transition

soit un isomorphisme.

Il est clair qu'il suffit de le demander lorsque r = p .

PROPOSITION 4.1.3. (Propriété (MLAR) et gradués). Les assertions suivantes

pour un objet X de la catégorie P sont équivalentes :

(i) X vérifie (MLAR) .

(ii) Le systéme projectif & valeurs dans la catégorie des objets gradués

par W de C:

o
v+ (gr (Xa/+r)) CEW ?

ol les morphismes de transition sont évidents, est essentiellement constant.

(iii) Le systéme projectif a valeurs dans la catégorie des objets gradués
par N de C :

> (%) | ¢y s

ou les morphismes de transition sont évidents, vérifie (MLAR) .

Preuve : (i) = (ii) : résulte de l'expression de FPXH/FP+1Xn donnée
en (4.1.1) .
(ii) = (iii) : Soit » um entier tel que pour tout s >r et tout

P le morphisme canonique
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P P
gr (X ) —> e (X,)

soit un isomorphisme. Nous allons voir que pour tout couple (m,n) d'entiers

avec mzn+r , 1'égalité ci~dessous est vérifiée pour tout entier p :
P Pry _ p —_ apP
mn(gr® (x ) — arP(x ) = m(erP(x_ ) —> arP(x ) .

En effet:

(a) si pzunsl, gr¥(Xx ) =0,

(b) si p=<mn , la suite d'inégalités m = n+r 2 p+r montre que le
morphisme canonique

)

P P
gro(X ) —> gr' (X

est un isomorphisme, d'olt 1l¥assertion.
(iii) = (i) : Notant Y le systéme projectif de (iii), soit r wun
entier tel que :

In(¥[s]l—>Y) = Im(¥{rl—> Y) (szr) .

Si n et 4 sont deux entiers, avec 4 2 n , la filtration induite sur
Im(XZ — Xn) par celle de X est aussi la filtration "quotient" de
celle de X, et par suite, mumissant Im(Xz — Xn) de cette filtration,

1'égalité ci-dessous est vérifiée :
P - P
gr’(In(x, —> X)) = In(et"(x,) —> grP(x)) .

En particulier, la condition (iii) s'exprime en disant que dés que

4 =z n+r , le monomorphisme canonique
j 2 I —> :
j m(XL Xn) — Im(Xn+r-—> Xn)

induit un isomorphisme sur les gradués. Les graduations étant finies, on en

déduit que j lui-méme est un isomorphisme, dfou (i) .
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4.17.4. 81 X est un objet de P vérifiant (ML) , il résulte de 1'expres—
sion du gradué rappelé en (4.1.1) que pour tout entier p le systéme
projectif :

o' (%) = (%) | ¢ o

est essentiellement constant.
Sa limite projective (qui existe sans hypothése sur la catégorie

abélienne C ) sera appelée p-éme composante du gradué strict de X et

notée :

grsp(X) .

4.2. Systémes projectifs adaptés & J et lemme d'Artin-Rees.

On suppose donnés un anneau commutatif A , un idéal J de A et

une A -~ catégorie abélienne.

o
DEFINITION 4.2.1., Un objet X de la catégorie P = Hom(IN ,C) est dit

adapté & J si sa filtration (pr)p ¢y de systéme projectif (4.1.1) est

compatible avec la filtration J-adique de X , i.e. si pour tout couple

(p,a) d'entiers positifs ou nuls 1'inclusion ci~-dessous est vérifiée :

JPrRix) e rPrix) .

LEMME 4.2.2. BSoit X un objet de la catégorie P . Les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) X est adapté a J .

(ii) Pour tout couple (n,p) d'entiers avec P<n+tl , ona

JPFn—p+1(Xn) =0.

Preuve @
SRS A

(1) = (ii) : alors JPFH"P”(xn) CF””(XH) =0 .
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(ii)= (i) : 81 n < p+q , Fp+q(Xn) = 0 par définition.
Par ailleurs, JPFq(Xn) est contenu dans Jn+1_qu(Xn) et ce
dernier est nul par hypothése.

8i n > p+q , l'image de JPFq(Xn) dans X par le morphisme de

p+a-1

transition est contenue dans Jqu(X ) , égal a zéro par hypothése.

p+q-1
L'inclusion

P.q p+q
J°F (Xn> CcF (Xn)

en résulte par définition de la filtration de systéme projectif.
I1 résulte en particulier de (4.2.2) que tout sous-systéme pro-

jectif d'un systéme projectif adapté & J est adapté a J .

Exemples :
a) Un systéme projectif J-adique est adapté & J. Il en résulte que
tout sous-systéme projectif d'un systéme projectif J-adique est adapté a J .
b) Si un systéme projectif X vérifie la condition (ML) et est adapté

a J , son systéme projectif des images universelles est également adapté a J .

4,2,3. Gradué d'un systéme projectif adapté a J .

Soit X wun systéme projectif adepté & J . La filtration de X

étant compatible avec J , il est clair que l'objet gradué

P
g (%), ¢

est canoniquement muni d'une structure de ng(A)—module gradué. En ﬁarticulier,
on en déduit par passage 2 la limite que lorsque X vérifie la condition (ML),
1l'objet gradué

grs(x) = (grs® (X)) ¢ g

est canoniquement muni d'une structure de ng(A)—module gradué.
Explicitons briévement comment , lorsque de plus X est strict,

1'%on définit les morphismes correspondants :
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P/ P+lg od p+q
: 377/ e, Fl(x ) — PPY(x .
g 2 /T8 FAX) (X, q)

Le systéme projectif X étant strict, nous savons (4.1.1 et 4.1.2)

que le morphisme canonique ci-dessous est un isomorphisme :
q q+1 q
s FH(X F X —> F (X .
ot P, ) ) (x,)

Par ailleurs, le fait que la filtration de X soit adaptée & J

permet d'exhiber un morphisme

Py §d p+q
P Fi(x_ ) — FPYYx
A ) (Xpiq)

. . p+t.q P+q+1
FHX c =
qui se factorise, vu que J ( P+q) F (Xp+q) 0, et

P+q+1

+1 5
7Ppd (Xy,q) €F (X,,q) = 0, 2 travers

1 1
(/5P &, ek )T )

en un morphisme

B (377 &, o, AT, ) — PP )

Le morphisme wpq est alors donné par 1'expression suivante :

) -1
w = Bo(id ®,9) .
pq JQ/JP+1 A

LEMME 4.2.4. Soit X wun systéme projectif J-adique. Le morphisme canonique,

ng(A) QkXO——> grs(X) ,

provenant de la structure de ng(A)—module gradué de grs(X) y €St un

épimorphisme.

Preuve : Résulte immédiatement de 1'explication des morphismes u%q donnée

dans (4.2.3) .

PROPOSITION 4.2.5. (Caractérisation des systémes projectifs stricts AR-J-

adiques au moyen des gradués associés) .
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Soit (X un systéme projectif strict indexé par I 2a valeurs dans

C . On suppose que pour tout entier n , on a :

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est AR-J-adique.

(ii) 711 existe un entier r >0 tel que pour tout entier n 1'inclusion

ci-dessous soit réalisée s

Fix ) c K .

(iii) I1 existe un entier r tel que, pour tout entier m , le morphisme

canonique ci-dessous soit un isomorphisme dés que n 2 m+r

grn(JmX) — grn(X) .

- . el
Dans 1'énoncé de (ii) , on convient de poser J Xn = Xn pour n<r .

Preuve : L'équivalence de (ii) et (iii) est claire, car X et JX sont
stricts. Prouvons celles de (i) et (ii) . On sait (3.2.3) que (i) équivaut
4 1l'existence d'un entier r tel que pour tout couple (m,n) d'entiers avec
m = n+r , le morphisme de transition ci- dessous soit un isomorphisme :

n+1 n+1
—_— .
Xm+1/ﬁ’ Xﬁ+1 Xm/J Xm

Considérons alors le diagramme commutatif exact ci-dessous.

m+1 m+1 m

+1 n+
X /J s ()
%H1AF ﬂwf_ax/ %
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I1 montre l'existence d'un isomorphisme canonique entre

—_— Xn/Jn+1

_ n+1
Ker(Xm+1/U Xm+‘l

Xm)
et

m+1 m+1 n+1
F (Xm+1>/(F (Xm+1) nJs Xm+1

).

En particulier, pour que le morphisme de transition aprés réduction modulo

m+1(X ) soit

Jn+1 soit un isomorphisme, il faut et il suffit que F e 1

n . PO, . -
contenu dans J +1Xm+1 y Ce qui est précisément l'assertion (11) .

THEOREME 4.2.6.. (Lemme d'Artin-Rees) . Soit X un systéme projectif indexé

par N a valeurs dans C . On suppose que :

(i) x veérifie (MLAR) ,
(ii) X est adapté 3 J ,

(iii) grs(X) est un (ng(A),C)—module gradué de type fini, i.e.

pour toute suite croissante (Mn)nE]N de sous—(ng(A)—modules gradués

de grs(X) dont grs(X) est réunion, il existe un entier p tel que

X) =M .
grs (X) 0

Alors X est AR-J-adique.

Preuve : Rappelons que si X' est le systéme projectif des images universelles

de X , on a posé :

grs(X) = gr(¥') .

Par ailleurs, X' est adapté & J , de sorte que l'on est ramené & montrer
que X' est AR-J-adique.

Supposons prouvé le lemme suivant :

LEMME 4.2.7. Soit X wun systéme projectif strict adapté & J . Pour tout

entier s , le sous objet gradué [(Ms)n] de grs(X) défini par les

nEWN

égalités ci-dessous :
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n-s n i R
(Ms)n =3 K NF (Xn) (0" =A si i<0),

est un sous ng(A)—module gradué de grs{X) .

On peut, pour démontrer le théoréme, supposer X strict. Alors
grs(X) est réunion de la suite croissante des MS , donc égal a l'un d'eux.

Cela signifie qu'il existe un entier Sy tel que
Fx ) cd™% x
n n

pour tout entier =n . On conclut par (4.2.5) .

Démonstration de 4.2.7. Reprenons les notations de (4.2.3) . Il s'agit de
voir que le morphisme

P/ pHlg pd p+q
: 38/ e pi(x ) — PPH(x
0 T/ G (R) X,pq)

: P/ P+1 d-S, n g4 P+q-S P+q
envoie J°/37 @, (J XN F (Xq)) dans J X F (xp+q).

Or, le morphisme canonique

q+1
: X F X —> X
e P+q/ ( P+q) q
est un isomorphisme et envoie (Jq_SX + Fq+1(XP+q))/?q+1(XP+q) sur Jq_SXq .

p+q
On en déduit que 1l'image réciprogue par id(Jg/JP+1)8kcp (4.2.3) de

P /.-P+1 a-s q
J°/J ® (7 7x N FH(X

/ ) D)
est

o Fq(Xp+q))+Fq+1(X )]/Fq+1(Xp+q) .

p /. p+1 q-s
/3 ®A[(J X e

P
I1 est maintenant clair que 1'image par 8 (4.2.3) de ce dernier

gPFa-s

objet est contenue dans X N JPFq(X ), donc a fortiori dans
p+q pP+q

JPrSy  nEPtYx Y,
p+q p+q

Dioli 1e lemme.
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5. Systémes projectifs J-adiques et AR~J-adiques noethériens.

Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un anneau commutatif

noethérien A , un idéal J de A et une A-catégorie abélienne C .

5.1. Généralités,

DEFINITION 5.1.7. Un objet X de la catégorie Hom(EJO,C) est dit J-adique

noethérien (resp. artinien) s'il est J-adique et si ses composantes sont des

objets noethériens (resp. artiniens) de la catégorie C .

On notera J-adn(C) (resp. J-adf(C)) 1a sous-catégorie pleine
de P = Hom(IJo,C) dont les objets sont les systémes projectifs J-adiques
noethériens (resp. artiniens) . Il est clair (3.1.3) qu'une extension de

systémes projectifs J-adiques noethériens (resp. artiniens) , est du méme

type.

PROPOSITION 5.7.2. Soit X wun objet J-adique de P . Pour que X soit

J-adique noethérien (resp. artinien) , il faut et il suffit qu'il soit J-

adique et que XO soit noethérien (resp. artinien) »

Soit en effet X un systéme projectif J-adique tel que Xo soit
noethérien (resp. artinien) . Considérons alors 1'épimorphisme canonique
(4.2.4) :

; ng(A) 8,x —> grs(x) .

s . n L
Comme Xo est noethérien (resp. artlnlen) et J de type fini pour tout
n , l'existence de cet épimorphisme montre que pour tout entier =n ; le
noyau du morphisme canonique

X —3 X
n n-1

est noethérien (resp. artinien) . On en déduit aussitét par récurrence sur n

que les Xn sont noethériens (resp. artiniens).
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DEFINITION 5.1.3. BSoit X wun systéme projectif indexé par IN & valeurs

dans C . On dit qu'il est AR-J-adique noethérien (resp. artinien) s'il est

AR-J-adique, et si ses composantes sont des objets noethériens (resp.

kartiniens) .

On notera AR-J-adn (C) (resp. AR-J-adf(C)) 1a sous-catégorie pleine
de MAR(JNO,C) (2.4) engendrée par les images des systémes projectifs
AR-J-adiques noethériens (resp. artiniens).

I1 est alors clair que les fonctions canoniques
: J-adn(C) —> AR-J-adn(C)
: J-adf(C) —> AR-J-adf(C)

obtenus par restriction de (2.4) sont des équivalences de catégories.

PAr
Rappelons briévement 1'énoncé et la démonstration du théoréme

de Hilbert :

THEOREME 5.1.4. (Théoréme de Hilbert) . Soient A un anneau commutatif,

C une A-catégorie abélienne, M un objet de type fini (resp. noethérien)

de C .

Pour toute A-algébre de type fini B graduée par N, le (B,C)—

module gradué B ®AM est de type fini (resp. noethérien) .

. B . o .
(N.B. 8i B = ®, ., BB M désigne l'objet gradué (Bn®AM)

n €W

Preuve : On se raméne immédiatement au cas ot B est 1l'anneau de polynbmes
A[T}, muni de sa graduation habituelle. Le (B,C)-module A[T] ® M =

1 ] =
(Mn)nE]N s'obtient alors en posant Mn =M pour tout n , T envoyant,

pour tout entier =n , Mn dans M par l'identité de M .

n+1
Soit N un sous-(A[T],C)-module gradué de A[T] ®AM . Les compo-

santes de N définissent une suite croissante :

(Nn)n EW

N CN. C,..C N C...
o} 1 n



235

de sous~objets de M . Supposons maintenant que M soit noetherien (resp.
de type fini) et soit

N1CN2C......C Yo .....

une suite croissante de sous-(a[T] ,C)-modules gradués de A[T] ®AM , qui dans
la premiére hypothése (lorsque M est de type fini) a pour réunion A[T] ®AM .

Considérons alors le tableau & double entrée ci-dessous :

R =
o] ] [s]
n n n
1 . .
B : :
n n n
N € N Ciiiiiiiinnn O
n n n
n n N

Il est clair par hypothése sur M qu'il existe um couple (po,no) tel que

P
N ° soit maximal (resp. égal 2 M ) .

o}
Si P, est un entier =2 P, tel que les Nfll

(n = no) soient
les plus grands éléments des suites (Nfl)P cm? il est clair que NF = Nt

dés que p=p g 0 Ce qui permet de conclure dans les deux cas.

COROLLAIRE 5.1.5. Supposons de plus que la catégorie C posséde des sommes

directes dénombrables. Alors pour tout objet M de type fini (resp. hoethé-

rien) de C et toute A-algébre de type fini B , le (B,C)-module B®, M

est de type fini (resp. noethérien) .

Preuve : On se raméne au cas ot B = A[T] . Soit N wun sous-(a[T],C)-module
de A[T] ® M (considéré comme objet de C ) . Nous noterons gr(W) 1e
gradué de N pour la filtration induite par la filtration naturelle d'objet
gradué de A[T] ®AM : gr(N) est un sous (A[T] ,C)-module gradué du

(al T],C)-module gradué A[T] ®, M .
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Soit maintenant

1

wYerc.....cwte .....

une suite croissante de sous—-(A[T],C)-modules de A[T] ®AM , de réunion
af ] ® M dans la premiére hypothése. Dans la premiére hypothése (M de type
£ini), il existe un entier i tel que gr(Ni) = Al T] ® M, d'on
1\Ii = AlT] ®AM . Dans la deuxiéme hypothése (M noethérien), la suite des
gr(Ni) est stationnaire, donc la suite des Ni également.

Dans la suite, le théoréme de Hilbert nous sera surtout utile par

Lt'intermédiaire de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.1.6. Soient A un anneau commutatif noethérien, J un idéal

de A,C une A-catégorie abéliemne. Pour tout systéme projectif J-adique

noethérien (5.1.1) X , le gradué grs(X) est un (ng(A),C)—module

noethérien,

Preuve : Comme ng(A) est une A~algébre de type fini, il résulte du théoréme
de Hilbert (5.1.4) que ng(A) ® X estum (ng(A),C)-—module gradué

noethérien. Lfassertion résulte alors de l'existence de 1'épimorphisme (4.2.4) H

gx‘J(A) ® X —> grs(X) .

5.2. Structure de J-adn(C) et AR-J-adn(C) .
Dans cette section, nous désignerons. par 8(3 ,ou € st*'il n'y a pas
de confusion possible, la sous~catégorie pleine de Hom(]No,C) dont les

objets sont les systémes projectifs AR-J-adiques noethériens.

PROPOSITION 5.2.1. La catégorie 8(5 est stable par noyaux et conoyaux dans

Hom(]No,C) . Autrement dit, E‘/c est une catégorie abélienne et le foncteur

d'inclusion :
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&

 —> Hon(°,C)

est exact.

preuve ¢ Soit u 3 X—> Y wun morphisme de 8c .
Nous allons voir successivement que le conoyau, 1l'image et le noyau de u
sont AR-J-adiques noethériens. (Bien entendu la démonstration du fait que
1'image de u est AR—J—adique noethérienne est uniquement un intermédiaire
technique).

a) Coker(u) est AR-J-adique noethérien. Comme X vérifie (MLAR) et
Y est AR-J-adique, Coker(u) est AR-J-adique (3.2.4 (i)) .

b) Im(u) est AR-J-adique noethérien.

Grdce 2 la suite exacte :
0 — Im(u) ~—> Y —> Coker(u) —> 0 ,

l'assertion résultera du lemme 5.2.1.1. ci-dessous.

LEMME 5.2.7.7. Soit

0—>L—>¥—>N—>0

une suite exacte dans la catégorie Hom(mﬁ,C) .81 M et N sont AR-J-

adiques noethériens, I est AR-J-adique noethérien.

I1 suffit évidemment de voir qu'il est AR-J-adique. On ne raméne
de la méme maniére que dans la démonstration de (3.2.4) aucas o M et
N sont stricts, puis méme J-adiques noethériens. Dans ce cas, il résulte
de 3.71.3 (ii) que L est strict. Le systéme projectif L est strict,
adapté & J et son gradué, comme sous-objet gradué de grs(M) , est noethérien:
grs(M) , quotient de ng(A) ®M , est noethérien (5.1.6) .
L'assertion résulte alors du lemme d'Artin-Rees (4.2.6) .
c) Ker(u) £st AR-J-adique noethérien. I1 suffit d'appliquer (5.2.1.1)

a4 la suite exacte évidente ci-dessous :

0 —> Ker(u) — X — Im(u) —> 0 .
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PROPOSITICN 5.2.2. Les objets de la catégorie abélienne AR—J—aanS) sont

noethériens.

Preuve : On se raméne immédiatement & voir que si 1l'on a un objet J—adique
noethérien X , une suite dfobjets J-adiques noethériens (Yn)n.E]N et des
morphismes de ggm(]ﬂo,C)
v 1Y —>X

tels que

(i) 1les v, deviemnent des monomorphismes .dans AR-J-adn(C) ,

(ii) pour tout emtier =n , v, se factorise a travers Ve dans
AR-J-adn(C) ,
alors les v restent stationnaires, & isomorphisme prés, pour .n assez
grand, dans AR-J-adn(C) .

Or, dire que v, se factorise a travers Vo dans AR-J-adn(C) ,

signifie qu'il existe un entier r et un morphisme

£ Yn[r] — Yn+1

tels que, a désignant le morphisme canonique

Yr] — v ,

1%égalité ci-dessous ait lieu ¢

Comme le morphisme a est strict, on en déduit en particulier que l'image
de Vn est contenue dans celle de Vn+1 . Quitte & remplacer chadque Yn par
Im(vn) , on est ramené 3 voir que toute suite croissante de sous-systeémes
projectifs stricts de X est statiomnaire. Ory si (Zn)nE]N est une telle
suite, vu que grs(X) est noethérien, la suite croissante des grs(Zn) est

. . . n
stationnaire, donc aussi celle des Z .

Résumons :
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THEOREME 5.2.3. Les catégories J-adn(C) et AR-J-adn(C) sont abéliennes

et noethériennes,
et moe
En ce qui concerne AR-J-adu(C) , c'est ce que nous venons de

voir. Quant & J-adn(C) , elle lui est équivalente.

PROPOSITION 5.2.4. (stabilités par extenmsion). Soit

0> X—>Y—>7Z—>0

une suite exacte de Hom(]N",C) 5 avec Jn'HYn =0 pour tout n . On

suppose que :
(i) Zz est AR-J-adique,
(i1) X est AR~J-adique artinien.

Alors Y est AR-~J-adique.

IS

Preuve ¢ On se raméne comme dans la démonstration de (3.2.4) au cas o Y

et Z sont stricts et Z est J-adique. Alors (3.1.3 (ii)) X est strict.
. . N . . n+1

I1 existe alors un entier r tel que le systéme projectif (Xn+r/J Xn+r)n €IN

soit J-adique artinien. Comme X en est un quotient et lui est AR-~isomorphe,

on est ramené a prouver le lemme suivant 3

LEMME 5.2.4.1. Soit

Q= P> X—3>Y—>Z—>0

. ° 4 n+1 .
une suite exacte de Hom(W,C), avec J Yn = 0 pour tout n ., Si X est

J-adique artinien, Z est J-adique et T est AR-nul, alors Y est AR-J-
adique.
Pour montrer le lemme, on va d'abord voir que, pour tout entier n ,
le systéme projectif évident (Y k/JnHY ) est essentiellement constant.
n+ n+k’k € W

Désignant par Sfl le noyau du morphisme évident

n+1 +1
Xn+k/;r N Yn+}</ ™ Yk 0
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considérons le diagramme commutatif exact évident ci-dessous :

k n+1 n+1 n+1
B O - — — [—
0 Sn Xn+k/J Xn+k Yn+ J Yn+k Z1'1+1c/J Zn+k 0

0 —1T X Y Z o .
n n

. . . . k . . ns .
Lientier n étant fixé, les objets Sn s'identifient & des sous-objets

de T et forment une suite décroissante. Comme Tn est artinien, il

%

existe donc un entier ko tel que Sn = Sn pour tout entier k 2 ko ,

d'onl il résulte aussitdt que les morphismes canonigues

n+1 n+1
Yn+k/j Yn+1< Yn+1<o/J Yh+ko

sont des isomorphismes.

Ceci dit, désignons par Y' le systéme projectif défini par

V! = Lim Y r/JnHY
n o n+r

pour les objets, et de fagon évidente pour les morphismes. Le systéme projectif
Y?' est J-adique. De plus on obtient "par passage & la limite" un diagramme

commutatif exact du type ci-dessous :

0 8 —» X = Y —>» 7 —> 0

!
\L id id

G=—3>T—»X—>Y—>» 7 —>0,

Comme T est AR-nul, le lemme du serpent appliqué & ce diagramme montre

que le morphisme évident Y' —>» Y est un AR~isomorphisme, d'ou le fait que

Y est AR-J-adique.
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COROLLAIRE 5.2.5. Soit
0—> X —> Y —> 7 —> 0

e suite exacte de Hom INO,C , avec Jn“Y =0 pour tout n .
un Hom 0 pour tout

On suppose que :

(i) X est AR-J-adique artinien (resp. artinien et noethérien) ,

(ii) % est AR-J-adique artinien (resp. noethérien) .

Alors Y est AR-J-adique artinien (resp. noethérien) .

5.3. Systémes projectifs AR-J-adiques noethériens et O - foncteurs.

Soient: C et J deux A-catégories abéliennes et F : C —> 8
un foncteur additif, Le foncteur F se prolonge de facon claire en un

foncteur, noté encore F ,
F : Hom(W°,C) — Hom(N , 5) ,

qui est additif et "commute aux translations" .

PROPOSITION 5.3.1. Solent C et B deux A-~catégories abéliennes. et

i
T=(T)em

m O - foncteur exact A-linéaire de C dans .5 .

On suppose que 3

(i) Pour tout objet noethérien M de C annulé par une puissance de J

et tout entier n , T (M) est noethérien,

(ii) Pour toute A-algébre graduée de type fini B , annulée par J ,

et tout (B,C)-module gradué noethérien N , les (B,B)-modules gradués

T'(W)(n € W) sont moethériens.

Alors pour tout objet AR-J-adique noethérien X de Hom(]No,C) ’

les Tn(X) sont AR-J-adiques noethériens.
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Preuve : Commg les foncteurs ™  commutent aux translations, il suffit de
montrer l'assertion lorsque X est J-adique noethérien. Dans ce cas,

comme grs(X) est un ng(A)—module gradué noethérien (5.1.6) , il résulte
de l'hypothése {ii) et d'une variante d'um corollaire du théoréme de SHIH
(cf. Appendice A.S) que pour tout entier n les assertions suivantes sont

vérifiées :

(a) T™(X) satisfait (MLAR) ,

(b) grs T9(X) est un (g?I(A),ﬁ)—module gradué noethérien.

Le "lemme d'Artin-Rees" (4.2.6) permet de conclure.
COROLLAIRE 5.3.2. Le o - foncteur
T = (Tl)i et Hom(W°, C) =~ Hom(W°, B)

induit un 9 - foncteur exact A-linéaire

commutant aux translations, donc par passage au quotient un nouveau

d - foncteur exact A-linéaire, noté encore (Tl) iewW?

AR-J-adn(C) — AR-J—adn(8) .
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Appendice : le théoréme de SHIH.

Le but du présent appendice est de dommer une démonstration du
théoréme de SHIH sous la forme utilisée dans la preuve de (5.3.1).
Cette forme étant plus générale que celle figurant dans EGA OIII’ une

démonstration directe, adaptée de celle de loc. cit., s'est révélée nécessaire.

Terminologie : Soit ro un entier = 1 . La donnée, pour tout entier
lermlnotogle

r, 2 7, d'un objet bigradué E.= (Eiq) gz o+ muni d'une différentielle

PE€EZ,q€

dr de bidegré (r,1-r), et pour tout r d'un isomorphisme

H<Er) T B

sera appelée dans la suite filtre spectral. On définit de facon évidente la

notion de morphisme de filtres speétraux.

A.1. Rappels sur les suites spectrales associées aux o - foncteurs.

Soit C  ume catégorie abéliemne et X un objet de € , mumi

d'une filtration décroissante (FPX) . Pour tout O - foncteur exact

pEZ
de C dans une catégorie abélieme & s la méthode dite "des couples

exacts" (cf. par ex. Maclame, Homology, p. 336) permet de décrire une

suite spectrale :
B(X) : Eﬁq = YR /FPx) = 2R - TR
pour laquelle la filtration de " est définie comme suit @
FP(E") = Im(T"(FPX) — T%(%)) = Ker(T"(x) —> T(X/F'X)) .

De plus, si la filtration de X est finie, la suite spectrale ainsi obtenue

est faiblement convergente (EGA O 11.1.3) .

III
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Fonctorialité. Si £ : X —> Y est un morphisme d'objets filtrés de C,on

construit de fagon fonctorielle un morphisme de suites spectrales :
E(f) : EX) — (V) ,

coincidant avec TF 3(grPe) (resp. T(£)) sur E?q(X) (resp. EV(X)) .
En particulier, si uw: X —> X est un endomorphisme de X tel que

u(FPx) CZFP+h(X) , pour un entier h indépendant de p , E(u) est un
endomorphisme de bidegré (h,-h) du filtre spectral associé a E(X) ,

commutant avec les différentielles.

A.2. Cas des systémes projectifs. Soit maintenant X = (Xn)nE z

systéme projectif d'objets d'une catégorie abéliemne C , tel que
X. =0 (i <0) .

Si T désigne un 0O - foncteur exact de C dans une catégorie abgliemme B ,

T se prolonge de fagon naturelle en un O - foncteur exact, noté encore T :
Q. o
Hom(Z ,C) —> Hom(Z ,.B) .

D'oli, munissant X de sa filtration naturelle de systéme projectif

(EGA OIII13.4.1) , Une suite spectrale :

EX) =E(X) , cpo

ol les E(Xn) désignent les suites spectrales associées 2 T et aux Xn

munis de la filtration induite.

Propriétés de E(X) .

a) Pour tout entier n , la filtration de 1l'aboutissement En(X) dans
la suite spectrale E(X) est identique & sa filtration naturelle de
systéme projectif, lorsque X est strict .

En effet, désignant par la lettre F (comme dans A 1 ) la premiére
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et par la lettre & 1la seconde, on a pour tout entier o :
p.n _ n n P
F°E (X)a = Ker(T (on> —> T (XQ/F Xa))

0 si af p=1

Ker (Tn(Xa) —_— Tn(Xp_1)) si o= p-1.

Dans les deux cas, on recomnait 1'expression de @PEH(X) .
Ceci montre en particulier que, pour 82 o = p , le morphisme
de transition
qu(xs) —_— Ezq(xa)
i 1

grPTP+q (XB) —_— grPTP+q(Xa)
est un monomorphisme, d'aprés EGA OIII 13.4.1.3.

b) Fixant o € Z, il est clair (cf. le dessin ci-contre) que,

(pra . i .
puisque F (on> =0 pour izog+1 , om a:
1—1‘J:\
= sP9(x ) = 8P4 (x) pour r >rp
r Y r+1 o !
. pq _ o,P4q
°. o Z,, (on) = Zr+1(xa) pour T >@ ~p .

c) Lorsque X vérifie la condition de Mittag-Leffler, les divers

systémes projectifs grP(X) sont essentiellement constants (EGA 0, 13.4.3).

11

Il en résulte aussitdt que, pour r< +%® , les systémes projectifs Eiq(x)

sont essentiellement comstants. On notera
P9
ePY(x)

leurs limites projectives. Les opérateurs différentiels passant a la limite,

. N . pq
on obtient ainsi un filtre spectral €, (%) (pra €Z 32 1)°

Les objets
Fix) , BYx) (r< =)
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associés & ce filtre spectral sont précisément les limites des systémes

projectifs essentiellement constants Ziq(X) et Biq(X) .

De la partie b) résulte également que

pq _ Pa
B, () = B (@),
ce qui permet de poser
jale} _ @Pd
82 (x) = ﬁspﬂ(x) .

Supposant toujours que X vérifie (ML) , comme, pour tout «o ,
BPY(x ) = BP9 (x ) désque r>p (cf. b)) ; on a une suite de monomor-
r Vo v+l ?

phismes canoniques
pq Pq Pq
e C esessosee c .
(s) 8: () € ) ce (%)

Supposons désormais X strict. Les expressions suivantes pour

Pq Pq .
Z, (xn) et B (Xn) :

Pq _ D+a=1 DT+ p 3 P+q D p+1
zoM(x) = T (F x /FPR ) —> T (F x /¥ x)]

Pq _ P+ Py DT P+q, Py oD+
B, (Xn) = In[ T (7 Xn/F xn) A XY/F Xn)]

montrent que
Ziq(Xm) s Ziq(Xn) pour mznxp
(a,)

Pd ~ pq ;
B, (Xm) —> B (Xn) pour mznz pir-1

(les morphismes canoniques sont des isomorphismes) . En particulier, le
morphisme canonique

ePUR) —s PYx
r r VN ptre

)

est un isomorphisme.

Par ailleurs, il résulte de b) dque
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2% ) =22 ) (e= )

PH+P— r VUpir-
(a,)
PY _ =Pa
et Bo <Xp+r—1) =By ( p+r—1> (x >p)

Cecl permet de définir, pour tout r , un épimorphisme camonique

P9, oPq Pq
6. ¢ & °(X) —> E (Xp+r_1)

qui est un isomorphisme lorsque r > p . De plus, si a est un entier tel que

FUx) = BPYx) (r=za),
T a
(par exemple a = p+1 convient) ; de sorte que

(5 bis) ... —> eiq(x) s, > 8221(X)<——>8§q(x) ,

i
alors, pour s 2z r 2 a , les diagrammes
qu
Pq S Pq
e; (%) —— B (XP+S_1)
(d3> I lcan
qu
Pq r Pq
&) —— 5 (X )

D=1

sont commutatifs,

A.3. Une variante du théoréme de Shih. Supposons donmné un anneau S filtré

par des idéaux Fi(S) (i =2 0) et opérant sur X de facon compatible avec
sa filtration de systéme projectif.

Des généralités de A 1 résulte que pour tout entier i , gri(s)
opére sur les objets bigradués Er(X) par des morphismes de bidegré

(i,i) . En particulier pour tout entier = 3

BV 00 = 220)

est canoniquement muni d'une structure de (gr (S),8) -module gradué.

Il en est de méme par passage & la limite pour ¢
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El(‘l’l) (%) = (Ei’q(}o )P‘*'q =n

est canoniquement muni d'une structure de (gr+(S),8)-module gradué. Il en

est de m8me par passage & la limite pour :

el ) - € 00) gy -

L'anneau S , opérant sur X de facon compatible avec sa filtration de
systéme projectif, opére de méme sur Tn(X) pour tout entier n . Par
suite le gradué strict grs (X) est canoniquement muni d'une structure
de (gr'(8),C) -module gradué et de méme, lorsque T™(X) vérifie (a) ,
le gradué s:crict grs'Tn(X) est canoniquement muni d'une structure de

(gr* (s),B) ~module gradué.

THEOREME A.3. Supposons que pour un entier n les (gr* (S),ﬁ)—modules

gradués

e ) = (grs (0) et el Vx) 2 7 (grs ()

solent noethériens. Alors :

(i) T(X) vérifie (MLAR) ,

(ii) grs"T™(X) est un (gr’(5),H) -module noethérien.

Preuve :

i) Pour tout couple (m,r) d'entiers,

8 () = B2P0), ¢

est un sous — (gr* (5),h) —module gradué de Egm) (X) . En particulier,pour tout
entier m , les ﬁr(\m)(X) forment une suite croissante indexée par T de
sous-(gr° (8),8-modules gradués de B$m>(X) . Utilisant les fait que €$n>(X)
et E‘;gn_1)(X) sont des (gr’ (8),H8) -modules gradués noethériens, on en

déduit que les suites



249

[ﬁx(*n)(xﬂ r €N et [@ﬁnﬁ)(X)] r €N

sont stationnaires.
I1 existe donc un entier a 2 1 tel que, pour tout (p,q) , avec

p+q = n ou n-1 ,
Pa _ aPd
(8.3.1) i) =8 (r=a) .

par suite, pour r 2 a+1 , les fléches dr de source et de but 8iq(x)

(P+q=n) sont nulles. Autrement dit les monomorphismes

5

squ(x) > 8§q(X) (szrza+1)

déduits de (A.3.1) avec pi+q=n sont en fait des isomorphismes.

Pour szrza+1 , la commutativité du diagramme (dg) y avec p+g=n ,

Pq

8
Paq 'S Pq
€ (0 > B (%,,54)
Z\L qu
Pq L 5 pPd
er (x) épi s (Xp+r--1)
montre que ie morphisme de transition
Pq P4
Fo (Xp+s-1) - B (Xp+r—1)

qui est de toutes maniéres un monomorphisme (cf. a)) est un épimorphisme,

donc un isomorphisme. Autrement dit, le systéme projectif

DN
r —> [GPB grT (Xp+r

)]

rz1
est constant & partir de r = a , donc T(X) vérifie (MLAR) d'aprés (4.1.3)

ii) Notant 8£n)(X) ’ Qin)(x) , @ogn) (X) les"limites" des divers systémes

Projectifs indexés par r envisagés, on voit que

e™ ) - 20 )8 )
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est un (gr'(S),H) -module noethérien, puisque 2£n)(X) est contenu dans

8$n>(X) . Par ailleurs il résulte de A.2. a) que :

8£n)(X) = grs” THX) .



EXPOSE W
.

COHOMOLOGIE L~ADIQUE

par J.P, JOUANOLOU

Dans tout 1l'exposé, on se donne un nombre premier € .
9 1Y

Comme d'habitude, on note Xét le site étale d'un préschéma X.

1. Faisceaux £-adiques constructibles

On se fixe une fois pour toutes dans ce paragraphe un préschéma

localenment noethérien X.

1ete Définition et généralitds

Définition 1.1.1. On appelle faisceau énadigue constructible sur X wn

systéme projectif (Z Z)—adique de faisceaux abéliens constructidbles sur
X (v 3.2.1).

Pour qulun systéme projectif (£ Z)—adique F‘:(Fn)n eN de faisceaux
abéliens sur Xét soit un faisceau < —adigue comstructible, il suffit que Fo

soit constructible. En effet, l'assertion est locale et résulte dans le cas noe-

thérien de (V 5.1.2).
Désignons par Abe(X) la catdgorie des faisceaux abéliens construc-
tibles sur X. On notera

‘f —adc(X)

la sous-catégorie pleine de Hom(m ©, Abe(X) ) engendrée par les faisceaux
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f—adiques constructibles. 4vec les notations de Exp. V :
£-edc(X)= (£ Z)~ad (&be(X) ) .

Désignant par 4&b(X) la catégorie des faisceaux abdliens sur Xét’ on sait
(sGA 4 IX 2.9) que lorsque X est noethérien les faisceaux abéliens cons—
tructibles sur X -sont les faisceaux abéliens noethériens. Dans ce cas, la

catégorie £ -ade(X) s'identifie clairement & la catégorie notée

(£ Z)~-adn (ap(X).)
dans Exp. V.

N 2. 5 =
Proposition 1.1 Soit F (Fn)n& N

Pour que F soit 'f—adique constructible, il faut et il suffit qu'il le soit

un objet de la catégorie Hom (IN°, Ab(X) ).

localement pour la topologie étale de X.

Preuve : Il est clair que la propriété pour F 4'8tre £ -gdique se 1lit au-
dessus d'un recouvrement de l'objet final du site. Par ailleurs, il résulte de

(SGA 4 IX 2.8) que les P sont constructibles s'ils le sont localement.

g

Propogition 1.1.3. La catégorie £ ~-ade(X) des faisceaux < -adiques construc-

tibles de X est abéliemne. Elle est noethériemne lorsque X est noethérien.

Preuve : Lorsque X est noethérien, les deux assertiqns sont conséquences

de (V 5.2.3). Dans le cas général, il faut voir gque tout morphisme

Wil ————> G

de faisceaux Z ~adiques constructibles sur X posséde un noyau et un conoyau.
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En ce qui concerne le conoyau, cele résulte de (v 3.1.3). Prouvons 1'exis-
tence du noyau de u. Pour tout ouvert noethérien V de X, on sait que la

restriction de wa v

. ——
uy? FV > GV

admet un noyau dans la catégorie £ -adc(V) » admetiant la deseription simple
qui suit. Si KX est le noyau de Uy dans la catégorie _H_og(l]\l°, Ap(V) ),

K vérifie la condition de Mittag-Leffler~Artin-Rees et, désignant par XK' son
systéme projectif des images universelles, il existe un entier r tel que

le systéme projectif

2 ) - (x, /0™

n+r'né€ IN

(avec les morphismes de transition évidents) soit ¥4 ~adique constructible.
Le composé évident ci~dessous est un noyau de Uy dans la catégorie
feade(V) -

mr(K') —_— K' —> X.

La construction précédente montre notamment que si W est un ouvert contenu
dans V, la vestriction 2 W d'un noyau pour u, est un noyau pour Uy
Soit alors (Vi)i €1 un recouvrement de X par des ouverts noethé-
riens. Si 1 et j sont deux éléments de I, les restrictions a Vi M Vj
des noyaux de Uy et vy sont canoniquement isomorphes, ce qui permet en
1 J

les recollant de construire un noyau de wu.

1.1.4. Soit P= (Fn)n e e faisceau 'g ~adique constructible. Comme 1'anneau
z 2 opére de facon évidente sur chague faisceau Fn y 11 opere également sur
F . De plus,si F et ¢ sont deux faisceaux Z-adiques constructibles et

wiF —> G
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un morphisme, u est compatible avec les opérations de Z ¢ Sur FetG
respectivement. Ceci montre que £ —ade(X) est canoniquement munie d'une
structure de Zg —catégorie abélienne.

Cela justifie la terminologie suivante :

Terminologie : On appellera dans la suite Z ) =faisceaux constructibles les
faisceaux < ~adiques constructibles.

On prendra garde de ne pas confondre cette notion avec celle de
(z y) )X ~NModule, qui ne sera pas utilisée dans la suite.

La catégorie f,}-adc(,x) sera également notée

Zg - fC(X) °

126 @_p ~faisceaux constants tordus constructibles.

Définition 1.2.1. Un Z{—faisceau constructible

est dit constant tordu si et seulement si les faisceaux Fn sont localement

constants sur Xét .
On appellera catégorie des ‘Zf ~faisceaux constants tordus construc-
tibles la sous-catégorie pleine de Z_g ~fe(X) engendrée par les Z 2 ~faisceaux

constants tordus constructibles.

Exemple 1.2.2. Le Z.f ~faisceau Zl(l) R
Supposons 1'entier & premier aux carscbéristiques résiduelles de X.

Pour tout entier n, 1'élévation & la puissance # définit un morphisme de
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faisceaux localement constants :

j"‘-‘eml -——e/%gn

Ceci définit de fagon évidente un sysidme projectif :

2y = (pgmat)y gy

Se ramenant pour chaque entier n au cas ol /,u, gn et /u, /en+l
sont constants, on constate que le systéme projectif Z ¥ (1) est £ ~adique.
Lorsque X= Spec(X), K un corps de type fini sur ls corps premier,
le ij ~faisceau Z é(l) est un exemple de faisceau + -adique constant tordu
constructible (1.2.1), pour lequel il n'existe pas d'extension finie étale
K' de K telle que les images réciprogues des Fosur X' = Spec(K') soient

constantes. En effet KXK' contiendrait pour tout entier n une racine primitive

£ " eme de 1'unité, ce qui n'est pas possible pour une extension de type Tini

duw corps premier.

Rappels 1.2.3. (SGA 1V 7). On sait que la catégorie des faisceaux abdliens
de torsion constructibles localement constents sur un préschéma T est équi~-
valente & la catégorie des revétements étales de T munis dfune structure de
X-groupe abélien. Soit maintenant X un préschéma localement noethérien
connexe. Notons RX la catégorie des revétements étales de X et

BEngf

celle des ensembles finis. Si a ést wn point géométrique de X, soit Fé

le foncteur

F s RX_—>Ensf,



256

qui & tout revétement étale de X associe sa fibre géométrique au point a .

Le groupe fondamental
7, (%) =T (X,a)

de X au point a étant par définition le groupe des automorphismes de Fa
convenablement topologisé, le foncteur Fa peut s'interpréter comme un
foncteur

RX — Ensf(TZl)

de la catégorie RX dans la catéyorie des ensembles finis munis d'une opéra-

tion continue de TU 1= (X, a) .

4

On rappelle la proposition suivante s

Proposition 1.2.3.1. Le foncteur

> Ensf(77 l)

i K

est une gquivalence de catégories. 11 commute aux limites inductives et aux

limites projectives finies.

Soient maintenant
Le(X), Abf(nl)

respectivement la catégorie des faisceaux abéliens de torsion localement cons-
tants constructibles, et celle des groupes abéliens finis munis d'une opéra-
tion.continue du groupe fondamental. Le foncteur Fa induit vn foncteur

exact, noté encore Fa’
L Lo(X) ——> Abf(T(l) y

qui est une équivalence de catégories.
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16244 Zg -faisceaux constants tordus sur un préschéma connexe.

Les rappels de (1.2.3) rendent_immédia‘c le lemme ci-dessous.

Lemme 1.2.4.1. Le prolongement Fa de Fa 4 la catégorie des systémes
projectifs indexés par IN induit une équivalence de la catégorie des

faisceaux £ ~adiques constants tordus constructibles avec la catégorie
(£ 7 )-ad (Abf(Yl)) .

Soit maintenant ¥ =(Fn)n € objet de la catégorie

N

(4 Z2)-sa(ave( 7)) .

Sa limite projective lim (Fn) “est naturellement munie d'une structure de

Zyp ~module de type fini sur lequel l> opére continfment pour la topologie

£ ~adique. Rappelons que si G et M désignent respectivement un groupe
profini et un Z y ~module de type fini, on appelle opération continue de G

sur M une application continue

Gx M > M
(gy m) \——> gem

telle que : (i) g{wm)=gm+gn (g€ G metnel)
et (ii) (gh).m = gi(hem) (g et heq, meM) .

I1 est alors clair que pour tout entier £ —adique a ,

g.(am) = alg.m) (g€, meM) .

Par ailleurs, le groupe des applications Z 2 -lindaires inversibles de N

dans M , noté GL(M), s'identifie & la limite projective des groupes
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GL(M/Z n+lM). Ces derniers groupes étant finis, le groupe GL{M) est ainsi

naturellement muni d'une structure de groupe profini et en particulier d'une
structure de groupe topologique compact. On vérifie aisément qu'il revient au
méme de se donner une opération comtinue du groupe profini G sur M ou de se

donner un morphisme de groupes topologiques :

¢ ——> GL(M),

ce dernier groupe étent muni de la topologie décrite ci-dessus.

Ceci 4it, on définit de fagon évidente un foncteur

A

e (-‘QZ)-ad(Abf(Trl))—-—e Zg—modn(ﬂl) ,

ol Z Y -modn(TTl) désigne la catégorie des Z '» -modules de type fini munis
d'une opération continue de 7?1 .

Ceci nous permet d'énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2.4.2. Le foncteur précédent

Ay 2 (£ 7)-aa(ave(7C,)) > Ze—modn(ﬁl)

est une éguivalence de catégories.

Preuve : Il est clair qu'il est génériquement surjectif : un Z g ~module
de type fini E sur lequel ‘T(l opere continfment est 1'image du systeme

projectif

®2™E), . o

avec les opérations évidentes de 7(1 . Soient maintenant F=(Fn)n e N et

Ge=( Gn) deux objets de Ia catégorie £ Z—ad(Abf(?T.l)), et notons pour

ne N

simplifier Hom (F,G) 1'ensemble des morphismes de T dans G dans cette
1 .
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catégorie. Oubliant llaction de 'Rl, on peut considérer F et G coinme objets
de la catégorie des systémes projectifs £ ~adiques de groupes abéliens finis,
et on noters Homo(F,G) 1l'ensemble des morphismes de F dans G dans cette
catégorie. Le groupe T, opdre sur HomO(F,G) de la manidre suivante : un
élément 8 de Tll déﬁnit de fagon clai;*e deux automorphismes, notés de la
méme fagon, de F et G respectivement dans la catégorie des systimes projec—
tifs £ -adiques de groupes abéliens finis,et si u appartient & Homo(F,G)
on pose

s.u = souos-l .
Dens ces conditions, il est clair que Hom (F,6) s'identifie canoniquement
3 l'ensemble des invariants de T, dans Homo(F,G),et de méme Hom nl(Fn, Gn)
gtidentifie pour tout n & HomZ (Fn,Gn)’i 1,1'opération de "TTl étant définie
de fagon analogue. Il résulte pa.f exemple de (SERRE : Groupes proalgébriques,
Prop. 12) que, désignant par M et N les limites projectives de F et G

respectivement, on a

Hom ) (M,N) = lim HomZZ (Fn,Gn) .
Prenant les invariants des deux membres par 77:1 et utilisant le fait que
cette opération, correspondant & ume limite projective, commte aux limites
projectives, on en déduit l'assertion.

Les lemmes 1.2.4.1. et 1.2.4.2. permettent d!énoncer la proposition

moins précise suivante :

Proposition 1.2.5. La catégorie des Z ¢ ~faisceaux constants tordus
constructibles sur un préschéna localement noethérien connexe X est équi-
valente & la catégorie des Z@ ~modules de type fini sur lesquels 7’,’1(X)

opére continfment pour la topclogie - ~-adique.
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Remarque : Soit F un Z £ ~faisceau constant tordu constructible et
M le Z-? -module de type fini muni d'une opération continue de T('l associé,
Pour que F soit localement constant, il est clair qu'il est suffisant que 'ﬂ:l
opére sur M par 1'intermédiaire d'un quotient fini, ce qui n'est pas toujours
vérifié (1.2.2). C'est mbme nécessaire lorsque X est pormsl, Quitte &
décomposer X en composantes connexes, on peut pour le voir se ramener au
cas ou it est intégre. Je dis qu'alors, désignant par K son corps des fonc~
tions rationnelles, s'il existe une extension séparable finie K' de K +telle
que l'image réciproque F,, de F au-dessus de Spec(K') soit constante, alors
le groupe 7(1(X) opere sur M par 1'intermédiaire d'un groupe fini.
En effet (SGA 1 V 8.2) Ftl(K) —> 7Z1(X) est surjectif, et 1'hypothtse
signifie que le noyau du composé ')Tl(K) — Tll(X) —3>  Aut(M) est

d'indice fini. Il en est donc de méme du noyau de TCl(X) —_ Aut(M).

Proposition 1.2.6. Soient X un préschéma localement noethérien et F wn
gystéme projectif indexé par N de faisceaux abéliens sur Xét' Les asser—

tions suivantes sont équivalentes :

(i) P estun Z 0 ~faisceau constructible,

(ii) Tout ouvert noethérien U de X est réunion d'un nombre fini

de parties localement fermées ( Zi) au~dessus desquelles 1'image

1¢igq
réciproque de F est un Z€ -faisceau constant tordu constructible,

(iii) X admet un recouvrement par des ouverts, réunions d'un nombre
fini de parties localement fermées, au-dessus desquelles 1'imgge réciprogue de

F estun Z Z, ~faisceau constant tordu constructible.

s
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Preuve : Il est clair que (ii) implique (iii).

(ii1) =>(4) : S P vérifie (iii), ses fibres géométriques sont
g—adiques donc F est —f-adique d'aprés (SGa 4 VIII 3.6). Par ailleurs,
ses composants sont constructibles (SGA 4 IX 2.8).

Pour voir que (i) entratne (ii) , on se raméne immédiatement au cas
ot X est noethérien. Si F est £ ~adigue constructible, son gradué strict
gra(F) est un (gr{?ZZ, 2b(X) )-module noethérien (V 5.1.6). Par suite
(834 4 IX 2.9.) X est réurion d'un nombre fini de parties localement

fermées (Zi) au-dessus desquelles 1'image réciproque de grs(F) est

1¢igq
un faisceau localement constant. Comme la propriété pour un faisceau & fibres
finies d'8tre localement constant est stable par extensions, on en déduit que

pour tout entier n, les images réciproques sur chague Zi du composant F-n

de F sont des faisceaux localement constants.

1.3, Opérations € et Hom sur les Z, -faisceaux.

1.3.1. Produit tensoriel. Soient F et ¢ deux objets de la catégorie

No . . L ’ T .
Hom(Te, ab(xX)). si F (Fn)n e W et G= (Gn)n(: J ¢ on définit le produit
tensoriel F @ G de F et G par la formule suivante sur les objets et de

fagon évidente sur les fliches :
(FRG) =P ©G¢ .
n n n
Plus précisément, on définit de facon claire un bifoncteur additif exact k)

droite, appelé produit tensoriel :

& : Hom(IN ©,4b(X) )xHom(IN °, Ab(X)) —> Hom(IN°,Ab(X)) .
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Proposition 1_.3.2. Si Fet G sont deux Z/,j ~faisceaux constructibles, le
produit tensoriel F & G est wn Z.f ~faisceau constructible.

Preuve : la #-adicité est claire. Par ailleurs, il résulte immé-
distement de la définition des faisceaux constructibles (s6A 4 IX 2.3.) qulun
produit tensoriel de deux faisceaux constructibles est constructible.

Par restriction, on définit donc un bifoncteur additif exact &

droite, appelé encore produit tensoriel :

e : Z,é’ ~fo(X) x Zg-—fc(X) —_— Zg-fc(X) .

1.3.3. Faisceau d'homomorphismes.

Soient F= (Fn)n(: N et 8= (Gn)n el deux Zé ~faisceaux construc~

tibles. On suppose que F est localement libre,ce par quoi on entend que pour
tout entier n, le faisceau Fn est localement libre sur le faisceau constant

+1
( z/8" Z)X . Pour tout entier n, la suite exacte structurale @

y, n+l
> >
Cre1 Gy —> Gn —0

fournit, puisque F est localement libre sur (Z /£n+l 7)., une suite
o+l X
exacte @

_£n+l
(1) Fon(E ., Gn+l) —Z s Foul(F_;,6,,,) —> Jeom(Fn+l,Gn) —> 0.

Comme £ n'*':"('.‘-n= 0 , la suite exacte structurale :
£n+l
- e ——>
Fn+.L Fn+l - Fn —> 0

définit de facon claire un iscomorphisme s
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(2) F5 om(®

i s O) € 7 o(F , G) .

Combinant (1) et (2), on obtient pour tout entier n un morphisme :

Feon(F ) — E}eom(Fn,Gn) .

ntl® T+l
Dioll un systéme projectif

Fon(F,q) = (3“30m(Fn,Gn))n cm

qui est clairement un Z_ -faisceau.

Z

1e3.4. Généralités sur les faisceaux £ =-adiques inversibles. Application aux
faisceaux Zg(r) (re 7).

Soit L wn Zg -faisceau constructible. Nous dirons qu'il est inversible si

pour‘tout entier n son néIﬂe composant Ln est m (z/2 n+l,Z)X-Module
inversible, i.e. localement libre de rang un. Il revient au mlme de dire que
L est localement libre au sens ‘du paragraphe précédent et que les fibres
géométriques des Ln sont des groupes abéliens cycliques non nuls.

S L estun Z 2 -faisceau inversible, on convient de poser

A on(L, Z, ) .

I1 est clair qu'on a un isomorphisme

Lot o > Zp , déduit de 1'isomorphisme ana-

logue composant par composant (EGA OI 5.4:3.1). Suivant alors {EGA OI 5.4.4),

on convient de poser . Zp et pour n3y1 o (L-l)nm . Avec

ces notations, il existe alors un iscmorphisme fonctoriel canonique

am @ a(m+n)

L el®™ Iy o

quels que soient les entiers rationnels m et n. De plus cet isomorphisme joult
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des propriétés d'associativité habituelles.
En particulier, les objets gradués
mi Bl
Wiem o8 05 ¢ 2

sont des Z s -Algtbres, gradudes respectivement par N et Z .

Exemple : Le Z y ~faiscesu Z J)(l) défini en (1.2.2) est inversi~

ble, et on conviendra dans la suite de poser :

Zf(r) = (zf(l))m" (rez).

1e4. Diverses catégories construites  partir de la catégorie des Z,~faisceaux
L

constructibles.

1.4.1. A-faiscesux constructibles (4, Z g —algdbre finie).
Seit A une 22 -algtbre finie. On définit une catégorie notée

A= fe(X)
dont les objets sont appelés A-faisceaux constructibles, de la manigére suivante.
(i) Un objet de A~fe(X) est un couple (F,u) formé d'un
zZ v ~faisceaun constructible F et d'un morphisme de Z » —algebres :
w A ——> End(F) .

(ii) si (F,u) et (F',u') sont deux A-faisceaux constructibles,

une fl&che (F,u) - (M ,u') est un morphisme de Zp ~faisceaux

T

£f1 P —0s P

tel que pour tout élément a de A le disgramme ci-dessous soit commutatif :
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F ——-f_éF'

u(a)l l ut(a)
F

ﬁf—_gF' .

On appellera A-faisceau constant tordu constructible un

A-faisceau constructible dont le Z ' ~faisceau constructible sous-jacent
est constant tordu, et catégorie des A-faisceaux constants tordus construc—
tibles, la sous-catégorie pleine de la catégorie des A-faisceaux construc~
tibles engendrée par les A-faisceaux constants tordus constructibles.

1 résulte immédiatement de (1.2.4) que si X est connexe, la
catégorie des A-faisceaux constants tordus constructibles est équivalente & la

catégorie des A~modules de type fini mumnis d'une opération continue et

A=-linéaire de TCl(X) sur le Zﬂg-module de type fini sous-jacent (1.2.4).

1.4.2. 0 P ~faiscesux constructibles. Il est clair que la sous-catégorie
pleine de Z ,-fc(X) engendrée par les Z, ~faisceaux constructidles de tor—

sion (i.e. ammulés par une puissance de £ ) est dpaisse.

Définition 1.4.3. On appelle catdgorie des DJ/ ~faisceaux constructibles
sur X et on note

n y ~fo(X)

la catégorie ebélienne quotient (cf. thise de Gabriel) de Z £ «fe(X)par 1a
sous~catégorie abdlienne épaisse des Z 3 ~faisceaux de torsion.’ Un objet de
n y ~fe(X) est appeld wn I y ~faisceau constructible.

La catégorie lUﬂ ~fo(X) admet la description simple suivante.
Elle a méme ensemble d'objets que Zé ~fc(X) et si F et G sont deux tels

objets,
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Hom_. (®,G) = lnj ﬁze Hong (r,G),

ity

ot Hom z, (7,0) et Homﬂ:l; (#,6) désignent respectivement les morphismes

dans z, ~fe(X) et My ~fo(X). En effet, si

us ZJJ ~fo(X) ~——> D

désigne un foncteur exact de Z 5 ~fe(X) dens une catdgorie abélienne D, il
revient au méme de dire que u rend inversibles les multiplications par des
éléments de Zi’ , ou qu'il s'annule sur les objets de torsion, ce qui montre
immédiatement que la catégorie (gbélienne) décrite par objets et morphismes
ci~dessus est solution du probléme universel de passage au quotient.

On dit qu'un Ty -faisceau constructible est congtant tordu, s'il
est dimage d'un Zg ~faisceau constant tordu constructible. On appelle
catégorie des Df ~faisceaux constants tordus constructibles la sous~

catégorie pleine de

m_e "fc(X)

engendrée par les WM P ~faisceaux constants tordus constructibles.

I1 résulte de (1.2.4) que si X est comnexe, la catégorie des
Il y ~feisceaux constants tordus comstructibles est équivalente & la catégorie
des Dé’ -espaces vectoriels V de dimension finie, munis d'une opération
continue de TFl(X), i.e. d'une application continue

us TZl(X) xV —> V

vérifiant les propriétds explicitdes en (1.2.4), ce qui implique en particu-
lier que u {g,v) est Oj-linéaire en v pour tout g & 'ﬁ.l(X”) .
71 est immédiat de voir qu'il revient au méme de se donner un mor-

phisme de groupes topologiques T'(l(X) —> GL(V), ce dernier étant mumi de sa
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topologie naturelle de groupe analytique £ =adigque.

1.4.3. L-faisceaux constructibles (L _wme Q) palgdbre finie).

Soit L une I, -algdbre finie. De fagon analogue & os qui a 6té
fait dans (1.4.1) & partir des Z , ~faisceaux constructibles,on définit &
partir de la catégorie des 0 ¥ -faisceaux constructibles celle des
I~faisceaux constructibles, puis celle des I=faisceaux constants tordus
constructibles. Si X est commexe, la catégorie des L-faisceaux constants
tordus constructibles est équivalente & la catégorie des Leespaces vectoriels
de dimension finie munis d'une opération continue de 731(}(), i.e. dtune
opération continue de Wl(X) sur le B p-espace vectoriel sous-jacent,

commutant & 1'opération de L.

1.4.4. Si A est une Z—Z -algébre commtative finie et F et ¢ deux

A-faiseeaux constructibles, le sysidme projectif

Fae = (FnﬁAX Gn)nelN ’

avec les morphismes de transition évidents, est un Z£ ~faisceau. De plus A
opére de fagon évidente sur chacun de ses composants, ce qui permet de le
munir de mani®re naturelle d'une structure de A-faisceau. On dé&finit ainsi

un bifoncteur exact & droite, appelé produit tensoriel
A-fe(X) x A-fe(X) —— A-fe(X) .

Soient maintenant F et G deux A-faisceaux et supposons que F
soit localement libre, i.e. que pour tout entier n, Fn soit wn

( A/Zm'lA)x—Module localement libre. Alors, de méme qu'en (1.3.2), on
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voit que le systéme projectif

}SOEA(F,G) = (:%omAn(Fn’Gn) )nf:ﬂ\l *

avec les morphismes de transition é&vidents, est un Z 2 -faisceau. De plus,
comme A opére naturellement sur ses composants, il est canoniguement muni
d'une structure de A-faisceau.

De méme qu'en (1.3.3), on définit la notion de A-faisceau inver-
sible et, si L est un tel A-faisceau, on donne un sens & 1'expression el
pour tout entier naturel r. Le paragraphe (1.3.3) s'adapte sans difficultd

3 cette situation.

1.4.5. Soit F wn le ~faisceau constructible, et notons p 1le foncteur
canonique Zﬂ ~fo(X) ——> Dg ~fe(X). Le foncteur composé de p et du

foncteur G +—> F 8 G rend inversibles les multiplications par des éléments

de Z Y et définit par suite un foncteur
Op ~fo(X) ——> @ p -fe(X)

qui est exact & droite. Appliquant le mfme raisonnement au premier argument,

on définit ainsi un bifoncteur exact & droite, appelé produit tensoriel :

11:3£ ~fo{X) x :Dy-fc(X) —— mé ~fe(X) .

Si X est comnexe et F et G sont deux IDE -faisceaux constructibles
constants tordus correspondant & des représentations de 'TZl(X) sur les
espaces vectoriels V et W regpectivement, le produit tensoriel FRG est
encore localement constant et correspond & la représentation diagonale de

‘)Tl(x) sur VEW .
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1.4.6. Soit F un Z g ~faisceau constructible localement libre (1.3.3) .
Le foncteur composé de p et du foncteur G ~—> FEom(F,6) (1.3.2) rend in-
versibles les multiplications par les éléments de Z p et définit par suite

un foncteur

Hon(P, .) : Dj—fc(X) —> I, ~fe(X).

Si F et P! sont deux Z =faisceaux localement libres constructibles défi-

4

nissant des IQ} —faisceaux isomorphes, il existe un morphisme de Z p ~faisceaux
u Fo———s

dont le noyau et le conoyau sont de torsion. Ceci montre aussitdt que les
foncteurs Fom(F, .) et JHon(F', ,) de [Qyp—fc(X) dans elle~méme sont
isomorphes.

Soit maintenent F un Q 7 ~faisceau constant tordu constructible.
Si on note encore F 1le Z‘t‘.) ~faisceau correspondant, il résulte, de 1l'inter-
prétation des restrictions de F aux composantes comnexes Y de X comme
Wl(Y)—modu_‘Les continus, que F s'éorit de fagon unique & isomorphisme pres
sous la forme

= POT ,

avec P localement libre et T de torsion. Ceci permet de définir, pour tout

ﬂ£ ~faisceaun G, un ]Dg ~faisceau Qfom(F,G) = Xom(P,G). Un isomorphisme

wF —s F' de (Q‘g -faisceaux définit pour tout G wun isomorphisme
Pom(F1,6) 2> Hou(r,e).

Plus précisément on définit ainsi un bifoncteur

Hom + ( ﬂg ~fot(X))o x ﬂg-—fc(X) — ﬂg ~fo(X) ,
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désignant par K}e -fot(X) la catégorie des 0 ¥ ~faisceaux constants tordus

constructibles. Ce bifoncteur posséde les propriétés d'exactitude habituelles.

1e4,7. Soit maintenant L wune extension de type fini de ID£9 et désignons
par A la cl8ture intégrale de Z,Z dans L, de sorte que A est une

z £~algébre libre de type fini et un annesu de Dedekind. La catégorie des
L-faisceaux constructibles est isomorphe & la catégorie quotient de la
catégorie des A-faisceaux constructibles par celle des A-faisceaux construc~

tibles de torsion. Ceci permet, de méme qu'en (1.4.6), de définir i partir du

produit tensoriel de (1.4.4) un produit tensoriel :

I~fe(X) x Imfo(X) ——> I-fe(X) .

Comme 1} opneau A est de Dedekind, 1'argument utilisé en (1+4.6)
montre gue tout A-fafsceau constant tordu est somme directe diun
A-faisceau localement libre et d'un A~faisceau de torsion. Désignant alors
par L-fot(X) 1la catégorie des L-faisceaux constants tordus constructibles,

on définit de méme qu'en (1.4.6) un bifoncteur
Homs (Lefet(X))° x Lefo(X) ——> L-fo(X)

vérifiant les propriétés d'exactitude habituelles.

1.5. (AR, Z_g)-faisceaux constructibles.

Définition 1.5.1. Soit X un préschéma localement noethérien. Un objet
F de Hom(MN °, Ab(X) ) est appeld un (4R~ sz J=faisceau constructible si X

admet un recouvrement
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par des ouverts noethériens telsque la restriction de F au-dessus de chaque
Ui soit un obj.et (4R, # Z )=noethérien (5 1.3).

I1 résulte immédiatement de (V 5.2.1) que la sous-catégorie pleine
de Hom{IN °, Ab(X)) engendrée par les (4R, Z y )=faisceaux constructibles est

stable par noyaux et conoyaux. En particulier, c'est une catégorie gbélienne,

1.5.2. (AR, z, )-faisceaux constructibles localement AR-nuls. Il est clair
quun objet AR-nul (V 2.2.1) de Hom(WN °,Ab(X) ) est un (4R, Z£ J=faisceau
constructible si et seulement si ses composantes sont constructibles. Il en
résulte en particulier d'aprds (V 2.2.2) et (S6A 4 IX 2.6) que la catégorie
des (AR, Z 2 )-faisceaux constructibles AR-nuls est une sous-catégorie abé-
lienne ¢paisse de la catégorie pleine engendrée par les (4R, Z-Z )-faisceaux
constructibles dans Hom(N °,4n(X)).

Convenant de dire qu'un objet P de Hom(IN °,Ab(X)) est localement

AR-nul s'il existe un recouvrement ouvert de X pour la topologie étale
{ou ce qui revient au méme, pour la topologie de Zariski) au~dessus de chague
ouvert duquel P est AR-nul, on voit, en se ramenent par localisation au cas
précédent, que la catégorie des (4R, Z,? )=faisceaux constructibles localement
AR=-nuls est une sous—catégorie abéliemne épsisse de celle des (4R, Zé’ )-fais-
ceaux constructibles.

On observera que si X est noethérien, les (4R, ,_Zg )-faiseeaux
constructibles sont les objets (AR, ¥ Z )-adiques noethériens de _},I_gu_( INo,AB(X)),

et localement AR-nul équivaut & AR-nul.

Définition 1.5.3. Soit X wun préschéma localement noethérien. On appelle

catégorie des (4R, Z y )=faiscesux constructibles sur X; et on note
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(88,Z p )-fe(X) ,
la catégorie abédlienne quotient de la sous-catégorie pleine engendrée par
les (4R, Zé, )-faisceaux constructibles dans
Hom ( Vo, Ab(X) )

par la sous-catégorie pleine, dpaisse, engendrée par les (AR- Z«E )-faisceaux

constructibles localement AR-nuls.

Notation 1.5.4. Chaque fois que cela pourra &tre utile, on notera

u(x)
la sous-catégorie pleine de Hom( 'ﬂ\l°,Ab(X)) engendrée par les (AR, Z,E )-
faisceaux constructibles.

Un Z ) ~faisceau constructible étant en particulier un (AR, Z y )=

faisceau constructible, on définit de fagon évidente un foncteur :

us Z_g-fc (X) ——> (48, 'ZZ )=fec (X) .

Proposition 1.5.5. Le foncteur u ci-dessus est une éguivalence de catégories.

Preuve : Pour prouver que u est pleinement fidéle et essentiellement
surjectif, on se ramdne "par recollement" (comme dans la démonstration de

1.1.3) & 1!énoncé analogue (V 5.1.3).
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2. Formalisme de la cohomologie £ ~adigue.

2.1. Image réciprogue. Soit £: X —> Y un morphisme de préschémas locale-

ment noethériens. Le foncteur image réciproque

£ mb (T) ——s Ab(X)

est exact et se prolonge donc de fagon évidente en un foncteur exact, noté

de la méme manidre,
£* ¢ Hom(M °,45(Y) ) —> Hom(N°, Ab(X) ) .

Ce dernier foncteur transforme évidemment Z ' ~faisceau constructible en
/A g ~faisceau constructible, et systime projectif localement AR-nul en

systéme projectif localement AR-nul . Avec la notation de (1.5.4), i1 induit

done deux foncteurs "images réeciproques"

£ Zf ~fe(Y) —> Zy ~fo(X),

£ u(Y) — )

le second étant exact.

L' équivalence de catégories (1.5.5)'et le fait que f* transforme
systéme projectif localement AR-nul en systéme projectif localement AR-nul
montre alors que le foncteur image réciproque

£ Zy-to(r) ——> 7,-tc(X)
est aussi exact.

51 g3 ¥ > Z est un autre morphisme de préschémas 1ocaleme‘gt
noethériens, les foncteurs f* et g* sont évidemment 1liés par un isomorphisme

* %

(gof) —2 & ¢ og

avec la propriété d'"associativité" habituelle (SGA 1 VI 7 et suiv, )
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2.2. Images directes supérieures. Soit

f$ X ——> ¥
un morphisme séparé de fype fini de préschémas localement noethériens. On rap-
pelle le résultat suivant de cohomologie étale (8GA 4 XVII; pour le cas propre

cf. SGA 4 XIV 1.1)

Lemme 2.2.1, : Soient A un amnesu commutatif qui est anmnulé par un entier
n nonnul, et ¥ un (4, Ab(X) )-module constructible. Pour tout entier i,
le faisceau
R:i' £(1)
est un (&, 4b(Y¥))-module constructible.
Le lemme suivant en résulte par application de (V5.3.1) apres

restriction au-dessus des ouverts noethériens de Y :

Lemme 2.2.2. ¢ Pour tout entier i et tout (4R, Z , )=faisceau constructible

+

F sur X, le systéme projectif
K, £(F)
. )-—faisceau constructible.

2

Ceci dit, le ?) ~foncteur exact

est un (4R, Z

(Rff)iézz (%) ———> 20(Y)

se prolonge de fagon évidente en umn D -foneteur exact, noté de méme,
Hom(W ©, AB(X)) —> Hom(We,a0(Y) ) »

qui fournit par restriction un ‘9 ~foncteur exact

(1) (%) ——— uQ¥) .

Par ailleurs, les foncteurs R:;L £ +transforment systéme projectif localement

AR-rul en systéme projectif localement AR-nul, de sorte gue par passage au
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quotient, le 2 ~foncteur (1) fournit un @ ~foncteur exact
L
(R!f)ié 7 (4R, Zg)—fc(X) ———> (4R, zzé, y=fe(Y) .
Utilisant maimtenant 1'équivalence de cagories (1.5.5), ce dernier

7 =foneteur s!interpréte comme un 2 ~foncteur exact

zg ~fe(X) ——> Zé, -fe(Y) .

Définition 2.2.3. : Le foncteur :

i
R : Z ~fo(X) ——— Zg-fc(Y)

N

est appelé foncteur ieme imsge directe a supports propres de f.

Remarque : Supposant 1'analogue du lemme (2.2.1) démontré pour les images
directes supérieures ordinaires lorsque X et Y sont excellents (ce qui est
fait en caractéristique zdéro (SGA 4 XIX 5.1)), on définit de méme dans ce cas
des images directes supérieures en cohomologie ¥ ~adique. On pourrait de m&me

développer dans ce cadre le résultat du paragraphe suivant.

Proposition 2.2.4. (Suite spectrale de LERAY). Soient f: X —> Y et
g:Y —> Z deux morphismes séparés de type fini de préschémas localement
noethériens et ¥ un Z£ ~faisceau (resp. un (4R, Z 2 )-faisceau) construc-
tible. Il existe dans Z -, ~fe(Z) une suite spectrale birégulidre (EGA Orrp
11.1.3) fonctorielle en F :

Ri'g (R?f (F)) :..> R:;'+'j (gof) (F) B

Preuve : Dfaprds 1'équivalence de catégorie (1.5.5) et la fagon dont
sont définies les images directes supérieures pour lés ZZZ ~faisceaux
constructibles, il suffit de montrer 1'énoncé analogue pour les (AR, Z p )=fais-
ceaux constructibles. Pour toute catégorie abélienne C, convenons de noter

sp(c)



276

la catégorie des suites spectrales commencant au degré 2 a valeurs dans C.
Associant 3 tout objet F de Hom{IN©, Ab(X) ) la suite spectrale de LERAY

ordinaire, obtenue par prolongement aux systémes projectifs,
(s) Rg (Rl (7)) === R (o) (7) ,

il est clair qu'on obtient un foncteur

E,O_ni(ﬂ\loyAb(X) ) —> Sp (I'_IQH_I.(W o, Ab(Z) ) $

qui par restriction fournit, d'aprds (2.2.1) et le fait que U(Z) est épaisse

dans Hom(IN©,4b(Z)), un foncteur :
(1) u(x) ——> sp (U(2)) .

Le foncteur canonigque U(Z) ———> (4R, Za?)—fc(z) étant exact, on déduit

de (1) un foncteur additif s
(2) B U ———> SR, Z, )-te(2)) .

Pour tout objet F de Hom (IN°,Ab(X)), la suite spectrele (S) associde est
birégulidre : cela résulte de 1'assertion analogue pour les composants du
systéme projectif F et du fait que la suite spectrale considérée est & sup-
port dans le premier quadrant. Ceci montre que pour tout objet de u(X), 1a
suite spectrale correspondante est birdgulidre.

De plus, si w:F —> G est un morphisme -de U(X) dent le noyau et le conoyau
sont localement AR-nuls, il résulte de ce que les images directes supérieures
transforment systéme projectif localement AR-nul en systéme projectif locale~
nent AR-mul que B(u) est un isomorphisme sur les termes qu ; clest donc un
isomorphisme, puisque les suites spectrales considérées sont birégulidres.

On en déduit que (2) définit par passage au quotient un foncteur

(3) (4R, z, )-fo(X) —> op((4R, Z z )-te(2)) ,

-
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associant de fagon précise & tout (4R, Z Z, )-faisceau constructible F une

suite spectrale birdguligre :

Re(Rlg(r) === ®*" (go2)(@) .

2.2.3., Autres propriétés.

4A) Soit f£: X —> Y un morphisme séparé de type fini de préschémas locale-
ment noethériens. On suppose que la dimension relative de f est inférieure

ou égale & un entier d. Alors pour tout (4R, Z.,? )-faisceau constructible 7,
RiT (F) =0 pour i 2d.
Résulte de 1'assertion analogue pour les composants de F (SGA 4

X 4.1, et 5.2.).

B) Changement de base propre.

1
Xt _-—g..__% X

f'\L J/f

AT S ¢

Soient fiX ——> Y et g1 > ¥ des morphismes de préschémas locale—

ment noethériens, avec f séparé de type fini. Soit X' = XxY Y' (qui est

localement noethérien puisque . T est de type fini) et

£ ——— Y, g's X' ——3 X
les morphismes canonigues. Pour tout entier i et tout Z p ~faiscean
constructible F, il existe un isomorphisme fonctoriel en F dans
Z_g—fc(Y') H

Wi e (RE(F) —— Rie(er)
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De plus si 0 —» F! —> F —>F" ——> 0 est une suite exacte de
z, ~fe(X) (resp. (AR, ZZ Y-fe(X) ), (Wi)i N commute aux opérateurs bords,

autrement dit les diagrammes ci-dessous sont commutatifs :

. w, .
g*(R:;f(F” )) ____l___>, R]"f' (gl *F n)
&9 ) l 6
N W, .
g*(R:;'+lf(F‘ )) __.__..J'__H'A/ R::"l"l £1{g *F' ) .

Preuve : I1 suffit de prouver 1'assertion analogue pour les
(4R, Ze )-faisceaux constructibles. Or eile se déduit par passage au quotient
de 1'assertion analogue pour les gystimes projectifs de faisceaux de torsion,
laquelle est conséquence immédiate du théoréme de changement de base propre

(ef SGA 4 XII 5.1 dans le cas propre et SGA 4 XVII dans le cas général).

¢) Suite exacte relative & un ouvert et son complémentaire.

Soient f: X ——> Y un morphisme compactifiable de préschémas localement
noethériens, U un ouvert de X et Z le fermé complémentaire. Il existe pour
tout Z ,~faisceau constructible F une suite emcte, fonctorielle en F , dans

£
~fo(Y) :

z
£ i ) . .
e — B (B/0) — RYE(F) —>Ry2,(8/2) — R]!'H'fU(F/U) — ...

Preuve : Analogue & celle de B).

2,2.5. Le formalisme développé dans ce paragraphe pour les z , ~Taisceaux
s'étend sans difficulté aux A-faiscesux (A une 22 -algdbre finie) et aux
I~faisceaux (L extension finie de B y) ). En ce qui concerne par exemple le

cas des 0 Y] ~faisceaux, le point fondamental pour les démonstrations est que
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tous les foncteurs envisagés pour les Zp -faisceaux transforment les

zZ £ ~faisceaux de torsion en Z—E’ =faisceaux de torsion.

N

3. (lasse de cohomologie # =adique associée & un cycle.

3.1, 8i X est un schéma propre, ou lisse et de type fini, sur un corps algé-
brigquement clos k, on sait que pour tout faisceau constructible M abélien

et de torsion, premier 2 la caractéristique de k, les groupes de cohomologie
Hi(X,M) sont des groupes abéliens de longueur finie. Ceci permet (2.2.1.
Remarque) de définir pour tout ZZ ~faisceau F ( £ premier & la caractéris-

tique de k) un systeme projectif (AR, )-adique noethérien de groupes abéliens
E (X,F)

avec les propriétés habituelles. En particulier, la méthode utilisée dans le
n® 2 permet de définir le cup-produit, 1thomomorphisme image réciproque pour
un morphisme de schémas sur k, 1'homomorphisme imgge directe pour un morphisme
propre de schémas lisses sur k (of. Bzp. IV pour les définitions dans le cas

des faisceaux de torsion).

Par ailleurs, on sait (1.2.4) que la catégorie des Z’g—faisceaux
sur un corps algébriquement clos est équivalente & la catégorie des
z 2 -modules de type finig, 1'équivalence étant fournie par le foncteur
limite projective. I1 sera commiode en pratique d'identifier le Z Y -médule de

type fini H'(X,F) au Z, -faisceau correspondant.
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3.2, Soient £ wn nombre premier # car.k, et X un schéma lisse de type
fini sur k . Si Z est un cycle algébrique de codimension d de X, on lui a

(%)
associé dans Exp. IV, pour tout entier n wune classe de cohomologie

(n)
Y 4 (2) € Had(x,(/u.(}’;))ﬁd) )
,(n)

désigne le (z / m +l ) ~Module localement libre des racines

PRI s, y%’m ost

-tmes de l'unité. Par allleurs, on a vu que si n' >

/

1timage de 3((; )(Y) dans H2d(X,},L§ )Y ) par le morphisme

20(x, (B8 s 2 ()

déduit de 1'élévation & la puissance £ n'-n, )J-(n ) —> }«’/(n) .

On associe ainsi & Z un élément, noté Z/X (2) :
Yy e ¥y, z,0)

ou f(d) est défini dans (1.3.4). Plus généralement, si Z est un cycle de

X , on lui associe par linéarité une classe de cohomologie 4 ~adique dans

B, #w z,),

qui est en fait la limite projective des classes de cohomologie associées i

7 dans les @ HZd(X,( (n)) ) .

3.3.  Par passage & la limite, il est évident que les classes de cohomologie
£ ~adique du parsgraphe précédent vérifient les mémes propriétés formelles

que les classes de cohomologie étudides dans Exp. IV, 3 savoir :

(i) si f:X —> Y est un morphisme propre de préschémas lisses sur

ket Z uncycle sur X, ona :

() voir (sea 42 cyete).
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£(Vg(D) = Yy (502) ¥

(11) Si f:X —>7Y est un morphisme de préschémas lisses sur k et Z

un cycle sur ¥, on a:

(%)

Ye(£2) = £7(¥y(2)) :

(iii) Si X est un préschéma lisse sur k et Zl et Z, deux cycles sur

2
X, ona:

Yz, - z) = ¥z Yz

le point du premier membre désignant le produit d'intersection des cycles, et

celui du deuxiéme membre le cup-produit en cohomoclogie.

(iv) Deux cycles algébriquement équivalents sur un k-préschéma lisse ont

méme classe de cohomologie £ ~adique.

( s

*) Cette compatibilité n'est pas prouvée dans (SGA 41/2 Cycle) mais
n'est pas difficile & déduire des résultats de (loc. cit.).

(%) 1/2

Dans le cas non excédentaire, voir (SGA 4 Cycle 2,3.8) pour
un énoncé précis,



EXPOSE VII

COHOMOLOGIE DE QUELQUES SCHEMAS CLASSIQUES

ET

THEORIE COHOMOLOGIQUE DES CLASSES DE CHERN

par

J. P. JOUAROLOU

Dans tout le texte, on suppose donné un entier v>0 et on pose
A= Z/vﬂ. ;s les caractéristiques résiduelles de tous les schémas envisagés sont pre-

miéres & l'entier v . Si X est un tel schéma, on note Uy le faisceaun des racines
éme

vBeS 4e 1'unité et A°(X) 1'anneau de cohomologie

® Hai(x'gi)
i

avec pour multiplication le cup-produit.

J. FIBRES VECTORIELS

Soient S un schéma, E un Og-Module localement libre (sous-entendu : de

) %
type f£ini). On pose X=V(E), U=V(E) (complémentaire de la section nulle) et on
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note P iX-=8 et gq:U=S les projections canoniques.

pROPOSITION 1.1.~ Soit L un A-Module,

; *
(i) a) Pour tout entier j>0 on a RJp*(p L) =0,

*
b) Le morphisme d'adjonction L - PP (L) est un isomorphisme.

(ii) On suppose E de rang comstant 7 .

a)R:!Lp(p*L)=O si ifoz2r.

b) Le morphisme trace (SGA 4 XVIII)

R=r

2 %
R!r pp L) »~L@® g

est un isomorphisme.

Preuve : La partie (i) résulte immédiatement par localisation pour la topologie de
zariski de (8Ga 4 xv 2,2) . L'assertion (ii) est essentiellement conterue dans

(s6A 4 XVIII).

COROLLAIRE 1.2.=- Soit L wun AS— Module. Pour tout emtier i , le morphisme image ré-

clgrogue
. .
H'(S,L) = H (X,p L)

est un isomorphisme.

*
Preuve : D'aprés {1.1), le morphisme d'adjonction L-®p,(p L) est un isomorphisme,

* * 2 *
Comme H (X,p L) ~H (S,Rp,p (L)), 1'assertion en résulte.

PROPOSITION 1.3.- Supposons E de rang constant r ., Pour tout AS—Hodﬁle L, les

propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) a) Riq (L) =0 si 140, 2re1 .

*
b) Le morphisme d'adjonction L=q,q (L) est un isomorphisme.

c) Désignant par Y le complémentaire de U dans X , le morphisme

R2r—1 q*(q*L) -L® uf—r
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composé du morphisme "bord",

27 g (d) ~ BT ") (D

et de 1'isomorphisme de pureté (SGA 4 XVIII)

2r

* ®=1
By p(p L) - L ® pg

est un_isomorphisme,

i *
(ii) a) R, q(q'L) =0 si i#(1,2r) .
1 *
b) Le morphisme bord L — > R, q{q L)

provenant de la suite exacte illimitée (£:Y —> S proj. can.)

i * 1 * i * i+ *
——=> Ry a(q L) =Ryp(p L) =R £, (£ 1) =Ry 'q(q L) =...

est un _isomorphisme.

¢) Le morphisme trace
2r , ¥ Q-r
Rq(qL) =L & pg

est un isomorphisme,

Preuve : Soient o : U —>X et B:Y —>X les immersions canoniques. On sait
*
(SGA 4 XVI 3.7) que, posant P =p (L) , on a 3
~ * * C
F——> qa (F) et (Rja*)a (Fy =0 si j £ o0,2r-1,

3 *
Par ailleurs les faisceaux (RJa*)(a F) pour j=1 sont & support dans Y , donc
acycliques pour le foncteur p, . On déduit de ces remarques les assertions (i) a)

et b) en utilisant la suite spectrale de Leray
i j #* n #*
Rp, (Re,)(q L) = R7q,(q L) .
Ltassertion (i) c¢) résulte de (1.1 (i)) et de la suite exacte illimitée

i *, i * i * i+1 *
—> Ry P (p L) ~R7p (p L) =R qu(q L) =Ry p,(p'L) = .uu &

: 2r * . X
(*) Le faisceau Ry p,(p L) est associé au préfaisceau
-2r
" Ryys
U

U (XxU,p'L) .
S
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prouvons (ii). L'assertion c) provient de ce que le morphisme q est lisse et a ses
pibres géométriques connexes de dimension r . La suite exacte mentionnée en b) est
obtenue en appliquant le foncteur R,p & la suite exacte canonique
* * * %
O-a,(qL)=p L=8,(BpL)=0.
gritisant (1.1 (1)), on'déduit sans peine de cette suite exacte illimitée les asser-

tions ii) a) et b).

gRemargue 1.4, Pour S = spec(C), (1.3) exprime que le complémentaire de l'origine
dans ¢’ a méme cohomologie que la sphére réelle de dimension 2r-1, rétracte par

géformation de € > 0O .

COROLLAIRE 1.5. (Suite exacte de GYSIN)~- La suite spectrale de Leray

H(5,Rq, (a'1)) = B (u,q"L)

définit une suite exacte illimitée (appelée suite exacte de Gysin)

s > * .— - 1 )
o }{1(S,L)~H1(U,q L) gt 21‘+1(S’L®u‘s®—r)_‘ uit (S,L) = ...

Preuve : Lemme des deux lignes,

2. SCHEMAS PROJECTIFS

Dans ce qui suit, le mode d'exposition adopté est basé sur une suggestion
de L. Tllusie, et la méthode suivie est voisine d'une méthode de P. Deligne pour

prouver la dégénérescence de certaines suites spectrales [6]]

2.1, Soient X et Y deux schémas et f£:X~—Y un morphisme. Nous allons définir une

fléche
(2.1.1) R, (&) @ Re, (8) - Re (A))

de D(Y), ayant les propriétés d'associativité et de commutativité usuelles, et qui

munit donc Rf*(AX) d'une structure d'"algébre généralisée". Notons pour cela

c* (X, 4,)
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la résolution de Godement de AX (sGA 4 XVII ). Procédant comme dans (TF 6.6),

on définit un morphisme de résolutions
CT(X,A,) ®CT(X,4)) ~C"(X,8,8 A)) .
En le composant avec le morphisme

C* (X, A, ® A7) = C(X,Ay)
déduit de la multiplication de AX’ on obtient enfin un morphisme de
(2.1.2) C'(X,AX) ®C°(X,Ax) - C'(X,Ax).

Appliquant le foncteur £, , on en déduit sans peine un morphisme de complexes de

AY-Modules
£,8°(X,4)®£,C°(X,A)) — £,C7(X,4,),

d'oh aussitdt (2.1.1) en utilisant des résolutions plates des composants de 1 'expres.

sion de gauche.

2.2 Soient S un schéma et E un OS-Module localement libre de rang r+71 . On note
P = PS(E) ~L2_>5 1le fibré projectif correspondant. Le Q, ~Module canonique OP(1)

définit comme on sait, grice A la suite exacte de Kummer, un élément

gcu (P, p)

et on notera T 1l'image de E par le morphisme canonique
2 o 2
HE(P,u) ———> H (5,R%p, (W)

provenant de la suite spectrale de Leray
i j i+j
5 (s, R, (W) =8I (P, ) .

La classe £ s'identifie & une fléche Apd My [2] de D(P), qui définit par trans-

position uf-'1[—2]-*Ap, d'olu par 1'adjonction usuelle une fléche

¢t g 2]~ Re, (A)

coincidant avec T sur la cohomologie de dimension 2.
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Par produit temsoriel 1la fléche c¢ définit , grice a (2.2.1), des

fléches

c, ¢ éi- i[

-2i] ~ Rp, (A) ,
pour tout entier 121, et on convient de noter <, la fléche d'adjonction
Ag™ Rp, (Ap). On définit ainsi une fléche

r r .

vy=2% c, : & u®-l[—2i]—‘IRp ]

R i . S #'"p

i=0 i=0
de D(S). ;

THEOREME 2.2,1.-~ La fléche +v est un isomorphisme.

Une fois définie la flache v ,(2.2.1) équivaut & son corollaire suivant :

PROPOSITION 2.2.2.~ Sous les hypothéses précédentes, on a :

a) R21+1p*(Ap) = O pour tout i€ . .

b) Lorsqu'on munit & Ralp*(ufl) de sa structure de AS—Algébre déduite du
i

cup~produit, le morphisme de A  ~Algeébres

s

2 Ri
ag[1] > @ Rop, (")
1

r+1
)

défini par T a pour noyau 1'Idéal (T et définit donc un isomorphisme de

AS—Algébres
2i

6 : a[T]/ (1™ >8R Pe(85)

c) Le morphisme
2r ®r
A, —>R% p(u)

obtenu en composant 6 et la restriction & AS de la multiplication par T de

T Tr+1 dans lui-méme est 1'inverse du morphisme Trace (SGA 4 XVIII
)

2 2
BT p, x')-'As ;

en d'autres termes, on a

Te(T) = 1.
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Preuve : Les données étant stables par changement de base, le théoréme de changement
de base propre (S5GA 4 XII 5.1), et la compatibilité du morphisme trace avec changeney,
de base {S5GA 4 XVIII) permettent de se ramener & vérifier 1'assertion analogue pour
les fibres de p . Autrement dit, on peut supposer que S est le spectre d'un Corps
séparablement clos .k et que p est le morphisme canonique P i - k% . Dans ce cas

la démonstration utilise le lemme suivant.

LEMME 2.2.3.~ Soient k un corps séparablement clos et p :P; = k 1la projection

canonique. Alors :

a) R21+1p*(Ap) = 0 pour tout i .
b) Rle*(Ap) =4 pour i€{0,r), =0si i>r.
Le lemme, manifestement vrai pour r=0, Se montre par récurrence sur r ,

Supposons donc qu'il €3t vral pour r-1 et montrons-le pour r ., L'espace projectif

P;_1 se plonge comme fermé dans P; avec pour complémentaire 1'ouvert E; , d'on
une suite exacte de cohomologie & supports propres
i, r i, r i, r=1 i+1,.r
een ~H (B =HT(PL) ~H (P,7 ) =H," (E)) - ...
Le calcul de la cohomologie & supports propres de Ei (1.1) montre que si

i £ (2r,2r-1), 1'image réciproque

r-1)

i, r i
H (Pk) H (Pk

est un isomorphisme, d'oU 1'assertion dans ce cas. Si i=2r-1, on voit de méme que

r-1

X ), donc nul par hypothése de récurrence. Enfin,

H2r_1(Pr) est contenu dans H2r_1(P
k
si i=2r, les relations

2r-1, r=1 2r, r-1
H (Pk ) =H (Pk Yy=0

montre que H?r(E;) — Hzr(Pi) , d'olt 1'assertion d'aprés (1.1).

Le lemme entraine la partie a) de 2.2.1, Prouvons maintenant que 6 est

un isomorphisme. Le morphisme € peut &tre interprété comme un morphisme d'anneaux

ATV - @ 52 (p, &
i
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de sorte que, d'aprés (2.2.3), 1'assertion sera prouvée si on montre que pour tout
i . . H2i i .
;€[0,r], & est un élément libre du A-module (P, " ). Il suffit pour cela de

le voir pour §r , ce qui sera une conséquence immédiate de 2.2.2 c)f

Montrons donc la partie c¢) . Pratiquement, c'est la définition du morphisme
trace dans cette situation ; en tout état de cause, elle exprime la compatibilité

du morphisme trace et de la classe fondamentale dans le diagramme ci-dessous

> Pi est 1'injection d'un point fermé de Pi o

i inj : x
ol J °

COROLLAIRE 2.2.4.- 80it L un complexe de AS—Modules. La fléche

Rl (5,y® id(1)) :; RT (S, L®u )[-m]—qxzr (P,p )
= i=0

est un isomorphisme.

En effet, il suffit d’'appliquer le foncteur IH% & 1'isomorphisme
Y§ i -
2.2.5. Pour énoncer le corollaire suivant, nous poserons pour tout schéma X

AT (0 = @ BT (x,u 5

1

et nous utiliserons sytématiquement cette notation par la suite.

COROLLAIRE 2.2.6.- L'homomorphisme image réciproque

Pl )= B s~ e Wi, < 4 r)

est un morphisme injectif d'anneaux unitaires, et les &léments 1,5,...,§r forment

une base du A°(S) -module A"(P). En particulier, A"(P) est un A°(S)-module libre

de méme rang que E .
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3. CLASSES DE CHERN

Soient S un schéma et E un OS-Module localement libre de rang cong-
v v
tant r . Notant E 1le dual de E , on pose P= PS(E). Nous avons vu (2.2.6) que, ds.
signant par £ 1la classe de OP(1) dans HZ(P,u), le A°(8)-module A°(P) est libre

de base 1,§,...,§r_1 . En particulier, il est immédiat pour des raisons d'homogénéig

qu'il existe une unique relation de la forme
-1 rei
3.1, §r+ c1§r toeat ci§ 1+...+ c = o,

avec c,€ Hzl(s,u®l) pour tout i€[0,r].

Soit maintenant E wun OS—Module localement libre quelconque. Pour tout
entier r , l'ensemble Sr des points de S en lesquels E est de rang r est un

ouvert, On obtient ainsi une partitien
S = Ll S
r r

de S en ouverts disjoints ; en particulier, pour tout AS—Module M et tout

entier i , le morphisme produit des images réciproques

Hi(S,M) -1 Hi(sr,u/sr)
r

est une bijection.
Les considérations précédentes permettent de justifier la définition sui-
vante.

DEFINITION 3.2.- Soient S un 3chéma et E wun OS-Hodule localement libre., Pour tout

entier 120, on appelle iéme classe de Chern de E et on note ci(E) , 1'élément

de H21(S,u8>l) dont, pour tout entier r 20, la restriction & 1'ouvert Sr de S

formé des points ou E est de rang r est 1'élément < défini par la relation 3.7,

Si le rang de E est borné, on appelle classe de Chern totale de E 1'élément

c(B) = z ci(E)

de A°(S) ; dans le cas général, on désigne ainsi 1'élément correspondant dans
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Z'(s) =1 Ai(S) .

3.3, Il est évident que quels que soient S et E , CO(E) = 1, et que si le rang de E

est borné par d , alors ci(E) = 0 pour i>4d .

PROPOSITION 3.4.- Les classes de Chern précédemment définies satisfont aux propriétés

suivantes

(i) (Normalisation) Soit L wun Og-¥odule inversible. Désignant par fL] 1'image

de la classe de L par le morphisme bord

1 2
H (Ser) —>H (Svu) s

on_a
c(L) = 1+ [L] .

(ii) (Stabilité par changement de base). Soient £ : S'= S un morphisme de schémas

et E un OS—Module localement libre, Pour tout entier i , on a

(e, (8)) = ¢, (£7B).

(iii) (Additivité). Soit O—-E'- E = E~ O une suite exacte de O.-Modules localement

S

libres. Pour tout entier n , on a la relation

(B = T e(ENe; (e
. 1+J=n

Avant d'aborder la démonstration, dégageons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3,5.- Pour toute suite exacte O=E'-= E-E"-0 de OS—Modules localement

libres, on a

c(E) = c(E").c(E")
dans A°(8) .
Preuve de 3.4. {d'aprés A. Grothendieck : La théorie des classes de Chern.

Bull, S.M.F. (1958), pp. 137-154).
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v
(i) Soit E . un O~ Module localement libre ; on pose P::PS(E) et on note

p : P=S 1la projection canonique. On rappelle qu'il y a un homomorphisme <anonique

surjectif

¥ .V
P (E) ——> 0, (1.
En particulier si E est inversible, posant E=L en accord avec les notations de

(i) , ona P=5 et un isomorphisme

~

———— 1 °
L > OP( )
Par suite, £+ [L] = O et l'assertion résulte de la définition des classes de Chern,
(ii) Vérification immédiate laissée au lecteur,
(iii) Utilisant une partition de S en ouverts sur lesquels les Modules considérés
sont de rang constant, on peut supposer que E, E', E" sont de rang constant égal &

r, r', r" respectivement. Supposons alors démontré le lemme sulvant et montrons comment

il entraine 1l'assertion.

LEMME 3.6.~ Soit E wun OS-Module localement libre muni d'une filtration finie

0=ECEC 4o E. T suae E=E
¢} 1 i r

dont les quotients consécutifs Li= Ei/'Ei 1 (1<isr) sont inversibles. Alors 1'éga-

1ité ci-dessous est vérifiée

c(B) = (1+[L, D) ([L,D... (4L D).

-y

Soit h : 2 -8 1le produit fibré des schémas de drapeaux de E' et E".
I1 est clair par définition des schémas de drapeaux que h*(E‘) et h*(E") admettent
des filtrations finies & quotients inversibles (Li) (1si<r') et (L;) (1<3j<r") res-
pectivement. Il en résulte que h*(E) admet une filtration & quotients consécutifs

les L{ et les Lg . L'application du lemme 3,6 montre alors que

c(n™(E)) = 1 c(L) n c<L;.;>=c<h*<av>>c<h*<e:-‘->>
1€i<r’ 1<j<sr”
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soit grace a (ii)
(3.5.12) h(c(E)) =" (c(E).c(EM).

Mais le morphisme h est un composé de morphismes du type
PT(F) —> T (F Op-Module loc. libre),

*
donc (2.2,5) 1'homomorphisme, image réciproque h : A°(S) = A°(Z) est une injection.
D'od 1l'assertion désirée grice 2 (3.5.1).

Prouvons le lemme 3.6 . D'aprés l'argument qui précéde, il suffit de voir

la relation analogue
* %
c(pE) = elp (L)),
i

. v
o, rappelons~le, p :P::PS(E) - S est la projection canonique. Pour tout i€[1,r]
v v
le monomorphisme Ei* E définit par dualité un épimorphisme E — Ei ; posant

v
yiz PS<Ei) , on obtient une suite de sous-schémas fermés de P :

S ™Y CY, cea Y.C 0eeC Y =P,
1 2 i r

Notons aussi pour tout couple (i,j) d'entiers avec 1<ic<j<r

a.. 3 Y, —~Y,
1 J

ji

1'immersion fermée canonique et posons o= « Pour tout entier i€[1,r-1], il
t

résulte du lemme évident (3.6.1) ci-dessous que Yi est défini dans Yi+1 par un

idéal inversible isomorphe &
* * v
%4 (P (L ) @0 (-1)).

LEMME 3.6:71.- Soit O—=L-=E-F-0 une suite exacte de Os—Modules localement libres.

Alors la suite

0-1%; S(E) 2> 5(E) <L s5(F) ~ 0 ,

dans laquelle v désigne le morphisme évident et u est le morphisme de degré un cor-

respondant & l'inclusion de L dans E , est une suite exacte de O

S—Modules gradués.



294

Par ailleurs, Y1 s'identifie & S et on a un isomorphisme

(ML) =0, (1), soit
1

%, %,V
( - P .
(3.6.2.) a (p (L)) ®0,(-1)) OY1
Nous allons pouvoir conclure en utilisant les deux propriétés suivantes de 1'homomor.

phisme de Gysin (SGA 4 XVIII) associé & une immersion fermée u : Z ~ X de S-chémas

lisses définie par un Idéal J de OX :

(3.6.3) Il satisfait & la formule de projection
*

u (e (9) = w6y
(3.6.4) Si 1'idéal J est inversible, on a la relation

u,(1,) = L37= (37 .
Nous allons en effet voir a partir de 1& par récurrence croissante sur l'entier i
que l'on a

* * v
(3.6.5) (@) (o) (0 [p(L)®0 (-1)]) =0 .
P e g J P

jsi

Dans le cas i=r, l'assertion (3.6.5) s'écrit

1l () ®0 (-] = o,

ou encore

(g+c,(p7(L)) = o,

e

d'ow aussit8t (3.6). L'assertion (3.6.5) provient pour i=1 de (3.6.2). Supposons
la vraie pour i et montrons qu'elle est vraie pour 1i+1 . Posons pour simplifier

* v
N=T1 [p (L.)’&Op(—T)]. L'égalité (3.6.5) pour i s'écrit encore
jsi

) = o,

¥*
) e,

(di+1)*(a' )*(Q i+

i+1,1 iv1,1

soit, compte tenu de la formule de projection pour o457
»
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(o

i+ i+1

* ®, %,V
( : 17 =
d'ou aussitdt le résultat désiré.

COROLLAIRE 3.7 (i) Pour tout OS—Module localement libre E et tout entier 1, on a

¢, (E) = (=1, (B).

(ii) Si E- est un OS—Module localement libre de rang r , on a

c,(B) = c1(ArE) .

(iii) Plus généralement, les classes de Chern d'un produit tensoriel ou

d'une puissance extérieure s'expriment au moyen des polyndmes universels explicités

dans (SGA 6 V 6.1).

Preuve : Montrons par exemple (ii), les autres assertions se voyant de facon analogue.
Utilisant le schéma des drapeaux de E , on se raméne au cas ol E admet une filtra-—
tion & quotients inversibles Li . Alors l'assertion résulte de 1'isomorphisme bien
connu

AT(E) =8, (L) .

3.8, Etant donné un schéma X localement de type fini sur spec{(), 1'ensemble

X(€) de ses points rationnels est canoniquement muni d'une structure d'espace topolo-

gique localement compact. On dispose de ce fait par voie de topologie algébrique d'une

théorie de classes de Chern [3], associant & tout C(-fibré vectoriel continu V sur
21 . : .

x{C) des classes ci(V) €H (X(€),Z ). Soient maintenant 6. le faisceau des

fonctions continues & valeurs complexes sur X(€) , et € un ®C=Module localement

libre de type fini ; on définit des classes de Chern

c, () € ¥ (x(0),2),

a savoir celles du C-fibré vectoriel dont & est le faisceau des sections continues.
Utilisant enfin l'application évidente Z - Z,/v Z , on en déduit des classes de

Chern, notées de méme s'il n'y a pas de confusion possible
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(3.8.1) ) ci(8)€H i(X(C),Z/\: Z).

Par ailleurs, lorsqu'on munit Xét de son faisceau structural @a en X(€) de

1'Anneau Sc , on a un morphisme de topos annelés (SGA 4 XI)

e : X(C) ~ Xep

le morphisme d'Anneaux structural
(3.8.2) € (@a) -6

provenant de ce que "toute fonction algébrique est continue". Le morphisme ¢ induit

un morphisme de faisceaux abéliens

(3.8.3) e*(uxét) ")

la lettre 5 désignant dans chacun des deux contextes le faisceau des racines vémes

de l'unité, Enfin, nous identifierons canoniquement (Z/\J Z)X(C) et H'X(C) au

moyen de 1'isomorphisme

(3.8.4) | (= /v Z)y(c) — Kz ()

2in

. . v
envoyant la section 1 sur la section "e "o

PROPOSITION 3.8.5.~ Soit E un @x—Module localement libre. Notant pour tout entier

iz0

P H‘?i(xét,ufi) ~ Hai(x(c),z/v z)

le morphisme image réciproque déduit de 3.8.3 et 3.8.4, on a 1'égalité

ci(s*E) = s*ci(E) .

Preuve : I1 suffit de la voir lorsque E est inversible.Alors, avec les identifica-

. *
tions usuelles, ¢ (E) est l'image de E par 1'application canonique

(3.8.6) | ¢ H1(xét,Gm7 -‘H1(X(C'>,®:) )
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et i1 s'agit de voir que le diagramme

H1(X,Gm) d > H1(X(C),@:)
(3.8.7) 3 y . ! <4
B (X, 1) s (0,2 /v 7))

dans lequel 3 est le morphisme bord provenant de la suite exacte canonique

- A -
(3.8.8) ‘ O=p™ G —=>G =0

et ¢, la premiére classe de Chern (3.8.1), est commutatif. En fait, en utilisant

que le morphisme "premiére classe de Chern"
*
1 (x(0),60) ~ 52 (x,2)
est le morphisme bord de la suite exacte canonigue
*
0z~ g~ =0
tr2int

on voit facilement que le morphisme <y de (3.8.7) n'est autre que le morphisme bord

associé & la suite exacte

0~ Z/VE =6

qui, compte tenu de (3.8.4), est 1'analogue de (3.8.8). L'assertion en résulte aussitdt.

3.9 Scient X  un schéma et E un @X-Module localement libre. Un passage & la
limite immédiat permet de définir pour tout nombre premier {4 premier aux caractéris-

tigues résiduelles de X , des classes de Chern 4-adiques

21 déf 2i,, ®i
c.(B) € B (%, 2 , (1)) === lim "' (X,u” ) ,
i J2 G LV
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qui possédent les propriétés usuelles explicitées en 3.4 et 3.7 et qui dans le Context,
de 3.8 sont manifestement compatibles (dans un sens évident) avec les classes de

Chern définies par voie topologique.
En tensorisant par QE , on en déduit des classes de Chern f-adiques

modulo torsion

i . 21 X
o3 (B) €87 (x,0, (1)) = B (X2, (1)) 8 0,

qui vérifient manifestement les mé€mes propriétés,

Supposons maintenant que X soit un schéma quasi-projectif et lisse sur y,
corps k et notons ici C'(X) son anneau de Chow (Sém. Chevalley : Anneaux de Choy
et applications III 4). Rappelons que nous avons défini dans IV un morphisme d'anneaux

gradués

B co(x) = A" (X)

compatible avec les morphismes d'image directe et d'image réciproque. Par ailleurs,

1'isomorphisme canonique

ep ¢ Pic(X) —F—> clx)

associant & tout @X—Module inversible L 1la classe du diviseur d'une section ration-
nelle de L gqui n'est nulle sur aucune composante connexe de X , donne lieu, sur le
modéle de 1l'article précité de GROTHENDIECK (ol k était supposé algébriquement clos),

4 une théorie de classes de Chern 2 valeurs dans C°(X). Le morphisme composé
By O €y Pic{X) ——> He(X,Z“ (1))

n'est autre que la premiére classe de Chern f-adique. En effet, il suffit de le voir
: v
sur les éléments de Pic{X) qui sont de la forme J , avec J un Idéal inversible
de @X , et alors cela résulte de (3.6.4). D'aprés les propriétés d'unicité des théories

de classes de Chern, on’en déduit que le morphisme B transforme classes de Chern en

classes de Chern.

A R L IR N
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4. FORMULE DE SELF-INTERSECTION ET APPLICATIONS

Solent S wun schéma, X un S-schéma, et Y un sous-schéma fermé de X ,
1isse sur 38 et partout de codimension d . On suppose enfin que X est lisse sur S
au volsinage de Y . On note i : Y = X 1'immersion fermée canonique et J 1'Idéal
1/2

de 6, définissant Y . On rappelle (SGA 4

v Cycle) qu'on dispose dans ce cas

d'isomorphismes de Gysin

. . 2P Rp 2p+2d ®(p+d)
1,¢ H (Y9U-Y) - HY (X»U'X )

4 savoir les cup-produits par la classe fondamentale, S'il n'y a pas de confusion

possible, on notera de méme les morphismes de Gysin

. 2P ®p 2p+2d 2(p+ad)
*’H (Y'Y )QH (X,MX )

a

obtenus a partir des précédentes par oubli des supports.

THEOREME 4.1.-~ Dans la situation précédente, notant

N = J/J2

Wz . .
le faisceau/normal de i , on a pour tout y€A°(Y) 1'égalité

i () =y e (M) .

Avant d'aborder la démonstration de ce théoréme, indiquons-en quelques
variantes qui se prouvent exactement de la méme maniére.
a) S1 £ est un nombre premier aux caractéristiques résiduelles de § , la for-
. *
mule analogue est vraie dans H (Y,Z& (%)).

b) On peut mettre des supports., Si par exemple T est un fermé de Y et

®

,qu ) , la formule 4.1 est encore vraie dans H§p+2d( Y,ui(p+d)). Bien entendu

2p
y €H P (Y
i, désigne alors le morphisme de Gysin

2p ®p\ _, ,2p+2d ®(p+d)
Hp (Yomy ") = BP0 (R, )
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1/2

qui est encore un isomorphisme (SGA 4 Cycle).

c) Enfin, on peut combiner les deux cas ...

L'outil fondamental dans la preuve de 4,1 étant la théorie des schémas
éclatés, nous allons maintenant faire quelques rappels & ce propos. Désignant par

£ : X'=X 1le X-schéma obtenu en faisant éclater Y , soit

Y —d
g f
A\ R \
Y I~ x

le diagramme cartésien construit & partir de f et 1 . On rappelle {cf. SGA 6 VI, 3,1

dont on adopte les notations), que j est une immersion réguliére de codimension 1
définie par un Idéal

Ir=g,, (1)
et que Y'Q‘PY(N). Par ailleurs, on a une suite exacte de 6, -Modules
*
0=F=g (N)~ery,(1)~o .

LEMME 4.2 Pour tout AX—Module M , les homomorphismes

* £ * *
£ H (X, M) = Hy, (x',£ (M)

¥* ¥ *
et ; £.1 Hy,(X',f M) ~ HY(X,M)

*
sont 1iés par la relation f£,f = id, De plus f, est de degré O .

Preuve : Comme le morphisme f est d'intersection compléte relative de dimension rela-
tive nulle (SGA 6 VII 1.8), la dernidre assertion provient de la définition de 1'ho-

1/2

momorphisme de Gysin (SGA 4 Cycle). Pour la premiére, la formule de projection

pour le morphisme f

£ (xE (x1) = £.(x)ux"

E

I
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* *
o x€EH (X,A) et x'€ HY(X,M), permet de se ramener & montrer que f£,(1) = 1.
11 suffit pour cela de voir l'assertion analogue au-~dessus de U=X I Y, qul est évi-

dente, comme £ induit un isomorphisme de U'= X'2Y' sur U .

Remarque 4.3, Bien entendu, l'énoncé analogue de 4.2, obtenu en éliminant les supports,

est également vrai et se montre de la méme maniére.

Venons~en enfin & la preuve de 4.1. Tout d'abord, d'aprés un résultat géné-

1/2

ral de (SGA 4 Cycle), qui se prouve de facon essentiellement formelle, on a

.*- -*.
i y) =y i, (1),

de sorte qu'il s'agit de montrer que
* v
1,01 = ¢ (M),

ou i, désigne ici 1'isomorphisme de Gysin

H°(Y,AY) - Hid(x,Q§ Y.

*
Comme f i*(1Y)<EH§$(X',Q§F ) et le morphisme de Gysin

. 2d-2 A d-1 24 ®d
5yt 1292 (p, BlO1y 20y

'

2a-2(y,

est un isomorphisme, il existe u€kH tel que

7

u3(e-1y

(4.1.1) £1,01) = 5,00 .

*
Appliquant j aux deux membres de 4.71.1, il vient

FAEA CIO I W ¢

Posant £ = c1(Oy,(1)), il résulte alors de 3.6.4 que
*.*.
(4.1.2) g i 1*(1Y) = -uf,

L'élément u admet une unique décomposition de la forme

d-1 2d~2-21 ®(d=-1-1
(4.1.3) W= at a8 et a, €7 (a6 K l(Y,uY( 1Yy

Compte tenu de la relation de définition des classes de Chern de ﬁ
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(4.1.2) _ % e, e e, Mg c D =0,

on en déduit 1'égalité

v v -
wE = "ad-1cd(N) + (ao—ad_1cdw1(N))§+...+(ad_2-ad_1c1(§))§d ! .

*
Comparant cette derniére expression avec (4.1.2), on obtient, vu que g est injectip

(2.2.6), 1'égalité

(4.1.5) ¥5,(1) = ag_c (M.

11 reste & déterminer a

41 Tout d'abord, 1'homomorphisme g, diminue les degrés

de 2d-2 , donc
i .
9,(€) =0 (0s1i<d-2),
d-1 .
et par ailleurs (2.2.2) g, (& ') =1 . Appliquant g, aux deux membres de 4.1.3, on

obtient donc

(4.1.6) 9 (w) = a; . -

Par ailleurs, appliquant £, aux deux membres de 4.1.1, on obtient, compte tenu de
4,2,

(401.7) 1,(19) = ig,(uw) .

Mais 1 'homomorphisme 1, en question est injectif, d'ot

agq = 9(w) = 1,
ce qui achéve la démonstration.
Remarques 4.4 a) L'ingrédient essentiel dans ce qui précéde est le'théoréme de-puret&
Une fois qu'on en disposera en toute généralité, l'énoncé 4.1 sera valable avec Y ré-
gulier purement de codimension d dans X , et X excellent et régulier au voisinage
de Y . Sous cette forme, le résultat est en tout cas établi en caractéristique O,
grace a (8GA 4 XIX).

b) Lorsque S est le spectre d'un corps séparablement clos et X et Y
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sont quasi-projectifs et lisses sur S , 1'énoncé analogue dans 1'anneau de Chow

de Y a été établi par MUMFORD (cf. 9.2).

COROLLAIRE 4.5.- Sous les hypothéses de 4.1, soient x et y€A°(Y). On a :

. X . v
L)1, = i(xy ¢ (1),
preuve : La formule de projection pour le morphisme 1 montre que

*
i*(x)i*(y) = i (xi i (y)), d'ol la conclusion grice 2 4.1.

COROLLAIRE 4.6.~ Soient S wun schéma, E un O,-Module localement libre de rang

s

v
constant r et g:X=V(E) - S le fibré vectoriel dont E est le faisceau des

sections, Pour toute section f de X au-dessus de S , on a :

£,(13) = ¢ (c ()
dans H2r(X,u$I‘).

* *

Preuve : Comme ¢ est un isomorphisme (1.2) et go f£=id , £ est bijectif. I1 suffit
8 * * % R
donc de voir que £ f*(1s) =fg (cr(E)). Or, notant N le faisceau normal de £ ,
v

cette derniére égalité équivaut, d'aprés 4,1, a cr(N) = cr(E). En fait, on a méme

\
un isomorphisme N =E , car la suite exacte de (EGA IV 17.2.5) appliqué & la situation

*y

*
S —ll> ¥ L5 fournit un isomorphisme N=£ Q;/S et par ailleurs Q;/S =g E

(EGA IV 16.4.8),

COROLLAIRE 4,7.~ Sous les hypothéses de 4.6, on suppose de plus S 1lisse et quasi-

projectif sur un corps séparablement clos. Alors notant g,

% le cycle section nulle

de X et Y= £‘1(0k) le cycle des zéros de f , on a :
ety (Y) = c (E)

dans Hzr(s.ugr') .
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*
Preuve : D'aprés IV, cﬁSfY) = f cix(ck). Notant S, le morphisme section nulle de y |
— - R i
on a

(4.6)

L - |
et (o) = (s),(1g) =g (c_(E)) ,
*
d'ou l'assertion en appliquant 1'homomorphisme f aux termes extrémes.

Remarque 4.8, Soit £ un nombre premier distinct des caractéristiques résiduelles @
de S . Par simple passage & la limite projective, on déduit de 4.6 et 4.7 les énoncés

correspondants en cohomologie {-adique.

Soient maintenant £ un nombre premier et X wun schéma propre sur un
corps séparablement clos k de caractéristique premiére & £ . On rappelle (IV) qu'on

appelle caractéristique d'Euler-Poincaré f-adique de X 1'entier

E PL(X) =T (-1)i dim Hi(X,%).

COROLLAIRE 4,9,.,- Soit X wun schéma lisse, propre, connexe, de dimension n sur un

corps séparablement clos k , avec car(k) % £ . Notant p : X-k la projection cano-

|
nique, on a |
|

v
E Pz(X) = pec (

8

n

o
dans Q,=H (k,@z) .

Preuve : Scient j : X-=XxX 1l'immersion diagonale de X et q:XxX—-k 1la projec-

tion canonique. Il résulte de 4.1 appliqué au morphisme j que
(& = 55,0
< () = 373,(1)
N ¥1 e LR,
d'ou Pe(c () =03 3, (1y) = adyd 3,(%) .«

Utilisant la formule de projection pour le morphisme j , on en déduit 1'égalité
¥1 . . N Ly
p*(cn(Ck)) = q*(J*(1X) UJ*(1X)), dans laquelle, d'aprés IV, le deuxiéme membre est égal

2 la caractéristique d'Euler-Poincaré f-adique de X .
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k4'1o. Lorsque X est projectif sur k , le résultat rappelé de IV montre que
EPZ(X) est, dans l'anneau de Chow de X xX, la self-intersection du cycle diagonal,
et par suite ne dépend pas du nombre premier £ % car(x). Ceci nous permettra par con-
séquent de parler de la caractéristiqﬁe d'Euler-Poincaré EP(X) de X , sans réfé-

rence & l'entier £ .

PROPOSITION 4.11.- Soit X wun schéma lisse, projectif, connexe, de dimension n sur

un corps séparablement clos k . Alors on a :

EP(X) = & (-1)P*? gim Hp(x,o;é)
P,q

preuve : Reprenons les notations de la preuve de 4.9, et notons J 1'Idéal de 1'im~
ze— {
mersion diagonale de X . Comme on l'a signalé dans 4,10 , EP(X) est, dans 1'anneau de
[

chow de X xX, le produit d'intersection A,A du cycle diagonal A par lui-méme.
pour le calculer, on peut négliger la torsion, et par conséquent se placer dans
Gr;op(X) . Ceci montre que EP(X) est 1'image par le morphisme image directe

gt K(XxX) = x(x) = 7
du carré de la classe de G& Xx/ﬁ . Or d'aprés (SGA 6 VII 2.5), ce dernier carré est
égal &

£ (-0 AN |

d'oll aussit8t la formule désirée, par définition de q, -
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5. SCHEMAS DE DRAPEAUX

Scoient S8 un schéma, E un @S-Module localement libre de rang r ,

m entiers >0 vérifiant 1'égalité

)

(p

i’1<i<m

Pyt Pptecet PP =T o
On rappelle qu'on appelle drapeau de type (p1,,,.,pm) de E wune filtration finie

O0=ECE ,C...CE =E
m-m [o)

-1

de E telle que pour tout entier 1i€[1,m] le quotient Ei_1/Ei soit localement 1ibp,

de rang p, . ' ;
On définit un foncteur (Sch/S)o - (Ens) en associant & tout Seschéma

u ¢ T=5 1'ensemble des drapeaux de type (p1,...,pm) de u*(E) et & tout morphisme

de S=schémas 1'image réciproque, en un sens évident, sur les drapeaux. On démontre

éme

(BGa T 2 édition) que ce fomcteur est représentable, et on appelle S-schéma des

drapeaux de type (91"°"pm) de E tout représentant.

Dans la suite, on notera’ f:X—~S le S-schéma des drapeaux de type
(p1,...,pm) de E . De plus, le schéma ‘des drapeaux de type (1,1,.‘.,1) de E sera
noté D et appglé schéma des drapeaux de E , sans autre précision, si aucune confusio
n'est possible.

I1 est clair par définition que le @X_ Module f*(é) admet une filtration

finie canonique

*
0=FCPF Cooea CF = £ (E) ,
m m o]

-
pour laquelle le quotient Ei= Fi_1/Fi (1si<m) est localement libre de rang p; .
Notant pour tout entier i€ [1,m]

9;° Di* X
le X~schéma des drapeaux de Ei et gz D1 X ces X Dmd X 1le produit fibré des

X X

X=-schémas Di , 11 est clair que le composé
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(5.1) _ h=fog : ri;xDi—»s

est S—isomorphe au S-schéma de drapeaux de E ; & S—isomorphisme prés, on peut

gonc écrire D = HX(Di) .
i

PROPOSITION 5.2.~ On a, dans Db(S,A), un_isomorphisme

R £, (A) =& B2 £ (A)[-2i]
i

preuve : Le morphisme k étant composé d'un nombre fini de morphismes du type
Q) PT(F) - F (F OT—Module localement libre)

il résulte de (2.2.1) que
R h (a) ~o &'h (A)[-3] .
J

pour la méme raison, on a aussi

Rg,(4) ~® Rg, (A)[~5] .
J

vtitisant ([6] 2,16), on en déduit un isomorphisme

R£,(9,4) ~@ Be, (g,0)0-i] .

J
Comme g est lisse & fibres géométriquement connexes, A~ 9*(AD)’ de sorte qu'il
nous reste & montrer que
2i+1 .
(5.2.1) R £.(8) =0 (iewW) .

Pour cela, on se raméne immédiatement, grfce & la conservativité du systéme des
foncteurs fibres (SGA 4 VIII 3.5), au cas o § est le spectre d'un corps séparable-
ment clos Xk . Alors, le morphisme g étant un composé de fibrés projectifs,il résulte

de (2.2.4) que 1'image réciproque

Hai”(x,Ax) R Hﬁ”(D,AD)

est un monomorphisme, de sorte qu'on peut supposer que X=D . Dans ce cas, comme le
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morphisme de projection D=k est lui-méme composé de fibrés projectifs, 1'a$Sert‘k
. iy

résulte par récurrence de (2.2.4).

COROLLAIRE 5.3.— Pour tout morphisme de schémas wu : S—T , la suite spectrale ge

Leray

+
qu = ’Pu, %, (4) = RF" Y (uo £) ()

est dégénérée.

Preuve : cf, [6] 1.2.

Nous allons maintenant préciser la structure multiplicative de la cohopo.
logie de X , en examinant d'abord un cas particulier. Avec les notations précédenteg
¥

on obtient un morphisme d'anneaux

ot AT(S)[T, . : . - AT (X
O 1Ji] Tsism, 1< Sp x)

*
en envoyant A°(S) dans A°(X) par 1l'image réciproque f et pour tout couple (i,3)

.éme

comme ci-dessus 1'élément Tij. sur la j; classe de Chern cj.<Ei)' Pour tout
i i
entier p , on a d'aprés (3.4 (iii))
* (
cp(f E) = -z H (E1)...ci \Em),
11+12+...+1m=p 1 m

de sorte que, d'aprés la fonctorialité des classes de Chern, le morphisme s'annule

sur l'idéal JX engendré par les éléments

c (E) - by T, . ees T
P i +...im=p

1
pour p variable., D'oll un morphisme d'anneaux

B WO g § 3oy = 4700

PROPOSITION S.4,— Le morphisme 4'anneaux Py ci-dessus est un isomorphisme. Le A'(S)-

module A°(X) est libre de rang

(r!)/(P1!P2!...pm!)-



309

preuve : On suit 1'exposé de Grothendieck (Séminaire Chevalley 1958, Anneaux de
Preuve
chow et applications, Exp. IV). Nous aurons besoin du lemme suivant (cf£. Lemme 1,

p. 19 de loc. cit.).

r éléments de R . Désignant

LEMME 5.4.7 a) Soit R un anneau commutatif (ai)1si5r

par oy la iéme fonction symétrique élémentaire des éléments (Ui) et par I

1<igr

1'idéal de 1 anneau de polyndmes R[U1,U Ur] engendré par les éléments o;~a; , la

2,.‘0,

R-algébre
R[U1.U2,.°.,Ur]/1

est un R-module libre de rang r !

b) Soient TyPysPysese,p des entiers >0 vérifiant 1'égalité Piteestp = T .

Alors le morphisme d'anneaux de polyndmes

V = R[Tij ] =W,

- R[Ui]
i

1sism,1sji:;pm 1<igr

- - , e .
obtenu en envoyant Ti 3 sur la j me fonctions symétrique élémentaire des éléments

1y
(u

est injectif et fait de W un V-module libre de rang

) t
veetD. <Ss<p.
p1+ +p1_1+ s ’1ss pl
1 1
Pytece Pt

En particulier, le morphisme de Re~algébres

R[T1,...,Tr] - R[U1,...,Ur]

. éme R . . L.
obtenu en envoyant Ti sur la 1 Fonction symétrique élémentaire des Ui’ est injec-

tif et fait du deuxiéme membre un module libre de rang r ! sur le premier,

Montrons comment (5.4.1) implique (5.4). Plagcons-nous d'abord dans le cas
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ol X est le schéma D des drapeaux de E et posons pour simplifier Ti1= Ui N

Comme la projection canonique D—=S est composée de r-1 morphismes de la forme
PY.(Mi) - Yi {(1<si<r-1) , avec Mi un OYi-Module localement libre de rang

r—;+1, on déduit de (2.2.6) que A°(D) est un A°(8)-module libre de rang r ! et que
le morphisme N est surjectif. Mais le lemme 5.4.1 a) montre que la source de

0N est également un A°(8)-Module libre de rang r! d'ou 1l'assertion dans le cas X=D,

Dans le cas général, il est clair que le diagramme

A° (%) g > A°(D)
A A

% %
c=a'(8)T | VI —LT—— a1,

dans lequel 1l‘'application vy est obtenue par passage au quotient & partir du mor-

phisme de A" (S)-algébres

NOLLAFSEIYLS

c & . P . .
défini en envoyant Ti j sur la Jime fonction symétrique élémentaire des éléments
? i .

(u )

p1+...+pi_1+s 1535pi

est commutatif. Comme @ est un isomorphisme, il résulte de 5.4.1. b) que A°(D)
un C-module libre de rang p1!...pm! . Par ailleurs, l'expression de g comme produit
fibré de X-schémas de drapeaux montre que. A° (D) est aussi un A'(X)—moduie libre de
rang p1!...pm! . D'ol aussitdt le fait que @ est un isomorphisme.

Dans 1'énoncé de la proposition suivante, on convient de poser pour tout

.schéma Y et tout AY—Module M

(v, M) = & Hn(Y,M®u%i) .
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e A-module Q{Y,M) est canoniquement muni d'une structure de A®(Y)-module, provenant

gu cup-produit. Si u:Z-Y est un morphisme de schémas, le morphisme image réciproque

u Q(Y,M) - o(z,u*u)

est compatible avec les structures de A°(Y)-module de Q(Y,M) et de A°(Z)-module

* ° . .
ge Q(Z,u M). On en déduit un morphisme de A°(Z)-modules, dit canonique,

A(Z)® Q(Y,M) ~ Q(z,u*M) .
At (Y)

pPROPOSITION 5.5.- Soient S wun schéma, E un Og—Module localement libre de rang r .

on note f : X—=8 le S—schéma des drapeaux de type (p1,...,p ) de E . Alors, pour’
e - m —_ ———

tout AS—Module L , le morphisme canonigue

o AT(X)® Q(s,L) - o(x,f*L)
A (s)

est un isomorphisme.

Preuve : Lorsque X=PS(E), c'est une conséquence immédiate de (2.2.4) et (2.2.5).
On en conclut que c'est vral pour X=D . Dans le cas général, comme les morphismes

canoniques g:D—X et h:D—S sont composés de fibrés projectifs, les morphismes

canoniques
° *
A*(D)® Q(s,L) ~q(D,h'L)
A (s)
. #* *
et A" (D)® Q(X,g 1) ~0(D,g 1)
AT(X)
sont des isomorphismes. Par suite id ® o est un isomorphisme, d'ou le résultat

4*(p)
puisque A°(D) est libre sur A°(X).

Nous allons maintenant donner une variante relative de (5.4) et (5.5).
Avec les notations précédentes,soit u:S=T un morphisme de schémas. On pose
AT(X/T) = ® R (uo £), (A)
. = x Ay
i

et de méme A°(S/T) = & g2t u*(AS). Enfin, pour tout Aj-Module L , on pose
i
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Q(s/T,1) = & g%t u*(L®p,§i)
n,1i
et Qx/T,6L) = @ Rn(uof)*(f*L®u§’i).
n,i

Pour tout couple (i,j) d'entiers, avec 1<i<m, 1<j<p, , 1'image de 1,

classe de Chern cj(Ei) par le morphisme canonique

06,83 ) = B0(1,2% (w0 ), (15

définit un A ~morphisme.
T

epy t Ay =R (uo£), (7).

* L
La donnée des cij et 1'image réciproque £  permettent de définir un morphisme de

A°(S/T)-Algébres
8, :A'(S/T)[Ti’ji]“’ji) -~ A (X/T)

Notant c, les sections de A*(5/T) définies par les classes de Chern ci(E), on
voit comme dans (5.4) que 91 s'annule sur 1'Idéal J engendré localement par les
relations

b T, . soo Tm. = C (pem).
i +...+im=p

1
D'ol un morphisme de A°(S/T)-Algébres

8 : {&'(S/T)[Ti,ji](i’ji)/J - A" (X/T) .

PROPOSITION 5.6.- Avec les notations précédentes :

a) Le _morphisme de A°(S/T)-Algébres

o A"(S/T)[Ti,ji](i,ji)/“'[ - A*(%/T)

est un isomorphisme.

b) Pour tout Ag-Module L , le morphisme canonique de A®*(X/T)-Modules
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AT (X/T)® Q(s/T,L) —'Q(X/T,f*L)
A" (s/T)

est un isomorghisme.

preuve : Simple faisceautisation de (5.4) et (5.5) respectivement.
preuve
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6. SCHEMAS EN GROUPES

Commencons par une propriété gémérale des objets tordus par des torseurg

PROPOSITION 6.1.-~ Soient S wun schéma, G un S-schéma en groupes quasi—compact,lisS
- &

et a fibres connexes, et X un S—-schéma muni d'une opération a gauche de @

Si F:E=S est un S-torseur (& droite) sous G , on note XE le S—schéma obteny 3
— ——_\

partir de X par torsion au moyen de E et de l'opérationde G sur X . On note
——‘\

piX=5 et gq :XEﬁ 8 les projections canoniques. Dans ces conditions, pour tout

i *
AS-Module M et tout entier i , le AS-Module qu*(q M) est canoniquement J'.soynol.p}.le

N i *,
a2 Rp (p M.

Preuve : - pr2
E xg X —2_

=a
=3
x
>
\
=

pry

E <
\
w
Qa
el
=
-t
o <
\4
v <
=

(0,) (5,
On sait que le diagramme (D1), dans lequel ¢ désigne 1'application canonique de pas-

sage au quotient, est cartésien. Le morphisme f é&tant lisse, le théoréme de change-

ment de base lisse fournit un isomorphisme

~

w £*rlq, (M) > =Y (pr,), (o a M) .

De méme, on déduit du diagramme cartésien (Dz) un isomorphisme

~

* i % i ¥ i
viE Rp(p M) > R (pr ) ((pr,) » M).

*  ® ®*  x
Mais p opr,= qo o donc, identifiant de fagon claire g o q et (pr2) op , on défi-
nit un isomorphisme
- * i * * 3 *
v lou: £ RTq (q M) > £ & (p M) .

Le morphisme £ étant & fibres géométriques non vides et connexes, il résulte de
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; ] *
;1 résulte de (sGA 2 XII 6.5 {i)) que le morphisme d'adjonction adj:id—£,f
est un isomorphisme, de sorte que
-1 -1 )
(ad3)" o £,(v7 o w)o (ad))

est 1'isomorphisme désiré.

PROPOSITION 6.2.~ (Mme RAYNAUD ([51). Soient S wun schéma et p:G—S un S-schéma en

groupes réductifs (SGA 3 XIX). Pour tout AS-Module localement constant constructible

. . i *
¥ et pour tout entier 1, le AS-Module R p*(p M) est localement constant et cons-—

tructible. De plus, pour tout morphisme u:S5'— S définissant un diagramme cartésien

G “ > G
p' p
v " v
5" - > 8

1e morphisme de changement de base

®* 1 3 i ¥*
wRp, (p M) —> Ripi(pour) (M)

est un isomorphisme,

Preuve : Les deux assertions de 1'énoncé sont locales pour la topologie étale de S .
D'aprés(SGA 3 XII 2.3), on peut donc supposer que G est déployé. Soient alors B
un sous-groupe de Borel de G du type indiqué dans {SGA 3 XXII 5.1.1), de sorte que
le quotient G/B existe d'aprés (SGA 3 XXIT 5.8.5), et q:G=G/B et r:GB -5
les morphismes canoniques. Le morphisme r étant propre et lisse, il satisfait au théo-
réme de changement de base propre et les foncteurs Rir* transforment faisceaux abé-
liens localement constants constructibles en faisceaux du méme type (SGA 4 XVI 2.2).
Par ailleurs, par (SGA 4 XXIT 5.5.1), le S—schéma B est isomorphe & un produit fini
de fibrés vectoriels et de. fibrés vectoriels épointés et par suite il résulte immédia-

tement de (1.1) et (1.2) que, notant t :B—S5 1le morphisme canonique, les
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falsceaux Rit*(t*M), avec M un AS-Module localement constant constructible, sopt
localement const;nts constructibles et stables par changement de base. Soit maintenant
M un AS-Module localement constant constructible, Il résulte des considérations
précédentes et de (6.1) que les faisceaux Riq*(p*M) sont localement constants copg.

tructibles, et on en déduit en utilisant la suite spectrale de Leray
i j * i+] *
Rir (R7q ) (p'M) = R*™p (p'H)
i *
qu'il en est de méme des faisceaux Rlp*(p M). Enfin, d'aprés (6.1), les faisceaux
i * “ z a
qu*(p M) sont stables par changement de base ; gri3ce au théoréme de changement de

. . i *
base propre pour r , on en déduit que les faisceaux R p*(p M) sont également Stableg

par changement de base.

Remarque 6.3.~ Comme tout S~groupe réductif est localement pour la topologie étale
image réciproque par le morphisme canonique S ~Spec(Z) d'un Spec(Z)-schéma réductip
(SGA 3 XXIII 5.7 et XXV 1.3), (6.2) montre que le calcul de la cohomologie (& coes-
ficients de torsion premier & la caractéristique) des schémas en groupes réductifs
sur un corps algébriquement clos se raméne au probléme transcendant du calcul de 1a
cohomologie des schémas en groupes réductifs de m@me type sur le corps des complexes,
dont la solution est connue par les méthodes de la topologie algébrique, compte temu

du théoréme de comparaison (SGA 4 XI 4.4)

COROLLAIRE 6.4.- Soient S un schéma et p : G=8 un S-schéma en groupes extension

d'un S-schéma en groupes étale fini F et d'un S-schéma en groupes réductif H .

Alors, les conclusions de (6.2) sont valables pour tout AS—Module localement constant

constructible M . )

Preuve : Quitte & faire le changement de base F =5, on peut supposer F de la forme

FS’ ou I désigne un groupe fini ordinaire. Alors, on a un isomorphisme de S-schémas

Ga(_LLH

3

et on conclut par (6.2).
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CORCLLAIRE 6.5.~ Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes réductif et H un

sous-S-schéma en groupes réductif de G , tels que le faisceau quotient de G par H

pour la topologie fidélement plate quasicompacte soit représentable. Alors, notant

p Q/H =S5 1le morphisme Canonique, les conclusions de (6.2) sont valables pour tout

AS—Module localement constant constructible M .

preuve : Soit f : G-'Q/H le morphisme canonique, qui est lisse, donc de descente pour

les faisceaux étales (SGA 4 VIII 9.1). Posons pour tout entier r=20

= el ( i
G.=G XQ/H GXG/H X"'XG/h G (r+1 fois) ,

qui d'aprés SGA 3 V 1.5, s'identifie canoniquement a

r fois
et notons f_: Gr~ G/ﬁ et g, Gr~ S les morphismes canoniques, de sorte qu'en parti-

r
culier EO= f . Notons enfin, pour tout entier q=z20 , Mq(M) le complexe

q *oy ~ pd * ) O g | *
R (go?*(foM) R (91)*(f1 ¥) - ver’ R (gr)*(er)....
D'aprés (SGA ) , on a une suite spectrale de descente {ou de 5ech)
n _n
E (M) : 55t = #P((m)) = 8= =%, ().

Comme les schémas Gr sont des schémas en groupes réductifs, il résulte de 6.2 que

les termes qu sont localement courants constructibles et compatibles avec tout
changement de base. On en déduit aussitdt qu'il en est de m8me pour les " .
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7. INTERSECTIONS COMPLETES

On suppose donné dans ce paragraphe un corps séparablement clos k ., Si g
est un nombre premier # car(k), on note pour tout k-schéma propre X et tout entiep
. i i . . . .éme
i20 par bL(X) [ou b (X) si aucune confusion n'est possible] le i nombre de
Betti de X pour les coefficients Z% .

section hyperplane de X 1le lieu des zéros d'une section transversale & la section

S3i X est projectif sur X , on appelle

v
nulle d'un fibré vectoriel V(L) , avec & wun @X-Module inversible ample.

THEOREME 7.1.- (Théoréme de Lefschetz)Soient X un k-schéma projectif lisse, cConnexe

de dimension n , Y un sous-schéma de X intersection de & sections hyperplanes

de X e L un -Module localement constant constructible, Alors @
— ? —

(1) L‘homomorphishe_image réciprogue

B (X,L) = B (Y,L]Y) |
|

est un isomorphisme pour i<n-d-1, et un monomorphisme pour i=n-d . !

(ii) Supposons Y lisse sur k , de dimension n-d . Alors 1 'homomorphisme de

Gysin
A (Y, (L ]Y) @450 -2 (x, 1)

est un isomorphisme pour izn-d+? et un épimorphisme pour i=n-d ,

Preuve : Il est bien connu que le complémentaire d'une section hyperplane est un

ouvert affine, et par suite U=X = Y est réunion de d ouverts affines. L'assertion

(i) résulte alors immédiatement de la suite exacte de cohomologie

eee = H (U,L]0) ~HY(X,1) =17 (¥, L]Y) = H}”(U,L[U) - e 1

et du lemme suivarnt.

LEMME 7.1.1.~ Soit U un k-schéma de type fini de dimension n , réunion de d ouverts

affines, et F un AU-Module.
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a) Si F est constructible,

Hl(U,F) = 0 pour 1izn+d .

b) 8i F est localement constant et U 1isse sur k ,

Ho(U,F) = 0 pour isn-d .

Pour d=1, l'assertion a) n'est autre que (SGA 4 XIV 3.2). Dans le cas
général, notant Y un recouvrement de U par d ouverts affines, on en déduit a)

grice & la suite spectrale de Cech
5 (4 (F) = w7,y

Montrons b). Comme les foncteurs Hi(U,.) commutent aux limites inductives filtrantes
(SGA 4 VII 3.3), on peut supposer F constructible, et alors 1'assertion résulte de a),
grice & la dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII),

Enfin, compte tenu de la définition du morphisme de Gysin via 1'isomor-

phisme canonique
(7.1.2) BT ) el T D F L)

1'assertion (ii) résulte de 7.1.1 a) et de la suite exacte de cohomologie zscociée 2

un ouvert et son complémentaire

oo =170, L )2 H;(X,L) -5 (X, L) =" (U, L) ~... .

Remarque 7.71.3.- En fait, il résulte de la propriété d'excision que 1'isomorphisme ca-
nonique (7.1.2) se généralise au cas ou l’hyéothése de liQSité " sur X, et celle
que L soit constructible localement constant, sont vérifiées seulemen£ au voisinage
de Y , de sorte que 7.1 (ii) se généralise dans ce cadre.

Pour des formulations nettement plus générales, voir (SGA 2 XIV 4.6), qui
cependant est prouvé seulement moyennant la résolution des singularités, donc provisoi=-

rement en caractéristique O .
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COROLLAIRE 7.2.- Soient X un k-schéma projectif lisse, connexe, de dimension n

Y un sous-schéma de X 1intersection de d sections hyperplanes de X , et L yp

Zm-faisceau constant tordu constructible (4 % car(X)). Alors :

(1i)_L 'homomorphisme image réciprogue

@, 75 (X,L) = B (Y,L]Y)

est un igomorphisme pour i<n-d-1, et un monomorphisme pour i=n-d ., $i de plus

L est localement libre constructible, le conoyau de est sans torsion.

an—d

(ii) Supposons Y 1lisse sur % , de dimemsion n-d . Alors 1 'homomorphisme de

Gysin

B+ H(¥, (L]¥) (=) =5 *29(x, 1)

est un isomorphisme pour izn-d+1 et un épimorphisme pour i=n-d . Si de plus L

est localement libre constructible, 1'épimorphisme B est direct et son noyau

n-d

est sans torsion.

Preuve : Montrons (i), l'assertion (ii) s'en déduisant par dualité de Poincaré, Dans
le cas général , un simple passage & la limite & partir de 7.1 (i) permet de conclure,
Lorsque L est un Z%-faisceau localement libre, on applique le lemme suivant au J

morphisme image réciproque

RI(X,L) - RT(Y,L]Y)

de D(Z&) , 1l'hypothése (iii) étant réalisée grace & 7.1 (i).

LEMME 7.2.1.-= Soient V un anneau de valuation discréte, kv son corps résiduel,

u : K~L un morphisme de D(V).

On suppose que X et L sont a cohomologie de type fini, et on note M

le mapping—cylinder de u . Alors pour tout m€Z les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(i) BP() = o pour psm-1, et H™(M) est sans torsion.




321

(ii) Pour tout V-module N , le morphisme

B (u® ia) : #(xen) -1 (L oN)

est un isomorphisme pour p<m-1 et un monomorphisme pour p=m .,

(ii bis) Pour tout V-module N on a

B MeN) = 0 (psm-1).
(iii) Le morphisme
# (u@id) : HP(K__@kv)—'HP(K@lg,)

est un isomorphisme pour p<m-1 est un monomorphisme pour p=m .

(iii bis) HP(Mglgl) =0 pour psm-1 .

De plus, ces conditions équivalentes impliquent :

(i bis) Le morphisme
P : BP(x) - EP (L)

est un isomorphisme pour p< m=1, est un monomorphisme de conoyau libre pour p=m .

Preuve : Le diagramme d'implications suivant est évident
(ii) e (ii bis)
b (i) = (i bis)
(iii) & (iii bis)
Nous allons montrer séparément que (i)={ii bis) et (iii bis)=(i), ce qui suffira
pour conclure. L'assertion (i) =(ii bis) se voit sans peine sur la suite exacte
de Kilnneth

o~HP (M) & N~ H (MQN) —¢Tor\;(Hp+1(M),N) -0 .

La méme suite exacte, pour N=k, , montre que si (iii bis) est vrai,

on a

HP(V)@k,= 0 (psm-1) et Tor‘j(a’“(n),kv) =0,
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On en déduit (i) par le lemme de Nakayama et le critére local de platitude

2
(EGA Orpp 10.1.3

Sous les hypothéses précédentes, on voit que la connaissance des groupegde
cohomologie de X & coefficients dans QE implique la connaissance de ceux de vy
excepté en dimension n-1 . Le calcul de ce dernier se raméne immédiatement, sous Ces

conditions, au calcul de la caractéristique d'Buler~Poincaré de Y . C'est 2 ce

calcul que nous allons maintenant nous intéresser, dans un cadre un peu plus général_

PROPOSITION 7.3.- Scoient X un k-schéma propre, lisse, commnexe, de dimension n,

E un OX—Module localement libre de rang constant r , et Y le lieu des zéros d'une
un gL 25 i Len SRrOS

v
section de V(E) transversale 3 la section nulle. Notant p:X-k 1le morphisme cano.

nique et p, le morphisme de Gysin correspondant on a 1'égalité

EP (¥) = p,(c(ie() e ()

o]
dans H (k,@z) =q, .

Preuve : D'aprés (EGA IV 17.13.2), Y est lisse purement de dimension n-r et

notant 1i:Y-—X 1'immersion canonique, le faisceau conormal & i est 1'image récipro-
v v
que par i du faisceau conormal E & la section nulle de V(E). On a donc une suite

exacte

(7.3.1) O-*i*(E)-*i*(Q;)-*Q;-*O

d'od résulte aussitdt 1'égalité

(7.3.2) (@) = 1Me@er)™

On en déduit par (3.10) 1'expression suivante pour EP(Y)
ER(Y) = pyiy i (c(Q)e(e)™)

soit, compte tenu de la formule de projection pour le morphisme i
BP(Y) = p,(c(B)e(m) 1, (1)) .

i
La formule de 1'énoncé en résulte immédiatement grice a (4.7). g
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COROLLAIRE 7.4.- Soient X un k-schéma propre, lisse, connexe, de dimension n et

Y un sous—schéma fermé lisse de dimension n-1 de X , défini donc par une section

d'un OX— Module inversible L . Notant p le morphisme canonique de X dans k etp

le morphisme de Gysin correspondant, on a 1'égalité

1 -1

(7.4.1) EP(X) ~EP(Y) = p,(c({})e()™)
dans H°(k,o£) = Q, . De plus

ne1 N1 n n V1 -1
(7.4.2) (V) = 2D T (X)b ()4 (1) "p, (c(Q)e (1))
Preuve : L'égalité (7.4.1) provient de 7.3 et de 4,2 compte tenu de l'égalité évidente

1-c(L) e, (1) = e()™

utilisant (7.2), on voit que

b2 (¥) = 57T (1) P () 4b™ ! (x4 (=1)(EP (X) =EP (V).

bn+1

Mais BT H(X) = (X) par dualité de Poincaré, d'ov (7.4.2).

COROLLAIRE 7.5 .- Soit X un sous-schéma lisse, comnnexe et de dimension n de

n+r

Py , intersection compléte globale de r diviseurs de p§+r, soient X Xé,...,Xr.

9!

Pour tout entier i€ (1,r) , on note di le degré de Xi . Alors :

(i) Les groupes de cohomologie HP(X,Z:z) sont des Z, -modules libres de type fini.

(ii) 81 p est un entier <2n et £n ,
0 si p est impair
Hp(x,zz) =~
Zi si p est pair.

(iii) La caractéristique d'Buler-Poincaré de X est donnée par la formule

. 3 J
Nel 04141 1
EP(X) = d;.ed, b (-1)*"%( li”‘“ ) dy e drr .
0<isn
J1+...+Jr=n—l

Preuve : L'assertion (i) résulte immédiatement de (7.2). De méme pour (ii), compte tenu
de la cohomologie des espaces projectifs (n® 2).Montrons la partie (iii). Notons P

1'espace projectif ambiant, p : P~k 1la projection canoni ue, p, le morphisme de Gysin
q *
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correspondant et £ 1la classe de OP(1). Pour tout i€ (1,r), le schéma X, est ga.
fini par une sectién d'un OP~Module inversible Li’ de sorte que X est le lieu des
zéros d'une section de V(E1@... Géir) transversale & la section nulle, Par ailleurg
on sait que 1l'on a une suite exacte

n+r+1

1
0-Q, ® cp(1) -0 - op(1) o,

C(ég) - (1+ g)n+r+1

On déduit alors de (7.3) 1'expression suivante pour EP(X).

BP(X) = py(c(@elym.@ i) e, A )euue, ()

n+r+1

= py(dyeend E7(148) (1+d1§)_1.°.(1+dr§)_1).

Utilisant le fait que p*(§n+r)= 1 {2.2.2 ¢}) , on en tire sans peine la formule g

1'énoncé,

Remarque 7.6. On peut également obtenir 1'expression de la caractéristique d'Euler-
Poincaré en utilisant (4.11) et en transcrivant les calculs de Hirzebruch (3,p.160~1m)
qui utilisent le théoréme de Riemann-Roch. Pour un calcul plus complet et la déter-
mination de la cohomologie de Hodge des intersections complétes, on renvoie le lecteur

a (5GA 7 XI).

7.7 Par analogie avec ce qui se passe dans le cas transcendant, ou pour des

coefficients constants on dispose d'un autre théoréme bien connu de Lefschetz (T4,
*

é )

on est amené & conjecturer 1'énoncé suivant,

Si X est un k-schéma projectif, lisse et connexe de dimension n et §

la classe dans HQ(X,Z% (1)) 4d'un @X—Module inversible trés ample, alors pour tout

@l—faisceau constant tordu L et tout entier p<n, la multiplication par gn-p :

#(x,1) ~ B2"P(X,L(n-p))

est un isomorphisme.

(*) Comme Deligne 1'a cbservé, les énoncds (7.7) sont faux sans hypetk&se supplé-
mentaire sur L . Cependamt, Beligne les a démontrés (La conjecture de Weil II)
lorsque de plus L est "pur”.
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Cet énoncé conjectural a les conséquences suivantes, également non
prouvées en car £ O .

Soient X un k-schéma projectif lisse, connexe, de dimension n ,

Y une section hyperplane lisse de X , L un CDII—faisceau constant tordu sur X .

(i) Le morphisme image réciproque

7P (x,1) - #P(v,L]Y)

est un épimorphisme pour pz2n .

(ii) Le morphisme de Gysin

1 (v, (L]) (~1)) ~#P*2(x,1)

est un monomorphisme pour psn=2 ,

Preuve : Soit j : X &—> P’ une immersion fermée et §X {resp. §Y) la classe dans
H2(X,Oz(1)) (resp. HZ(Y,QL(U)) de GX(‘Y) (resp. O’Y(ﬂ). On note o : Y&—> X

1l'injection canonique. Pour q<n-1 , le diagramme

1%z, 1) o > Hi(v,L|Y)
v g)r{1-1—q , U gz—1—q

\% 4

¥*
#2270y 1 (e mq)) —Ee——s 14272790y (L]Y) (nm1=q)

est commutatif et la colonne de droite est (conjecturalement) un isomorphisme. Posons
P = 2n-2-~q ; pour q<n-2 , soit p2n , la ligne du haut est un isomorphisme (7.2),
d'oh 1'assertion (i). L'assertion (ii) se prouve de méme en considérant cette fois le

diagramme suivant, avec p=<n=-1 ,
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WP (y, (L|¥)(-1)) — 2R 5P*B(x 1)

-1 -p
U 53‘1 P v Q’;

v v

K202 (v, (1|¥) (n2-p)) 2> ¥¥7P (X, 1 (nu1-p))

dans lequel la ligne du bas est un isomorphisme pour 2n-2-p 2n , soit p=n-2
(7.2 (ii)) .

Pour une discussion de ces conjectures et de leurs conséquences, on renvois
le lecteur a 1'exposé de Kleiman (Algebraic cycles and the Weil conjectures, in

"Dix exposés sur la cohomologie de schémas o)
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§. VARIETES ECLATEES

Dans ce numéro, nous donnons une variante cohomologique des calculs pour
le groupe X et le "groupe des classes de cycles" d'un schéma éclaté, donnés dans
SGA 6 VII 3.7 et 4.8 . Les hypothéses et les notations sont celles du début du paragra-

phe 4 (4.1 & 4.3). Dans ces conditions, le morphisme "classe fondamentale"
. 8-
Y ¢ duliy D0-2] = A,
fournit, aprés application du foncteur Bif* , un morphisme
B, (V) iR, (ko DI-2]~RE(a,,)
* Y) ¢ 1* g* P»Yv - % Axv °
THEOREME 8.1.- Le morphisme de D' (X,A)
. Q-1 . ®-d
(8.141) A® LR g*(p.Y, Y[-2]~ ]Rf*(AX,)® 1*<“Y Y[-24]

défini par la matrice

adj R £, (Y)

0 i, (trace)

est un isomorphisme.

Preuve : Gr3ce 2 la conservativité du systéme des foncteurs fibres, il suffit de vé-
rifier 1'assertion au-dessus de chaque point x de X , Elle est évidente au-dessus
de U=X>Y, Pour x appartenant & Y , on se raméne, grice au théoréme de chan-

gement de base propre, i prouver le lemme suivant (avec r= d-1).

LEMME 8.2.~ Soient k un corps séparablement clos, r=1 un entier, et P:=P; .

Alors :

a) L'application canonique A-*HO(P,A) est une bijection,

b) H (P,A) = BT '(P,A) = 0 .
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c) Pour Osp<2r-2 , la multiplication par §=c£(OP(1))EH2<P,u) .

W (p,u0 ") - w32, 0)

est un isomorphisme.

Q=1 %—(r+1))

d) Le morphisme trace Har(P,u.P ) - Ho(k,uk est une bijection.

Le lemme est une conséquence immédiate de 2.2.2.
Pour l'énoncé du corollaire suivant, on convient de poser pour tout

X-schéma h : T-X , toute partie fermée Z de T et tout complexe M de Ay-Modules

H*(T,M) H*(T,h*(M))

H;(T,h*(M)).

et i) (T,4)

COROLLAIRE 8.3.- Pour tout complexe M de Ax-Modules et tout p€Z, les applica-

tions

(8.3.1)  ®P(x,M) @2 (v, M8, 2" VY =P (x, ) o8P 2 (v, u® & dy
et
(8.3.2) Hz(X,M) orP2 (v, ne ¥ —»Hl;"'{, x' M) orP 2y, ue B~ Y

définies par la matrice

sont des bijections,

Preuve : Notons provisoirement wu le morphisme (8.1.1). Compte tenu de la formule de
projection, les fléches (8.3.1) et (8.3.2) sont celles induites sur les pemes objets
de cohomologie par les morphismes R F(X,p.@ 1dM) et ]RI“(X,u@ ldM) respectivement,

d'ou l'assertion.

8.4, Nous allons maintenant expliciter 1'isomorphisme inverse de (8.3.2) et aurom

besoin pour cela de quelques lemmes.,
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LEMME 8.4.1.- Soient S wun _schéma, E un OS—Module localement libre de rang constant

d,et p:iP= PS(E) -8 1le fibré projectif associé, Désignant par F le Op—Module

défini par la suite exacte canonique

*
o~F—op(E)—~op(1)-‘o,

on a la relation
v
Pelcy 4(F)) = 1.

preuve : Désignons par cy les classes de Chern de E , et posons ¢§ = c1(0p(1)). De

1'égalité

P*(C(E)) = c(F)(1+%) résulte que

c(F) =P (cEN(+DTT  aon

(8,4.2) 4 (F)= ¢ (_1)d—1-—i Cigd-‘[_i .
0<i<d-1

Or 1'homomorphisme p_ diminue les degrés de 2d-2 et on a p*(id—1) = 1 (2.2.2). Le
lemme s'obtient alors en appliquant 1'homomorphisme p, aux deux membres de (8.4.2),

et en utilisant la formule de projection.

LEMME 8.4.3.~ On note F 1le OY,—Module localement libre défini par la suite exacte

canonique
#*
0=F=g (N) =0, (1)-0.

Soient M un AX-Module localement constant constructible au voisinage de Y , et p

un_entier 20 . Pour tout yEHP(Y,M), on a la relation

i, (1) = 3, (s (e, (F)

 dans H§f2d(x',m®u®d) .

Preuve : Posons z= f*(i*(Y)) 'j*(g*(Y)Cd_1(¥)).

On a
* * % S * v
502 = 8", =175, (T e (),

d'otr, grace & (4.1) et au lemme de linéarité de (SGA 4 XVIII),
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(8.4.4) _ (D=6 (Nley(s8) =cy_ (e, (0, (1) ]1=0 .

Posant U=X =Y et U'= X'®=Y', op a un diagramme commutatif exact évident

U
Hp+2d-1 (v <] > H};-&'-Zd(x,) J > Hp+2d(‘{)
A N A
+*
(844.5) l £ g
2d 2d i 24
P20 () 2 @R (x) > B () ,

avec des simplifications de notations évidentes. La considération de (8.4.5) et

(8.4.4) montre alors que z est de la forme

Z = f*(t) ’

avec tEH?;zd(X,M@u@d). Par (4.2), on a t=£,(z) , de sorte qu'il suffit de voir

que f£,(7) =0 . 0Or

£(2) = 8,8 (1, (1) = £,3, (5" (e, FN
d'ou en utilisant (4.2),

£,(2) = 1,9 - 1,8,(¢ (e, , ().

On conclut en utilisant la formule de projection pour le morphisme g , et (8.4.2).

PROPOSITION 8.5.= Soit M un Ax—Module localement constant constructible au voisinage

de Y.

¥* * -
a) Notant v: Hy.(X',M®u®d) -H (Y',M@;_:.‘g(d 1))(—2) 1'unique application défi-

nie par la relation

*
(84541) £o £,= j,0 v+id,

on a

(8+502) g0 Y =0,
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et la matrice inverse de (8.3.,2) est

(84543) .

-y g (e,_,(F)

b) Pour tout entier p=20, la suite

~2d

0-8P2d(y, M(=a)) 2> #P=2 (v, M(-1))@HP (x,1) > 5P (x",¥) -0,

dans laquelle ) et y désignent les fléches

A x —> [9*(x)cd_1 (F‘)’ 'i*(x)]

(%, 70 3, (x) + £ (y)

=
so

est exacte., De plus, l'application A a pour inverse & gauche

A () —> g,(x)

*
Preuve : Montrons a). Compte tenu de 4,2 (£, = id), il suffit, pour voir que

* ’ * .
£ ~-i £ Jx

id ,

A O]

le)
«@
*

de prouver que
(] 3 * v

(8.5.4) Yigt id = g [g,()e, ,(F)],
et (8.505) ¥y f =0 o
De (8.5.1), on déduit que

% % * %

P A A

*

d'od par (4.2) j,Yf = 0, d'ol résulte (8,5.5), puisque J, est un isomorphisme,

Montrons (8.5.4). De (8.5.1) résulte que
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* .
£ £ 0y = Jyu Yig+ Jg »

soit, puisque f_J et compte tenu de (8.4.3),

wx= 159
. * K3 s -
359 (ge( ey 1 (F)=d Yig+ 3y -
La relation (8.5.4) en résulte en multipliant & gauche par 1'inverse de Jj, . Enfin
(8.5.2) s'obtient en écrivant que le composé des deux matrices dans 1 autre sens egt
1'identité. Montrons b). De 8.4.3 et 8.4.1 respectivement résulte que poA=0 et
A'o A = id. Par ailleurs, 1'application p est surjective d'aprés (8.3). Il reste
donc & voir que KXer{(p)<Im(X). Mais po{AoA') =0 et X'o (Ao)r') = id de sorte

que p(x) = 0 implique que
(e@r) (o' (X)) = (WeA)(x)
dtod x=AoA'(x) d'aprés 8.3.

8.6 Nous allons maintenant essayer de déterminer la structure multiplicative de

la cohomologie de X' , Pour cela, nous poserons pour tout p&€Z et tout AX-ModuleN

localement constant constructible au voisinage de Y
Px,m) = P2 (v M(-1))@ B (X, M) .
Pour p,q€Z et M,N deux AX-Modules localement constants constructibles au voisi-
nage de Y , on définit une loi de composition
(8.6.1) v Ve e vix ) - i me N
A A
par la formule
* * ¥

6. (v [+t = (wyty? [ 5 - P4, (AN 4
(8.6.2)  (y5,xIU(yg,%,) = (=yiys8+yia i (x,)+(=1)" y 9 1 (x,0,%,%,
Cette loi de composition est clairement anticommutative, et un calcul facile mais fasti-
dieux montre qu'elle est associative. En particulier,

T(x',A) =@ YP(X',A)
peEZ
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est aussi muni d'une structure de A-algébre graduée commutative (au sens des algé-—
pres graduées par Z ), et

V(XM =8 YP(X',M)
pPEZ

3%
est muni d'une structure de module gradué sur l'anneau gradué V (X',A).

PROPOSITION 8.6.3 a) Pour tout couple (M,N) de A,Modules localement constants

constructibles au voisinage de Y , le diagramme

* +*
V(X' M) @V (X',N) w® p > H (X',M)®H (X',N)
(8.6.,1) bij
\% \4
*
v (X' M®N) B > H (X' ,MON)

est commutatif. En particulier, 1‘'application surjective

* #*
b=t V(X8 H (X7, 4)

est un morphisme d'annegux, et 1'applicatign
3 *
b= B2V (x',M) »H (X*,M)

est un morphismes de modules sur anneaux variables.

*
b) Si 1l'on fait opérer V*(X',A) sur H (Y,M(-d))(-2d) au moyen de

l'agglication
*(x,8) 892y, M(=q)) =~ HPFI2 v, M(-a))

(y',¥) ® y —————> i (x).y ,

' 3%
alors 1'application A de 8.5 b) devient un morphisme de ¥ (X', A)-modules.

Preuve : Montrons a). Avec les notations de 8.6.2., il s'agit de montrer 1'égalité
* % % % %
CO P t ] ~1yP9 .+ H /
Je(=yjyaEeyig i (3 + (=17 y3e i (x ) + £ (x,%,)

= (G0 + E ) Gglyg) + £ (x))
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Elle résulte sans peine des égalités

1}

f*(x1)f*(x2)

e (7}759)

* *
£ (x1x2 (multiplicativité de £ )

Iy ) (4.5)

5 rg i (x)

. ¥ ¢ . ¥
I3 e (0)) =3 (") (x) (formule de Projectiop
Montrons b)., L'égalité & prouver, & savoir
JE
AMET(x)ey) = (v, %) A(y)

se décompose en les deux suivantes.

g*(i*(x).y)cd_1(?) = —y'g*(y)cd_1(;)§+-y’g*i*(—i*(Y))
£ g (0 ey (F)
et = 1, (i (x)y) = =x i,(y).
La seconde n'est autre que la formule de projection pour le morphisme i,

La premidre découle immédiatement des relations

v v
-£ cd_1(F) g*[cd(N)] (suite exacte de 8.4.3)

"1, (1) y e M (a1
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9. ANNEAU DE CHOW D'UNE VARIETE ECLATEE ET FORMULE DE SELF-INTERSECTION

DANS L'ANNEAU DE CHOW.

IS

On se propose dans ce paragraphe de donner la démonstration, dfie &
MUMFORD, de 1'énoncé analogue de 4.1 dans 1'anneau de Chow. On montrera ensuite comment
on peut en déduire la "formule-clef" (8.4.3), et par suite déterminer la structure de
1'anneau de Chow d‘'une variété éclatée.

Conformément aux conventions de 3.9, on note (°(X) 1'anneau de Chow
d'un schéma X quasi-projectif et lisse sur un corps k . La théorie de classes de
Chern utilisée est celle de [1].

On se servira plusieurs fois du lemme suivant.

LEMME 9.1.~ Soient S un schéma quasi-projectif et lisse sur un corps séparablement

clos k , E EE_OS—Module localement libre de rang constant r+1 , et p :P::PS(E) -3

le fibré projectif associé, On désigne par F 1le Op—Module défini par la suite

exacte canonique |

(9.1.0) 0=F - p*(g)~op(1) -0,

et on pose £ = c1(Op(1)). Alors :

(i) Pour tout y€cC"(8), on a

(9.1.1) ¥ = py(p (M, ().

(ii) Supposons que E::N(BOS, avec N un O,-Module localement libre de rang r ,

S

N
de sorte que P s'identifie & la complétion projective N de V(N), et notoms

st S = PS(E)

la section composée de la section nulle de V(N) et de 1'inclusion canonique V(N)**ﬁ .

Alors

(a) Pour tout y€cC°(S), on a les relations :

(9.1.2) 5, (¥) = p*<y)cr<ﬁ>=p*<y><_§o 2¥(e, (M), gans ().

(9.1.3) s, (v) = v (1), gans c(5).
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(b) Pour tout z€C(N), on a :

(9.1.4) s'(2) = py(z e (F)) , dams C(s).

Preuve : Montrons (9.7.1). Grice & la formule de projection pour p , i; suffit de Vo,
que p*(cr(;)) = 1 . Pour cela, il n'y a qu'a copier la preuve de 8.4.71, en utilissy,
les relations ([CH] 4 (17)). L'égalité du 1° et du 3% membre de (9.1.2) n'est autre
que le lemme 3 de [1]. Paraphrasant la preuve de (8.4.1), on voit que

(9.7.2) bis ®) - 5 o"ley et

1=

* ,
ce qui achéve la démonstration de (9.1.2). Appliquant le foncteur s aux deux membreg

extrémes de (9.1.2), on voit, puisque pos=id, que {9.1.3) sera conséquence de 1'é.

galité
* r-1 * v rei
s(z plc;(MME™) =0,
1=0
et & fortiori des égalités
* .1 .
(9.1.5) s(£)=0 (i>0).

N
Montrons (9.1.5). Notant « : V(N) =N 1'inclusion canonique, on a évidemment

a*(0§(1)) = GV(N) , d'ou
@ (8) = @ (e, (0, (1)) =y (G yy) = O

par fonctorialité des classes de Chern. L'assertion.en résulte aussit8t par définition

2

de s . Montrons (9.1.4). Nous utiliserons pour cela 1'égalité

(9.1.6) g (M =c M ed)=0,

qui résulte aussit8t de la suite exacte {9.1.0), L'élément 2z admet une décomposition

unique de la forme
ro, : )
z=Z% p (a)8 , avec a.€C"(s),
. i i
i=0
N ,
([cH] 4 Th 1). De (9.1.5) résulte que s (2) = a, » Par ailleurs, 1'égalité (9.1.6)

¥* v
montre que 2z cr(ﬁ) =p (ao)cr(F), et on conclut par (9.1.1).
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Enongons maintenant la "formule de self-intersection" dans 1'anneau de

Chowe

THEOREME 9.2 (MUMFORD).- Soient X un corps séparablement clos et 1i: Y& X une

immersion fermée, purement de codimension d , de k-schémas quasiprojectifs et lisses.

alors, notant N le faisceau normal de i , on a pour tout y&€C*(Y¥) 1'égalité

.*- v
id,(y) =y ey (M)
dans C°{(Y).

Pour la preuve, nous allons avoir besoin d‘'un certain nombre de notations
et de schémas auxiliaires.
1 .
Plongeons X dans Z=XX Pk au moyen du morphisme u: t = (t,O), de
k

sorte que l'on a un diagramme cartésien

A iy
N ——mm> 7!

94 £

\% ; Vv
i

YC__1_..__>Z

ol Z' désigne 1'éclaté de Z le long de Y , et ﬁ:PY(N@oY) est la complétion
projective du fibré vectoriel V(N). Comme dans 1'énoncé de 9.1, on note s:Y% i

le morphisme composé de la section nulle de V(N) et de 1'inclusion canonique

v(N) cH .

L'inclusion YCX permet d'identifier YxP1= ¥ & un sous—;chéma fermé
de‘ X)(P1 s On note W' 1le "transformé pur de Y)(P1 par f1" , i.es le sous-schéma
de Z' éclaté de YxP1 le long de Y=YXO0 . I1 est clair que w'nR s'identifie
4 la section nulle de ﬁ et que, comme Y est de codimension 1 dans YXP1, le mor=
phisme canonique f‘2: Wi- YxP1 est un isomorphisme. Les autres notations relatives &

W' sont fixées par le diagramme canonique
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(p,)

De méme, notant X' le ous—schéma fermé de Z', éclaté de X=XXO 1le long de Y,
il est clair que P(N):X'ﬂ N s'identifie & l'hyperplan & 1l'infini H de N . Les

autres notations relatives & X' sont fixées par le diagramme canonique

2 57
k v
£
{,) 1

3 v
XxP =2
e I £
) w
v . v
1
I

|

Nous allohs maintenant donner sous forme de lemme un certain nombre de»relations utilesl
pour la suite., On note le 0.~ Module localement libre défini par la suite exacte ca-

N
nonique

(9.3.0) 0-E = ¢, (N®0,) =0,(1) =0,
N
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et on pose

(9.3.1) ' 2= ey 0.00).

Lemme 9.3.- Avec les notations précédentes, on a les relations.

(9.3.2) 5381 = c,(B) , ams (M) .
(9.3+3) e = § 0, dams (@) .
(9.3.4) F (1) = (3, (109, (1), dans C*(27).

preuve : Tous les k-schémas envisagés étant lisses, il est immédiat, pour des raisons
de dimension, que les morphismes j1 et B (resp. j1 et v) sont transversaux. De

([CH]4Cor. 1 de la prop. 2) résultent alors les égalités

i

3B = s (D

35w = ().

Les égalités (9.3.2) et (9.3.3) proviennent alors de (9.1.2) et de la normalisation
des classes de Chern ([CH] 4-18) respectivement. Montrons (9.3.4). Le cycle X'

de Z' étant le transformé pur de X X0 par f on a a priori une égalité de la

1!
forme

3* *
(9.3.5) £, u, (1) = (3,),9,(w) + v, (1),
avec p€T(Y, W), et il s'agit de voir que u=1. On peut le faire en adaptant la
preuve de {SGA 7 X 2.6.3). Nous allons donner ici une démonstration directe. Appliquant
* . -
j, aux deux membres de (9.3.5), on obtient (cf. (Dz)) :

* % # kP 3 K3
(9.3.6) 9y 1 uu (1) =305, () + 3,v (1),

*

Un cas trés particulier de (9.1.3), ou une vérification directe, montre que u u (1) =0,

Utilisant (9.3.3), il résulte de (9.3.6) que

(9.3.7) 0237 (3,9 (W + % .
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Quitte & se placer au~dessus d'un voisinage d'une composante connexe de Y , on peyt
supposer Y connexe, de sorte que (9.3.7) prend la forme

s .*{ . -
(3.3.7) bis 0=p 3, {3 (1+E , avec neW .

Comme j:(j1)*(1) est homogéne de degré 1 , il est de la forme
P % -
3G =g () +vE,

avec pEC‘1 (Y) et v€Z . Portant cette expression dans (9.3.7) bis, on obtient aussi.
t8t p=0 et pv= =1, avec p€EN , d'od u=1 et v=-1, ce qui achéve la preuy,
de (9.3.4).

La clef de la démonstration de 9.2 réside dans la preuve du lemme suivant
(qui serait évident si on savait, comme c'est le cas en cohomologie, que

¥* - P
3;3(3.04(¥) = =y € pour tout yec'(N)).
LEMME 9.4.- Pour tout y€C°(N) , on a :
v .* .
cy(B)3,(3(m =0

Preuve : L'élément y admet dans C*(N) une unique décomposition de la forme

3
y= T g1(ap)§p ,

Osp<d
soit, d'apras (9.3.3),
#* *
(9.4.1) y= I g fa)liy v (OF .
- Ospsd P

Compte tenu de la formule de projection ([CH] 4 I 9) pour le morphisme j, et de

(9.1.6), on en déduit que
v JE L V¥, #*
cq(B) 340305 = e (83,0309, (a)
*
autrement dit, on est ramené & montrer 9.4 lorsque y est de la forme g1(a), avec

e s - 2 .* . * ® o
a€c’(Y) . Ceci dit, 1'élément 31(31)*(91) (a) admet & son tour dans C°(N) une

unique décomposition de la forme
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®, * * =
(9.442) 3109, (a) = 9, ()P,
. O<psd

*
et, utilisant une nouvelle fois (9.1.6), on a & montrer que 91(bo)cd(§)= 0 . En fait,
nous allons voir (ce qui d'ailleurs équivalent d'aprés 9.1.1) que 1l'on a méme

b =0 . Compte tenu de (9.3.3), nous pouvons réécrire (9.4.2) sous la forme
o

S, * * L
(9+403) 3103908,(@) = g5 (b ) + 2 v, (1),

avec z€C°(N). Appliquant (j1)* aux deux membres de (9.4.3) on obtient, compte

tenu de la formule de projection pour j1 N

(9.4.4) (3695 () = L0348 (103, (1) =, (10050, ().

portant dans (9.4.4) 1'expression de (j1)*(1) déduite de (9.3.4), on obtient :
* * * . * .
(9.4.5) (342591 (Bg) 310554 () £4u, (19, (1) [(51) 593 (2)+ (5, () 1.
Comme X XxO est linéairement équivalent & X x1 dans X xP1 , on a 1'égalité
f?&ﬁ):f:@x1),d%ﬁ,cmme ﬁﬂff(Xxﬂ =g,
. R * 3
(9.4.6) (3 )k, (@) u (1) =0 .
Comparant avec (9.4.5), on en déduit
- * . * -
(9.4.7) (34059 (b ) = v, (003,59, (2)+ (3 ) ()T

Par ailleurs, il est clair que W'N X' = ﬁ ; en effet, ils pourraient tout au plus se
couper au-dessus de Y , ou l'un donne la section nulle et 1'autre l'hyperplan a

- *
1'infini de N . Par suite, B v, (1)=0, d'od par (9.4.7) :

(9.4.8) B (39, (bg) = 0 .

Mais, comme on 1'a déja remarqué (cf. preuve de 9.3.2), B et j1 sont transversaux, de
sorte que (9.4.8) fournit

#* X
{9.4.9) 0= 6,sg,(p) = 8, (b, ).
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Enfin, appliquant (f‘z)* 4 (9.4.9), on obtient Y*(bo)=0’ d'od b = O, puisque vy,

est injectif (y admet une rétraction évidente).

9.5. Montrons enfin comment ce qui précéde entralne le théoréme., Notons
1 . : s . . . o
p: Xka — X la premiére projection, de sorte que i=po iy Si yecC (Y), on a

évidemment

(9.5.1) 11,00 = (1)), avee F=p"1,(y) .

D'aprés (9.1.1), on en déduit que

5,00 = (3,),[31;(De ()], soit
(9.5.2) 71,(v) = (570403785 (D) e (B) 1.

Pour prouver le théoréme, on peut, par linéarité, supposer que y est le

cycle irréductible associé & une sous-variété T de Y, de sorte que X correspond

au cycle TxP1 de Z=XXP1 . Notant 6 1le transformé pur par f1 de TxP1,

. . . 1
i.e. l’ad.hérer_lce de 1'image réciproque de T xP au dessus de Z & Y , on a une rela-

tion de la forme

(9+543) f:(f) = 9 + (j,‘)*(w), avec weC'(N) .

Portons cette expression dans (9.5.2). Il résulte alors de 9.4 que
* ¥* v

(9.5.4) i ,(y) = (97)4[3,(8)c (B)],

dtol, par {9.1.4),

(9.5.5) i, () = 573500 .

Mais, comme le schéma (réduit) sous-jacent 3 © est 1'éclaté de TXP1 le long
1 . . & . .
de T=(TxP )NY, il coupe transversalement la section mulle de N suivant 1'image

de T par ladite section nulle. Par suite,

ce qui, compte tenu de (9.5.5) et (9.1.3), achéve la preuve du théoréme.
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Venons—en maintenant & la "formule-clef" mentionnée dans 1'introduction,
Les notations adapt;ées, rappelées pour la plupart, sont celles de 4. On observera
qu'elles sont compatibles avec celles introduites dans le présent paragraphe, 2 ceci
prés que le schéma noté Y' dans 4 est ici noté H {pour "hyperplan"). On utilisera

d'ailleurs les deux notations concurrement.

PROPOSITION 9.6.- Soient X un corps séparablement clos et i:Y< X une immersion

fermée, purement de codimension d , de k-schémas quasiprojectifs et lisses, Désignant

par £:X'» X 1le X-schéma obtenu en faisant éclater X le long de Y , soit

‘4 c—J_____> b &

M i
y et o

le diagramme cartésien construit & partir de £ et i . Alors, notant F le Oy, ~Hodule

localement libre défini par la suite exacte canonique

L3
(9.6.1) o-F—~g(N)-»oY,(1)—~o R
on a 1'égalité

(9.6.2) 1,00 = 5,5 ey ),

dans C°(X'), pour tout yec*(Y).

Avant de prouver 9.6, nous allons dégager sous forme de lemme quelques

propriétés des diagrammes (D1) et (D,) qui n'ont pas été établies jusqu'ad présent.

LEMME 9,7.- On_a les égalités :

v v * v
(1) ca® = Koy () + (5" (c, 0.
#*
(ii) B*fzy*(y)=f:a*y*(y) pour tout yeC°(Y) .

(iii) f:u*<t) = (j1)*[(io g1)*(t)]+v*f*(t) pour tout t€C°(X),
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*
Preuve : Montrons_(i). On pose §=c1(oy,(1))=k (8). En paraphrasant la preu = 4o

(8.4.1), on obtient les égalités :

V. d 3* Yo o2 Qe
(9.7.1) ca®) = L 5y(c,NTTF .
v a-1 v d-1-q
(9.7.2) € g (P =q;zo g (e, ()8 .

De (9.7.2), on déduit :
)2 %ot (e, (H)Eo-=
k*[cd_1 ]=q§0 X [g1 4 N))E 1,
d'ou, gréce & la formule de projection pour k et au fait que k*(1)=2 ,
v d=1 v\ deg
(9.7.3) ke, .(Ml=z5 g,(c_(M))E .
. *#-7d-1 4=0 17 q

L'assertion (i) résulte aussit8t de la comparaison de (9.7.1) et (9.7.3). Montrons
(ii). On peut supposer que y est un cycle irréductible de Y , correspondant 3 une
sous=variété notée de méme. Alors le cycle Y*(y') =y X0 et rationnellement équivalent

4 yx1, de sorte qu'il suffit de voir 1'égalité de cycles

(9:7.4) By (yX1) = £10,(yx 1),

Mais, comme (yx1)N(Yx0) =4, f1 est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage
ouvert de yx 1, d'ol aussitdt (9.7.4). Montrons (iii). Notant p: XxP1-‘ X la

premiére projection, il résulte de (9.1.2) que :
*
(9.7.5) 1) = p (), (1),
d'ol, comparant avec (9.3.4),
* * X
(9.7.6) 219, (€) = (Po£) ()16 (N+v (D]
Utilisant les formules de projection pour j1 et Vv respectivement, on en déduit
* . LG *
(9.7.7) £, ()= (G )l(pofi0 1) (v [(poso v) ()],

d'ot (iii) puisque pof1o j1= (pou)oiog1= iog1 et pofov:(poﬁ)of:f.

1
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9.8 Montrons maintenant 9.6. Pour cela, nous allons d'abord voir 1'égalité
* L, % v
(9.8.1) Vol 1 (¥) =iy (g (¥)ey_,(F)),
puis prouver que v, est injective. De (9.7) (iii) résulte :
* % . * %
Vet 1,(y) = £10,1,(9) = (3 ), le,i 1, ()],
soit, compte temnu de (9.2),
% %, . * v,
(9.8+2) v 15(5) = £,(1),(5) = (3)e9, (v <, ().
Par ailleurs, on a immédiatement
s g ¥ v * % v
Vadels (e (FN=03 )Lk 9, (7)), _, (M),
soit, par la formule de projection pour k ,
. * v, * \V4
vadn" (e BV R0 )L Is Ik, (e o D).
vtilisant (9.7)(i), om en déduit :
. * v . * \Y4 R % (V2
(9.843) Vedul8 (Mey_ (F=03 )6 (9] (e 4(E))-(5)0; (v ¢ (¥)).
Comparant (9.8.2)et (9.8.3),0n voit que (9.8.1) &quivaut 2
* . ° * v
(9.8.4) £,(10.(0) = (370409, (7)ey (D),
i,e. 1'égalité correspondant 2 (9.6.2) lorsqu'on remplace par XxP' . Par (9.1.2),
on a
#* v .
(30 e 4 (E0)=(3 g () = 8,8, ().

Mais il est immédiat (cf. (D1) que 8= f;V* , d'ou

. * % *
(9.8.5) (39)6(94() c4(E)) = Byfy Y (¥)-
Par ailleurs, on a évidemment

* *
{9.8.6) £1(i1)*(y)=f1a*y*(y) , de sorte que (9.8.4) résulte de la

comparaison de (9.8.5), (9.8.6) et (9.7)(ii).
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LEMME 9.8.7. L'application v, est injective.

Preuve : Soit Z" 1'éclaté de Z' le long de W', ou, ce qui revient au méme, le
long de NUW'= £;1(Y'xP1). Le transformé pur X" de X dans Z" est aussi le trapg

formé PUT de X' dans Z". Les notations sont déterminées par le diagramme Canonique

L]

L R AT
1] T
£y £
A\ v v
X! ———> 7

Comme X'NW'= g , le morphisme f% est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage
ouvert de X', et en particulier f' est un isomorphisme. De plus, comme f{ est

transversal & Vv , on a 1l'égalité

(9.8.8) (f;)*o V= Voo (f')*

de sorte qu'il suffit de montrer que Vg est injective. Mais, d'aprés la propriété

de commutativité des éclatements (voir, par exemple, Hironaka : Smoothing of algebraic
cycles, Amer. Journal of Math. (1968), lemme 4.1), 2" peut &tre aussi obtenu en éclata
d'abord XZXP1 le long de Y)(P1, d'ou un schéma Z% , puis Z; le long de 1'image
réciproque de Y . Il est clair que Z; = X'x P1, avec comme projection Z;* X xP1

le produit f£xid 1 d'od le diagramme cartésien évident
P

g .gxid £xid

le transformé pur de XxO0 par fxid s'identifie & X'x0, qui contient

H=HxO=(fX id)_1(Y?. Si maintenant on éclate Z; le long de H , comme H est

purement de codimension 1 dans X', le transformé pur de X' est canoniquement isomor-

phe & X' (ce qu'on savait déja), d'oh un diagramme commutatif canonique
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x‘ C—_._____.____> ZH
" #
£ ’ £
v , v
H © > X e v > X'xP

t  —— (t,0)

Rappelons que nous voulons voir que vy est injective, Comparant avec <D2) , on voit
qu'il revient au méme de montrer que v, est injective lorsque de plus Y est de Com
dimension 1 -dans X , ce que nous allons maintenant faire. Mais alors 1'égalité

(f1)*o Ve= W0 £, permet de conclure , puisque £, est un isomorphisme et w, un

monomorphisme direct (u admet une rétraction).

Enongons maintenant le théoréme correspondant 3 (8.5) b).

THEOREME 9.9.- Pour tout entier p =20, la .suite

0 = P9y 2 P (v @cP(x) > cP(x) = o
dans laquelle X et p désignent les fléches

At x ———> [g*(X)cd_1 (F), -1, (x)]

bt (x,y) w3 0+ £ (y)

est exacte, De plus, 1l'application A a pour inverse & gauche :

At (x,¥) — g (x).

Preuve : La derniére assertion n'est autre que (9.1.1). De méme, (9.6.2) exprime que

uo0d = O . Montrons que i est surjective, Nous aurons besoin pour cela de

(3.9.1) g8 (2) = 2 (zec*(x)) ,

qui résulte immédiatement de la formule de projection pour f et du fait, é#ident,

que f*(1) = 1, Soit donc t€C°(X')., On a, d'aprés (9.9.1),

f*(t—f*f*(t)) =0,

Comme £ induit un isomorphisme de U'= X' Y' sur U=X %2 Y , on en déduit que la
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#
restriction 2 U' de t-f £,(t), est mulle, et par suite ([CH] 4 th. 2), on a une
égalité

¥*

t-£ £ (t)=3,(a) avec a€C*(Y').
Montroms maintenant 1'exactitude au milieu., Soient donc aéiCP_1(Y') et t)ECp(X)'
vérifiant

. 3* :
(909.2) igla)+ £ () = 0.
Appliquant £, aux deux membres de (9.9.2), on voit que

R L4

£iu(a) + £.F (p) =0,
d'ou compte tenu de (9.9.1),
(949.3) b= -ig,(a) .

Posant x= g*(a), il nous suffit donc de montrer que

(9.9.4) a=g (e, ).

Posons pour cela
% v
z=a=-g (x)cy_,(F) (x=g,(a)),
et montrons que zZ= 0 . Pour ce faire, nous allons voir que l'on a les deux relations

ig(z) = 0 et g,(z) = 0, puis qu'un élément z vérifiant ces deux relations est

nécessairement nul., Par définition,
o 2 2 * v
5(2) = 5,(a) = 35" () ey, ),
soit, compte tenu de (9.6.2),
2 2 *.
i (2)=3,(a) -2 1,(x) .

Aprés avoir remplacé i,(x) par -b (9.9.3) dans 1'expression précédente, on déduit

de (9.9.2) que j,(2)=0 . Compte temu de la définition de x , on voit que

gx(2) = x-g,(¢ (e, () = 0

d'aprés la derniére assertion du théordme. Montroms maintenant comment la nullité
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de z résulte des deux relations j,(z) =0 et 9,(z) = 0 . Comme Y‘==PY(N) N

1'élément 2z admet une représentation unique de la forme

z = g*(ao)+9*(<‘=l1)§+---Jrg*(fsld_QEd"1 ,

avec a; € CP_1_1(Y) . Comme g*(z) =0 , il résulte de la formule de projection
pour g et du fait que 9y diminue les degrés de d-1 wunités que d4.4 = 0 .
par ailleurs, d'aprés (9.2) ,

.*.
2§ =3 ,(z) =0,
* * d=1
dtor g (ao)§+.°.+g (ad 1)5 = 0 ; donc tous les a5 sont nuls et z =0 .
9.10. Avec les notations de (9.9) , l'application

W= AoA'
§

est un projecteur vérifiant Im(w) = Im(A) . Par suite U enduit un isomorphisme

b Ker(w) —=> cP(x?) .

Mais

(9.10.1) Xer(w) = Ker(g,)®cP(x) & Py ecx) .

En effet, un élément (x,y) de Cp_1(Y')€BCP(X) appartient & Ker(w) si et
seulement si

g g, (x) . cd_1(¥) =-ig.(x) =0,

soit, compte tenu de (9.1.1) , g*(x) =0 .
Dfautre part, la structure de l'anneau de Chow d'un fibré projectif, et notamment
les relations
6, (5) = 0 pour i< a1 g (%) = 1
montrent que

% pei % p-2 % ped] oy A=
Ker(g*) =g v)eg P (DE®...0g P (v)g .

Autrement dit, § peut &tre interprété comme um isomorphisme
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(9.10.2) cp“_1 et a...0c" " (vocP(x) = ') ,

dont il est facile d'exhiber 1'isomorphisme inverse.

Ainsi que me 1l'a signalé MURRE, 1'énoncé (9.10.2) est prouvé pour
d = 2 par SAMUEL (Relations d'équivalence, Proceedings of the International
Congress, Edinburgh 1958 ) .

Bien entendu, on a dans le cadre de la cohomologie étale ou &~ adique

un énoncé analogue & (9.10.2) , qui se déduit cette fois de (8.5) .
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EXPOSE VIII

GROUPES DE CLASSES DES CATEGORIES ABELIENNES

ET TRIANGULEES. COMPLEXES PARFAITS.

par A. Grothendieck, rédigé par I. Bucur

Dans le présent exposé, nous esquissons rapidement les
notions et résultats qui nous seront indispensables dans ies exposés
suivants, concernant notamment les complexes pseudo-cohérents et
parfaits. Un exposé plus complet de ces derniers, avec des démonstra-—
tions plus détaillées, figurera dans les premiers exposés du sémi-
naire sur le théoréme de Riemann-Roch pour les schémas, qui feront

(*
suite au présent séminaire.

1. Cas des catégories abéliennes. Soit € une catégorie abélienne

et soit D une sous-catégorie pleine de C . On dit qu'une fonc-
tion f de D dans un groupe abélien C est additive si pour tou-

te suite e;acte de C
0 == B! ==» E «=>E" ——>»0 ,
telleg que E' , E" , E soient des objets de D , on a
£(E) = £(E') + £(&")

Soit f wune fonction additive de D dans un groupe abélien G .. Les

propriétés suivantes sont des conséquences faciles de la définition :

L

x) f£(0) =0 .

B) £(X)

£f(Y) si X et Y sont isomorphes.

9 SGA 6 I
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¥ (X eY) = £(x) + £(y) .

é) Soit E = (Ei, dl) un complexe fini de D tel que

1

les objets BT = Im(d}) , 2z = ker(at) et H'(E) = 2'/B

sont

. . — ) .
dans D . &lors ona . (~-1)'(ED=/_ (=) £(8(®) .
i i
£) si Fié Ob D a une filtration finie,

0 = FO{; F1 e (C Fn =F , et si l'on suppose que poir 0< ii;n

' = > (¥, /F,
F, et Fi/Fi__1 sont des objets de D , alors f£(F) féﬁ ( l/ 1_1)
W) Si D est stable pour les sommes directes infinies,

alors £ =0 .

Pour démontrer & )} on utilise les suites exactes s
0 7t —= 8 -3 50
0 —> B =2t s (E) 0 .

Lo démonstration de £) se fait par récurrence sur n en utilisant

la suite exacte O =2 Fn—1 ——e B e F/Fn_1 —_— 0 .

Pour démontrer ) soient B £ 0b D et F= ¢ E
né&%+nn n

ne % . Alors E@F = F of en appliquant ¥) ona

£(F) = £(F) + £(E) donec £(E) =0 .

Si l'on considére, pour tout groupe abélien G, le grou-
pe abélien AD(G) des fonctions additives de D dans G , on ob-
tient de manidre évidente un foncteur covariant AD s Ab ~-> Ab

Le foncteur AD est représentable. Un couple de représentation

(KD(C)’ ¥ ) peut 8tre obtenu de la manidére suivante :
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Désignant par L le groupe abélien libre engendré par
les objets de D  soit R 1le sous-groupe de L engendré par

les éléments de la forme E§ — E' — B" pour chague suite exacte
0 = E! =% B —=» E" -=» 0

de C . On pose KD{C) = L/R . L'application “P s'obtient en

composant les deux applications canonigques Ob D —= L —éb.L/R .

Quand il n'y aura aucun danger de confusion, on peut abréger la
3

notation KD(C) = K(D) .

2. Cas des catégories triangulées. Soit C une catégorie triangu-

lée et G wun groupe abélien. On dit qu'une fonction f de C

dans G est additive si pour tout triangle distingué

Z
N
W //’ "V
174
p SRR N

u

ona f(Y)=f£(X)+ £(2) .

Etant donnée une fonction additive f , les relations

suivantes sont des conséquences immédiates de la définition :
a) f£(0) =20
v) £(x[n]) = (-1)" £(x)
c) f(X) = £(Y) si X et Y sont isomorphes.

d) f(Xe Y) = f£(X) + £(Y)
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En effet les triangles suivants sont distinguds

/ ,\ / f\ /o\ jy YE1§.\

X —--g-a X, Rem=30 , XY , X8 7Y --3X

{(u isomorphisme). Pour former le dernier triangle, nous avons uti-
lisé le fait que la somme de deux triangles distingués est distine-
guée. Comme dans le cas des catégories abéliennes, on obtient de la
maniére évidente un foncteur A ; Ab ——» Ab , qui associe & chaque
groupe abélien G le groupe abélien A(G) des fonctions additives
sur C & valeurs dans G . Ce foncteur est représentable et il
est facile de construire un couple de représeﬁtation (K(C)gclc) .
En effet, on considére tout d'abord le groupe abélien libre

Zi(Ob ¢) engendré par les objets de C et puis le sous—-groupe R

engendré par les éléments de la forme X - Y - 2 , ol

est un triangle distingué. Le groupe gquotient ZS(Ob c)/R sera
K(C) et cl, s'obtient en composant les deux applications cano-

niques :

0b 0 ez (0 O gy .

3. Caractére fonctoriel. C et C' étant deux catégories triangu-

lées, soit T : C ——2C' un foncteur exact de ¢ dans C' , c'est—

a=-dire un foncteur additif, "gradué" et transformant les triangles
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distingués en triangles distingués. Désignons comme plus haut par
AJAY 3 Ab —=> Ab les foncteurs associés aux catégories C et C' .
Il en résulte un morphisme fonctoriel A' --» A de "composition
avec VT" donc un homomorphisme K(T) s K(C) —= X(C') wunique tel

que le diagramme

Y p— I oo
%
ch ’ olc,
Y
K(C) ————m RT) > K(C')

seit eommutatif. Il en résulte que si les foncteurs T,T1 ¢ C - C!
sont isomorphes, alors K(T) = K(Tq) . En particulier si le fonc-
teur T est une équivalence de catégories, alors K(T) est un

isomerphisme.

Si C" est une troisiéme catégorie triangulée et
P : CxC! -;>-C" un bifoncteur exact en chaque variable, alors il
est clair gu'il en résulte une application bilinéaire
K(F) « K(C)xK(C') - K(C") , telle que la relation suivante soit

vraie

K@) (e15(X) 5 o1y, (K1) = ely(R(K,X)) .

Proposition 3.1. Soit A wune catégorie triangulée, B une sous-

catégorie triangulée épaisse de 4 A/B la catégorie quotient
de A par B , Q s A —=>-A/B le foncteur canonique de passage
au quotient; i : B --3 A le fonoteur d'inclusion. Alors la suite

suivante est exacte



356

x(s) Sid gy BOL ¢(*5) s o

Démonstration. Il est clair qu'il existe un homomorphisme naturel
Coker (K(i)) —Jz;ﬁ-K(A/B) . D'autre part il existe une application
svidente ob(A/p) Y- » Goker (X(1)) , puisque 0b(%/B) - ob(a) .
Soient X,Y - Ob(A/B) et supposons qu'ils sont isomorphes. Nous
voulons démontrer que Y (X) = ﬁP(Y) . La catégorie 4/B s'ob-
tient par un calcul de fractions & droite ou & gauche, le systéme
multiplicatif S étant constitué par l'ensemble des morphismes f
qui sont contenus dans un triangle distingué (X',Y',Z2',f,g,h), on
Z' est un objet de B . (S est un systéme multiplicatif saturé).
Il en résulte alors qu'il existe X1 et X1 —Soe-x s X1 ——EJa-Y
tel que s,t € S . Il nous suffit donc de démontrer que yk(X)==YYX1),
ce qui résulte de falt qu'il existe un triangle distingué de la

forme (X1,X,Z,s,...) avec Z € 0b B .

L'application Y est une fonction esdditive. En effet,

(X,Y,Z2,f,g,h) étant un triangle distingué de A/B , 11 faut dé-
-
montrer que (X) + Xv(Z) = f(Y) . Mais la relation s'ensuit main-
tenant, parce que le triangle (X,Y,Z,f,g,h) est isomorphe & un
triangle distingué de A . Par conséguent, on obtient
A . . R o
ﬁ: X( /B) ~=> Coker (K(l)), et il est immédiat de vérifier que @

est inverse de & .

4. Comparaison avec le cas des catégories abéliennes. C étant une

catégorie abélienne, D(C) 1la catégorie dérivée de C , on désigne

comme d'habitude par Db(C) la sous-catégorie pleine de D(C) en—
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gepdrée par les cemplexes bornés. Si 1l'on associe & chaque objet

X de C 1le ;omplexe dont toutes les composantes sont nulles, sauf
celle en dimension zéro qui est égale & X , on obtient un homo-
morphisme K(C) ~i€;%> K(Db(C)) . Cet homomorphisme est en fait

un isomorphisme. En effet, nous pouvons utiliser la proposition 3.1
pour construire un inverse de jA , en tenant compte que
Db(C).éé'Kb’b(C)/Kb’ﬁ(C) R Kb’ﬁ(c) étant la sous-catégorie épais—
se de Kb’b(C) des complexes acycliques. Soit X'=(Xi) € Ob(Kb’b(C))

Si l'on pose
£(x7) = 7 (=1)Tely (X))
1

on obtient une fonction additive de Kb’b(C) & valeurs dens X(C) .
En effet, on observe tout d'abord que si X" et Y ' sont homotopes,
alors f(X") = £(Y') , puisque £(X") = £(H(X')) . Il en résulte
donc un homomorphisme K(Db(C)) —3—4% K(C) et il est immédiat de

vérifier qu'il est l'inverse de M .
rd

L'invariant K(C) é&tant souvent sans intérdt lorsque €

est "trop grosse", il y a l'iﬁtérét de le relativiser par rapport
& une sous-catégorie Co de C . Soit donc Co une sous-catégorie
pleine de C . Nous pouvons définir d'une part le groupe
KO(C) = K (C) . Supposons d'autre part que la condition suivante
soit remplze H

(&) Co est stable pour les sommes directes finies.

Il est alors facile de définir la catégorie triangulée D:(C)
en utilisant les complexes (2 cohomologie bornée) de C ayant comme

composantes des objets de la sous-catégorie Co , et passant au
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quotient par les quasi-isomorphismes de tels complexes. Il en résul-

te comme plus haut un homomorphisme
b
(=) K (0) = K(D2(0)) .

Suppswons que la sous-catégorie C0 satisfasse en plus & la condi-

tion (B) suivante :

(8) si X,YEObC et X ~2-5.Y est un épimorphisme (dans

C bien entendu), alors Ker u £0b C_ .

'En raisonnant comme plus haut, on peut montrer que 1'homo~-

morphisme (%) est un isomorphisme.

Le foncteur canonique d'inclusion D:(C) — Db(C) n'est

pas en général pleinement fidéle. Cependant :

Proposition 4.1. Subposons que la sous-catégorie Co satisfasse

gux conditions (4), (B) ainsi qu'a la condition (C) suivante :
(¢) Tout diagramme

N

>
<

oi u est un épimorphisme et L & Ob C0 , peut &tre complété en

un diagramme commutatif :
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tel que L1 & 0b C0 et que w est un épimorphisme.

Dans ces conditions, les foncteurs canoniques

VD;(C) e~ D7{C)

sont pleinement fidéles. En plus, l'image essentielle de Dg(c)

(resp. D;(C) ) est stable par facteurs directs.

La démonstrgtion de cette proposition utilise essentiel-
lement un critére de Verdier ([2], 4-2 Théoréme) et sera donnée

dans le premier exposé du séminaire sur Riemann-Roch (SGA 6 I 2.7).

Corollaire. Supposons de plus que la sous-catégorie CO est stable par
Ker et Coker , donc une catégorie abélienne, et désignons par
Db(C)o la sous-catégorie triangulée pleine de Db(C) engendrée

par les complexes de Db(C) 3 objets de cochomologie isomorphes &
des objets de Co . Alors le foncteur d'inclusion

Db(Co) — Db(C)0 est une équivalence entre les deux catégories,

et par conséguent on obtient la suite d'isomorphismes
K(C,) o= K_(C) =< K(Db(CO)) o K(Db(c)o) e

Observation. Supposons que la sous-catégorie C0 satisfasse agx
conditions (A) et (B) et que chaque objet de C admette une ré-
golution finie & gauche par des éléments de Co . Dans ce cas, C0
satisfait aussi & la condition (C) et le foncteur canonique

D:(C) -—J>-Db(0) est en fait une équivalence de catégories. Par

conséquent, on a 1'isomorphisme K, () ~ k() .
o

(&) cf. (SGA 6 IV 1.6)
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5. Complexes psgudo~cohérents. Soient C une catégorie abélienne

et CO une sous—catééorie pleine de C satisfaisant aux condi-
tions (a) , (B), (¢) . Nous désignerons par D;(C)coh 1l'image
essentielle de D;(C) par le foncteur canonique D;(C) -3 D(C) .
Les objets de D;(C)coh seront appelés des complexes C_-pseudo-
cohérents. Donc un compiexe de C est Co—pseudo-cohérent stil
est isomorphe dans D(C) & un complexe borné supérieurement et

dont les composantes sont des objets de CO .

La catégorie D;(C)coh est une sous-catégorie triangulée
de D(C) , dans le sens que tout triangle distingué de D(C) dont
deux des sommets sont des objets de la sous~-catégorie D;(C)Ooh 9
est isomorphe & un triangle dont les trois objets sont des objets

de ;a sous-catégorie Do(c)coh

Tout d'abord, il est clair que la sous-catégorie D;(C)coh
est stable par l'automorphisme de translation T : D(¢) —-> D(C) .
Pour démontrer donc que D;(C)coh est une sous-catégorie triangu-
1éc de D(C) , il suffit de vérifier que si U, V° sont des

objets de DO(C)coh et si le triangle :

est distingué (pour la structure de catégorie triangulée de D(C)) ,

alors W est aussi un objet de D;(C) . Par hypothdse, il

coh

existe des complexes X' , Y', isomorphes dans D(c) & U" resp. V',

dont les composantes sont des objets de C0 . On obtient le carré
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commutatif (dans D(C))

u

0 v
VY
X ooz ¥ .

Mais, quitte & remplacer X  par un autre isomorphe, nous pou-
vons supposer, grice au fait que le foncteur d'inclusion

D;(C) —=%» D (¢) est pleinement fiddle (prop. 4.1), que f est

un véritable morphisme de complexes. Soit 2° 1le "mapping cylinder"
de £ et g : Y ~—»Z° le morphisme canonique. Par la construc—
tion m@me, les composantes de Z° sont des objets de CO (condi~

tion (4)). D'autre part

étant un triangle distingué dans D(C) , il en résulte que Z° est

isomorphe & W'

La catégorie D;(C) est munie donec d'une structure de

coh

catégorie triangulée : un triangle dans D;(C)coh sera distingué
si et seulement s'il est distingué dans la catégorie triangulée
p(c) .

avec Db(C) sera notée

1y +i -
L'intersection de DO(C) coh

coh
b
Do(c)coh ’

Un objet ¥ de C sera appelé pseudo-cohérent s'il l'est

comme complexe réduit au degré zéro ¢ on prouve qu'il faut et suffit
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pour eela qu'il admette une résolution 4 gauche dont les composan-—

tes sont des objets de Co .

Proposition 5.1. Un complexe X est Co—pseudo-cohérent si et seu-
lement s'il est isomorphe & un complexe qui est limité & droite et

dont les composantes sont Co—pseudo—cohérents.

La démonstration de cette proposition figurera dans le

premier exposé du séminaire sur Riemann-Roch (SGA 6 1 2.7).

6. Complexes parfaits. Un objet de la catégorie D(C) sera appelé

un complexe Co—parfait g'il est isomorphe & un objet de D:(C) s
ctest-3~dire & un complexe borné dont tous les composants sont dans

C, - Nous désignerons par DO(C) la sous-catégorie pleine de

parf
D(C) engendrée par les complexes parfaits.

La catégorie DO(C) n'est donc pas autre chose que

parf
lt'image essentislle de DE(C) par le foncteur d'inclusion

b ) . .

DO(C) -=» D{C) . Il est facile de voir que Do(c)parf est une
sous—catégorie triangulée de D(C) , et est munie par conséquent

d'une structure de catégorie triangulée.

7. Cas particulier important. Soit A wun anneau et C 1la catégorie

des A-modules (& gauche par exemple). Désignons par CO la sous-
catégorie pleine de C engendrée par les A-modules projectifs de

type fini. La sous-catégorie C_ satisfait les conditions (), (B),
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(C). Nous utilisons dans ce cas les notations suivantes :

i

D <A)coh = Do(C)coh

b b
.D (A>coh N Do(c)coh
D(A)parf = Do(c)parf °

Les complexzes de D(C) qui sont € -pseudo-cohérents (resp. .-

parfaits) seront appelés simplement des complexes pseudo—cohérents

(resp. parfaits).

Il sera intéressant de considérer les groupes suivants :

K(0°(4)

n

)

K.(A) coh

K" (a) K(D(4) ) -

1

parf

En ee qui concerme le groupe K°(4) , nous avons (prop. 4.1,corollaire):

K (8) = K(D(&) o) == K(D2(0)) = K, (€)

parf o

ce gui montre gu'il est donc aussi le classique "groupe des classes

de modules projectifs de type fini" de A .

Dans le cas particulier d'un anneau A noethérien, le
groupe X (A) admet aussi une description classique. Soit pour cela

C1 la catégorie abélienne des modules de type fini. On a alors
K (A) =« K(C1) .
En effet, en utilisant la proposition 4.1, on a

K(¢,) == Kk(@°(c,)) -~K(D21<C))
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car on a aussitdt Db(C1) o Dg ¢y .
- 4

En fait, si A est noethérien et L° & D (A) , alors il résulte
de la proposition 5.1 que L° est pseudo-cohérent si et seulement

si les HY (L) sont de type fini.

Pour un anneau 4 quelcongue, on a un homomorphisme

. A
K (4) e K.(8)
qui provient du foncteur d'inclusion

(%) D(A)_ . == D'(4)

parf coh

En général, 1l'homomorphisme YL n'est ni injectif, ni surjectif.
Dans le cas particulier d'un anneau A régulier, tout A-module M
de type fini a une dimension projective finie et il en résulte, gré-
¢e & 5.1, que le foncteur d'inclusion (%) est en fait une équivalen-—
ce entre les deux catégories. Dans ce cas, 1'homomorphisme {A

est donc un isomorphisme.

8. Tor de complexes. Soient A un anneau (non nécessairement com-

mutatif) et ,C (resp. CA) la catégorie abélienne des A-modules

A

4 gauche (resp. & droite). Par K_(AC) nous désignerons la catégo-

rie triangulée des complexes de C bornés supérieurement et par

A

WD 1a sous-catégorie triangulée pleine de Kn(AC) des complexes

dont les composantes sont des A-modules (& gauche) plats.

Soit X° wun objet de K-(CA) , et considérons le foncteur

q?X‘ = X'EAa 2 K—(AC) -3 K (Ab) . Dans ces conditions, les pro-
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positions suivantes sont vraies s

1) Tout objet acycligue de AD est transformé par é@xg en

un objet acycligue de K (4&b) .

En effet, N' &tant un objet de ,D tel que z(my

B*(¥') , BY(N") sont plats, on a 1'isomorphisme classique ¢

2 B(X) BH(N) -=—»E (X EN) .

r—

ptg=n
2) Tout objet ¥ ° de K—(AC) est le but d'un quasi-isomor-—

phisme dont la source est un objet de AD .

I1 suffit pour cela de prendre une résolution de Cartan-
Eilenberg. Nous pouvons donc appliquer le théoréme 2 du §2, n°2 de

P =

{ 2] pour conclure que Q?X' admet un foncteur dérivé & gauche :
g'c};x. ¢ D7(,C) == D7(Ab) .

L'objet g— §7X.(Y) peut &tre obtenu , & un isomorphisme

prés, de la manidre suivante ¢

Soient P’ un objet de AD et P° —» Y un quasi-iso-
merphisme. Alors L-'iﬁ.x.(Y°) est isomorphe & Q(X° ® P), ol nous
avons désigné comme d'habitude par @ le foncteur canonique

K (Ab) —-=» D7(ab) . Il en résulte donc que pour chaque objet Y°

de D‘(AC) le foncteur

y) > D (4b)

X e 1 (1)

est exact et s'annule sur les complexes acycliques, d'oll un bifonc—
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teur exact

D’(CA) x D7(,C) ———> D (4D)
T
(X°,Y") ~es X7 8y T

Bn passant & 1'homclogie, on definit les Torﬁ (x°,Y") (of aussi
[1], 6.3). Dans le cas particulier d'un anneau A commutatif on

obtient en fait un bi-foncteur exact
p7(c) x D7(C) —=D7(C) ,

le produit tensoriel au sens des catégories dérivées (¢ = CA = AC)
Définition. Nous dirons que le complexe X de D(CA) est de tor-—
dimension finie s'il est dans DT et s'il existe n < %4- tel que

Torﬁ(X,Y) = 0 quelque soit Y & Ob(AC) et n>mn .

Nous utiliserons la noticn de tor-dimension pour obtenir

une caractérisation des complexes parfaits :

Proposition §.1. Soit A wun anneau (non nécessairement commutatif)
et L° un complexe de A-modules. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
a) L° est parfait.

b) L° est pseudo~cohérents & cohomologie bornde; et de tor-di-

. L ()
mension finie.

Pour faire la démonstration; on utilise le lemme suivant :

(*) cf. (SGA 6 I 5.8.1)
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Lemme. (Bourbaki, Alg. Comm. I, §2, ex. 15). Tout A-module E qui

est plat et dev présentation finie est projectif.

Démonstration du lemme. Soit u ¢ F — F' un 4épimorphisme. I1
faut démontrer gque HomA(E,F) -4>-HomA(E,F') est un épimorphisme.
Il nous suffit de démonitrer que pour tout groupe divisible G
Hom,, (HomA(E,F'),G) -=> Hom, (HomA(E,F),G) est un monomorphisme.

Or le diagramme

Hom,, (HomA(E,F'),G) --—=> Hom,, (HomA(E,F),G)
: i,
5| 1§
| !

Hom,, (r',a) 8, B ----—->Hon, (r,a) B, B

est ecommutatif, et les fléches verticales sont des isomorphismes,

grice & l'hypothése faite sur E .

Démonstration de la proposition 5.2. L'implication a) —;}b) est

immédiate. Pour démontrer b) == a), soit

P > P, =0 = ...

un complexe isomorphe & L° dans D(C) , les Pj étant des A-
modules projectifs de type fini. Le complexe L° étant de tor-di-
mension finie et sa cohomologie étant bornée, il en résulte gqu'il

existe noe Z tel que :

I) La suite
4

n_-p
o -
oo me Pn -p ——— o oy iy Pn — Ker dn

o o

4 >0
o]

eat exacte.
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II}) Ker d est plat.

+1
°
III) Le complexe

0 —» Ker d_

o TR g T e T B >0

est isemorphe & L° dans D(C) .

Or Ker dn est de présentation finie, done projectif

+1
o

de itype fini gréce au lemme, ce qui prouve 8.1.

Si A est un anneau commutatif, et si X° , Y  sont deux
L
complexes parfaits, alers leur produit tensoriel X° QA Y (dans la
catégorie dérivée) est encore un complexe parfait. On obtient un

bifoncteur

D(4) x D(A)parf - D(4)

parf parf

exact en chaque variable. Par conséquent, on définit sur K°(A) un
produit, et il est facile de voir que K°(A) est muni de cette fa-
¢oyp d'une structure d'anneau commutatif, ayant un élément unité. En

fait, K'(4) peut &tre muni d'une structure de A -anneau {voir pour

#
les détails le Séminaire sur Riemann-Roch faisant suite 2 celui-ci( )).
I

Le produit tensoriel X' EA Y° d'un complexe parfait X°

et d'un complexe pseudo~cohérent borné Y° est un complexe pseudo-
cohérent borné (A toujours un anneau commutatif). Par conséquent,

on peut introduire sur K.(4) wune structure de K°(A) -module.

(M sca 6V 2
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9. Propriétés fonctorielles.

a) Soient A et B deux anncaux (non nécessairement commuta-
tifs) et u : A —=» B un homomorphisme. Tout B-module & gauche
(resp. & droite) M peut &tre muni d'une structure de 4 -module &

gauche (resp. & droite) qui sera désigné par M . En particuler

ful

BTU] est un A-module & droite.

Le foncteur

E rm—x B[uIKA E

permet de définir le foncteur exact

D(4) —-» D(B)

parf parf

et par conséguent 1'homomorphisme
wE
K*(A) weimme K°(B) .

On obtient en fait un foncteur covariant de la catégorie des anneaux
(resp. des anneaux commutatifs) dans la catégorie des groupes abé-

liens (resp. des anneaux commutatifs).

b) Supposons maintenant que le A-module & gauche B soit

{u]

pseudo~cohérent. Il en résulte donc que le foncteur

F s Frog

transforme un B-module libre de type fini en un A-module pseudo-
cohérent. On obtient en utilisant la proposition 5.1 un foncteur

exact

b b
D (B)coh —==>D <A)coh
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et par conséyuent un homomorphisme canonigue
i u
Ko (B) mmmimm -3 K. (4) .

. * s . cpz
Les homomorphismes u, s u vérifient 1'identité suivante ("la

formule de projection") :

u (w0t ). B) =t (u () pour xEX'(4), pek.(3) .

Cette formule facile sera démontrée sous une forme plus générale

dans les exposés du séminaire sur Riemann-Roch (SGA 6 IV 2,11.1.2).

$0. Construction relativegﬁgoit u: 4 —=> B un homomorphisme

dtanneaux, et
D(B) ==——-> D(4)

le foneteur exact associé. Nous pouvons considérer dans D(B) les
complexes pseudo-cohérents relativement & A , ceux de tor-dimen-
sion finie relativement & A , et aussi les complexes parfaits re-~
lativement é A . BEn spécial, il y a lieu de considérer les sous-

catégories triangulées

b
D(B)A—parf s D (B)A-coh

de D(B) , engendrées par les complexes parfaits (resp. pseudo-
cohérents et bornés relativement & A . Ces deux catégories trian-—

gulées permettent de définir les groupes suivants :

K (B rel A) = K(D(B) )

]

A-parf

K.(B rel 4) = K(D°(B)

i

A—coh> ‘

(%) cf. (5GA 6 III, 1IV)
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Exemples. Soient G un groupe et /\ un anneau commutatif. L'ho-
momorphisme S\ --e--)v]\[G] permet donc de définir les groupes
K'(AJG] rel /A ) , K.(A[G] rel /) , qui seront désignés par
R:/\ (@) , R‘/.\~ (@) . Bn fait, R/'\ (@) est un anneau commutatif

et R/} (@) un module sur ce dernier.

Remargues.

a) Si 1'anneau /\_ n'est pas nécessairement commutatif, on peut
poser par définition /\ fcl =N\ I&ZZ G et par conséquent, on
obtient un homomorphisme A —‘S‘-)/\\__Gdj . De cette fagon, on peut
donner un sens aux groupes RZ\. (¢) , R"/.\* (@) mBme dans le cas
d'un anneau /\ non-commutatif.

b) La construction précédente peut 8tre généralisée au cas d'un
préschéma en groupes (ou d'un pro-préschéma en groupes) G sur
Spec A s en partant de la catégorie abélienne des /\ -nodules sur
lesquels G opére - qui ne s'explicite plus en termes de modules
sur un anneau - et le fonctieur naturel’ d'inclusion dans la catégorie
des /\. -modules . (Si [\ est un corps, on peut l'expliciter en ter-
mes des modules sur un pro-anneau, ¢t dans le cas général, en termes

de comodules, du moins si G est affine sur /\. , of SGA3 I 4.7.2).
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FORMULE D'EULER-FOINCARE EN COHOMOLOGIE ETALL

par A. GROTHENDIECK

(Rédigé par I.BUCUR)

Le but du présent exposé est l'énoncé et la démonstration de la
formule (7.2), du type d'Euler-Poincaré. Cette formule généralise une
formile obtenue indépendamment par Ogg et Chafarevitch, dont les ré-
sultats sont exposés (du point de vue de la cohomologie étale ) dans
ltexposé de M. Raynaud £1].

La formule d!'BEuler~Poincaré utilise de fagon essentielle le forma-
lisme des catégories dérivées. Comme dans loc.cit. la démonstration se
fait par 1'intermédiaire d'une variante (5.1} d'une formule bien connue

de Weil.

t. TFaisceaux sur un schéma & opérateurs.

Soit X un schéma muni d'un groupe G opérant par automorphismes.
En procédant comme dans ([T] chap. V) on peut définir la notion de
faisceau étale sur X 4 groupe d'opérateurs G, ou simplement "faisceau
sur (X, , Gy .

Par définition, se donner un faisceau étale sur X & groupe d'opéra-

teurs G , c'est se donner un faisceau F € Ob(fet) et un morphisme

#*
S ¢ F— g (F)
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pour chaque g € G, de fagon que les conditions suivantes solent rem-

plies ¢

by} Four g,h € G, le diagramme :

F - g > (ng)*(¥)

5, Pog,e®
w (s,) v o
W (F) ————E s 1 ()

est commtatif, od € g(F) s (hg)*(F)——-a(h*é*)(F) est 1'isomorphisme
s

canonique.
Les morphismes entre deux faisceaux (F,Sg), (F',S*”) sur X &
5

groupe (G Q'opérateurs sont définis d'une maniére évidente, et on obtient
~

une catégorie Xet g aui est un topos, comme il résulte aisément du
9

critére de Giraud (SGA 4 II 4.12) .

Un anneau A de X étant donné, on peut considérer la catégorie

et,G
abélienne des A-lodules, qu'on désignera par Mod(A).
Par exemple, un anneau A étant donné, on peut munir trivialement
le faisceau constant A, associdé 4 A d'une structure de faisceau &
Fis

groupe G dfopérateurs, en utilisant les isomorphismes canoniques de

transitivité

S A,
a8

g '3gv(Ax) ®

Tous les résultats démontrés dans [T] chap. V, peuvent s'!'étendre

dansg ce cadre, et nous en laissons les détails au lecteur.
b
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2. Ot l'on prouve gu'un certain complexe de A [¢]-modulcs est parfait

Rappelons le résultat suivant de (SGA 4 XVII) :

lemme 2.1. Soient X et ¥ deux schémas et f:X-——Y un morphisme propre,

avee ¥ quasi-compact. Désignons par A un anneau de torsion, et soit

F* un complexe de faisceaux de A-modules sur X de for-dimension finie

(SGA 4 XVII); alors & f,(P') est de tor-dimension finie.

Proposition 2.2. Soient X un schéme propre sur le corps k séparablement

~

clos, G un groupe fini opérant sur X, T un ouvert de X stable par G

et tel que G opére de fagon admissible (saga 1V 1.7) et librement sur

V, A = Z/&gﬂ avec 4 un nombre premier différent de la caractéristigue

de k , et Ay 1e faisceau constant sur V associé 4 A , muni de sa

structure triviale de falsceau & groupe G d'opérateurs. Désignons par

it Vaews»X Lll'immersion de ¥V dans X ef soit Ay 4 = i‘(AV) » Dans
P —— —— ,X H ==

ces conditions le complexe de A[G]—modules QfﬂX (Av Y) est un complexe
——— GR e

varfait (VIII 7).

Démonstration ¢ Si p ¢ X—2¥ = X/G est la projection canonigue,

il est bien connu qu'on a l'isomorphisme canonique

®y(Ay x) = ROy (Bee (Ay x))

dans la catégorie D(ALG]) . Diautre part le complexe Rp*(AV X) de
. 9
AlG)-modules sur ¥ est de tor—dimension finie. Bn effet p ¢ XY
étant un morphisme fini de schémas,on a qu*(Av L =0sig#f O
s.l\-

(SGA 4 VIII 5.5%. Il en résulte donc que &
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’RP*(AV,X) = P*(AV,X)

(SGA 4 VIII 5.5) nous donne aussi la possibilité de déterminer les
fibres du faisceau p*<AV,X)9 et on trouve,si l'on tient compte du

fait que G opdre librement sur V s

{ :jl Ay % x = A[G] si y € p(V)
xep™ (¥}
i
i
Palfy 5 !
/o si oy ¢ »(V)
“

(¥ est le point géométrique de Y localisé en y).
Par conséquent EP*(AV,X) = p%(AVSX) est plat sur Alal,
1tétant fibre § fibre (SGA 4 XVII),donc de tor-dimension finie. Appli-

quant 2.1 au morphisme canonique Y —-3Spec(k) on ddduit que

e

R’ X

<AV,X) = ﬁer<Rp*(AV,k)) est de tor-dimension finie.

Pour conclure que RYTX(AV,X) est parfait il nous reste & dé-
montrer qu'il est pseudo-cohérent ot 4 cohomologie bornde (VIII 8.1) .
Mais ALG] &tant noethérien, pour vérifier gue R"%<AV,X) est pseudo~
cohérent il suffit de montrer que les Hq(X’AV,X) sont de type fini
sur ALGH{(VIII 7.2), ou ce qui revient au méme, sur A, ce qui rdsulte

de {SGA 4 XIV 1.1) appliqué au A-Module A

v,

La formile de Weil 6.1 donnera une expression de la classe
o ' 1 X T in-
by (A[Gj)(R(TX(AV,X))’ pour le cas d'une courbe X , en termes d'in
variants globaux connus et d'invariants locaux que nous allons définir

o
aun 5 .
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3. Rappels sur les représentations linéaires des groupes finis.

Dans ce n° 5, A désigne un anneau commutatif, et G wun groupe.

3.1. Considérons la sous-catégorie pleine <€  de Mod(AEC]) des
A[G]—modules M dont le A-module sous-jacent soit projectif de type
fini. Pour un tel module M et pour un g € G on considére 1'endomor-

phisme (pour la structure de A-module)

v

gy M-yl gM(x) = gX

On obtient une fonection

*
X ¢ G——A Xm(g) = Tr/\(g) ’

qui est une fonction centrale sur G et qui s'appelle le caractére du
ALGl~module M .

8i lton associe 4 chaque M € Ob(¥ )} =son caractére Xy on obtient
une fonction additive (VIII 1). Utilisant le sorite des traces pour les
endomorphismes de complexes parfaits, on obtient méme une fonc-
tion additive Tr sur la catégorie des complexes de A[G]«modules qui

sont parfaits en tant que complexes de A~modules. D'od un homomorphisme

Tr .
R*(0) ~—————— F(G,A)

od RA(G) est 1l'anneau des représentations de G sur A (VIII 10),irZG,A)
le module des fonctions centrales G -—3A .

Lorsque G est fini, le composé de lthomomorphisme canonigue

K (aALc]) —> RA(G) avec Tr sera désigné par tr.

Rappelons le résultat suivant (IX th.l , cor. 3) 3
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Proposition 3.2. Soient Zy l'anneau des entiers 4-adiques et G
iAot

un groupe fini. Alors 1'homomorphisme

tr + K*(8,00]) ——Fc,3, )

est un monomorphisme. Deux Z, fel-modules projectifs ayant méme fone

tion trace dans TFkG,Zé) sont isomorphes.

3-3¢ BSoit & z G—»G! un homomorphisme d'un groupe & dang G' . Par

oo

restriction dtopérateurs on obtient un foncteur exact

J ¢ Moa(ALGt])3toa(AlG])

Co foncteur admet un adjoint & gauche :
I s Mda(ALG])—sla(alcr ]y

4 savoir I(F) = A[G']&A[G]F « B8i F est projectif de type fini (resp-
de type fini) I{F) 1l'est aussi.

8i o Gi}?G’,A) est une fonction centrale sur G' , la fonction
Yox est une fonction centrale sur G et on obtient par conséquent

ltapplication

o s For A)—s Flen) .

8i @ est le caractdre d'un A[G!]-module M dans G{G'), o () est le
caractdre du A[Gl-module J(M) .

Supposons maintenant que o : G-w=>G! est une injection et que
G soit dtindice fini dans G!' . Dans ce cas si F est un ALG)-module
dans C(G) dont le caractdre est ¢ i G -3 A, alors I(F) est dané
e(G') et le caractére ¢ ; G'—mA de I(F) est le caractdre "induit"

par ¢ , l.es la fonction gur G' déduite de ¢ par la formule :
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+eG1 /G

(3.3.1) : ¢’""(g)=Z o+ gt 5

-1 -1
en convenant que ¢ (t7 gt) =0 si t gt £C .

3e4. Soient X° et Y' deux complexes de A-modules. De mdme que dans le
cas des modules, si 1'un des complexes x* s YY" & une structure supplé-—
mentaire de A~B-bimodule, alors il est possible d'introduire sur
Hom&(k',Y') une structure de complexe de B~modules et en conséquence
une structure correcspondante sur R HomA(X',Y') R

Supposons par exemple que X° est un objet de D°(A) et Y™ est
un complexe de A=-B-bimodules, disons pour préciser que nous sommes dans
le cas décrit par le symbole A—BY‘ . En particulier ¥ est un objet
de D(A) . Soit P '——=3X" une résolution projective de X° . Alors
HomA(P',Y') est évidemment un complexe de B-modules & gauche,c'est-d-
dire un objet de D(B) . Si on utilise une autre résolution projective
P]~=3X° , le complexe de B-modules HomA(P;,Y') est isomorphe cano-
niquement dans D{B) au complexe HomA(P',Y') » I1 en résulte donc qu'on
peut d&finir B HomA(X',Y') comme un objet de D(B) déterminé & isomor-
phisme unique prés, dépendant fonctoriellement de X° dans D'(A) et Y
dans D(A 8@?).

Des considérations analogues s'appliquent pour le cas du complexe
Xx* ®A T . Si pai exemple Y est un complexe de A~B-bimodules comme
plus haut et X ot un complexe de A-modules & droite et borné a droite,
on peut définir X’ 5; T° comme un objet de D(B) déterminé 4 isomorphis—

me unique prése

3.5, Soient A un anneau commtatif, A et B deux algdbres sur A et
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Cw A ®AB o Les C-modules sont donc les A-~B-bimodules.

31 4 es% une, sous-catégorie triangulée pleine de D(AY, en dési-
gnera par D(C>A,la sous-catégorie triangulée pleine de D{C) engendrée
par les complexes qui, considérés comme objets de D{A) appartierment
24 .

Proposition 3.6. Les notations étant celles de 3.4 et 3.5 , soit A

une sous-catégorie triangulée pleine de D(A) stable par facteurs directs.

—_— PA= Al ¥ 2=

51 P° est un objet de D(B)Parf (VIII 7) et M est un objet de D(C)A s

le complexe de A-modules R HomB(P',M') € D(A) défini dans 4.1 est un

objet de & « I1 en résulte en particulier un accouplement de catégories

triangulées

(3.6.1) R Hom s D(B)parf x ID(C)A....,_.>A ,

¢’est~d~dire un bifoncteur exact en chaque variable, et par conséquent

(VIII 3) une application bilindaire :

(3.6.2) K'(B) x X°((c),) —22y k(a)
telle que

(3.6.3) K(a)(ryﬁK.(B)(P),(‘X,K<D(C)A) (1)) = oly(p) (R HomB(f"‘M-)) .

On obtient un énoncé analogue si lton remplace B par son opposé B’ et

i
mHomB(P,M) par BT @, U .

Démonstration. On montre d'abord que R HomB(wao est un objet de A
dans le cas particulier od P° a une seule composante non mulle s puis
on ralsonne par récurrence suivant le nombre des composahtes non nulles

de P° .
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3.7 Soit P un A[lGl-module. Clest en particulier un A-module. On
: w
peut munir le A-module P= HomA(P,A) d'une structure de Al Gl~module
-1
4 gauche, en posant pour chaque u € HomA(P,A) ot g € G, (gu)(x)=ulg x),

i.ea 3

(3:7.1) &p = t(g-1)P .

Le module P sur ALG] ainsi obtenu sera appelé le dual de P .

On peut donc définir le dual P o= Hom&(P',A) dtun complexe P
de A[Gl-modules comme étant un complexe de A[G]-modules.

Si Xp est le caractére de P, le caractdre x% de son dual est
donné par la formule s
(3.7.2) xple) = XP(g"1) )

qul se déduit immédiatement de {4+3.1) en utilisant la formule @

Tri (v) = Tri fv) .

51 P est un A[G]-module projectif de type fini il est elair
que 5 est aussi un AfG]—module projectif de type fini. En plus, dans
ce cas, l'homomorphisme canonique de A~modules :

Pyt
est en fait un isomorphisme de A[G]—modules. De cette fagon on définit
sur K°(A[G]) une involution
X e ¥,
qui assccie 3 la classe de P 1la classe de ; s I1 est immédiat que
si o p o A-—af‘ est un homomorphisme d'anneaux commutatifs et
u s ALG]—3T[G6] 1t'homomorphisme associé, 1'homomorphisme

*: K (ALG]) =3 X (T [0]) commute aux involutions X ——p¥ sur
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K*(Ale]) et x°(IM[c]) .
Soit A un algébre sur A et

alel = Ala] ®, A .

Un complexe X de A[G)~modules &tant donné, on désigne par

% 1e complexe de A~modules image de X' par le foncteur qui associe

3 chaque ALGl-module X de module sur A formé par les &léments de

X invariants par G .

Proposition 3.8. Soient G un groupe fini, P’ un complexe borné de

ALG]-modules dont toutes les composantes sont projectives de type fini,

ot M un complexe de Al ¢)-modules. Sous ces conditions il existe des

isomorphismes canoniques de complexes de A-modules :

. . erme aG L e N .
(3.8.1) HomA[G](P ,M) % Hom, (P, M)~ (P'® M) =P ®AEG]M .

La démonstration utilise les isomorphismes bien-—connus pour le
cas des modules, et est laissée au lecteur. Noter que dans les deu~

xidme et troisidme terme, les opérations de G sur Hom,

A(P',M') TeSp .

V. 5 -« s
P ®AM se définissent par transport de structure 4 partir de ses

L) s vt V.
opérations sur P~ et M resp. P et ¥ .

Corollaire 3.9. Si P € Ob(D(/\[G])parf) ot M € pY(alG]) alors on

a dans la catégorie dérivée D{A) les isomorphismes suivants 3

(3.9.1) R HomA[G] (r°,¥") = mPG(\f" é;\M)’: ¥ ®A[G]M’ .

Bn effet grace i 1'hypothdse P° € D(A[G]par on peut supposer

il

que P° est borné et toutes ses composantes sont projectives de type
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fini. On a donc
R Hom,”\EG](P M) = HomA[G](P , 17

v, .
et on peut utiliser les isomorphismes (4.3.4) » Mais FP° est comme P°,
borné & composantes projectives de type fini, donec
¥ N"*V'g" u* De méme P° ® u° \z’f%M“ lus 1

®A[G]L =P SVEG] s« De meme W - A » De plus les
v
composantes du complexe P° ® M sont cohomologiquement iriviales

( E3] IX 3) et on a donc :
v
RO @) = (BT o) L

4o La représentation de Swan.

Soit B une courbe algébrique lisse et connexe sur le corps k
algébriquement closs Si x € & est un point fermé de R , son anneau
local Cﬁ%’x (ou simplement Q?x) est un anneau de ﬁaluation diseréte
dont le corps de fraptions est isombrphe au corps de fonctions ration-
nelles sur E et dont le corps résiduel est k « ia valuation corres-—

pondante sera désignée par Ve o

Lemme 4.1. Soient E une courbe algébrigue lisse sur le corps k al-

gébriquement clogs et g ¢ E-——>E un endomorphisme de E différent de

1sddentité. Supposons que x € E est un point fixe isoléd de g ot

o . s
soit % une uniformisante de CPE z ° Si Ve est la valuation de

©,

T COrrespondante,alors la multiplicité gx(g) du point fixe =x de
. du poinv 11X . a8

l'application g (IV ) est égale 3 v_(g(®)-x) .
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Dans le produit E x B la diagonale et le graphe de 1'sndomorphisme

g seront désignés respectivement par A et F; « Soient

¥: E—3Ex E
Ys BE—~¥Tx E

les immersions respectives. BElles sont dennées, sur les anneaux lo-

caux complétés de =x resp. (¥,X), par les homomorphismes

Yoo s a®a— (A=’o\x) »
od y%(a ® b) = ab
Y'(a®n) =ag*(®) .

I1 stagit d'évaluer la multiplicité \Jx(g) du point 8(x) dansg 1ltine

tersection A ﬁ; sur T x E . Or le diviseur A correspond & l!idéal
engendyd par l'élément 18 -0 1 de.Aé? A o Donc la multipli-

cité de 8(x) dans 1'intewsection Al est
(=]

v (&) = Vx(*Y*(1 8% -7 8l)) = v (g(¥)-8) , cafd.

4.2, BSoit C une coﬁrbe algébrique lisse, propre et connexe sur

le corps k algébriquement clos. Si 1 est son point générique, ddsi-
gnons par K = k(%" son corps de fonctions rationnelles.

Soit

Kt 2K, [K':iK]==n

une extension galoisienne finie de degré n et de groupe de Galois G »

Dégignons par C' la normalisde de C dans XK' et soit
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p ¢ Claesl
la projection canoriique . Le groupe de Galois G opére évidemment sur
C!' . Le stabilisateur de y'* € C' dans G sera noté Gy| .
81 % est une uniformisante de QQC',y' et s1 s € Gy, s e
pogons

(4.2.1) vy (8(%)=%) = v, (s)

{la multiplicité du point fixe y!' pour l'application g § C?'~—p (!
(lemme 5.1)).

Lo roprésentation de Swan associde & y! est définie par son ca-

ractdre G&' , qui est donné par la formule :

1 - vy,(s) ‘si s de

25 }e(vy,(s)—ﬂ sis=ce~

Les résultats de Artin-Serre-Swan (IX Th 4) montrent que, 4 &tant

(4+2.2) 0‘y|(s) =

un nombre premier distinct de la caractéristique de k , il existe un
ZL EGy,]— module projectif de type fini Swy, , déterminé & isomorphisme

prds, qui a pour caractdre Oy

Il y a aussi intérft 3 considérer le ZL [Gy,]—module
® » ? =
(4.2.3) Swt_, = Sw, ®Z [Gy,]

Le caractére a'y, de Sw'y, est donnd par la formule :
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_ 1 - vy,(s) si s de
(4.2.4) a,

8) =
\{1 + Z—__;—__e Vyr(S) =1 +vy,(«36,/c) siseoe

oﬁiﬁ%,/c est la différente du revétement C'/C , la dernidre formile
n'étant autre que [3, Chap. VI 2, prop. 4] of on fait H = {1} .
Enfin,la fonction

(4.2.5) a, = 0, + a2 ol -1
¥ ¥ uGy' 1 Gy' s
ol Ug désigne le caractdre de 1'idéal d'augmentation de %L fol,
t

ost aussi le caractére dtun QL[Gy,]—module,—la représentation dtArtin

de Gy, , qui sera désigné part Arty'

On a douc

- vy'(s) si sfe

~ “ s
I =y G sisee

c G . On pose :

(4.2.6) ay,(s) =

Considérons maintenant 1'inclusion Gy,
= -~ = ‘
(4-2.7) 5w, = sw, ®ZLEGy.] Lol , Sw, = S, ®Z¢5Gy-] zLel

(4.2.8) Art = ATt , ®Q’4L[Gy'] qlel .

Les caractéres des représentations précédentes sont notés
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4.3s XNotons quevles modules ainsi obtenus ne dépendent — & isomor-
phisme prés ~que du peint y € C , et non du choix du point y' et C?
au dessus de y o Soit donc y" un autre tel point. I1 existe donc

g €06 tel que y" = gey' o La situation (€%, y" , G) se d&duit donc
de la situation (C , y' , G) par llisomorphisme g sur C' ,

-1
int(g) s ha~—gh g sur G « On en conclut par transport de structure

que les modules Swy etc. associdés & y"' se déduisent de ceux associés
8 y' par extension des opérateurs 3 1'aide de int(g) = G—>C - On

sait que cette extension transforme un module en un module isomorphe.

Progosition Aolo Les notations &tant celles de 3.7 avec (A = Z& et

¥ étant un objet de D+(A[G]) on & des isomorphismes ¢

A
* Sw_ = 8
(%) ; o

#H . ot ~ .
{##) HomZLEcl(Swy,M) Sw @Z{EG]M

Démonstration. Pour que deux ZL[G]—modules projectifs de type fini
soient isomorphes il suffit qu'ils aient méme caractére (3.2). Or si

v

1ton désigne par 3& le caractére de Swy on a (3»7-2) s
G(s) = o (s") .
J S

Dtagutre part on a

v (o7 ) = v (s(57 (M) = vy (5 8(8) =, (e(R)-R)

done Swy, : Swy. , dtoll la formule (#) par définition (4.2.7). la

formule (#%) en résulte grice & 3.8.
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4.5, Nous aurons besoin plus bas dtune formule explicite pour le ca-

ractdre de la feprésentation de Swan. On a en fait les formules

EZ:: (1 - vzl(s)) sisfe
p(z’§=y

#* s(z')=z!

$4.5.1) 0%, (s) = T(s) = o (s) =

Z (1+VZQ($/ C))"n sim=e

p(z')=y

%%%;g_y,(1 - VZ’(S)) sisde

szt
E::: (1 + vz'C{)'/b)) sig=e

p(zt)=y

i VZ,(S) siafe

A
7!

(4.5.2) ay<s> =0 y,,(s) = cy(s) =

(4503) a';, g) = a’;“(s) - ay(é) - §2,3

)3 Vi é%e/c) sis=c

p(z')=y

Pour déduire ces formules on utilise {3.3.1) et L'on tient compte du
fait que si lfon fixe un point yé € C , alors on peut trouver, pour
chaque y' € C' tel que p(y')=p(yé), un élément g* € G tel que
g'(y') = yé . Les éléments g' constituent un systéme de représen—
tants pour les classes & droite de Gy’ dans G et on a de plus
Gyé = g'(’}y'g’"1 . Ce systéme de'repré:entants peut étre utilisé dans

le deuxidme membre de la formuld (3.3.1), et on obtient les formulds

écrites.
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4.6. Les invariants Swy s Sw& s Arty peuvent se définir dans des
conditions plus éénérales- Soit pour cela C' wune courbe algébrique
lisse sur k , non nécessairement connexe. Supposons que le groupe fini

G opdre sur C! et qu'il existe un ouvert U de C = C'/G dense dans C
tel que C’! U soit un revétement principal de U de groupe G . Pour un
point y € C on peut défini? les modules Swy s SW& 5 Arty en procédant
comme plus haut. On peut se ramener aﬁ cas oi OC!' est connexe de la fa-
gon suivante. Soient y! € C!' tel que p(y'):y, C% la composante irré-

ductible de C' qui contient y' et C, la composante irréductible de C qui

contient y » Si GC% est le stabilisateur de la composante C} et si nj

(resp.n1) est le point générique de Ci (respe 01) alors ll'extension
Ky = k(ny) 2k( = K, est galoisienne de groupe de Galois GC5 et C}
est la normalisde de C1 dans Ka (sea 11 10). On peut donc appliguer
les considérations faites plus haut pour les courbes Ca , C1 et le
groupe GC% o De cette fagon on obtient les ZL;GC%]—modules projec—
Swl

tifs de type fini Sw sy Art , et Sw& ) Sw; s Ar’cy

chy cy? 3

GC!},y ’

sont les modules induits associés & 1'inclusion GCa <G .

Remargque 4.6. Les modules Swy' ’ Sw‘y,, Arty, sont des invariants pu-

rement locaux @ ils sont connus par le groupe Gy' opérant sur le com=

plété de l'anneau local C?C‘ gt ot En plus on a Swy, =0 si et seulement
9

si ps St—e C est modérément ramifide en y' ou, ce qui revient au

méme, si Gy, est d'ordre premier 3 la caractéristique de k [3 VI].
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5 Ls formule de Weil (comparer [3 VI § 41).

5.0, Tous les schémas congidérés dans ce numéro seront définis sur
un corps de base k algébriguement clos.

Noug utiliserons les notations suivantes s

A, = Z/LVZ s 4 étant un nombre premier donné, distinct de la
caractéristique de k .
Soit Zv->AAV 1'homomorphisme canonique. I1 induit un homomor-

phisme
A, ¢ g lel—s /\V[G]
et par conséquent [viiz 9] un homomorphisme de réduction :

*

A, s K (Z{EG])—-—.—) K (/\V[G]) .
Les images par Ki des éléments associés aux modules Sw& s Swt

e A A
seront désignés par SW&V , Sw& Voo

¥y

Lthomormorphisme de réduction ht est en fait un isomorphisme
1 i ¥
[IX 1.5] . Ltinverse de A, sera désigné par B .
Le faisceau constant sur le schéma X associéd & l'anneau Av
sera dégigné par A
a désigné par v,X
h'd

Soit V un ouvert de X , j ¢ Vew—3X 1timmersion canonique. On

pose

jz(/\\lgv) = '/\‘J V.x
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Proposition 5.1. Solent C! une courbe algébrique, lisse et propre sur

le corps k algébriguement clos, G un groupe fini opérant sur cr ,

¢ =Ct/g , 0t Cleey C la projection canonique, U un ouvert dense de

=1 -
C tel que Ut = p (U) soit un revétement principal de U de groupe G,

-1
Y= CU, T =p (X)=0C-U', et soit FP(C) la caractéristique

dtHuler—Poincaré de C , {égale 3 2 - 2g si C est connexe de genre

g)

Dans ces conditions on a la formule de Weil :

(5-2) %K'(Av[G])(RQ}'(A\),U',C')) = =(0) %K'(Avtcl'(A\:EG])’, SW'yA")

oil le premier membre de (6.2) est défini grace 5 2.1,

Démonstration. Désignons par S1(resp- Sz) le premier (resp. le deuxid-
me) membre de la formule & démontrer. Lthomomorphisme de réduction

Kﬁ étant en fait un isomorphisme)il suffit de démontrer que

By(5) = (S,

Drautre part (3.3.1) lihomomorphisme trace @

KX (Z [G]) ——-—-——-9 (G,Z&)

est un monomorphisme. Par conséquent il suffit de démontrer que

b2(p (5))) = te(n (5)
Le caractdre o, = tr(pv(sz)) est &videmment donné par la for-

mile

221 o, = EP{C - '
(5.2.1) , = B(C)xg 'Eye o )



391

ol G§ est le caractdre de Sw& ({4.2.7) et (4+2.3)), r, la représen-
tation régulidre.,
Congidérons maintenant les homomorphismes de réduction pour les

traces :
&
Iy
F(o,2,) —25 T (/7).

On a évidemment

{PZG,Zh) - %%g (¢,z8/%2) .

I1 suffit donc de démontrer qulon a, quel que soit n
& &
A (e (89)) =27 (o) -

Le premier membre est égal & tr(Ki(pv(S1)) , OT

Ai(”v(s1)) = CLK'(AV[G])(R rE'(AV,U',C')) ’

gréice & la formule de Kinneth (SGA 4 XVIII)

1,

RFC!(A ®An AL = RPC'(AV,U‘,C‘) pour n =T v .

n,U*,C') v
On est donc ramené i prouver 1'égalité s
, b
tr(c&K.(A [G])(B{B'(An,U',C')>) = xn(oé) .
n
Désignone le premier membre de cette égalitévpar T et soit g € G .

L'glément g induit évidemment un endomorphisme du triangle distingué :
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r{

Tr(A

R (g 1 00) s B1 Ay )

ns.Y')

On a donc 3

y .

#*
(g) = Tr ngE'(A

i *
= T¢ - Tr g
o) T R, ) T

t Tt
n,C N,

*

(Pour abréger on a éorit =" au lieu de TrA Y = Oron a, en appli-
n

quant une "formule de Lefschetz! triviale sur l'espace discret Y! sur

lequel g opédre ¢

*
Tr gRr;W(A = nombre des points fixes de la restriction

gy de g a7 = E 1 .
y1€ Y2
gy'=y!

n,Y')

Drautre part la formule de Lefschetz (IIT4.7) pour g opérant sur C!

nous donne, si g % e

= Z"y.(g)

HBYT e T

la somme des maltiplicités des péints

*
Tr
SR, (A

fixes de l'application g3 Ct—3Ct,

et on a @

1 . = EP(C').1, pour g = e
Rrb'kﬂn,C') A ’

grace au calcul explicite des H'(C!,A ), via (SGA 4 IX 47) et

1
n,C
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Kiinneth (SGA 4 XVIT) .

I1 en résulte donc la formule suivante pour 7T

Ee (900D sighe
y’EY'
(5.2.2) t(g) ={ gly)=r

EP{C') - cara(¥Y') sig=e .

Comparant avec (6.2.1) on trouve facilement 7+ = 7\2 (6,2) .

)

En effet si g £ e 1'égalité entre i(g) et 7‘:1( 62) est immédiate
(44542)
Si g = e la formule § vérifier s'éerit :

amssmar

EP(C") - card(Y') = N EP(C) _L o' (L), od ¥ = cara(G) ,
ey 7

clest-d-dire (4.5.2) ¢

EP(Ct) - N EP(C) = = deg(gc./c) )

quil n'est pas autre chose que la classique formule de Hurwitz.

6. Définition des termes locaux E':AC(F)

6.1, Soient C une courbe algébrique connexe lisse sur le corps k al~
gébriquement clos, & une A-algdbre (A =Z//LVZ , 4 distinct de la carac-
téristique de k) et A D+(A) une. sous-catégorie triangulée de D+(A)
stable par facteurs directs. Soit P un complexe de faisceaux dé
A-modules sur C tel que les conditions suivantes soient remplies s

i) Pour tout point géométrique X € C(k),on a P € (a) .
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i1) I1 existe un ouvert non vide de C sur lequel F soit "loca~-
lement constant", ou c¢e gqui revient au méme, il existe un ouvert non
vide U de C et un revétement galoisien commexe Cre2 5C de C , de

groupe G , tel que, si F* = p*(Fﬁ est l'image inverse de F Dpar p,

-1
alors F'|U est constant {U' = p () .

Le faisceau F!U est donc aéfini par un complexe M de A-modules
sur lequel G opére. Si on désigne par n(respe n’) le point générique
de C(resp. C') et par 7 (resp. M') un point géoméirique sur n{respsn')

on a @

p(n') = n

(6.1.1) Fﬁ ~ Fﬁ‘n -
Comme complexe de A-modules M est isomorphe & Fﬁ , et gréce i la
condition i) clest un objet de A . Donc (3.6) pour tout x € C(k) ,
Hom;[G](Swg, M) est un objet de A, d'ol un élément de x(a) -

Bn fait llobjet de A aéfini par Hom;[G](SWQ, 1) ne dépend pas,
4 isomorphisme prés, du revétement galoisien crEy ¢ qui trivalise
P{U . Pour le démontrer il suffit de comparer les éléments associés
3 deux revétements C'—Ep C , en_ 2y cro2yC . Dans ce cas, si G
est le groupe de Galois du revétement C"‘;g:+ C, alors G est un

groupe quotient de G'. Soit

© e zL[Gr]«-—; zLEG]

1'épimorphisme canonique associé. Les modules de Swan sont alors liés

par la relation
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Swp o ¥ Sy ®ZL[G']ZL[G] ;

qui résulte immédiatement du fait que le caractére a est le ca-

Gyx
ractére induit de G' & ¢ ([3] VI Prop. 3} .

Bfautre part on a un isomorphisme de complexes de A{G!]-medules :
. ¥ [P .
ol 71 (0)

Il en wésulte un isemorphisme canonigue de complexes de A-modules entre

. A . A . . .
HomA[G](SWG,Xl Eﬁ') et Hom/\[G!](SWG',x' J:fﬁ,,) (formule d!adjonction).

6.2, HNous utiliserons les notations suivantes :

(6.2.1) o(r) - c&K(A)(Hom;\[G](SWQ ) F2))
(6.2.2) SUF) = (F) + (oypy(Fr) = oty gy (F)) -

Bien entendu dans la formle {6.2.1) Fﬁ est muni de la structure
de A[Gl-module grice & 1'isomorphisme (6.1.1) . Notons que si x € C(k)
est tel que C' soit modérément ramifié en x , on aura (4.6) Sw_ =0

done ch(A) = 0 , donc dans ce cas on aura (en conformité avec

Ogg-ChafaréVitch) H

(6.2.3) eﬁ(F) - cLK(A)(Fﬁ) - QLK(A)(FX) .

I1 est clair que SQ(F) =081 x ¢ Y= C ~ Uy et par conséquent il

existe seulement un nombre fini de =x tel que Eﬁ(F) £0.
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Donnons maintenant des exemples de catégories A et de complexes
de faisceaux F téls que les conditions énoncées plus haut soient vé-
rifiées.

a) Soient A = Db(A)coh (VIII 5) et F un complexe de faisceaux
de A-modules constructible (SCA 4 XVII) et & cohomologie bornée.Dans

ce cas eﬁ(F) € K. (4) .

b) On prend A = D(A)parf (VIII 6) et F un complexe de faisceaux
de A~modules constructible et de tor-dimension finie. Dang ce cas

ai(p) € K°(4) .

¢) Soient A , B deux A-algdbres et ¢ps A~y B un homomorphisme
de A-glgébres. On prend Hr= Db(B rel A)coh (VIII 10) et F un complexe
de faisceaux de B-modules, constructible comme faisceau de complexes
de A-modules et & cohomologie bornée. On obtient EQ(F) € Ku(B rol 4) .

Bvidemment on peut varier comme plus haut pour obtenir, par exemple,

des 6léments E5(F) € K'(B rel A).

7o Foxmule d'Buler-Poincaré.

Théordme 7.1. Soient C une courbe algébrique connexe, lisse et pro-

pre sur le corps k algébriquement clos, 7 le point générique de C,

AcC D+(A) une sous-—catégorie triangulée de D+(A) stable par facteurs

directs , ¥ un complexe de faisceaux de A-modules tel que les condi-

tions i), ii) de 7.1 soient remplies. Sous ces conditions on a

RfB(F) € Ob(A), et la formule suivante (formule d'Buler-Poincard) est

vraie s
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(7.2) c{.K(A)(Rr&(F)) = EP(C) c—LK(A)(Fﬁ) - .__._2 sﬁ (r |,
x €0(k)

ol les SQ(F) sont définis dans 6.2 (formule 6.2.2).

La démonstration de ce théordme sera faite en quelques étapes.

LY

a) Soit ¥ un complexe borné % gauche de faisceaux de A[G]-modiiles

sur C « On a un isomorphisme ¢
(7.3) rOSRA, (v) = MR DS (v)

éﬁlfs est le foncteur : "sous faisceau des sections Geinvariantes" .
En effet p% transforme un faisceau injectif de A[Gl-modules dans un
A Gl=module injectif et f‘G transforme un faisceau injectif de A[G]-
modules dans un faisceau injectif de A-modules (utiliser pour cela par

exemple des adj nts évidents e, ot r1G ), ot d'autre part on a

o]
G [e]
PO%:FCOE .
Prenant les foncteurs dérivés des deux membres et appliquant

([57 prope 3+1), on obtient donc (7.3).

LY

b) Soit & un complexe limité & gauche de faisceaux de A-modules

sur € ; nul en dehors de U «» On a un isomorphisme s

(7.4) 8 = RO%(p, (1)) o0 3t = p*(3)

E
gl

Remarquons d'abord que. les foncteurs p$ ,ETGO D, établissent des équi-
valences quasi-inverses l'une de llautre de la catégorie des Paisceaux
de A~modules sur C! sur lesquels G opére et nuls en dehors de ' =

U = p—1(U) , et de la catégorie des faisceaux de A-modules sur C muls

en dehors de U. On aura donc 1'!'isomorphisme ¢
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= »((° o p*) o p¥) (%)

Digutre part on peut appliquer de nouveau ([5] Prop 3.1} qui nous don-

3
ae, compte tenu que Rp* =D 5 Bpy = Dy ¢

8 = R(M% p,)(p"(8)) ¥ (BT (p, °(2)) ,

ce qui est 1'isomorphisme voulu.

¢) Soit & un complexe de faisceaux comme dans b) - On a ltiso-

morphisme

(7.5) RIY(E) = (ROH(RM,(81)) , o1 & =pH(E) .
En effet on a ¢

(re® )(REy, (2)) = (RFF)(RML(p(81))) ¥ R (RIF(04(2)))
grice & (7.3), et (7.5) en résulte grace & 1'isomorphisme (74) -

a) Désignong par its UT—3C! , i U w3 C les inclusions canoni-

ques et posons ¢

@ = Fy o= w(rjo) -

Pour calculdr RFE(Q) en peut appliquer la formule (7<5). Dtautre
part, avec les notations de 7.1, 8~ AU! C' A et la formule de

Kunneth (SGA 4 XVII) nous donnent

. @ L.
(7.6) R, (81) % B, (Ag, o0 BpM) €& R (Ags o) SR -
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Ce dernier isomorphisme est en fait un isomorphisme entre les objets de
D(AlG]) définis par les deux membres. En combinant (7.6), (7.5) et la

formile (3+901), qui est appliquable grace & 2.1,on obtient @

i v
(1.7) BOYFy () = RhG(RrE,(AU,’C,) 8,) R Hom,p o9(RVG, (g, ), -

Donc compte tenu de M= Fﬁ € 0b(A) {condition (1)) et de (3.6), on

trouve 3

R?"C(FU’C) g Ob(hA) .

Diautre part on a le triangle distingué (ol ¥ = C - U)

RF‘Y(F‘Y)
(7.8) /
‘ sz(FUgC) e— RTB(F) 9
od évidement R@Q(F) =~$€%- Fy € Ob(A), car Fy € ob(a) (condition (i)).
I1 en résulte donc que RTB(F) € Ob(4) , c'est-d-dire la premidre asser—
tion du théorSme. Le briangle distingué (7.8) nous donne de plus la re-

lation s
OLK(A)(RPC(F)) = C&K(A)(RF(‘)(FU,C)) +§y v GLK(A)(FS;) y

et en utilisant 1!isomorphisme 7.7 3

\d

C‘LK( A) (R%(F)) = C‘LK( A) (R HomA[G](er, (/\'Ux 901) sFﬁ)) +\‘y z YC‘&K( A) (F§) °
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Pour obtenir la formule d!'Buler-Poincaré il suffit maintenant
dtutiliser la formule de Weil (5.42) . En effet d'abord 4.4,(5.2) et

3.6 (dans le cas particulier B = ALG]) nous donnent
\d
OLK.(/\[G])(RPC’(AU',C')) = CLK‘(/\[G])(R%'(,U',C‘) .

OLK(A) (Rhc(F))'—"hom(CLK‘(A[G]) (R%' (Aux ,C1 )) ’%K(D(A[G]A) (Fﬁ))'*;;c‘fq{( A) (F§)

=§;°4K( ) (F5) #om(EB(C) et or G](A[G]—}%( SW§+C'LK- (atey) (ALED),
“x(n(afe]) ) TR

=;%I°*’K(A)(F§) + BP(C)oly )\ F= -z‘y_;f (o (F) + ol ) (F5))

= EP(C) obe(n) Fr _% sﬁ(F) .

Compte tenu que Sé(F) = 0 pour x Eqi,, cecli n'est autre que la

formile (7.2) .

Pour un complexe de faisceaux F , satisfaisant les conditions Ce

7+% on introduira la notation

EPA(C,F) = cLK(A)(RT'é(F)) .
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Corollaire 7.9« Si F , F' sont des complexes de faisceaux satisfaisant

aux conditions de 7.1 et s'ils sont localement isomorphes (pour la topo-

logie gtale) comme complexes de A-modules, on a

(7.10) m,(C,F) = B\(C,F1) .

En particulier, si F est localement constant de valeur M' , on a ¢

(7.11) EPA(C,F) = EP(C)caLK(A)(NF) .

Corollaire 7.12. Soient C wune courbe algébrique connexe lisse, pro-

i . . +
pre sur k ; V un ouvert non vide de C , A une sous—catégorie de D (4)

comme dans 7.1, et P un complexe de faisceaux de A-modules F sur V

tel que sa restriction & un sous-~ouvert non vide convenable de V goit

trivialisée par un revétement galoisien de V . Supposons de plus gque

P- € Ob(A) quelque soit x € V . Sous ces conditions on a
AR .

(*) RIFY(F) , BM,(F) € on(a)
(%) ol ) BIFVT) = oty R(E))
Posons B2y(T,T) = oty (RIL(F)) st

EP(V) = EPD(FL)COh(V,Fi) = EP(C) - card(z) 4

Eﬁ 7 =C -V et od F& est le faisceau sur C défini en dimehsion

z5ro par le faisceau constant- associé & F& = ZMAZ . On a alors la for-

J
mule ¢
St
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x€Z

) A A
(7.13) P (V,F) = EB(V) cLK(A)(Fﬁ) —;xEV“k) e (F) -Zocx(lv) s
ot ocfC sont @éfinis par (6.2.1) , (6.2.2) .

Nous utiliserons le lemme suivant s

Lemme 7.14. Soient X 1le corps des fractions d'un anneau de valuaticn

discréte strictement local R , W = Spec K , A un anneau noethérien gui

est annulé par un entier n premier 3 la caractéristique résiduelle p

de R, et F un complexe de faisceaux de A-modules sur W trivialisé par

une cxbtonsion finie de K « S5i A est une sous-catégorie triangulée de

D+(A) stable par facteurs directs et si Fﬁ € 0b(A) (1 le point généri-

que de S) alors RPW(F) € Ob(A) et cLK(A)(PF%V(F)) =0 .

; Démongtration de 7.4, Soit m le groupe fondamental de W . Alors F
correspond & un complexe de A-modules M* g groupe W d'opérateurs. Le
complexe de A-~modules sous-jacent & M°® est isomorphe & Fﬁ et par
conséquent il appartient a 0b(4A) - Introduisons le groupe gquotient

% de ® par son unigue p-sous~groupe de Silov P [4, IT 331, ctest
3 dire la limite projective de groupes quotients discrets de 7 qui
gont dtordre premier 4 p g ol P est 1l'exposant caractéristigue du
corps résiduel de R . (Sip = 1, on pose % = N.)On a done la suite

exacte
] ey P 3% —3 % —0
et on obtient

RO(F) = ROV = RO MR (%))
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(""isomorphisme de Hochschild-Serre")s Or P opdre sur M' via un groupe
quotient fini; qui est donc un p-groupe donc d'ordre premier & n .
Donc on a R!E'P(M') 'ZPP(M') , et FP(M') est un facteur direct de M° |
et appartient donc & Ob(A) -

Dlautre part = =L.[T Z{“([éﬂ, II 33). Nous sommes donc ramenés 4
démontrer que si M € 01:(%) , alors RPR(M') € 0b{4A) et
GLK(A)(RPi(M')) = 0 . Soit pour cela f wun générateur topologique de
% . Nous pouvons supposer que les composantes Mi de M sont des R-modu-

les tels que HY(F,M) = 0 i j 21 . Il existe alors un triangle dis-

tingué

(7.15) / M'N-f

nPi(M’) ey M e

En effet d'une part il est clair que PP - Ker(1-f). Dtautre

part 1—f s M3 M°  est surjectif. En effet

H1(E,M) = W =)’ ,

{voir pour ce caloul [4] pp. 197) dans un cas sensiblement analogue) donc
il en résulte M° = (1-f)M° . Le triangle (7.15) nous donne en méme

temps RF"“(M') € Ob(p) et cLK(A)(Rr’n(M')) =0 , ce qui prouve 7.14.
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Démonstration de 7.12. Le fait que R!fL(FO € 0b{A) résulte immédia-
tement de 7.1 appliqué au complexe i‘(F) ,of i3 V—=C34 en effet
on a R!FQ(F) = Ri“c(il\F)) . Pour prouver que RVL(F) € 0b(A) , on con-

sidére le triangle distingué :

AN

Riy(F) — Riu(F)

ol Q° est concentré sur Z = 0=V , d'od en appliquant R r% le trian-

gle distingué s

RO, (Q"]2)

(7.16) / \

R (F) ——— BT(F)

Comme BT\ (F) € Ob(4) , il en résulte que R\ (F) € Ob(A) si et seule-

ment si Rr&(Q'l Z) € 0b(a), c'est-d~dire (Ri*(F))x € 0b(A) pour tout
x € Z « Rappelons que pour caleuler (Ri¥(F))x on considére le carré

cartésien

of )

od Cx est le schéma localisé strict correspondant au point géométri-

que X § on a Ri*(F)x 4 be(u*(F)) , en vertu de 7+14,et on a
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done (Ri*(F))x € Ob(A) et o&K(A)(Ri*(F))X = 0 . I1 en résulte que
cLK(A)(RFE(Q'lZ) = 0 et le triangle distingué (7.16) nous donne

i i . . N . . .
CLK(A)(HQFL(F)) = CLK(A)(R'V(F)) . Enfin pour &tablir (7.13) il suffit
d'utiliser la formule d'Buler-Poincaré (7.2) pour le complexe de fais-

ceaux 1i,(F) :

EPA(V,F)=G&K(A)(R!l"'v(F))=cLK(A)(Rr‘C(iI (F);EP(C)GLK(A)(Fﬁ)—i&%k)EQ(i! (7))
Or on a s

I )e;i(i, (7)) = xg\;k)eﬁm + Z‘_éfz.eﬁw) :

x€C(k

Mais pour x € Z on a (i,(F))X = 0 et par conséquent pour un tel x

on a $

eﬁ(il (F)) = OLQ(F) + C’E'K(A)(Fﬁ) 2

dtod la formule (7.13).
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1. Soient X' un schéma propre sur le corps k algébriquement clos et G

un groupe fini opérant sur X'

Pour chaque élément g € G on désigne par : X' = X' 1llautomor-

8y

phisme de X' induit par g

Supposons qu'il existe un ouvert U' de X' stable par G et tel

que G opére librement sur U' et soit An=Z/{,nz ot 4 est un nombre

premier différent de la caractéristique de k

Désignons par An,U',X' le faisceau i!(An,U') sur X' ot An,U’

est le faisceau constant sur U' associé 2 1'anneau An et 1 : U'%— X'

est 1'immersion canonique de U' dans X' . Le faisceau An X' est muni
t] E

d'une maniére naturelle d'une structure de faisceau a groupe G d'opérateurs.

Par conséquence le complexe H ) est un complexe de

U, X! = RTy (A

u',x!
) >
An[G] - modules et plus précisément un complexe parfait (VI11,7) de

An[G] - modules (IX,2).

On verra dans la suite qu'il est plus commode pour notre but de consi-

) v B v
dérer au lieu du complexe ]RI‘X,(An’U.’X,) son dual un,U',X' _]RTX‘(An,U',X‘)

par rapport 2 l'anneau 1\.n , au sens des catégories dérivées

3:!\/ \

n,U', X' )

=1R1“X,(An =R Hom, (mrx,(A ),A )

:U'aX' n H,U',X' >"n

v
le complexe RT,,(A ., .,) est un complexe parfait de A _[G] - modules.
X n,U',X n
Supposons qu'on se donne maintenant un endomorphisme £' : X' = X'

du schéma X' et un endomorphisme ¢ : G = G du groupe G tel que les deux

conditions suivantes soient remplies :
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(1.1 f'gx' = m(g)X,f' Vg € G

1.2) le complémentaire Y' = X' - U' est stable par f'
p p

(Sous les hypotheses déja faites Y' est stable par G . En général on

n‘exige pas que l'ouvert U' soit stable par f' ).

On obtient donc les homomorphismes de faisceaux :

f'n,X' An,X' - An,X’

f'n’Y' : An,Y' — An,Y'

f}\n,U',X' A g xe A urx

B i A — A
n,U0',X' n,U', X' n,U',X’

tel que le diagramme suivant, ol les lignes sont exaectes, seit eommutatif :

0 An,U',X' An,X' An,Y' 0
(1.3) £ £! £!
An,U',X' ‘An’xl An,Y'
0 An,U',X' An,X' An,Y' 0

On en déduit, en particulier, des homomorphismes de com~

plexes de An—modules :
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f’n,U',-X' _]RI\X'(f;\n,U,’X,‘ hutxt T M x
fﬁr\:,u',x' = (fx'in’U.)v llrvl,U',x' :ﬁr\i,U',X' ’
gﬂn,u',x' _]RTX'(gAn’U,’X, 2,07,X" By
gﬁx,u',x' = (gﬁn’U,,X,)v h(\ri,U',x' - u\r:,u',x' ;
tel que les relations suivantes soient vraies
(1.4) By ., o f! = f! ° m(g)u
n,U',X n,u',Xx' n,U',X"' n,U',X'
1.3 fl}il\f,U',X' | g:ﬁ\r{,U',X' ) Cp(g)nz,U',X' ’ f:;in,U',X'

La relation (1.5) nous montre (cf. Exp. XI sur la théorie générale des traces,

5.2.1, 7.1) que la trace

o ()
) € An[G‘7,cp] 3!((; An)

3 v}
Tr j\n[G],cp (fh ?’w’

n,U',X'

Notre premier but sera de donner, sous quelques hypothéses supplémentaires,

.. #* .
une formule explicite de TrAn[G],m(fﬁv

) en térmes d'invariants locaux
U, X! .

associés 2 f' , termes que nous allons définir plus bas.

2. En fait on peut faire mieux. Soient pour cela n,m deux entiers positifs

tel que m 2 n , Les homomorphismes d'anneaux :

*
) cf. III B 5.12
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engendrent les homomorphismes de faisceaux d'anneaux sur X'

: _—
C‘Lm,n,X' Am,X’ An,X' ?
: —_
Son,uxt ¢ Mot xe A oprxe

1,'application de la formule de Kunneth nous donne :

L
(2.1) RTX'(Am,X’) ®Am A '—“IRI“X,(I\H’X.) s
L
(2.2) ]RI‘X,(Am,U,,X,) ®Am An = ]RI‘X,(AH’U,,X,) s
] IL T
£
(2.3) ]RTX.(fA .)®AAn mr,(fA ') ,
m,X m n,X
) ( ) ® ( )
(2.4 RT, ,(f! ®, A ~RT,,(f!
N T G XA pxe

On en déduit aisément :

(2.5) R HomAm( ]RFX'(Am,U',X’)’Am) ®AmA“ =T HomAn(IR Fx'(An,u',x')’An)
(2.6) E
2.6 £l ®, A =fly
ozt Mt M urx
Le wmorphisme de complexes parfaits ]RI‘X.(fj'\ )
n,X'
(resp. Rrx'(fj'\ ), f;'iv ) s'obtient donc par extension des scalaires
n,U', X" n, U, X!
ry 3 ] 1 ]
(XI, 6.3) a partir des morphismes ]RTX.(fA ')(resla. ]RI‘X,(fA )’f)iv )

m, X m,U',X' m,U',X'
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1 i .
a 1'alde des morphlsmés % n (resp. am’n s am’n’G : Am[G]‘———> An[GJ)

En utilisant (XI, 6.3, 6.3.2, 6.3.3), 2.3, 2.6 on obtient les rela-

tions

3* - ¥* '
2.7) Tz (]Rl“x,(fj‘\ ')> = cxm,n(TrA (]RI‘X.(fA '
n n,X ™

) = q (Tr )]

(2.8) Tr¥ (£ly
An[G]:CD un’Ul’Xl m, A [G] ﬂp U X'

Le systeme des fonctions (TrA (6,0 » définit une fonction
2@ nU X' >0

rZ&EG],cp(fZ;%/,’X.(&)) € 31!(Gém>, Z&) , e-centrale sur G & valeurs dans

1'anneau ZL des entiers 4{ - adiques.

De méme les éléments TrX ( RT,, (£ )) , n=z1l , définissent un

'
n,X'
n

entier 4-adique Tr¥ (£! )
z, ]RT“X,(Z&,X.)

* '
Notre but sera de trouver une formule pour Tr'ZL[G],w(fHX x'(L))

3. L'invariant local de Nielsen-Wecken (cf. [1] ). Supposons en plus des

hypotheéses décrites au numéro 1, que toute orbite de G est contenue dans un
ouvert affine. Il existe donc um quotient X = X'/G et grdce 2 la formule 1.1,

1'endomorphisme f' de X' passe au quotient :

On va utiliser dans la suite les notations suivantes :
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p: X' — X =X'/G pour la projection canonique,

Y =p(¥Y)=vy'/6 ,

U=X-Y
U' est un revétement principal ayant G comme groupe structural . Soit x €U
un point fixe de £ . On va lui associer une classe de g-conjugaison (XI,7.1)

NW?:w(x) de la mani2re suivante :

Soit x' € U' tel que p(x') = x . U' étant un rev@tement principal

ayant G comme groupe structural et le point x étant fixe pour f il

[

existe un élément unique g ¢ G tel que f'(x') = gx La classe de (p-conju-

gaison de g ne dépend que de x . En effet si p{(x") = x , il existe h € G

tel que hx" = x Par conséquent si f£'(x") = g'x" on a

gx' = £ (x') = £'(hx") = (W) E'(x") = (p(h)g'h Dx'

g =ph)gh™ |

c'est-a-dire g et g sont ¢p-conjugués. Par conséquent, on obtient une classe

bien déterminée de (p-conjugaison, 1l'invariant local de Nielsen-Wecken associé

au point fixe x € U de f qui sera désigné par ng’w(x)

La classe de ¢-conjugaison ng’w(x) définit une fonction ¢-centrale

(ef. XI, 7.1

NW(f;’Cp(x) : G —>7Z

by + =
4 valeurs entieéreg,caractérisée par les relations suivantes
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1 s'il existe x'€ X' tel que (g_lf')(x')= x!

(3.1) ng’m(x)(g) = et p(x') = x

\ 0 sinon .

4. Supposons X' lisse sur k et en plus que le nombre des points fixes de
f est fini. Il en résulte en particulier que le nombre des points fixes de

g_lf' est fini pour chaque g € G

Pour chaque point fixe x € ¥ de f on introduit la fonction

g-centrale

Sx(f',f,G,@) 6 —>Q

2 valeurs rationnelles, définie par la formule :

4.1 s (£',£,6,0)(g) = Y v g7 - 1)
X cw(g) i _‘»1 X
Xlexlg £
X
Nous avons utilisé les notations suivantes :
(4.2) ®(g) = card G: s G? ={xec/ qo(x)gx_l =g} ,
“Le -1

(4.3) Xig = {x'ex' /px") =x, (g £)(x") = x'} .
(4.4 v (g 1) = la multiplicité du point fi ' ode g lf!

. o g a mu plicite du point xXe X e g

Par composition, avec les inclusions canoniques
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Q°—>QL

la fonction Sx(f',f,G,w) engendre des fonctions (-centrales SX’{Ff',f,G,m)

sur G & valeurs dans le corps Q{ des nombres {-adiques.

Conjecture 4.5. Pour chaque 4 # car(k) les valeurs de la fonction

S (f',£,G,¢p) sont des entiers A{-adiques.

X,4

On va prouver dans la suite que la conjecture 4.5 est vraie si la

dimension de X est égale a 1.

Proposition 4.6 Soient R un anneau de valuation discrite, m son idéal

maximal, ™ une uniformisante, k = R/m son corps résiduel supposé alg. clos,

fé : R=» R un endomorphisme de R et G un groupe fini

v 8a valuationm,

d'automorphismes de R . Supposons que 1'endomorphisme et les automor-

!
fR

phismes induisent 1'indentité sur k et qu'on se donne en plus un endo-

Er
morphisme de G

tel que la relation suivante soit remplie :

¥

L = °
£2 gg m(g)R £2

Si 1'on désigne pour chaque g € G

wegglen) = vigRleym -y

et si 1'on décompose cP(g) (cf. 4.2) sous la forme
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Bg) =pSq 0 @V L PT car(k) ,

alors q‘(V(gleé) -1

Pour démontrer la proposition 4.6 on se réduit au cas g = e et
@ = idG . En effet on peut se réduire d'abord au cas g = e én associant 2
la situation (fé,G,g,@) la situation (f% = gélfé , G,e,p" = int{(g)ow)

(' (a) = gmlm(a)g) et en observant aisément qu'on a :
v(g'lf') - 1= -1
R R
L] 1
P(g) = P €e) (cﬁ =¥y (ef. 4.2)

pour se réduire simultanément au cas g =e , O = idG remarquons
'
qu'on peut associer a la situation (f;,c,e,m') la situation (f",Gf ,e,idcm')
e

et qu'on a :

id o'
o' p'y e
c* = (¢7)
e e e

La démonstration de la proposition 4.6 utilise essentiellement le lemme sulvant :

Lemme 4.7. Les hypothéses et les notations étant celles de la proposition 4.6

supposons en plus que o = idG , c'est-a-dire que les opérations de G sur

R commutent avec fﬁ , et que 1 = v(fé) > 2

Soit

¢ = Card(Im(¢ —> Autk(m/ﬂz))

On a alors la relation suivante de divisibilité :
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c|(r—1)

Démonstration. Il est clair que l'entier r satisfait aux conditions suivantes

a) 1'homomorphisme

f; : A/ér _— A/;r

induit par fé est 1l'identité,

b) 1'homomorphiseme
v A el Af r+1
1 /E ” /r_n

est différent de 1'identité.

D'autre part il est évident que G op2re sur tous les espaces vectoriels

Ei/;i+1 sur k

On va montrer d'abord que sous les hypotheses du lemme il existe un

homomorphisme de k[GJ]-modules
( I) m mr
u fR : _/m2 ——-—%_/mﬁ.]_
et un seul tel que les deux conditions suivantes soient satisfaites :
'
1) u(fR) #0
' 2, _ . r+l
2) u(fR)(x mod m") = (fR(x) -~ x) mod m ', quel que soit x ¢ m

I1 est clair que la condition a) implique fﬁ(x)—x € gr quel que soit

¥ € R , ce qui donne un sens 2 la condition 2).



Cette observation nous donne aussi la possibilité de définir un

homomorphisme de groupes abéliens :
X ——> (fé(x)—x)mcd gr+1

Cet homomorphisme s'annule sur 32 . En effet, si LIRE €¢m alors

fﬁ(xlxz) - %%, € Er+1 car on a grace & la condition a)

1 - r
fR(xl) X 00 €D

]

T
i
fR(xz) x, + 0y S
et par conséquent
= ' = (v =
fﬁ(xlxz) fR(Xl)fé(Xz) : (x1+ai)(x2+a2) x1x2+x1a2+x2al+a1a2 ,

. r+1
et évidemment xla2+x2q1+a1G2 em

11 en résulte donc par passage au quotient un homomorphisme de

groupes abéliens :

r
y . B n
u(fp) = /mz——> /‘_n.r+1 .

L 'homomorphisme “(fﬁ) est en fait un homomorphisme d'espaces vectoriels sur

k . Pour le voir i1 faut montrer qu'on a quel que goit ¥ €m , g €R

£2(@x) - ox & alfy(x)-x) mod o,
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c'est-a-dire
4.7.1) £1(we) - afl(x) €™
Mais on a :
£1(ox) - afi(x) = (£1(a) - WE)
ce qui donne la relation (4.7.1) parce que
f%(a) -a¢€ mr (Condition a))
fé(X) €m (x €m

L'homomorphisme u(fé) est un homomorphisme de k[G]-modules. En

effet, on a pour x € m

u(fﬁ)(g(x mod Ez)) = (fé(gx) - gx) mod Er+1

= g(fé(x) - x) mod Er+1 = gu(fé)(x mod EZ)

Enfin u(fé) # 0 . En effet grace 4 la condition b) il existe un &lément

' - r+1 P
X, €R tel que fR(xo) X, ¢m . Mais il nous faut un tel élément

apparténant & m . Pour obtenir un tel élément écrivons x, sous la forme

L'un au moins des éléments x,x' satisfait 2 la condition voulue.
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Supposons par 1'sgbsurde qu'on ait en méme temps :

r+1
fé(x) -x €m

Ve ?Y _ 5! T
s fR(x ) x'€ém

+1

On aura donc, dans le corps K des fractions de A
£1(x) £1(x")
R € 1+Er s —%—— € 1+Er
On peut supposer que fé(x') # 0 , parce qu'autrement x' est

1'élément cherché. Sous cette hypothese,

groupe multiplicatif il résulte que :

; r
compte tenu du fait que 1+m  est un

X T
-7y & l4m
0 [] —_ 3
fR(x )
et par conséquent :
£2() %! pon?
x fﬁ(x') € L
Mais cette dernidgre relation implique :
£1(x )
_I_{___O__ E 1+—n—‘r
o
En effet :
£1(x,)  £(x) ¥ g&y  f5® x x'EG) BE x
- TS . vy - .
%, % fR(x ) g, x fR(x ) x X fé(x')

0

1
x

X'fé(x’)fé(z,)— x'fR(x))

fﬁ(x')
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Si l'on munit 1l'espace vectoriel sur k

J m mr
Homk(—/mz s —Am.l)

de la structure habituelle de G-module son élément u(fﬁ) appartient au sous-

espace

m mr G
Homk(—/mz s = [pr+l)

des invariants sous G

i
D'autre part il est classique que 1'espace vectoriel n /;i+1 s'iden~
tifie canoniquement avec la i-i2me puissance tensorielle Qi(m mz) et par
r m
conséquent 1'espace vectoriel Homk(%/;z s n‘/;r+1) s'identifie par 1'homo-

morphisme de "contraction avec la (r-1)-2me puissance tensorielle 8£_1(57;2)

T
m m r-1m
v o Homk(—/;z s — /;r+1) — 8& ' m2)

r
: . m m
Par 1'1somorph1§me Y la structure de G-module de Homk(j/;z s _/Qr+1) se
transporte dans la structure de G-module de ®11;_1(m mz) induite par la struc-

ture de G-module de = 9
m
g(§1® §2® . ® §r_1) = g§1® e ®g§r_1

Nous désignerons par u(fé) 1'image de U(fé) par 1'isomorphisme vy
On a donc

) r-1 m
D04 uey) €8l (/92) ,
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11) u(f&) est invariant par G

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du lemme 4,7. Tout d'abord,

1'espace vectoriel 57;2 étant de dimension 1 on a

Autk(E 2) = o,
et par conséquent Im(G —> Autk(E/mz)) est un sous-groupe finl de k*
cyclique, engendré par une racine primitive c-2me de 1'unité. Désignons par

¢ une telle racine. Le sous-groupe Im(G —> Autk(E/mz)) est donc engendré

par l'automorphisme

m m
X2 — > 2

g —=> ¢k

L'élément p(fé) de 18)11;_1(E mz) étant invariant par G omn a

WD = XU = X T @8 8 B8,

_ _ r-1 .
=T g, ®ef,, ®...08 egr—l,i € u(fR) R

c'est-a-dire

]
o

)

-1
(1-6"TuCED

u(fi) étant différent de zero (Cond. I) il en résulte l—er-1 =0 , c'est-a-

dire cl(r—l)
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Démonstration de la proposition 4.6. Nous avons déja remarqué qu'on peut se

réduire au cas g=e ., = idG . S8i l'on désigne par G1 le noyau-de 1'homo-

morphisme :
m
G —= Autk(—/mz) >

alors on a gréce 2 la théorie de la ramification :

Card(Gl) = pt

Par conséquent, en utilisant les notations du lemme 4.7 on a :

Card(G) = ptc

Comme d'autre part cidG(e) = Card(G) 1'énoncé de la proposition 4.6 dans le

cas g=e , = idG , et par conséquent en général, résulte du lemme 4.7.

Corollaire 4.8 Pour chaque & # car(k) , 1'image du nombre rationnel

(\)(g;{lfé) - 1

Pe)

par l'inclusion canonique :

st un entier 4-adique.

Proposition 4.9. 1La conjecture 4.5 est vraie si la dimension du schéma X est

égale a 1.
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Démonstration. Nous allons introduire 1'endomorphisme

défini par :
b = int _og , int (&) = gtlgg
g g
On voit facilement qu'oh a :

i) q;(cx.) c G e

1 1 étant le stabilisateur du point x'
g £'x'

X

11) Pg) = cara(a?) , ¥ = (g ] y® =g}

-1,,
iii) Gw opére sur X;g £

: “1o,y o -1_, U
iv) VX,(g £1) vhx.(g f£') pour chaque h € G

v) <g‘1f-)(g1x) = w(glxg‘lf')(x)

-1,
Par conséquent on peut décomposer X;g £ comme la réunion de ses

orbites et on obtient :

(\)X.(g_lf')—l)

G S Gy = S 7 caratch
IE Xlg ! * XIE ng f'/ w Card(G ,)
X X G X
~loy o -1,
(vx,(g £') = w((g £ )® .)) .

X

c'est-a-dire :
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(v (g hEN-1
(4.9.2) S, (£, £,6,0(8) = —_

; g‘lfv

Card(Gi.)
x'€ X' /¥

et la proposition résulte de la proposition 4.6,

5. Généralisation d'un formule de type Nielsen-Wecken. (cf.[1])

Proposition 5.1. ILes hypoth2ses et les notations &tant celles de 1,2,3,4,

supposons en plus que Y' est une partie finie de X'

S8i 4 est un combre premler différent de la caractéristique de k ,

on a :
a) les valeurs de la fonction p-centrale
T, 5o
XEY
sont des entiers 4-adiques.
b) 1la formule suivante est wraie :
! = V G:CD '
(5.1.1) TX‘ZL[G]’w(fH\éI,X'(U) > f\)x(f)wa (x) + Zfsx’é(f,f »G,ep)

%x€U XEY

Démonstration. Il est clair que si 1'on prouve 1'égalité b) en pensant tout
comme fonctions a valeurs dans Q& s 11 résulte déja 1'assertion de a) parce-que

Nw§;® x) , TEZL[G]:W(fﬁX. x'(L)) sont des fonctions a valeurs dans Z&
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D'abord on voit en réduisant modulo " pour chaque n =z 1 et en

utilisant (XI, 7.2.3.6) qu'on a pour chaque g € G

¢ ' = =lg,
(5.2) cr(g) T%L[G],cp(fﬁ\é. X|(L))(g) TTZ&(gX'f )H\é )

I,Xl

-1,,
Tr%(gx'f 'y )
u',xtr
le diagramme commutatif (1.3), dont les lignes sont exactes, nous

donne (XI, §4) :

-1 -1 %, -1
(5.3) Tr, (g, £") = Tr_ (ge ") - T, (g, £,
"ZL X nU,,X,(L) ‘z& X RTy, @, ) ‘zé Eyrly BT, @, L)

[ {,Y'
Les deux termes du deuxiéme membre de la relation (5.3) peuvent &tre
évalués grice 2 la formule classique de Lefschetz (cf. ). (En fait pour

le dernier terme il s'agit d'une formule triviale de Lefschetz) :

(5.4) Tr, (gphf') -y 5 v (ggrt")
L ]RFX"ZL X') XEXf —lf,
3 Xfexlgxl
X
(5.5) Tx, (g;%fé.) = nombre des points fixes de g;%fé,
2 RT,, 2, 1)

Par conséquent

-1 ] = -1 '

(5.6) T:ZchX,f ) " ‘Zf S v, (g )
X! X€UT g8y

X

_ -1,
Zf > IR
XEY x‘e{lgxlf
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-1,
Mais x € Uf étant donné, 1'ensemble X'gX'f est non vide si et seulement
si ngiw(x) =1 . Comme on a aussi :
-1,
(5.7) Card x}'{gx' =c®g) ,x¢cu
(5.8) V(BT ED) = v (D), x €U
’ x' o' X ?

les relations (5.2) , (5.6) donnent :

. ' _ 5 G,tp
-9 T 11,0y, )@ %f Ve (O P00 (g)
? x€U

-1
(l—vx,(gx,f'))

) Zf Z g-l cw(g)

c'est-a-dire la formule & démontrer.

5.10. Cas particuliers. a) Le cas non-ramifié : Y'= ¢ , c'est~a~-dire

X

Dans ce cas la formule (5.1.1) devient :

- 6,0
W) = Zf v, (O P(0)

(5.11) T};ZZ&[G]’QD(%V
x€X

u',x'

-1
-1 gy f'y

b) Le cas des multiplicités 1 : vx.(g £') = 1 Vx'ey! et Vg € G

Dans ce cas la formule 5.1.1 se réduit a la formule 5.11 Ce cas est en particu-

lier réalisé si l'ona : dimX =1, vx(f) = 1 pour tout y €Y
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6. Application & une formule de Lefschetz.

) . L . x) .
6.1. Nous garderons les notations et les conditions du numéro 1 . Soient
de plus A une Anf algebre commutative noethérienne , F

un faisceau (pour la topologie étale) constructible de A-modules parfaits

sur X et
u: £¥F)—3F

un homomorphisme de faisceaux de A-modules.

On obtient en particulier un endomorphisme de la paire
(X,F)
(u,£) : X,F)—> (X,F) s
et par conséquence un endomorphisme de complexes de A-modules
mrx(u,f)  RE(F)——>(R L@
Le schéma X étant par hypothése propre sur k et le faisceau F étant
constructible et de torsion, le théoreéme de finitude (S.G.A.4,XVII 5) nous

assure que le complexe I{IQ(F) est un complexe parfait de A-modules.

La trace TrA(H{Ik(u,f)) est donc définie
Tr,(RT (u,f)) € A
X

Notre but sera de domner, sous quelques hypothéses supplémentaires, une
formule explicite de TrA(R.TXhhf)) en termes d'invariants locaux

associés aux points fixes de £

x) Xf désigne l'ensemble des points fixes fermés de X .
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6.2.Définition des termes locaux., Supposons que X' est irréductible de

dimension un et que la restruction du faisceau F' = p¥(F) a U' soit

constante,

8i le nombre des points fixes de f£' est fini, hypoth&se qui sera

. . : £ f
faite dans la suite, on peut toujours supposer qu'on a X C Y

Le faisceau F' est donc défini par un A-module M sur lequel G

Ul

opére

Frlye &
En fait si on désigne par m (resp.m') le point générique de X (resp.
X') et par 1 Aresp. 7 ) un point géométrique sur 1 (resp 7' )

on a :
p(n') =
F— R~ FL,

Le complexe F' est isomorphe & M. et par conséquence M est un

A-module parfait.

D'autre part si le morphisme f' n'est pas constant il
laisse fixe le point générique de X' ., Par eonséquent le morphisme
(p*u),f') de la paire (X',F') induit un morphisme sur la fibre
h

ul, : FL . —> FL .
nl nl n| H

d'ol évidemment un morphisme de A-modules

Uy M —— M
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On voit aisément que la relation suivante est satisfaite

(6.2.1) uM(¢(g)m) =’guM(m) YméM, Vg €G.

\
Le dual M de M par rapport & A est donc muni d'une structure de

AfG7 -module et d'un endomorphisme
™ M

uy ot M ———> M s

tel que la relation suivante soit vraie
\
%X (gx) = ¢lg) u%(x) VgeGg, Tx €M
\/ -
En plus M est un A-module parfait et par conséquent la

trace TrA(g-lux) est définie pour chaque g € G

Soit x € Xf un point fixe fermé de f . Le morphisme u

induit un endomorphisme du module Fx , la fibre du faisceau F dans
le point x . (On identifie les points fermés de X avec les points de
X(x))

La trace TrA(uX) nous fournit un premier invariant local

associé au point fixe x

On introduit un autre invariant local o (f,u,f',G, ),

élément de l'anneau A , par la formule :
-1
(6.2.2) a (£,u,£,6,9) = S SX’@(f,f',G,cp)(g)TrA(g uy ) s
8€G

yQ
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ot la fonction
et .
Sx’zn(f:f LG, 1 G —> An s

s'obtient & partir de la fonction i, o S (£,F',G,q) (cf.4) ar ré-
P < @ P

4

. al s .
duction modulo 4 Z , c'est-a-dire :

S, m(EE0,0 (@)=, 05 (££',6,0)(g)mod fz .

6.3. Une formule de Lefschetz. Sous les hypothése et avec les notations

de 5.1, 6.1, 6.2, on a la formule :

-
(6.3.1) Tr, (R [, (u,f)) = E T (£,u,£',G,0 R
A X £ X
x€X

oli on a posé,

] = -
(6.3.2) Tx(f,u,f sG, o) TrA(uX) aX(f,u,f',c,cp>

Démonstration, Le sous-schéma Y étant stable par f

le morphisme
(u,£) : (X,F)——> (X,F) s
induit un endomorphisme de triangles distingués

R T (uly,£ |0

A
R T, (F V)
(6.3.3) / \
mrx((u,f) ) ]RTX(FU ¥ .__._>]Rr ), RT, (u, £)

d'olt la relatiom :
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%

(6.3.4) Tr, (R Ty (u,£)) = Tr, (R ICCRONL Tr, (R T, (u ly £l

e dernier terme de la formule (6.3.4) peut s'expliciter grzce 2 la for-

mule de Lefschetz élémentaire et au fait qu'on peut toujours supposer

xf = vf .
(6.3.5) T'cA(]RT‘Y(u\Y, fIY)) = zf TrA(uX)
x€X
D'autre part, on a
(6.3.6) RT,(6,8)) ) RRTORT, L EDy, 400, '=p*@)
(6.3.7) . FU,’X, zAn,U‘,X'® An M’(U|’fl)Ul’X'=f'An,U',X'®/\ M,

d'ot par la formule de Kumneth :

(6.3.8) ]RTX.(u',f')U.

. »
xt ~ RILE x') &) Yy
s n

n,U'

On conclut de (6.3.8)

v s Loy
) ®AnA)®Au .

Vo
(6.3.9) ]RI‘X.((u',f‘)U.,X,) N(]Rrx'(f'An,U',X'

Grace & la formule 6.3.6 on obtient :
(6.3.10) RT,((a,) I=RT,,(f' e uV
PR N X L% Xt An S A[G] M 3
3 s

d'ou compte tenu de la formule générale (cf.Exp.X1,7.5.9) :

= ' -1 v
6.31D oDy 0= LT oy (D@6 w)

u.x sEGHY n,U'x'
Mais la trace TIr (£ ) se calcule a 1'aide de la for-
Alele™ ¥y x

mule de Nielsen-Wecken (cf, Proposition 5.1,b)), évidemment en réduisant

modulo Lz
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. f £
On obtient compte tenu de la relation X =Y

(6.3.12)  Tr LV e = 2, S a(£,£.6,0(@) .
An[G],CP M'n,UI,XI XGXf x, ¥

En combinant les relations 6.3.12, 6.3.11, 6.3.5, 6.3.4 on obtient la

formule de 1'énnoncé.

6.4. Remarques sur les termes locaux, a) Il est facile & voir que si

g €G , alors on a la relation :
(6.4.1) o (Faug™ £1,6,¢)=0, (£,6,£,6,0)
ol on a posé

(6.4.2) 9, (D = Gne o P(®) = g g8 g, TEEG

La relation 6.4.1, permet de nous ramener toujours, quitte 3 remplacer
f' par g f' et @ par ®, @aucas ou il existe au moins un point

£
1 '
x' €X x *

, f s .
b) Soit x' = X’X et G, la stabilisation du point x'. Evidemment

Gx' est stable par ¢ et on obtient donc un endomorphisme

g = ole, 6 —>6 .

X X

Désignons par X'/GX, le schéma quotient obtenu & partir de
X' par la relation d'équivalence définie par G 5 par F'/G_, 1'en-
X
domorphisme de X’/Gxl obtenu 2 partir de l'endomorphisme f' de X'

par la méme relation d'équivalence et par x' la classe du point x

modulo cette relation d'équivalence.
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La projection canonique
p i X'—3X'/G =X
se factorise de la maniere suivante
Py Pz
p i X e———> X'/Gx, — X = X'/G

En prenant 1'image inverse par P, de 1'homomorphisme wu on obtient un

homomorphisme
v =p,u) (£'76, )% (p}*(F))ﬁpf(F) .
I1 est facile & voir qu'on a :
(6.4.3) Gx,(f'/GX,,U,f',GX,,q&,)=0k(f,u,f’,G,q9 (x=p(x'))

On peut donc se réduire toujours au cas "totalement ramifié" c'est-a-dire
au cas quand la fibre du point x se réduit & un point.
-1

¢) Le cas "modérement ramifié". Supposons qu'il existe x'€p (x) ,

tel qu'on a

£'(x") = x' (px") = x) s

cas auquel on peut toujours se ramener (cf., le cas a)), et que l'ordre du

groupe GX , est premier avec la caractéristique du corps k . Dans ce
cas on a
(6.4.4) Ox(f,u,f',G,qﬂ = Sx’ﬁn(f,f’,c,q)(e) TrA(uM ).

En tenant compte du cas b) on peut supposer que G = Gx| . La formule

(6.4.4) résulte alors du lemme suivant :



435
La projection canonique
p: X'=—3X'/G =X
se factorise de la mani&re suivante :
P1 Py
P: X' > X'/GX, —_— X = X'/ .

En prenant l'image inverse par P, de 1'homomorphisme u on obtient un

homomorphi sme
v = pz(u) : (f'/GX')* (p%(F))__i,pf(F) .
Il est facile & voir qu'on a :
(6.4.3) aX,(f'/GX,,U,f',Gx,,cpx,)=ax(f,u,fJ,G,cp) (x=p(x")) .

On peut donc se réduire toujours au cas "totalement ramifié" c'est-a-dire

au cas quand la fibre du point x se réduit 3 un point.

c) Le cas "modérement ramifié", Supposons qu'il existe x'€ p-l(x) 5

tel qu'on a

£'(x") =x', (p&") =x) s

cas auquel on peut toujours se ramener (cf. le cas a)), et que l'ordre du

groupe Gx » est premier avec la caractéristique du corps k . Dans ce
cas on a :
(6.4.4) ax(f,u,f',G,cp) = SX’Ln(f,f',G,cp)(e) TrA(u}\/I/ ).

En tenant compte du cas b) on peut supposer que G = Gx' . La formule

(6.4.4) résulte alors du lemme suivant :
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Lemma 6.4.5. 8i les relations suivantes sont vraies :

v/ (£ >1,
X

-1
vx.(g £') >1 s

alors g appartient au premier groupe de ramification G, (c£.4.7)

gEG1

. . . 2
c'est-2-dire g induit 1l'identité sur 1'espace vectorial Ex'/gx'

Démonstration. Soit @&, = k ETjﬂ . L'automorphisme de E/gz induit
par g-l _est déterminé par une racine e(g‘l) €k de 1l'unité par la
condition

. g-lT = e(g-l)T mod m2 s
o m est 1'idéal maximal de 1'anneau k Hﬁ?ﬂ.

D'autre part 1l'hypotheése \k,(f') >1 nous donne

f'(T)=T+a\)TV+awlTW1+..., v=2 .

Par conséquence

1.1 » -1 v w1
g £(T) = e(g )T+bVT+bW_1T Feous

et 1%hypothése e(g-lfl) >1 implique e(g_l) =1, ec.q.f.4.
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d) Le cas du faisceau F qui ne se ramifie pas dans les points fixes

de l'endomorphismé f

Dans ce cas le terme local Tx(f,u,f’,G, ® ) est donné par la formule :
(6.4.6) 'rx(f,u,f’,G,cp) = vx(f) TrA(uX) s

et par cgnséqueﬁt il ne dépend que de la paire (f,u).

En effet on a dans ce cas :

0 si il existe x' €X' tel
i qu'on a (gulf') (x') = x' ou

équivalent si la classe de o

¢ ' -
(6.4.7) Sx,ln(f’f G, (g) ‘ conjugaison de g coincide avec
la classe NW2’¢(X) (cf.3) ;
(v_(£)-1) sinon
\ b3

Il en résulte en particulier qu'on a :

(6.4.8) ,Sx’zn(f,fl;G,cp) (g) =0 si g ¢ Nw‘é:Cp(x) .

On trouve donc :

(6.4.9) T (£,5,£,6,0 = v (D) Tr, (g7 w¥) = v (D Tr,(g7 ),

= \)X(f) TrA(uX) .
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7. Commentaires sur les conditions de validité de la formule de Lefschetz,

7.1, Bien entendu, em pratique, on part d'un schéma X propre sur k et

d'un endomorphisme
(u,£) ¢ XF)e—> X, F)
tel que

- F est un faisceau constructible de A-modules,

- 1l'ensemble Xf des points fixes de f est fini.

Le probléme est de définir sous ces conditions des termes locaux
T (u, ), x € xf tes que

() Tr, (R G (u,£)) = Zf T, Cu, )

x€X

En utilisant les deux théorémes de dualité, globale et locale,
Verdier arrive a définir les termes Tx(u,f) tel que la formule (%) soit
vraie (cf. IID. Malheureusement la détermination explicite des Tx(u,f) s
définis par Verdier, en termes d'invariants locaux connus, semble dificile,

()

d'ou 1'intérét des définitions proposées en chapitre précédent.

En revanche ces derniéres définitions supposent des hypo-
théses suplémentaires sur F , £ et u , & savoir l'existence de
U,U0',G,£',p ayant les propriétés exigées dans 5.1,6.1,6.2
(*)

Voir cependant III B pour la comparaison des termes locaux de 6.3.1
aux termes locaux de Verdier.
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Proposition 7,2 ., Soient X un schéma lisse de dimension 1, F cons-

tructible et

(u,£) : (X,Fl——>(X,F)

un_endomorphisme tel que le morphisme de faisceaux

u: £¥F) ——>F

soit un isomorphisme,

Sous ces conditions il existe U,U',G,f',pp satisfaisant aux conditions

de 5,1, 6.1, 6.2,

Démonstration. Soit U le plus grand ouvert de X tel que F soit
localement constant dans U et désignons par Y son comp lémentaire.

L'ensemble Y est stable par f :

fY) ¢y .

En effet supposonspar 1'absurdequ'il existe y € Y tel que
f(y) € U . Le faisceau f%*(F) est alors localement constant
au voisinage de y et en utilisant 1'isomorphisme u il résulte que F

est localement constant au voisinage de y ce qui est absurde,

81 f est constant la démonstration de la proposition est triviale. O

va donc supposer que f n'est pas constant, Si 7 est le point générique

de X on aura donc £(v) = 7.
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#
Soient iTl: Spec (k(m))e—>3 X 1'inclusion canonique, Fn = iTﬁF) et
L f;(FTP«—5> Fn le morphisme (en fait 1'isomorphisme) de faisceaux
induit par u, fﬂ étant bien-entendu la restriction de f 2 Spec(k(m).

En traduisant tout en termes de H-modules :
H = Gal (k(mp /k(m ) , k(rps = une clbture séparable de k() ,

on obtient les isomorphismes

He—— S H

U

P 5 F
n n

ot F_ a une structure de H-module et la relation suivante est véri-

1
fiée :

w(gx) = ¥(g) u_x, g € H, x €F_ .
n n |

Si H1 est le plus grand sous-groupe distingué de H d'indice fini
Hy

tel que F_ = Eﬁ , on a Y(Hl) = Hl . Un tel sous-groupe existe
n

parce que le faisceau Fn est constructible,

Soit KD k(r) 1'extension galoisienne de k(r) cor-
respondante au sous-groupe Hl et X' la normalisée de X dans K .

Evidement on peut définir un endomorphisme
f' @ X3 X*
et un endomorphisme

BH, = ¢—2 3¢

tel que le systéme U,U',f',G,p satisfassent aux conditions voulues.
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Exemple 7.3, Soient X wun préschéma défini sur le corps fini Fp s P

étant un nombre premier,_ggx : X—>3X 1l'endomorphisme de Frobenius

(cf.XIV) et un faisceau de N-modules sur X

Si Y,S sont desshémas sur F et si Y est un schéma sur S , nous
P

désignons par Fr v/s ¢ Y——€>Y(P/S) le morphisme de Frobenius relatif

(cf.XIV 2).

On obtient un morphisme de faisceaux sur Xet

(fry )y E)——>F

en posant pour tout X-préschéma étale U

FEE 5/

®/X)y UKLy,

(Fr )y B = F(Err (W) = F(U

Ce morphisme est en fait un isomorphisme. Son inverse :

1
F(_EE/X) : F——)(_f_r_x)* F) ,

définit par adjonction un morphisme

L

_E_r;/x ¢ Er)* E)—> F

qui est un isomorphisme.

Si X est en particulier lisse de dimension 1 et F cons-

tructible, la paire

#*

(E:_F/X » frg) 8 K P)—> &P,

est donc justiciable de la proposition 7.2

[1] Wecken, F., Fixpunktklassen I, Math. Ann. 117 (1941) p. 659-671,
Fixpunktklassen II, III, Math. Ann. 118 (1942-1943),

p. 216-234 et p. 544-577.



EXPOSBSE XV

MORPHISME DE FROBENIUS EI RATIORALITE DES FONCTIONS I .

par C. HOUZEL

§ 1. MORPHISHME DE FROBENIUS

n® 1. Endomorphisme de Frobenius.

Définition 1. Soit p wun nombre premier, on dit gu'un préschéma

X est de caractéristique p si p.1€7 =0 .
X

Cette condition équivaut & la suivente : le morphisme (uni-
que) X --» Spec(Z) se factorise & travers Spec(gp) —3 Spec(Z) 3

notons de plus qu'une telle factorisation est unique.

Nous désignerons par (Soh)P la sous-catégorie pleine de
la catégorie des préschémas dont les objets sont les préschémas de ca-
ractéristique p . D'aprés la remarque précédente, la catégorie
(Sch)p egt isomorphe de manidre naturelle & la catégorie des EP -
préschémas.

8i X est un préschéma de caractéristigue p , le couple-

- 1 N ¥y ° ———— ’ 3 3 1 = P

££X (ld!Xi’kﬁ) , Ol \f. qu S QDX est défini par Lp(f) f
pour toute section f de (ﬂx dans un ouvert, est un endomorphisme

de X , car VQ est visiblement un endomorphisme du faisceau d'an-~

neaux ij .
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Définition 2. Soit X un préschéma de caractéristigue p 3 on

appelle endomorphisme de Frobénius de X l'endomorphisme ggx ainsi

défini.

Ltendomorphisme de Frobenius er dépend fonctoriellement
du préschéma X ‘de caractéristique p , c'est-d~dire que pour tout
morphisme g ¢ X —-» Y de préschémas de caractéristique p, le dia-

gramme sulvant est commutatif

QI > X
Iy

g g

G > Y .
Ly

Autrement dit, on a d4éfini un endomorphisme fr du foncteur identi-

que id(Sch)p B

n°2. Morphisme de Frobenius relatif.

Soit S wun préschéma de caractéristique p , tous les I -
préschémas sont aussi de caractéristique p .« Si X est un S -pré-

schéma, on voit (cf. le diagramme) que g;x se factorise & travers

la projection nX/S s X Xg (S9£§S) > X ou (S,Egs) désigne 3
considdré comme S —~préschéma au moyen du morphisme ;gs . Nous dé-

signerons le produit fibré X xg (S,@gs) par X(p/S) ou méme par

X(p) si aucune confusion n'en résulte § l'unique S -morphisme de X

7(2/3) .4 . I
dans X qui composé avec WX/S donne fry est désigné par ggX/S H

ainsi on obiient un diasgramme commutatif ol le carré est cartésien :
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e
T
X =g XY oo X
X/S | =x/s
g\L g(p) -
S €—mmmmm S s

I1 est clair que X(p/S) dépend fonctoriellement du S ~

préschéma X 3 le foncteur

(p
Py ¢ X rmrsy X

est simplement le changement de base au moyen du morphisme

ggs : 8-> S . Comme tout changement de base, il commute aux li-
mites projectives et aux sommes, et conserve les propriéiés telles
que : de type fini, séparé, affine, projectif, plat, étale, etc. La
commutation aux limites projectives montre que si X est muni d'une
), X(P/S)

structure algébrique (par exemple : groupe, algébre, etec.

se trouve muni naturellement d'une structure algébrique de méme espéce.

En utilisant la fonctorialité de EEX par rapport & X
on voit que le morphisme EQX/S dépend fonctoriellement du S -pré-

schéma X , de sorte qu'on a défini un morphisme fonctoriel

Iry/s ® ¥(gon)/s > Py *

Définition 3. Soient 8 un préschéma de caractéristigue p et X

¢ X - x(P/8)

un S ~préschéma. On dit gue le S -morphisme EEX/S

est le morphisme de Frobenius de X relativement & S .

Les premiéres propriéités formelles du morphisme de Frobsnius

sont énoncées dans la proposition suivante
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Proposition 1.

a) (transitivité) Soient S un préschéma de caractérigtique p

et g ¢ X->» Y un S -morphisme de S -préschémas. Le diagramme

suivant est commutatif et ses trois carrés sont cartésiens @

= X/ g
/’/_—-—“ - \\ .,

X /“ (p/s)

x/fs. bl
1 (p/s)!;’ IL g(p/:f)

¥ <_1Z__ \5(9/ 8) . &Y/ s

b) (changement de base) Soient g : S' == S un morphisme de

préschémas de caractéristique p et C un S -préschéma. On a un

isomorphisme canonique 3 X(p/S) xSS’ o (X XSS')(p/SI) fonctoriel
en X , soit (X(p/s))' £ X,(p/S') en affectant d'un ' le ré-

sultat du changement de base par ¢ 3 de plus FrX'/S’ = (FrX/S)

modulo l'identification permise par 1'isomorphisme précédent.

La démonstration est immédiate.

Proposition 2. Soient S un préschéma de caractéristique p et X

un S -préschéma.

% > x(¥/5)

a) Le morphisme de Frobenius relatif E?X/S s est

entier surjectif et radiciel (donc c'est un homéomorphisme universel).
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b) 8i X --» S est une immersion ocuverte, X(p) =X et

<

ggX/S = 1dy - 8i X -3 S est une immersion fermée, identifiant X

4 un soug-espace annelé fermé (;Xl,éjs/ﬂ ) de S , alors
2P - (jxf, O/ TP) et Fry/g =(18 5, ) of @2 Oy TP-=> O/

est l'augmentation évidente.

c) Supposons X localement de présentation finie sur S .

1) les trois conditions suivantes sont éguivalentes

(i) X est non ramifid sur S

(i1) E?X/s est non ramifié

(iii) EgX/S est un monomorphisme.

2) De méme les trois conditions suiventes sont équivalentes s

(i) X est étale sur S
(ii') Eix/s est étale

(iii") EEX/S est un isomorphisme.

Démontrons a) 3 le composé nX/SogZX/S = £§X est entier
surjectif et radiciel de fagon évidente 3 il en résulte que ng/S

est radiciel (BGA I 3.5.6 (ii)) 3 de plus = est séparé et radi-

%/

ciel, car il se déduit de fry par le changement de base X == 35 3

il en résulte que Fr est entier (EGA II 6.1.5 (v)) et surjectif.

x/s

La démonstration de b) est évidente, en observant que

Jo

’ = 7P 2 ! d
(sz_;?s) = pour tout Idéal '} de US .

Preuve de ¢) ¢ on sait que pour qu'un morphisme soit un mo-
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nomorphisme (resp. un isomorphisme) il faut et il suffit qu'il soit
radiciel et non ramifié (resp. radiciel &tale et surjectif) 3 dlod
1'équivalence de (ii) et (1ii) (resp. (ii') et (iii')). Il reste &

prouver que (i) équivaut & (ii) et fit) & (iit).

Pour cela on utilise le critére différentiel de non rami-
fication (S.G.4. T 3) et 1'isomorphisme jz‘X/S < ILX/X(p) donné
par la suite exacte canonigue

! 0] I
ng/séﬁlx(p)/s) ~> 4Ly /g > X/v(p) - 0 (S.CG.A. II 4), dans
laquelle la premidre fléche est visiblement nulle, car QCLX(p)/S
est engendré par les différentielles des sections de ij(p) , et

la différentielle a s'annule sur (G?X)p et sur (O, . Ainsi

X/S

(i) est &quivalente & (ii).

Supposons maintenant X étale sur 8 3 il en est de méme
de X(p) (changement de baso), et par suite le morphisme
E;X/S ¢ X X(P) est étale. Inverssmenf, supposons ng/s étale 3
il est non ramifié, donc X ecet non ramifié sur S  autrement dit
le morphisme structural g : X —-=» S est localement sur X (pour la
topologie étale) une immersion fermée (S.G.4. I cor.7.8). On peut
donc supposer gue g est une immersion fermée de présentation finie,
et il s'agit de voir que si ng/s est un isomorphisme g est une
immersion ouverte. Or X est défini par un Idéal 7 de type fini

= (IX], Og/ T ) et, araprés b), x(®) (4%, @/ 3% ,

EﬁX/S = (idiX{’ C?S/ TP s st/fj ) 3 dire que Fry/g est un

isomorphisme revient donc & dire que 7‘:'7p , et comme U est
de type fini on en déduit par le lemme de Nakayama que :js =0

ou t]s = (55 g Pour tout point s &8 , d'od la conclusion.
9
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n°3. Effet sur un Module. Exemples.

Soient § wun préschéma de caractéristique p et X un
S -préschéma j pour tout OX ~lModule Z: (faisceau pour la topologie

de ZE.I‘iSki), on pose
EED Loz () b, ) < Eay, Og gy

Clest un () (p) ~Module 3§ on a
x\P

EG/R) ry E.;/S(‘g;(p/s))

Le cas le plus intéressant est celui od X = 8 3 on peut
alors écrire \a(p) ‘ean lieu de  E (P/S) sans risque de confusion §
%<p) = g_fs‘(‘g) . Le morphisme d'adjonction M fgsgﬁ_;’:( \,c’,/f)
est un morphisme de faisceaux abéliens \6 -3 E(p) qui n'est pas
(75 ~linéaire, mais "p -linéaire" (en un sens évident) s clest visi-

blement un morphisme p -linéaire universel de \6 dans un (OS -

Module.

I1 est clair que ?(P) dépend fonctoriellement de V{,’/ et

~tg (: :
que le foncteur %m 6(p) est exact & droite (mals pas exact en
e

général) 3 11 commute au produit tensoriel

A ¥

(\aﬁ@ c)()(p) o L&(p)ﬁ@ ) ?(p) , et conserve les propriétés

X X(P )

telles que : quasi-cohérent, de type fini, de présentation finie, plat,

localement libre, etc. En particulier si f/ est un faisceau inver-—
N )

gible sur S , on voit immédiatement que -L,(p) est canoniquement

isomorphe & %(ﬁp s car le morphisme :{ s ﬁﬁp défini par 1'é-

lévation 4 la puissance tensorielle p —iéme des sections est un mor-

phisme p -linéaire universel.
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si JBC est une (DS ~Algébre, Cﬁ((p) posséde une struc-
ture de OS ~Algébre déduite de celle de JIJ: . Supposons &70{ quasi-

cohérente (resp. graduée et quasi-cohérents) 3 il en est de méme de

ﬁ/(P) et on a ¢

Spec(uA'<P)) = Spec(d% ﬁ@S@<sz}S)) s Spec(il?f)XS(S,gs)=Spec(7£\£')(P)
(resp.
Proj(‘ft (p)) = Proj(:’at QCC/S@(szI‘S)) £ Proj(?%,)xs(s,’i;_r_s -Prog(.u)(p))

La projection "speo( )/s ¢ Spec (7t )(p) ~~3» Spec( ‘Af) (resp.
nPerGﬂ,)/s) s'identifie au morphisme déduit de A - A (P)

Dtautre part E—-rSpec(ﬁ;)/S (resp. Prog (V[{: )/S provient d'un ho-
momorphisme de C/]S -Algébres \7[“1: p) = & ﬁ() O(S fr ) - S qui
transforme a @ f en a°f pour toute sectlon a defhet toute section
f de (’js « Pour le voir on observe que le composé de cet homomor-—
phisme avec JC - ‘]%(p) (& droite) est 1'élévation & la puissance

p ~iéme dans ».7(1“

Considérons le cas particulier ol «.7% est 1'Algébre sym-

P . . L ;
métrique Sym( ) drun @s -Module quasi-cohérent ¢ 3 il est

clair que V%(p) Faod Sm(g(p)) done
V(vé p)) s Spec(g%(P)) o Spec<_,q;)(l>) V)(P)
pEP) 2 mos )y = oy h)Pez®)®@

quant & E__EX f)/s (resps F-EP(%)/S) , 11 se factorise de la fagon

suivante s

H(E) - sy (5)) > 10EP))  (vesp. 2(E)w 2(synl(E))> p(EP)Y)
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od la premiére fléche est définie par le morbhisme canonique @
’&
Sym(SymP(F)) —=> sym(‘E)

qui provient de Sym () ~—» Sym("E) tandis que la seconde est dé-

finie par le morphisme de (QS ~lodules

“)//—(p) — Symp(?})

. 7
provenant du morphisme p -lindaire s (& ——> Sym ( ) ; donné par
1télévation & la puisseance symmétrique p -iéme des seciions. Dans le

cas de X = E(\(E‘) , calculons le faisceau fondamental @ ( )(13 s
= x\P
Oy = @O < mO () s G0/
x\P x

lorsque &= (Og 5 Sym(\g) = ¢ SLT“---,TH__I et
\; - - wy n-1 . .
X =¥ 7)) =Stl‘1,.“,'l‘nj (resp. X =PB(Z) =By ) 5 il est clair
PALRSR L

que , de sorte que X = X . Le morphisme

de Frobenius EEX/S provient de l'endomorphisme de 1'Algébre
03 5?1""’Tn»] qui trensforme T, en T? (i = 1,000,n)
Congidérons maintenant un préschéma X affine de type fini
{resp. projectif) sur 8 ,défini par un Idéal (resp. un Ldéal homo-
géne) jC(OSKTP”"Tn] . Aingi X = Spec(JQ‘) (resp. = Proj(ﬁ))
s - 7 A R ¥ T/
ot A = @Si_TV'”?Tn]/J 3 on voit que ﬁgp)_g@SL‘I‘“...?’I‘nj/ 4
~ - -
od 4‘/ est 1l'image dans (9 { ,---,TJ de J(p) = J 8.4 (,G H
1rIdéal ;L/ se déduit de j en élevant les coefficients des poly-
nomes & la puissance p -idme § on a X(p) = Spec(”’Q.(p {resp.

Proj (D‘Q(p))) et le morphisme de Frobenius E;r 3 X - X(p) est

x/s
défini par 1'élévation & la puissance p ~iéme des "coordonnées" Ti

(qui détermine un morphisme GQ(P) ——3 \7% Yo
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n°4. Morphisme de Frobenius itéré § préschémas parfaits.

Pour tout entier v > 0 , l'endomorphisme itéré ﬁ;; aé-
pend fonctoriellement du préschéma X de caractéristique p . Si
done S est un préschéma de caractéristique p et X un S -pré-
schéma, ﬁ;; se factorise (d'une maniére unique) en un § ~morphisme
PN S ¢l R C I R (s,£20) , swivi de la
=x/s ° g = s\Prifg/

v
projection 3 X(p /%) - X (of. n°2). Le morphisme E;V dépend

=x/s
fonctoriellement du S -préschéma X et il est compatible avec le
changement de la base S (cf. n°2, prop. 1b)). Dtailleurs il est

clair que

v & v V=1 \) Ve
X(p /8) = X(p ) o (X(p ))(p) et que EEX/S = (ng/;)(p)o FrX/S

modulo l'identification permise par 1'isomorphisme canonique précé-

dente.

Définition 4. On 4it qu'un préschéma S de caractéristigue p est

parfait si ggs est un automorphisme de S .

81 S est un préschéma de caractéristique p parfait et

X un 8 -préschéma, on voit immédiatement que X(p/S) s'identifie

au préschéma X considéré comme S -préschéma au moyen du morphisme
-1

frq og ¢t X —> 8 od g est le morphisme structural de X dans S §

= fr B

modulo cette identification EZX/S £ry

Comme exemple de préschéma parfait, nous rencontrerons
o v . P
S = Spec(Eq) ou g =7p est une puissance de la caractéristique p

en effet dans ce cas Egg = ids « 81 X est un S5 -préschéma, on voit
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.

v

que X<p /8) =X et Fro,. =fr. . Notons que pour v = 1 on ob-
. =X/s T =X

tient. S = Spec(Ep) pour laquel ggs = idS 3 les S -préschémas

sont les préschémas de caractéristique p 3§ sur cette base S

(p/8) _ -
X =X et =F£X/S~£':?X .

§ 2. CORRESPONDANCE DE FROBENIUS.

n®1. Définition.

Soient X wun préschéma de caractéristique p et F un
faisceau d'ensembles sur XéJG « Pour tout X -préschéma étale U
on a (gfx)*(F)<U) = F(€?£1(U)) = F(U(p/X)) , et le morphisme de
Frobenius Fry/y : U -> /) dgrinit une application
MFr. ;) ¢ fr.. (F)(U) ~> F(U) visiblement fonctoriellement en U
ZU/% = T
(puisque EgU/X est fonctoriel en U). Ainsi on obtient un morphisme

de faisceaux sur X_,
ét
(£2,) (F) —mems > F o

Or, lorsque U est étale sur X | EEU/X est un isomorphisme (§ 1
n°2, Prope 20))9 donc il en est de méme de F(E;U/X) § 11 en résulte
que le morphisme précédent (ggx)xxF) --»> P est un isomorphisme 3
dans le cas ol F est muni d'une structure algébrique (par exemple
si c'est un faisceau de /\ -modules, A arneau de base donné) cet
igsomorphisme est compatible avec la structure algébrique. L'inverse

-1
F(Er /X) g B - i;X*(F) de cet isomorphisme définit, puisque
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(:f_:;X)SE est adjoint 4 gauche du foncteur (ggx)x , un morphisme

Frii

Fry/x ¢ (£2,)%(F) —>F .

On peut méme dire plus, car £5X étant un homéomorphisme universel
(§ 1 n°2, prop. 2a)) les foncteurs (g;X)* et <££X)x sont quasi-
inverses l'un de 1l'autre, et par suite Egﬁ/x est un isomorphisme

-1
comme le morphisme F(EE /X) dont il provient.

Définition 1. BEtant donnés un préschéma X de caractéristigue 1o

et un faisceau d'ensembles F sur Xét , on appelle correspondance
do Frobenius sur (X,F) 1le couple (g: F/X) formé de 1'endomor-—

phisme de Frobenius fry de X ef de 1'isomorphisme
, 1o
)7

Brayx = (PO /) (g )¥(F) ~> F .

Bien entendu on définit de la méme fagon une classe de cor-
. P v E AV
respondance de Frobenius itérée ({;X,(E;F/X) ) pour tout entier

v > 0 5 l'isomorphisme (Eyﬁ/x)v : (ig?)ﬁ(F) ~=» P est égal &

(§;§/X)V 1o(fr ) (FTF/X) ou encore & Fr /% ofr ((FrF/X) 1) pour

Y 1 .

hvd

Examinons le cas particulier od F est représentable par

£%(5) = (/%)

un préschéma V &étale sur X § alors
!/

F(V) = Homy(V,V) Fr =(F)(V) = F(V(P/X)) = HomX(V\P/X),v) et

F(EEV/X) est l'application de HomK(V<P/X),V) dans HomX(V,V) qui

transforme un morphisme LP en %70Fr or stidentifie

v/x 3 “F/X

4 un morphisme de V(P/A> dans V qui est 1'image de id.. par 1'ap-

v
plication F(EEV/X)“ réciproque de la précédente. Ceci montre gue

-1

- A ) EE
pour F =V étale sur X on a : EEV/ = (FrV/X .
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Notons que si le faisceau F est constant il est clair que

E.3 . .
try(F) = F et Frp/x = idp -

Proposition 1.

2) L'isomorphisme Eyg/x dépend fonctoriellement du faisceau F 3

autrement dit on a un isomorphisme fonctoriel EEE/X=££§ —— idi/ ,
ét

R d
(o Xét est la catégorie des faisceaux d'ensembles sur Xét)'

p) La correspondance de Frobenius (ggxsgg§/x) sur (X,F) est

compatible avec le changement de la base X . (l'est—&~dire gque, si

?f désigne la catégorie fibrée sur (Sch)P des faisceaux (pour la

topologie 4tale) sur des préschémas de caractérigtique p variables,

les foncteurs £¥§ (x é.Ob(Sch)p) définissent un (Sch)p ~foncteur

cartésien g;i 3 Fo—em S? , et les morphismes Ey§/x (x é;Ob(Sch)p .

F £ O0b Xét) définissent un (Sch)p -morphisme fonctoriel

E;x/ : ggx — idqr (qui est un isomorphisme).

i s s £
c) Inversement ces propriétés caractérisent Fr / 5 clest~a-

dire qu'il exigte un (Sch)p -morphisme fonctoriel et un seul de gg*

dans id,r, B
3

Remarquons gque 1'énoncé D) implique 1'énoncé a) 3 ce dernier

est tout-8~Ffait &évident.

Démontrons b). Soient g ¢ X' ~=» X un morphisme de présché-
mas de caractéristique p et F un faisceau sur Xét 3 posons
Fr o= gE(F) ; 8t plus généralement affectons d'un ' 1'image inverse

par g de tout objet donné sur X . Comme gofr

fre, = ggxog , on a
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%

frys (F1) (&0 = g™ (g3 (F) = (=Z(P))

. ; £ s . s £
d'od le fait que les fr, définissent un foncteur cartésien fr au-
A —

s £ _ k3 .
dessus de (Sch)p . I1 reste & prouver gue £¥F'/X' = <E£F/X) s
en utilisant les propriétés des foncteurs adjoints, on veit que cela
s . -1 . .
revient & montrer que 1'image de F'(Ez /X') par l'application

bijective ¢

Homy , (F',£ry, (F1)) = Homy, (¢*(F),fry, 8" (F)) 75 Homy(T,g fry, 2™ (F))
(¥ edjoint de gﬁ) coincide avec l'image de F(Fr /X)—1 par 1'ap-
plication

HomX(F,er§(F)) — HomX(F9££X§g§g§(F)) = HomX(F9g frxl g (F))
définie par le morphisme d'adjonction : F X G gX(F) § autrement 4it,
il faut montrer que ooF(Fr /X) = gX(F'(EE /X'))Oerx(“) c'est— &-

dire que pour tout préschéma U étale sur X on a un diagramme com-

mutatif ¢

w0y TE u/x) 7(0)

} |
F,(U,(P/X')) "U'/X' ;ﬁ(uv)

ol les fléches verticales sont les applications canoniques j or.ceci

provient immédiatement de gzU'/X' = (FTU/X)' (8 1,n°2 prop. 1b)).

Pour prouver c), on se raméne en composant avec (E;é/)—1
4 prouver que idgl a un seul (Sch)p —endomorphisme ¢ l'identité.
Or ei Q@ est un (Sch)p —-endomorphisme de idﬁf ; soient . F un
faisceau sur un préschéma X de caractéristique p et U wun pré-

schéma étale sur X 3§ on sait que F(U) s'identifie & HomU(U9F|U)
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et q9F(U) ¢ F{U) —-=» F(U) & 1l'application : smn> LPF\UOS = so P,
~S

(s € HomU(U,FIU)) 3 comme le faiscesu final U de U, n'admet pas

ét
d'autre endomorphisme que l'identité, on a %JU = idy 3 il en résulte

que \PF(U) est aussi 1'identité de F(U) et que f = id@? .

Bien entendu, si le faisceau F est muni d'une structure
algébrique, 1l'isomorphisme gzﬁ/x est compatible avec cette struc-
ture 3 par exemple si F est un faisceau de groupes sur le préschéma
%X (de caractéristique p), £?§/X est un isomorphisme de faisceaux
de groupes. Soit A un anneau et soit F un faisceau de /\ -modules
sur X 3 alors Fr;/x est un isomorphisme de faisceaux de N ~modu~
les § plus gérnéralement, si F° est un complexe de A -Modules, on
définit immédiatement un isomorphisme E;;./X : g;;(F') ——— P° 4gal
3 E?;i/x sur la composante de degré i (grice & la proposition 1a))j
dans ce cas le couple (££X’EE§°/X) est bien une correspondance (au

sens habituel) sur (X,F") 3 cette correspondance est fonctorielle en

F* et compatible aveec le changement de la base X (proposition 1a),b)).

n’2. Effet sur la cohomologie.

Proposition 2. Soit X wun préschéma de caractéristique p -

a) Pour tout faisceau d'ensembles F sur Xét , l'endomorphisme

de H°(X,F) défini par (£¥X’E£§/X) , clest-d~dire le composé

HO(X,F) ~= H°(X,f_;§(F)) --» #°(X,7) oi la premiére fldche est 1'ap-

plication canonique (caractére contravariant de HO(X,F) par rapport

& X) et la scconde HO(X,:__F_I;/X) , est 1'identité de E°(X,F) .
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b) Pour tout faisceau de groupes F sur XéJG 1'endomorphisme

1 PPN Ed Da a.
de H (X,F) défini par (ggX’EgF/X) , o'est-8-dire

5'(%,F) - B(X,£05(8)) - B(%,F) , est 1'identité.
£r] est 1'identité

¢) Pour tout complexe limité A gauche F de /\ -Modules sur

Let

a . . ¥ ~ *® . i
&-dire le composé s R T X(F) -> R X(ggx(F)) - R I X(F) , est

, Llendomorphisme de R ['y(F) 4éfini par (g;xgggﬁ/x) , clest-

ltidentité.

Etablissons d'abord a) : nous en déduirons b) et c¢). Soit
\PF 1'endomorphisme considéré de EHC(X,F) 3 il est clair que Pp
dépend fonctoriellement de F et que %ﬂX = ldHO(X,X) . Or tout
élément s de HO(X,F) s'identifie & un morphisme de faisceaux s
g ¢ X =% P tel que s soit l'image par HO(X,S) de l'unique é1é-

o . ) e} o
menﬁ de H'(X,X) 3 comme \pgoll (X,s) = B (X,8)0 Py = H (%,s)
d'aprés les remarques précédentes, on voit que \pF(s) = g pour tout

i

s , donc \PF = idHo(X,F) °

Notons que “f/,, est encore le composé :

r
HO(X,F) —=> HO(X,QQXE(F)) - HO(X,F) od la premidre fléche est

HO(X,F(EE /X)"1) et la seconde l'application canonique (qui n'est
autre que 1'identité) s de méme les endomorphismes considérés en b)
et ¢) se factorisent ainsi s H1(X,F) — H1(X,er§(F)) - H1(X7F)

et BRI (F) = BT ;(fr, (F)) —»> R T (F) .

Pour établir b) nous utiliserons un monomorphisme F —=» G
de F dans un faisceau de groupes G tel que H1(X9G) =0 3 alors

N . 1 B
ngx(F) ——ii ggXx(G) est un monomorphisme et K <X’££XX(G)) =0 .

Introduisons le faisceau d'ensembles homogénes quotient € = o/F 5
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et

>4 M

comme ggx est entier surjectif et radiciel les foneteurs fr
£§X§ sont des égquivalences de catégories quasi-inverses l'une de 1l'au~
tre (SGAL VIIT théoréme 1.1) § on en déduit gque

£¥X§(C) ~ ggxx(G)/ggxx(F) , et la suite exacte de cohomologie

{SGhk XII proposition 3.1) montre que 1'endomorphisme de HT(XaF)
considéré provient par passage an quotient de P HO(X,0) - H°(X,C)

qui est l'identité d'aprés a) 3 cet endomorphisme est donc idH1(X F) *
I: .

Ltagsertion c) se démontre d'une maniére analogue, en utili.-
sant un complexe I injectif en chague degré et isomorphe & F dans
la catégorie dérivée D+, construite sur les N\ —Modules 3 le complexe
gthéI) est injectif en chaque degré et isomorphe & gEXdéF) dans
D+; car EEXEE est une équivalence de catégories. On peut alors iden-
tifier RT (F) & HO(X,I) et EPX(Q'XX(F)) 3 HO(X,EXE(I)) 5

on voit que l'endomorphisme considéré de R fTX (F) s'identifie & &?I

qui est 1'identité ; cet endomorphisme est donc 1dp (F) °
T X

n®3. Comportement des produits.

Soient X et X' des préschémas de caractéristique p 3
leur produit X x X' est identique au produit fibré X XeX' oud

e = Spec(gp) . I1 est clair que
fryexr= TrpE fry, = (fry xidg Jo(idy xfry,) = (idy xfry Jo(fry xid ).

On en déduit immédiatement que pour tout X -préschéma Y et
tout X' -préschéma Y' , on a un isomorphisme canonique

_____ 3 modulo cet isomorphisme on
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peut écx‘ire_ —'*FE:Y XY'/X <Xt = QY/X X QY'/X' .

[

Proposition 3. Soient X et X' des préschémes de caractéristique

p , N un anneau commutatif, F un faiscean de f&-modules sur

XéJc et F' un faisceau de N -modules sur XéJG « On a

= = .
.F:‘;‘F ﬁ/\F'/XXX' = —F—-,?F/X a F:-_TFI/X| = F/X ] 1(1- E3 (F'))O ldF ~~F1/X,)
. 5 = )
- (g m g, 0T i)

- A . s . AP '
Pour écrire ces égalités, on a identifié XxX'(F &A Fr)
au produit tensoriel g;;(F) ] Nﬁgzl(F') au moyen de 1'isomorphisme

canonique.

Les deux membres de la premiére égalité dépendent fonctoriel-
lement de F et de Ft!' et ils sont compatibles avec le changement
de la base X ou de la base X' 3 de plus ils sont compatibles avec
le passage & la limite inductive sur F ou sur F!' | car le produit
tensoriel commute & la limite inductive et 1l est clair que

= llg Pr 3 ceci permet de se rdmener au cas ol F =

E?}iyi)/x Ly /x

et ' = /&X‘ H alors ctest évident.

Corollaire. Avec les données de la proposition 3, les endomorphismes

- U s . . =
de EI XXX‘(F a F!) définis respectivement par <1dXX£¥X'9ldF®£;F'/X')

. E . . . .o
et par (£¥X X ldX" EEF/X @ 1dF') gont des isomorphismes réciprogues

l'un de l'autre.

Iin désignant ces endomorphismes par \?' et par qﬁ , mon-

trons par exemple que “Po L?' = id § cela résulte du diagramme
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id | ’.(1d aprE )
i h T =Ft/X!
TR BT (P (7)) I8 BTy, (7R
. er deX' ‘ er xidy, ;
Iy | ; % |
. ] \y B (1dfr5}§ F)@F’/X') B V
BT gy (0% 5 (FEF')) RI (£r(F)a@pr)
— . i
T BNl |
R I 1) = v
K pgp /5
/ Y B; XJ{X‘<F&F') ki
qui est commtatif & cause de frox = (erdeX')o(ldXx-—z(') (pour

le triangle du haut) et de

3
E"rFQF'/XxX' = (FTF/Xth Yo(ia X(F)&Fr /X') (pour le triangle du
bas), et dans lequel le composé des deux fléches obliques est 1l'iden~
tité d'aprés la proposition 2¢) (nOE). A 1'aide d'un diagramme ana-

logue échangeant les réles de (X,F) et (X',F') on obtient 3
\F'O\e = id .

Wous appliquerons ce résultat au cas particulier od

X' =g = Spec@‘p) est le spectre d'une cléture algébrique E‘p de

Ep et od F' = J,\’E est le faiscean constant de fibre A . Dans

ce cas nous poserons =Xxe = X @ F et F=F &, A 5 = image
£

réciproque de F par la projection X —-> X . Liendomorphisme de

Frobenius i;:ga- gtidentifie au générateur canonique f ¢ A ~~» AP

"

(n & Ep) du groupe de Galois % Gal(E‘p/l_?‘p) (f détermine un iso--

morphisme: g’:;ne)’ et -FZX/\../E id,  oar .f\-é est un faisceau

constant. Posons :
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£§X = £§X % 1dg = image réciproque de QEX par X —» X ,
fX = idxxggg = éutomorphisme de X défini par f (par transport

de structure)

E?ﬁ/x = Frﬂ/Xﬁld _ = image

e

On peut écrire : frs

Le corollaire de la proposition

P *® F N
réciproque de EgF/X par X ==» X .

= £§> f.o = £, fr et Fr—/X =

Xe X Xo=x -.F/X ’

3 montre que 1'endomorphisme de

RI” —(r) défini par le couple (er’FrF/X est l'automorphisme in-

verse de celui gque définit ¢

. Nous dirons que (fr est

F/X

la correspondance de Frobenius géométrigue (c'est 1l'image inverse

par X - X de la correspondance de Frobenius sur (X,F)) et nous

désignerons par f£r, - (= l'automorphisme de R T =(F) qu'elle
:E) )—((F) = X

définit 5 l'opération de Frobenius arithmétique, provenant par trans—

port de structure de f ¢ T

s en est l'inverse.

§ 3. LA FONCTION L

n®t. Définition.

S0it P wun nombre premier ; considérons un nombre premier

{ # p et une extension finie (Y de @P . A tout couple (X,F)

d'un schéma X de type fini sur

e = Spec(gp) et d'un LI —faisceau

constructible F sur X , nous allons associer une série formelle

LFGK”Z }11: T, de terme constant 1 .
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Considérens d'abord le cas particulier o X = ¢ § soit
.Ep une cldture aléébrique de Ep et soit e = Spec(gp) . Le

faisceau F est entidrement déterminé par sa fibre Fg , considérée
comme JQ.~espace vectoriel de dimension finie ol le groupe de Ga-
lois L Gal(gp/gp) ‘opére continGment. Comme 7T est engendré
topologiquement par 1'élément de Frobenius £ : A ma A P o(ne Ep) 5
la donnée du faisceau F équivaut & celle de l'espace vectoriel

Fg muni d'un automorphisme fF— "topologiquement unipotent", c'est-
&~dire dont la puissance k—iémeetend vers 1'identité dans le groupe

analytigue Aut(F;) lorsque k tend "multiplicativement" vers 1l'in-

fini. Nous poserons

Lp(t) = 1/det(1—f;2t)@ O3 .

Supposons maintenant que X = Spec(gq) , avec q = pd

(4 entier > 7). Soit X un point géoméitrique de X , défini par

un(plongement de Eq dans EP s le groupe de Galois

= Gal(gp/gq) s'identifie au sous—groupe de T engendré fopo-
logiquement par fd . Ainsi la donnée du faisceau F équivaut a
celle de sa fibre F- (espace vectoriel de dimension finie sur £ )

munie d'un automorphisme (fd)F_ topologiquement unipotent, que nous
X
noterons fg_ pour simplifier. Soit g 1l'unique morphisme de X
x :
dans e ; l'image directe g(P) est de mdme définie par sa fibre

gx(F)g munie des opérations de ﬂ; , que l'on calcule comme un

A1) 3 3 " - _ —
module induit gﬁ(F)e o~ FX K_WX T, - Nous poserons

LF(t) =1 )(t) = 1/det(l—f;i(F)gt) 3

g, (F

un calcul facile de déterminant montre que cette expression est égale
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o

Lo(t) = 1/det(1-£505%)
X

Dans le cas général d'un schéma X de type fini sur e

muni d'un f?_-faisceau constructible F , on définit

F bl

x¢ X° x
ot X°¢ désigne l'ensemble des points fermés de X ; nous allons
voir que ce produit est multipliable dans (L it] 3 explicitons-le en
effet,en introduisant pour chague x € X° un point géométrigque x
de X 1localisé en x , défini par un plongement du corps résiduel

k(x) dans Ep , et en posant

a(x) = [k(x) : 7
avec ces notations

Ly (3) = 1/det(1-f;f(x)td(x)) - 1+Tr(f;f(x))td(x>+

Comme pour tout entier n 1'ensemble des points x & X° tels que

d(x) ¢ n est fini, on en conclut que la famille est

(LFX)X exe
multipliable dans L2 [[t7 . Ainsi la fonction L de (X,F) est

L(t) = | | (1/det(1-f;f(x)td(x))

f
x ¢ X°

™

Les premiéres propriétés formelles de la fonction L ‘sont

réunies dans 1'énoncé suivant :

Proposition 1.

a) {multiplicativité en F) Soit 0 == F! —Z3 F 3 Fl'e—sy O
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une suite exacte de [L-faisceaux constructibles sur X , alors on

a Ly =ZLpolpn -

b) Soient Y un sous-schéma fermé de X et U = X-T llouvert

complémentaire. Alors on a LF = LF}U'LF\Y pour tout ,fz—faisceau

censtructible F .

¢) Soit X --» S un morphisme de schémas de type fini sur F

D ’
et soit F un J[l-faisceau constructible sur X § alors
Lp= | | gy .
s¢ S° 'y

Ltassertion a) est claire ;‘b) provient de X° = UouY°
(réunion disjointe) et l'assertion ¢) de X° = i__g X3 en utili-
- o
sant la propriété d'associativité des produits iz;;nis multipliables 3
ces formules sur les points fermés sont vraies parce que l'image d'un
point fermé par un morphisme de préschémas de type fini sur B est

P

encere un point fermé.

n°2. Enencé du théoréme de rationalité et réduction au cas d'une courbe.

Théoréme. Soient X un schéma de type fini sur gp , de dimension

n , &t X --> e son morphisme structural, et F un {) -faisceau

congtructible sur X . QOn a

‘_ n (1)
(1) Ly = EZLF(LR}g(F)) .

Dans cet énoncé les R%g(F) sont les images directes supé-
rieures & supporis propres, au sens de la cohomologie e ~adigue. On

pose H?(i,ﬁ)é R?é(ﬁ) = R?g(F)g (théordme du changement de base), ol
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X , F et g proviemnnent de X s F et g par le changement
“de base e —>» e (g = spectre d'une cldture algébrique de Ep) 3
avec cette notation, on a d'aprés le n®t :

-1
i (t) = 1/det(1-f T 2 =\t) = L-1 _ _ (%)
"Re(F) # (X,F) i (%,F)
en posant Lu(t) = 1/det(l-ut) pour tout endomorphisme u d'un es—
pace vectoriel de dimension finie, selon le formalisme développé

dans un exposé précédent.

Plus généralement, considérons un morphisme u ¢ X == ¥
de schémas de type fini sur Ep et un {2-faisceau constructible

F sur X . Désignons par (PF u) la propriété suivante :
3

(PF,u) ¢ Ly =<T;? (LR%u(F))(_1)l o

L'énoncé du théordme pour le couple (X,F) n'est autre que (PF g) s
9
oi g 1 X -=> e eost le morphisme structural de X . Nous allons

le ramener au cas ol X  est la droite projective gréce & quelgues

lemmes.

Lemme 1. Soient u s X —=» Y un morphisme de schémas de type fini

sur F t F un ) -faisceau constructible. Si (P, ) est
S ofp &t Foun = VP )
vraie pour tout y & Y° , alors (PF u) est_vraie.
9
En effet
L I? (no1 ition 1c))
= | n°t, proposition 1c
FT ye FIX
= | I 4T~T (LRiu (F|x ))(—1)1 en utilisant (PF'X Y
yEYe i Uy Ty Hysdy

or R%uy(Fny) od R?u(F)y (théoréme du changement de base), ce qui
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donne :

Corollaire. Soient u : X ==> Y un morphisme fini de schémas de

type fini sur Ep s et F Eg.“ﬁl-faisceau constructible sur X .

La_propriété (PF,u) est vraie.

Le lemme permet de se ramener au cas o Y est ponctuel :

Y = Spec(F=q) . Alors X est fini et u(F) = D u (f) s

xe X
pour établir la formule (PF,u) Lg = LuE(F) on est donc ramené
au cas o X est lui-mdme ponetuel : X = Spec(gq,) . Soient

g:X->e et h: ¥ ~-—>e¢ les morphismes structuraux j on a par
Efiniti o . = = = i
définition {(n°1) lp Lg (F) Ly (F) L, (F) puisque
% £ #
& = hou .

Lemme 2. Soient u ¢ X =Y , v : Y - Z des morphismes de

schémas de type fini sur Zp et F gg'.fl—faisceau constructible

sur X . Si les propriétés (PF,u) et (PR%u(F),v) pour tout i

sont vraies, alors (P

v u) est_vraie.
s Vo

En effet

- iyl
=T (LR%u(F))< V- T.T(ij | (LR?'v(R%u(F)))( RN
i+l
(PF,u) et (PR%u(F),v) . La suite spectrale de Leray

RJv(RTu(F)) == R(vou)(F) et la multiplicativité de Ly par Tap-
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pert & F (n°1, proposition 1a)) donnent enfin

Lp = P (Lok - )(_1) , Ce que nous Voulions démontrer.
g 'k R!(vou)(F)

Lemme 3. Soit X wun schéma de type fini sur Ep s et soit

g ¢+ X ——>» ¢ son morphisme structural.

z ) . )
a) Considérons un -(l-faisceau constructible F sgur X , un

sous-schéma fermé Y de X et l'ouvert complémentaire U = X-Y .

8i le théoréme est vrai pour deux des couples (X,F) , (Y,PjY) ,

(U,Flu) , il est vrai pour le troisiime.

b) Considérons une suite exacte O —=> F'!' ~=> F —x P! -5 0

de {1l -faisceaux constructibles sur X ; si le théordme est vrai

pour deux des couples (X,F') , (X,F) , (X,P") , il est vrai

pour le troisidéme.

Nous n'utiliserons que 1'énoncé a), mais nous donnons aussi
b) par souci de symétrie. Les démonstrations de a) et b) sont analo-

gues ; démontrons par exemple a). La suite exacte

coe > R1g (FU) —> B1g(F) —> Rlig (FlY) —> R g (FlU) = ..

et la proposition 1a) (n°1) donnent

e i = i

] = Ts—iT(LRi (FiU)'LR%gY(FfY)) 7

18y

et la proposition 1b) (n°1) permet alers de conclure.

On peut résumer les raisonnements des lemmes 1, 2 et 3 en

disant que, d'aprés la proposition 1 du n°1, la fonction LF a des

propriétés formelles analogues & celles de la cohomologie & supports
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Propres.

Utilisons maintenant les lemmes précédents pour nous ra-

mener au cas o X est la droite projective.

ére

1 Réduction: par récurrence noethérienne on peut construire une
artition U, ) de X ar des schémas affines telle que
P ( ﬁ143<r Lo q
N 1 3 = —
Uj+1 soit ouvert dans X- ézﬁUi pour Jj = 1,...,7=-1 . Supposons

le théordme établi pour tout couple (U,G) d'un schéma affine U

we

de type fini sur EP et dtun () ~faisceau constructible G sur U
il est dome vrai pour (Uj,FﬂUj) s 3= 15+e0sr 3 grice au lemme
3a) on en déduit par récurrence descendante sur Jj qu'il est vrai

pour { &T/{Ui,F;.KJZUi) , donc pour (X,F) , puisque X = g\j U
i3 i3 i3 1

I1 suffit donc de démontrer le théordme dans le cas o X

est affine.

Zéme Réduction ¢ supposons X affine, de dimemsion n § il existe
un morphisme fini w 3 X —=> gn de X dans l'espace numérique de
dimension n . Raisonnons par récurrence sur n . Pour n =0 |,

X est fini sur e et le théoréme est vrai d'aprés le corollaire

du lemme 1. 81 n » 1 , supposons le théoréme établi pour les sché-
mas affines de dimension n-1 ; soient u : X —=» En un morphisme
fini et v : gn -3 §1 un morphisme de projection; défini & partir
d'un isomorphisme 3 En:}: §1 X gn—1 ;3 en composant on obtient un
morphisme W = vou 3§ X ==> g1 dont les fibres sont des schémas af-
fines de dimension n-1 . Le lemme 1 montre alors que la propriété

(PF w) est vraie d'aprés 1'hypothése de récurrence. Uréce au lemme
’

2 on voit qu'il suffit d'établir le théordme pour les couples
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(§1,R%W(F)) . On se raméne ainsi au cas o X = §1 est la droite

affine.

& 1 . 1

3 e Réduction : supposons X = E 3 soit i : g — 21 1'im-

mersion de la droite affine dans la droite projective P1 ; et soit

Z = 21—1(31) le sous~schéma fermé réduit au point & 1'infini de
51 ; comme le théoréme est vrai pour (Z,i,(F)\Z) , il revient

au méme, d'aprés le lemme 3a), de 1l'établir pour (21,F) ou pour

(21,i!(F)) (comme i est une immersion ouverte on a : F = ig(F)|§1).

n°3. Démonstration du théoréme.

Au bout de ces réductions, il nous reste donc & &tablir le
théoréme dans le cas ol X est la droite projective. Nous allons
d'abord transformer la formule (1) de 1'énoncé en une formule du
type de Lefschetz, portant sur des traces 3 cette dernidre formule
sera démontrée dans le cas particulier oh X est une courbe projec-~

tive et lisse.

Reprenons la formule (1) :

L. =71 ( i ) (—1 )i = _fé_;:;fgil:i avec
F ‘i‘ Lﬂsg(F) P; cen P;n ’

PL(t) = dgt(l-fg%(x’ﬁ)t) .

Le logarithme du premier membre s'éerit

2 S (e ) LS (ST e () )
X &X° n=1 x n=1 da(x)in X

tandis que celui du second membre est
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/

2 (Zn'meleglg py))e/e

En comparant les coefficients de tn/n on voit qu'il faut établir :
(2) > a(x)Tr (") = / T (1) 1o (£F ) pour tout n S 1
F- H (X,F) z
a(x)in °x
ces calculs sont légitimes gréce au fait que le corps {2 est de ca-

ractéristique nulle.

Transformons encore la formule (2) en supposant que X est
propre, ce qui permet d'écrire la cchomologie ordinaire au lieu de la
cohomologie & supporis propres. Rappelons que la catégorie des 93‘“
faisceaux sur X est une catégorie de fractions de celle des faisceaux

2 ~adiques 3 par abus de notation, nous désignerons désorﬁais par

(%)

= (Fy ) le faisceau R—adique
vel - =
faisceau sous-jacent & F . Alors F = (FV) et les morphismes de

sur X qui correspond au 32 -

Frobenius Eg;V/X définissent un morphisme de faisceaux @fadiques

gg;/x :‘ggi(ﬁ) —» ¥ , d'oh une correspondance P -adique sur (X,F).

Pour chaque entier V on sait que l'endomorphisme £r = défini
R o (Fy)
s -3 [ o 1
par (g;X,EgFV/X) est 1l'inverse de R (F) (§2, n°3, corollaire

de la proposition 3) 3 en utilisant la deflnltion de la cohomologie

{1-adique, on trouve alors que l'endomorphisme fr i(i F) de E'(X,F)
b

=H
o s s e e
défini par (er,FrF/X est 1'inverse de le(X,F) s ainsi :
-n n .
£ P £ 5 i,o -, bour tout mnj 1 et tout i .
B (X,F) 5 (X,F)

Appliquons ce résultat dans le cas particulier ot X = x = Spec(gq)
(q = pd) est réduit & un point dont le degré d divise n . Nous

obtenons :

(=) Pour simplifier 1l'écriture, nous supposerons pour la suite de la
démonstration que {} = Qe . Dans le cas général, il faudrait remplacer
Zyp par la cloture normale de ZE dans (¥ . (Détails laissés au lecteur).
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-1l hie * n
fp_ = frp_ (Ery_sz)
x . X X

(X = point géométriaue défini par un plongement de gq dans Ep) .

D'autre part zgk et fy opérent de fagons inverses sur

les points de X . Il en résulte que la projection X—=» X &tablit
une correspondance bijective entre 1l'ensemble des points fermés de

degré d de X et 1l'ensemble des orbites & d &léments de QX
=- 1

opérant dans X . En remarquant que 1'ensemble g% des points

de X fixes par i}; est la réunion des orbites de zgk dont le

cardinal divise n on peut transcrire (2) sous la forme "géomé-
5

trique" :
(21) pa Tr(frl ) = 7 (=1) o (e? )
“n Ly = L = .
fr X i B (X,F)
x&eX

C'est une formule du type de Lefschetz sur le schéma X muni du

: 7 = 3
faisceau F et de la correspondance (QEX’EEF/X) .

Pour alléger les notations; nous écrirons dorénavant X .
F , b et b, aulieude X , F ,252 et (E;;/X)n (comme X
et F n'interviendront plus, aucune confusion n'est & craindre) ;
nous supposerons que X est une courbe projective et lisse sur
k = Ep . Les points fixes de h dans X sont tous de multiplicité
1 5 en effet h opére par : T‘~ﬁ> Tpn sur le complété de 1'anneau

local d'un point fixe, T désignant une uniformisante. Le théoréme

se déduira du résultat suivant :

Proposition 2. Soient X wune courbe projective et lisse sur un

corps algébriquement clos k de caractéristique p

s ¥ un faisceau
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{l—adique constructible sur X, (avec {'), = nombre premier # p),

h un endomorphisme de X dont tous les points fixes sont de mul-

s iy * s :
tiplicité 1, et hy s h (F) =—» F un morphisme de faisceaux. La

formule suivante, oi h 5 désigne l'endomorphisme de HI(X,F)
B (X,F)
défini par (h,hF) , est _vraie s

(2m) 2ty ) =2 (=), ) .
X i H (X,F

xex® ,F)
On a établi dans ce séminaire une formule de Lefschetz
analogue pour un faisceau de torsion constructible F, , annulé par
KQH sur la courbe X , muni d'un morphisme th : hﬁ(F},) —>F, .

Elle s'écrit :

®) 2y ) ) = B,y

xéX

-+
ol les deux membres appartiennent & §/£¢ 15 .

Supposons gque le faisceau E-adique de l'énoncé s'écrive

. o v+
F = (FV)\’EIJ , avec F annulé par ¢

. Pour chaque V¥ on peut
écrire la formule (3)¢ , et on voit que les premiers membres de ces
formules, pour V¥ variable, sont les composantes d'un entier ﬁ,_
adique qui est précisément le premier membre de la formule (2") &
démontrer. Il reste & établir que les seconds membres des formules
(3))j définissent, pour V variable, un entier @ -adique égal a
S(=)re(n ), avec HY(X,F) = lin B (BT 5(F))) . Ceci ré-
B (X,F) y
sulte de lemmes purement algébriques que nous allons démontrer pour

terminer.

On considére un systéme projectif (K’))Vé X de complexes

parfaits, avec Ky & DP (g/ KVHZ) , tel gue pour chaque ¥ le

arf
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morphisme de transition ¢ K w1 —%'K)) soit isomorphe au sens des

Y+1 i
/ Q K944

catégories dérivées au morphisme canonique : K\?+1—-> KV+1
On suppose chague complexe K‘) muni d'un endomorphisme

hy & F1(D (g/ZVH_Z_)) , de manidre que (h})) soit compatible

parf vel

avec les morphismes de transition, définissant ainsi un endomor-

phisme du systéme projectif (K\)) . Dans l'application & la démons-—

tration de la proposition 2 on prendra Ky = EFX(F))) et

hy = hR — $ la condition sur les morphismes de transition se
R X(Fy)

déduit par la "formule de Kinneth" de la condition analogue vérifiée

par les morphismes de transition du systéme projectif Q—adique (F))) .

On se propose de trouver un systdme projectif (K‘;; )»)Q-N s
ol KY est un complexe de (g/gvﬂé)—modules libres de type fi;li,
nul en dehors d'un intervalle de degrés ):a,bj (indépendant de y )
et muni d'un endomorphisme de complexe lv‘ s Ky == K'V s de ma-
nidére que les conditions suivantes soient satisfaites s

¥ o+

b Y+1
O TS

1) le morphisme de teansition : XK' --> K') est isomorphe

(comme morphisme de complexes) & K!' , pour

V41
tout ve ¥ .
2) (h'V)\}él\T est compatible avec les morphismes de transition.

5
3) (K')) »h'y) est isomorphe & (K\),hv) dans Dparf(é/'f)/ +1§)

pour tout Y , ces différents isomorphismes pouvant &tre choisis de
maniére & &ire compatibdles avec les morphismes de transition de »(K')))

et de (Ky) .

Supposons faite la construction des systémes (K'y) et

i

%

pour tout 1&£ N . Soient K' = lim Kby 5 et h' = lim h' (endo-
= €<= c;- v

(h'y) 3 on peut alors écrire : Tr*h\> = Tr*h’v= Z(—1 )iTr h
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morphisme de X') . On voit que (Trxhy)¢ est un entier @—adique
égal & ji: (-1)iTr h'* . De plus le systdme projectif (k1) vé-
rifie la iondition de Mittag-Leffler, et il en est de méme du sys-
teéme (Hi_1(K'9))9 pour tout i j il en résulte que

() o5 1433 (kY ) pour towt i (BGA Opqp 13.2.3). Dans le
cas qui nous intéresse, ol Ky = EF~X(FJ) et hy = h§r~X§FV) , on
voit que H(K') s'identifie 2 H (X,F) , et que 1'endofiorphisme
de Hi(K’) défini par h' s'identifie & h . . Par suite on

B (X,F)
peut écrire

- - - ;
Z_ (=1)'rr ntt =Z (-1)'Ir b,
i 1 H (XsF)

et la formule (2") de 1'énoncé est ainsi démontrée.

L'existence des systémes (K'V) et (h'v) repose sur
deux lemmes, dans lesquels on considdre un anneau commutatif 4
un idéal I de A et le foncteur T 3‘thi7 L B4 (L complexe

de A-modules borné & droite), avec A= AT .

Lemme 1. Supposons 1'idéal I nilpotent. Considérons un complexe

L & D (4) plat en chayue degré, un complexe M é-D_(AO) projectif

on chague degrd et un isomorphisme u : T(L)™X M dans D—(Ao) .

Tl existe un complexe de A-modules L' , borné & droite et projec—

tif en chaque degrd, un isomorphisme v s L5 L' dans D (4) , et

un isomorphisme de complexes w : T(L')og™™ , fels gue u = woT(v)

dans D (AO) .

Remarque. Si M est supposé libre (resp. de type fini) en chaque

degré, le complexe L' est aussi libre (resp. de type fini) en cha-
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que degré. En effet si un A-module plat N est tel que T(N) soit
‘libre {resp. de type fini), on montre facilement que N est libre
(resp. de type fini) (Bourbaki, Alg. Comm., Chap.II, §3, prop. 5).
Notons le corollaire : soit L& Ob D (A) tel que L g;Ao soit un
compiexe de Ao-modules pseudo—cohérent resp. parfait (i.s. isomor—
phe dans D (A) & un complexe borné supérieurement, resp. borné, et
projectif de type fini en chague degré). Alors L est un complexe

de A-modules pseudo-cohérent (resp. parfait).

Lemme 2. Considérons un complexe de A-modules borné & droite L s

projectif en chaque degré, muni d'un endomorphisme %3 s et un en-

domorphisme £ de M = T(L) coincidant avec T(qg) au_sens de

la catégorie dérivée D—(Ao) - Il existe un endomorphisme \%' de

L gqui coincide avec ¥3 au sens de D (A) et vérifie : T(%') = \?

[¢]

Avant de démontrer ces lemmes, indiquons comment on les
applique & la démonstration de l'existence des systdmes (K'V) et
(k')) . On raisonne par récurrence sur y , en supposand
Ké,hé, ooy K‘V_1,h'v_1 déja construits j; on applique les lemmes
avee 4 =2/ €% et 1= ("2/4"*"% (e sorte que 12 = 0),

AO = é/ﬁ» Z . Prenons 4'abord L = KV et M = Kx}_1 dans le pre-
mier lemme. Nous obtenons, compte tenu de la remarque 2, l'existence

de K'Q = L' avec le morphisme de transition K'V - K donné

V-1
par w , de telle sorte que la condition 1) énoncée plus haut soit
satisfaite. L'isomorphisme v de D—(A) permet de transporter hV‘
en un endomorphisme de K' au sens de D (A) . On peut supposer

que ce dernier provient d'un endomorphisme de complexe h'y

Kx, — K'Q . Appliquons alors le deuxiéme lemme avec L = K’p 5
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.

= Kt = y s tard
xf-.h et woo = h2/-1 s nous obtenons 1l'existence de

h', : K'y ~-- K’y de manidre & vérifier la condition 2) 5 de plus

14
la condition 3) sera satisfaite. Notons que, avec les notatiom du
lemme 1, si M =0 pour un indice i , on en déduit L't =0

grice au lemme de Nakayama ; les complexes K'V sont donc bien tous

nuls en dehors d'un méme intervalle de degrés.

Pour démontrer les lemmes 1 et 2 nous aurons besoin du

résultat suivant s

Lemme 3. (i) Soient P et @ des A-modules. S8i P est projecfif,

pour toute application Ao—linéaire fo : T(P) == T{Q) il existe

une application A-lindaire f : P —=» Q telle que T(f) = fO .

(ii) Supposons 1'idéal I nilpotent. Pour tout Ao—module

projectif Po il existe un A-module projectif P tel gue T(P) ~~ P .

Si de plus P' est un A-module plat tel gue (P') e o ? alors

ona P'ow P .

L'assertion (i) est claire, car si up (resp. uQ) dé~
signe l'application canonique de P sur T(P) (resp. de @ sur
T(Q)), le composé fOOuP est une application A-lindéaire de P dans
T(Q) et ug est surjectif 3 comme P est projectif, il existe une
factorisation de foouP & travers uQ : foouP = quf o f est

une application A-linéaire de P dans @ ; alors T(f) = £

Pour démontrer (ii) on commence par constater que le cas
ol Po est libre est &vident (sans aucune hypothése sur 1'idéal I).

On passe au cas général ol PO est projectif en introduisant un Ao—
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module libre Lo dont Po est facteur direct et un A-module libre
L tel que T(L) C:’LO . Le module Po s'identifie & l'image d'un
projecteur e, t LO — Lo s et il s'agit de voir qu'il existe un
projecteur e : L —» L relevant 8, 5 Ce qui résulte de Bourbaki,
Alg. Comm., Chap. III, $4, n°6, lemme 2 appliqué 3 la sous-A-algdbre
B de End(L) engendrée par un endomorphisme de L qui reléve e,
(dont l'existence est assurée par (i)) et & 1'idéal (nilpgtent)
trace sur B du noyau de 1l'homomorphisme canonique FEnd(L) - End(Lo).
Cela prouve l'existence de P dans (ii). Soit de plus P' comme
énoncé dans (ii), alors l'isomorphisme composé T(P) o< P o T{P")
provient, en vertu de (i), d'un homomorphisme £ : P —= P' . Comme
P et P' sont plats sur A et que T(f) est un isomorphisme, on
en conclut que Gr I(f) est un isomorphisme, donc f est un iso-

morphisme (I étant nilpotent), dlol (ii).

Corollaire. Supposons 1'idéal I nilpotent. Pour tout complexe

acyclique et borné & droite NO de Ao—modules projectifs, il existe

un complexe acycligue borné & droite N de A~modules projectifs

tel que T(N) o LI

Le complexe No ; étant acyclique, se décompose en suites

exactes courtes

0-> 2l —> W zé” —> 0

ol Z; désigne, pour chaque i , le sous-module des cycles de Nz H

i . .
de plus NO = 0 pour i assez grand. Par récurrence descendante sur

i , on voit que les suites exactes précédentes sont scindées et que
i
b4

5 est projectif pour tout i . On reléve NO en relevant toutes
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ces suites exactes de proche en proche, par récurrence descendante

sur i . Il s'agit donc de montrer gque si
S0 $ 0 —=> PO - Qo - RO - 0

est une suite exacte de Ao—modules, avec Qo projectif, et si R

est un A-module tel que T(R) Qz'RO , 11 existe une suite exacte
S: 0-3>P-—»Q-—3»R ~>0

de A-modules, avec @ projectif, telle que T(S) == 8, - Oron
peut relever Qo en un A-module projectif Q par le lemme 3(ii),
puis QO —— Ro en une application A-linéaire : Q -=> R par le
lemme 3(i). Cette application est surjective d'aprés le lemme de

Nakayama 3 on pose P = Ker(Q ~-» R) pour compléter la suite exacte

s .

Démonstration du lemme 2 : comme M = T(L) est projectif en chaque
degré, 1'hypothdse du lemme s'exprime en disant que T(\f) est

homotope & Lﬁ% s ainsi il existe un opérateur d'homotopie

i i, .4 i-1 m _

k, = (1«:0)i y avee kK ¢ N - M tel que i(xp)—\)oo—doko+kodo y
ol do est la différentielle de M . D'aprds le lemme 3{i), kz

se reléve en une application linéaire ks Lt =3 L:L"1 . On obtient

ainsi un opérateur d'homotopie k = (kl)i dans L . Il suffit de
poser ﬁd' = f-kd-dk (d = différentielle de L) pour vérifier le

lemme 2.

Démonstration du lemme 1 : on peut (quite & remplacer L par un com—

plexe quasi-isomorphe) gupposer que le complexe L , donc aussi T(L),
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est projectif en chaque degré, ce que nous supposerons dans la suite ;
~on peut par sﬁite supposer gue l'isomorphisme u de D_(Ao) pro-
vient d'un guasi-isomorphisme T(L) ~=» M encore désigné par u .
Nous allons d'abord nous ramener au cas ot u est surjectif. Le com-

=, at(my) = (dxx-atTy)

plexe N_ aéfini par N = M @ i
(x g u* y T E Mi—1) est visiblement acycligue et projectif en
chaque degré ; on définit un épimorphisme de complexes No --> M par
la projection Ni ——>~Mi en degré i . Le corollaire du lemme 3
permet de relever No en un complexe N acycligue, borné & droite
et projectif en chaque degré. On peut alors remplacer L par L 6 N
qui lui est guasi-isomorphe (puisque N est acycligue) et projectif
en chaque degré ; on remplace en méme temps u par le guasi-iso-
morphisme (L & N) = (L) & N -= M défini par u sur (L) et
par 1'épimorphisme No -—3> M sur No ;3 11 est clair que ce dernier

quasi~isomorphisme est surjectif.

Supposons‘donc que u T(L) - M  est un quasi-isomorphis-
me surjectif, et soit RO son noyau. Le complexe Ro est acyclique
car u est un quasi-isomorphisme, et il est projectif en chaque
degré, car la suite exacte : O - R e T(L) wen M == 0 est
scindée puisque M est projectif en chaque degré. On peut donc, gré-~
ce au corollaire du lemme 3, relever Ro en un complexe de A-modules
R borné a droite, acyclique et projectif en chaque degré. Montrouns
maintenant que le morphisme fo H RO - P(L) se reldve en un ﬁor—
phisme de complexes f ¢ R ==» L . Pour cela on observe que Ro est
homotopiquement trivial, donc fo est homotope & 0O et peut s'éerire
i

- R i i i-1
£ hodRo+dT(L)ho oh h_ —(ho)i avec h_ i R_ - T(L) . Le

lemme 3(i) permet de relever h en h= (hl):.L avec h' : R —=s Ll_1,
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et on v&it que T = hdR+dLh est un morphisme de complexes qui reléve
fo . Un lemme standard (copparer S04 60/61, IV 5.7) implique alors
que f est injectif et gque Coker £ = L' est plat en chaque degré.
Comme T(L') 2 Coker T(f) = Coker £ £ M est projectif en chaque
degré, il en résulte (lemme 3(ii)) qu'il en est de méme de L' .
D'autre part, l‘homomorphiéme canonique L --» L' est un quasi-
isomorphisme (étant surjectif et de noyau R acyclique); donc on voit

que L' satisfait & la conclusion envisagée dans le lemme 1, cgfd.
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