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AVERTISSEMENT

-
Le présent fascicule réunit six exposés faits au Séminaire Bourbaki \g:~~wW~m

entre 1963 et 1966 (¥), plus quatre autres exposés, qui n'avaient été accessi-

bles jusqu'a présent que sous forme de "preprints", Les six exposés Bourbaki

occupent un peu plus du quart du présent volume.

o

~

@

~ La motivation pour une telle publication séparée est la méme que

:: celle qui est exposée dans l'Avertissement & la collection analogue "Fonde-

E{ ments de la Géométrie Algébrique" (Secrétariat mathématique, 11, rue Pierre

Curie, Paris), consistant en des extraits du Séminaire Bourbaki de 1957 2

bq 1962, dont le présent fascicule peut &tre considéré comme le prolongement
——

naturel. Un trait distinctif du présent recueil par rapport au précédent,

'i;:’ dont il est permis sans

contributeurs. Un autre est la différence dans le théme principal, qui est

doute de se réjouir, est la multiplicité des auteurs

celui de la cohomologie des schémas dans le présent recueil (alors que

c'était la technique de constructions de schémas dans le précédent). En fait

tous les gxposés présentés dans le présent recueil exposent, ou utilisent

acon essentielle, la théorie de la cohomologie &tale (& 1'exception

de 1'exposé IX (de A. Grothendieck), qui introduit une autre théorie coho-
mologique, inspirée par des idées de Manin et de Monsky et Washnitzer).

A ce titre le présent volume peut &tre utilisé comme une introduction &,

et une motivation pour, 1'étude de cette théorie. Il est destiné évidemment
en premier lieu aux géomdtres algébristes, ou tout au moins aux mathématiciens

au courant de certaines notions de base de la géométrie algébrique, et dis-

(*) avec la gracieuse autorisation de Mr. N. Bourbaki, que je suis heureux
d'en remercier ici.




posés a4 suppléer par l'imagination 2 celles qui pourraient leur manquer.
L'exposé I (de J. GiRAUD) ne demande cependant aucune connaissance spéciale ;
il présente les notions de site et de faisceau sur un site, sur lesquelles
reposent tous les exposés suivants, et qui doivent pouvoir rendre des services
analogues aux géomdtres analystes et topologues. Les exposés III (de

A. GROTHENDIECK), VII (de J. TATE) et X (de S. KLEIMAN) intéresseront plus
particuliérement les arithméticiens ; 1'exposé IX (de A. GROTHENDIECK), les
topologues et les théoriciens des groupes. Signalons que le présent recueil
n'a pas la prétention de donner un apergu de tous les travaux récents
intéressants concernant la cohomologie, ou plus généralement, la topologie
des schémas. Parmi ces travaux mentionnons notamment ceux de M, Artin et

B. Mazur sur la théorie homotopique des schémas, et ceux de D. Quillen
appliquant leurs résultats 2 une conjecture bien connue de Adams en K-théorie,

qu'il n'a malheureusement pas été possible d'inclure dans ce volume.

Bures~-sur-Yvette, Septembre 1968

A. GROTHENDIECK
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FORMUIE DE IEFSCHETZ ET RATIONALITE DES FONCTIONS L

par Alexander GROTHENDIECK

1° Définitions des fonctions Z et L .

Soit X wun schéma de type fini sur le corps premier F ( p nombre premier
fixe). On définit avec A. WEIL la fonction Zx(t) par

(1) 2 (t) = TT L

}
=x0 1 - ¢4

ot X parcourt l'ensemble X des points fermés de X , et d(x) désigne
le degré du corps résiduel w(x) sur F . Clest un- produit infini dans 1'an-
neau de séries formelles Q[[t]] , convergeant gréce au fait que %° ne contient

qu'un nombre fini de points x avec d(x) domné :

Zy(8) =1+ b t + ... .
Rappelons la formule (calcul immédist)

log Zx(t) =02: cv(x)tv/v

(2) i. e. ¢ ®)
Z)'( t —°° v
Zy(t) '21 %t
ol
(3) cv(x) = card X@v)
p

est le nombre des points de X & valeur dans l'extension F v de degré v de —pr .

Ainsi, (c'est 12 son premier et principal intérét) la conng.issance de Zx(t)
équivaut 3 celle des ¢, » i. o 4 la connaissance de X du point de vue diophan-
tien. A, WEIL avait conjecturé que cette fonction est rationelle, et cette conjec-
ture a été prouvée par DWCRK ([3], [6]), par une méthode "é1émentaire" n'utilisant
pas la cohomologie.

Si G est un groupe fini opérant sur X (3 droite), M une représentation li-
néaire de G dans un vectoriel de dimension finie V sur un corps ! de carac-
téristique O (on prenait classiquement Q=C ), supposant que Y = X/G existe,
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on définit plus généralement, avec E. ARTIN, une fonction

(4) Ly gt = T 1 ,
7 yer® ast(1 - M(y)td )
ol
(5) M) =—— T M),
card Ix ger
gt

x étant un point de X au-dessus de y , D_ le "groupe de décomposition’ formé
des g€ G tels que gx =x, Ix le sous-groupe d'inertie de g € Dx opérant
trivialement sur u(x) , £, 1'é1ément de Frobenius de D x/Ix ~ Gal(®{x) Mtty))

£ () = X

(L'expresazion obtenue de M"(y) ne dépend manifestement pas du choix de x .) Ieci
il s'egit d'un produit infini convergeant dans Q[[t]] , et on obtient par un cal-
cul immédiat

s v
log Lx’G’M(t) =§ e, (X, G, Mt/

(6) i. e. 3
Lyout) = v
p—=s =2 (X,G, Mt ,
Ly q,u(t) 1
avec
(7 c(X,6,M= X TIr
hY) ’ ’ er(E v) M y ’
P
olt on pose
(8) ne) =—2— I e,
¥ card I_ geD
X X
g-f,

x étant un point de Xp au-dessus du point y (rationnel sur ‘F‘p\’ )s fy 1té-
v

v
1ément de Frobenius fy‘(R) =3 ade

D /I Gallw(x)A(¥)) , w(y) = Epv) .

Lorsque G = groupe unité, dim V = 1 , on retrouve la fonction Zx(t) .
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2. Les conjectures de Weil.

WEIL evait conjecturé également que les fonctions L précédentes sont rationnel-

les. Comme il 1'a montré dans [8], lorque X est projective et lisse sur F_p , la
rationalité des fonctions L relatives & X serait une conségquence formelle de

la formule de Lefschetz des points fixes, une fois qu'on disposerait d'une théorie
de la cohomologie des variétés algébriques (sur un corps de définition k algébri-

quement clos) & coefficient dans le corps  de caractéristique O , satisfaisant
aux propriétés formelles habituelles (théoréme de finitude, formile de Kinneth,
dualité), permettant de déduire la formule de Lefschetz. Prenons pour simplifier
le cas de la fonction Z ordinaire, et notant que X(Epv) n'est autre que l'en-

semble des points fixes de f}’{ dans X(Ep) (ot Ep désigne une cl8ture algébri-
que de Ep ), la formle de Lefschetz appliquée & f donnera en effet ( X &tant
compléte et lisse sur F , de dimn ) :

~p

’ 2n i v
(9 ¢, (%) =% (- 1) 1r £,

ol fi désigne l'endomorphisme de Hi(f) induit par 1l'endomorphisme de Frobenius
fy de X, opérant sur X = ¥ . Or cette formule équivaut, par un calcul formel
immédiat, a la formle ~P

Pl(t) P3(t)
(10) Z,(t) =
Po(t) 'Pz(t)

Pi(t) = dét(1 - £, t)

est le polyn8me carectéristique de £, = fy opérant sur Hi(X) . La formule (10)
et son interprétation "cohomologique" forment le (1°) des célébres “"conjectures de
Weil" [8]. Ces conjectures affirment de plus : (2°) gue les coefficients des Pi(t)
sont des entiers ratiomnels, i. e. les racines inverses de Pi (i. e. les valeurs
propres de f, ) sont des entiers algébriques, (3°) que la valeur sbsolue de ces

entiers algébriques est pl/ 2 , et affirment enfin (4°) "1l'invarience des nombres
de Betti par spécialisation", notamment pour uvn schéma projectif lisse sur un corps

de nombres.

Pour les fonctions L , la méme méthode donnerait essentiellement une expression

P’f(t) P;'[(t)

(11) (t) = ’
1,1 PO(t) P(t) ...
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avec
PiM(t) = dét(l - tfm)
. . . . i G i
f,y = opération induite par fy sur H (X, V)Y = HH(X) eV,

(N. B. - On fait opérer G sur H (X , V) via ses opérations sur X et sur

s

V...), et on a & cet égard des conjectures (1°) & (4°) enalogues.

D'ailleurs, dans le cas o dim X = 1 , toutes les conjectures de Weil avaient
été prouvées par WSIL lui-méme [8], gréce av fait que la jacobienne de X fournit

alors un substitut suffisant pour la cohomologie.

Gréice aux travaux de M. ARTIN et du conférencier ([2], [5]), nous disposons main-
tenant d'une théorie .cohomologiquc des schémas satisfaisante, permettant de trans-
poser en géométrie algébrique la formule de Lefschetz, et permettant de répondre
par 1'affirmstive aux parties (1°) et (4°) des conjectures de Weil (1) (les con-
jectures (2°) et (3°) restant d'ailleurs non démontrées & 1l'heure actuelle). Cels
éteblit donc en particulier la rationalité des fonctions L dans le cas d'un sché-
ra X propre et lisse sur Ep . Faute de disposer de la résolution des singularités

en caractéristique p > 0, ce résultat ne contient d'ailleurs pas le résultat de
DWORK, qui ne fait aucune hypothése de lissité ov de propreté, meis doit en revan-

che se restreindre & la fonction Zy , ou du moins doit faire des restrictions sur

la représentation de G qui définit la fonction L envisagée.

Le but de cel exposé est de prouver le résultat de rationalité pour toutes les
fonctions L envisegées au § 1, et méme pour vm type de fonctions I beaucoup

plus général, assocides & des faisceaux f-adiques sur X . Nous domnerons en ef-

fet une expression explicite du style Lefschetz-Weil de ces fonctions. Les outils
essentielz sont de deux sortes :

a

{a) Le formalisme de la "cohomologie & supports compacts" d'un schéma algébri-

que sur un corps k (qui avait été introduite par le conférencier tout d'abord

pour les besoins d'une formilation satisfaisante du théoréme de duslité en cohomo-

logie étele). On peut dire, de fagon générale, que les propriétés fonctorielles

:

de la "cohomeologie & supports compacts" sont exactement analogues & celles des

fonctions L , ce qui permet de donner une formulation suffisamment générale et
précise du théoréme de rationalité (cf. §5), pour réduire ce dernier su cas ol
X est une courbe projective et compléte, mais pour un faiscean de coefficients
arbitraire.

(b) Une formle de Lefschetz généralisée, due & J.-L. VERDIER, valsble pour

(1) Ce résultat avait été Stabli en avril 1963.
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des varistés complédtes et des faisceaux ayant des singularités plus ou moins arbi-
traires. Cette formule, dans le cas ot X est de dim 1 , donne directement 1'ex-

pression explicite voulue.

Remarque. - La démonstration est valable modulo la vérification dfune forme
particulidre du théordme de Verdier que nous aurons & utiliser. Cette vérifica-

tion n'a pas été faite & 1l'heure d'écrire cet exposé, mais me parait une pure

question de routine, et nous la supposerons faite dans la suite de cet exposé (2).

3. Cohomologie étale & supports compacts et faisceaux £ -adiques.

Pour la notion d'espaces topologiques généralisés ("sites" et "topos"), de coho-

mologie des faisceaux sur de tels "espaces", et plus particulidrement pour la dé-
finition de la topologie étale d'un préschéma, des faisceaux pour icelle, et de la

cohomologie étale pour ces faisceaux, je remvoie & [2] (cf. emssi [1], [4]). Les
résultats établis dans [2] peuvent se résumer en disant que, & condition de se

borner & des faisceaux de torsion sur le préschéme X , premier aux caractéristi-
orssor

ques résiduelles de X , le formalisme habituel de la cohomologie des faisceaux

est également valable dans le contexte présent, en utilisant toujours la topologie
étale (ce que nous sous-entendrons par la suite). Je renvoie également au loco
citato pour la définition et les propriétés des foncteurs R% £, (F) , cohomologie
"3 support propre sur S ", qui est définie chaque fois qu'on a un morphisme

£f: X =S de type fini "compactifiable" (par exemple quasi-projectif) et que F
est un faisceau de torsion. Ils cofncident avec les RfL f*(F) habituels lorsque
f est propre. La notion naturelle de finitude de la théorie est celle de "fais-
ceaux de torsion constructibles", ces faisceaux n'étant autres, lorsque X est
noethérien, que les faisceaux de torsion sur X qui sont des objets noethériens

de la catégorie des faisceaux.

Parmi les propriétés des R? f, , signalons :

(3.1) La formation des Ry £, (F) commte 3 tout changement de base.
1 tx

(3.2) R

!
.

f*(F) est constructible si F 1l'est.

(3.3) Pour un composé de deux morphismes compactifisbles, f : X +Y et
g: Y->2, onala suite spectrale de Leray

Ry(gf), <= Rl g () £,) .

(3.4) Si U est un ouvert de X , Z son complémentaire, on a une suite

exacte de cohomologie

(2) Voir la Note placée eprds la Bibliographic.



36

.,Rf £, (Fl0) - R:,:L £,(F) -»R‘;L £, (F|2) » ... .
* *

(3.5) Ona R} £(F) =0 si i>2n,n= dimension dec fitresde £ : X =8,

Lorsque S est le spectre d'un corps k (3), et k une cl8ture algébrique de

i £y (F) , faisceau sur k , est
équivalente 3 celle de sa "fibre" Rl i (F)— relativement a k , qui est un groupe
abélien ordinaire sur lequel =n = Gal(k/k) opere continfment. Ce mn-module sera
noté Hi‘(')—( ,F) . Il est fini si F est constructible,

k , posons X = Xk alors la connaissance de R;

Pour la plupart des applications, on ne peut se limiter & des faisceaux de coef-
ficient qui sont de torsion . Soit £ wun nombre premier, nous appellerons fais-
cemu t-sdique, ou Z,-faisoeau, sur le préschéma X , la donnée d'un systéme pro-
jectif (F )nﬁﬂ e
tion Fn+1 - Fn soit isomorphe su morphisme canonique Fn+1 - Fn+1 ® g/! 2, ce

de faisceaux, tels que, pour tout n , 1l'homomorphisme de transi-

qui implique que chague F = est anmlé par £, i. e. est un Z/t® Zemodule. Les
faiscesux f-adiques sur X forment une catégorie abéliemme de fagon évidente
contenant les faisceaux de (-torsion comme sous-catégorie pleine. C'est méme une
catégorie gz-abélienne, i. e. on a un homomorphisme naturel de 2, dans 1'anneau
des endomorphismes du foncteur identique de cette catégorie.

On dit que le faisceau £f-azdique F = (F ) est constructible si tout ouvert af-
fine U de X peut se décomposer en union de parties constructibles localement
fermées Zi , telles que les Fn]Zi soient tous localement constants, et construc-
tibles (i. e. & fibres finies). Si X est localement noethérien, il {faut et)
suffit pour-cela que les Fn soient localement constructibles. On dit que le fais-
cesu £L-adique F = (Fn) est constant tordu constructible si les F  sont loca-

lement constants et constructibles. Lorsque X est connexe, si a en est un point
géométrique, alors on a une équivalence canonique entre la catégorie des faiscesux
L-ediques constants-tordus constructibles F sur X , et la catégorie des Zp-mo-
dules E de type fini sur lesquels ﬂl(X , &) opére continfiment & gauche, i. e.

mni d'un homomorphisme continu de groupes compacts totalement discontinus :

(*) m (X, &) -’Autze(E) .

On fera attention qu'un tel F n'est généralement pas localement constant (méme

si X est le spectre d'un corps) en d'autres termes que 1l'homomorphisme (*) ne

se factorise pas en général & travers un groupe quotient fini de nl(X , a) .

(3) Dans ce cas, un théordme de Nagata affirme d'ailleurs que tout schéma de
type fini sur k est compactifiable.
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Soient F = (Fn) un faisceau f-adique sur X, f: X-Y un monhisme com-
pactifisble, avec Y localement noethérien, enfin ie Z , alors (R;' f*(Fn)neN
forme un systéme projectif de faisceaux de E£-torsion constructibles sur Y , dont
nous admettrons ici (ef. [5]) qu'il satisfait la "condition de Mittag-Leffler", et
admet une limite projective, notée R? f* (F) , dans la catégorie des faisceaux
£-ediques constructibles sur Y . Il y a lieu alors, par passage & la limite 3 par-
tir du cas des coefficients de torsion, d'étendre tout le formalisme de la cohomo-
logie aux faisceaux <L-adiques. Nous supposerons fait ce travail de fondements, et
utiliserons librement le formilaire (3.1) & (3.5) pour les R? f*(F) , F fai=
sceau f-adique.

I1 y a lieu également dans certaines questions de considérer la catégorie quo-
tient de la catégorie des faisceaux (-adiques sur le préschéma X , par la sous-
catégorie épaisse des faiscesux de (L-torsion (les objets de la catégorie sont ap-
pelés Q.z-faisceaux). C'est une catégorie Qz-abélienne. Le formalisme des R‘:l f*
s'étend eussitdt, par passage au quotient & cette catégorie. Si X est un schéma
a!.gébrique sur le corps k, F un %—faisceau constructible sur X , alors
H:!"(T » F) est un espace vecioriel de dimension finie sur Q, » sur lequel =

opére continfiment.

Enfin, s1 A est une algébre sur A = 2, , resp. Q, , on définit les A-fai-
sceaux constructibles sur X comme étant les A-faiscesux constructibles sur X ,

munis d'un homomorphisme de A-algdbres
A - End(F) .

Cette notion sera surtout utile quand A est fini sur A, en particulier quand
A= 94, et A est une extension finie de A .

4. Fonctions L généralisées.

Fixons le corps premier _F:p (p > 0) , un nombre premier ! £ p , et une extension
finle Q de 9” « Les lettres X, Y, 8, ... désignent des préschémas de type
fini sur F . Soit d'abord X = Spec F_ le spectre d'une extension finie de Ep
{q = pd , = d(x) = deg n(x) : g‘_p) . Alors la donnée d'un Q-faisceau sur X
équivaut & la donnée d'un vectoriel de dimension finie V =F_ sur Q , sur lequel

Gal (n(x)/u(x)) = n opére continflment. On a un isomorphisme ganonique

n, = Gal(u(x)/m(x)) = 8,
défini & 1'aide de 1'élément de Frobenius
- - 4
£, € Gal(x(x)/u(x)) = Gal(gq/;«jq ), £ = AP
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de sorte que 1'opération de n, sur V= Fi est connue quend on connait 1'auto-
morphisme (fx)V (soumis & la seule condition que (fx)"; + 14, quand n- 0 mul-
tiplicativement). D'ailleurs, si

pry : X:SpecEq—»SpecEp:e

est le morphisme canonique, Ty stidentifie de la fagon hsbituelle, via Pr, »
3 un sous-groupe du groupe de Galois amnalogue n, pour e = Spec(Ep) , engendré
topologiquement par le "frobenius sbsolu" f , et on sura avec cette identification

f = fd(x) .
X

D'gilleurs, le faiscean er*(F) gsera défini par le '"module induit"

prx*(F)é = F}'c' Qﬂx e 2

d'ou on conclut immédiatement la formule

1

dét(1 - (f);rx*(F)a

) = ddt(1 - (fx);i I
X

On posera alors

(12) 25 (t) = L

aét(1 - (fx)l}i £3(x))
X

Si X est un préschéma de type fini sur F_, F ur Q-faisceau constructible

sar X , on posera (en notant F = F|Spec n(x) ) :

(13) Zp(t) = XD(—O ZFx(t)
i. e.
(14) z.(t) = 1 .
’ oo aés(1 - (£ )5 1))
X

I1 s'agit encore ici d'un produit infini convergeant dans [{t]] , de terme cons-
tant 1 . Notons d'ailleurs la formule essentiellement équivalente

log ZF(t) =°Z° cv(F)tv/v
(15) i. e. 1
t

Zf"(t) =°Z° C (F)tv »
Z(t) 1 v

avec
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(16). c, (F) = 2 rif )z
v = e ) TR
-
p
oti, dans (16), x est considéré comme un élément de X, , ce qui précise le sens
de f. comme égal & f¥ ... ~p’
x [

On déduit aussitdt de la définition (14) les propriétés formelles suivantes

(4.1) Maltiplicativité en F

Zp(t) = Zp, (8) Zg, ()

pour toute suite exacte O -+ F' > F ->TF" =+ 0.

(4.2) Maltiplicativité en X : Si U est unouvert de X, Y 1le fermé com-
plémentaire, on a

Zy(8) = B y(8) Zp g () -

(4.3) Maltiplicativité par fibration : Si £ : X - 5 est un morphisme (de

préschémas de type fini sur _F;p ) on a

Zg(t) = SGQ; Z‘FI}:s ,

ol XS est la fibre et (8) , et ol le produit du deuxiéme membre est convergeant.

Lorsque F est le Q-faisceau constant QX , on trouve d'ailleurs la fonction
Zx(t) du §1:

(17) ZQX(t) = Zx(t) .

Montrons corment on retrouve également les fonctions L du § 1. Avec les nota-
tions du loco citato, on peut toujours supposer d'abord que le corps Q est une
extension finie de Q , puis, quitte 3 prendre une extension composée de cette der-
niére et de Q, , que Q est une extension finie de Q, . Soit W = ¥ le dual de
V , sur lequel G opére & droite par transposition. lLes opérations de G sur
W et sur X permettent alors de définir les opérations de G sur le faisceau

constant Wy , d*ol un faiscean sur Y = X/G s
(18) Wi =F W=,

dont la fibre en tout point géométrique ¥ de Y n'est sutre que

I I,
(19) F_=wXx (VX ,
y
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ol * est un point géométrique de X sur y , et I_f son groupe d'inertie. Cela
posé, on voit aussit8t que

(20) LX,G,M(t) = ZF(t) »

les produits infinis représentés par les deux membres étant égemx terme & terme.

5. ﬁnonce' de la formale fondamentale. Réduction au cas des courbes.

THEOREME 5.1. - Soient F_ le corps premier de caractéristique p>0, £ un
nombre premier £Zp , Q uge extension finie de Q, , X un schéma algébrique
compactifisble (par exemple quasi-projectif) sur le corps Ep , F un Q-faiscean
congtructible sur X , ;g : X - Spec _lip le morphisme structural. Alors on a

1
21 =Tz . -1~
(21) B =Toy o ©

Pour mémoire, rappelons

(z2) ZR%g*(F)(t) ) aét(1 - (;)‘1 £
’ H (%,F)
donc le formile fondamentale s'écrit amssi
( 7 (t) Bj(t) ...
LA Fo(t) Fo(t) ...
(23) 4
: ) -1
\Pg(t) ) Zngi(F) 2 (f)H?(i’F)t) .

Les produits envisagés dans (21) et (23) ont un sens gréce & (3.5).

COROLLAIRE 5.2. - Sous les conditions précédentes, mais supposant seulement X
un préschéma de type fini sur Ep (pas nécessairement compactifiable), ZF(t) est
une fonction rationnelle.

En effet, gréce & la formile (4.2) de miltiplicativité, on se raméne sussitft au
cas od X est affine, donc compactifisble, et alors 1'assertion résulte de la for-
mle explicite (21) de 5.1.

Réduction au cas des courbes.

IEME 5.3. - Soient g : X -» Y un morphisme compactifiable de préschémas de type




fini sur F , F un Q-faisceau constructible sur X . Si le théoréme 5.1 est
vrai pour les couples (Xy , FIXy) , Oy - 0 , alors on a

i
(24) Zp(t) =Tz i (t)(’l) .
i R!g*(F)

En effet, soit gy : Xy - Spec k(y) 1le morphisme siructural, on aura

i
=T - T Tz (-1)
2 (%) L ZF]xy(t) RUEREN] y...(FIX,,)(t)

par (4.3), et 1lthypothdse sur les FIXy ; d'ailleurs

i i
Ry g, (FIX)) = Ry g (F),

par (3.1), d'ol en changeant 1'ordre des signes 11 la formle (ot l'on pose
F' =R} g, (F) ) :
(-0t (-0t
ZF(t) .—_TT( M z i(t)) =Tz i(t) ’
i yex0 r i F
y
C. Q. F. D.
COROLLAIRE 5.4, - Supposons de plus que le théoréme 5.1 soit vrai pour les cou-

ples (Y, Rl g (F)) . Alors il est vrai pour (X, F) .

En effet, avec les notations précédentes, on aura par hypothése (ol
h: Y- SpecPF
~ Spec F )

z,(t) =Tz w0
P 5 rineh)

d'ol, en vertu de (24),

(#) =Tz, @&

1,j Rl ()

Or, en vertu de (3.3), ona, 81 ¢ : X - Spec -F-p ,

N . .
R, ¢, (F) <= Ry b (R, g(F)),
d'ol en vertu de (4.1),

(2w) Tz (t)("l)k =T 2 . (t)('l)i+j .
x Rfy (F) 1,5 ®dh &Y (M)
1% ’ 1 7%V 18

4]
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La comparaison de (#) et (#%) donne la conclusion voulue.

COROLLAIRE 5.5, = Soient £ : X - Y un morphisme fini, F un Q-faiscemm
constructible sur X , alors, 5.1 est vrai pour (X , F) si, et sculement si, 41
1test pour (Y , f*(F)) .

IEMME 5.6.

(a) Sous les conditions préliminaires de 5.1, soient U un ouvert de X,
Y son complémentaire, F un Q-faisceau constructible sur X . Alors si le théo-
réme 5.1 est valable pour deux parmi les trois couples (X , F) , (U, F|U) ,
(¥, FIY) , 11 1'est pour le troisidme.

(b) Soit O - F' - F > F" 5> 0 une suite exacte de Q.faisceaux constructibles
sur X . Alors si 5.1 est vrai pour deux des trois couples (X , F') , ..., il
1l'est pour le troisiéme.

L'assertion (a) par exemple résulte aussit8t de (3.4) et (4.2), qui impliquent
que les deux membres de 5.1 sont "multiplicatifs en X .

Utilisant 5.6(b), pour prouver 5.1, on est ramené en général d'sbord au cas ol
X est affine. Pour dim X = O, on est ramené par 5.6(b) au cas X = Spec Eq ,
ol c'est trivial par définition. Supposons que ce soit prouvé pour dimX =1,
prouvons alors le cas général, par récurrence sur n = dim X . Comme X est affine,
il existe un morphisme X »Y avec dimY <n -1, & fibres de dimg 1 . En ver-

tu de 5.4 on aura terminé.

On est donc remené am cas oi X est affine de dim 1 . On peut supposer X ré-
duit, soit X' 1le normalisé, g : X' - X 1la projection, on a un morphisme cano-
nique u: F o g, F , (od F'= g F )}, dont le noysu et conoyau sont & sup-
port de dim < O . Utilisant 5.6 (b) et 5.5 , on est ramend 2 prouver 5.1 pour
(x* , ') , 1. e. on peut supposer X affine normele. Alors il existe une immer-
sion ouverte 1: X - & , avec f{ courbe projective normale, donc lisse sur Ep s

telle que dim(ﬁ - i(X)) = 0 . Utilisant encore 5.6(a), on est ramené & prouver
5.1 pour (ﬁ » 1;(F)) . En fin de compte, on s'est ramené au cas oi X est une

courbe projective et lisse sur Ep .

Avant d'aller plus loin, signalons la formlation équivalente de (22), obtenue
en prenant les logarithmes des deux membres, et en égalant les coefficients 3

25 5 ()t =3 (- i e
(25) iy T T 0t
)
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ol fi est 1l'endomorphisme de H::‘(-)E , F) défini par le frobenius "absolu". Nous
inspirant de WEIL, cette formule peut &tre interprétée comme une formule "purement
géométriq_g_ue", du type de Lefschetz, portant sur T et le faiscesu induit F sur
X . Pour ceci, remarquons que si fX est 1l'endomorphisme de Frobenius de X , alors

pour tout faisceau étale F sur X , on a un isomorphisme canonigue

(=6) fpxt F—> ),

d'ol en prenant 1'image inverse sur X , un isomorphisme canonique
T . FoFf*
fF/X' F-»fX (F) .

De ce fait, fF /X "opére" sur la cohomologie H::‘(f s -FT)' , 1. e. on aun isompri
phisme

fF/X(i) : ﬂ}(i , F) =% H;l('i , F) .

Ceci posé, on vérifie que 1l'on a

(27) £, fp /x(i) = identité.

v
D'ailleurs, les x e X(F v) ne sont autres que leg points fixes de fy , et si,

P — —_—
pour tout tel point, on désigne par (i‘xv)x 1'endomorphisme induit par fxv dans’

la fibre ?x , on constate également

Vi Yy _ . "

fx(fx )x = didentité.
Ainsi la formule (25) prend 1la forme typique d'une formule de Lefschetz de nature
géométrique ‘
(25 bis) z Tr g, = T(-1)*1r g(l) ,

xX(F_)8 i
— ~p

ou g = fxv est un endomorphisme de X sur E-p , opérant également sur F , et
g = (g(i)). est 1'endomorphisme qu'il définit sur la cohomologie H’:(i , F) .

Notons encore que, dans le cas qui nous occupe, et lorsque X est lisse sur
. v
Ep » les points fixes de g = fy sont tous "transversaux". .

6. La formule de Verdier.

Soient X un espace topologique compact,  un corps, F un faisceau, de Q-
ewpaces vectoriels sur X , tel que les fibres Fx soient de dimension finie,
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et g une "classe de correspondance dans (X , F) " (of. papiers futurs de
J.-L. VERDIER), définie par exemple (pour fixer les idées) par un endomorphisme
g de X et un homomorphisme u: g'(F) »F . Alors g définit des endomorphis-

mes g(i) dans les Hi(X , F) , et i1 y a lieu de considérer la somme de Lefschetz

VX, P, g =)ii - o g,

Sous des conditions de nature locale trés générales (assurant que X et F ne
sont pas "trop mauvais" localement), cette somme est définie, et VERDIER 1'inter-
préte comme un cup-produit, de telle fagon que toute décomposition de 1'ensemble
x€ des points fixes de g en n parties compactes disjointes Za définit une
décomposition de ce cup-produit en des invariants vw(X , F, g, Za) Jouant 1le
r8le de "traces locales® :

(28) z(-l)iTrg(i)=Zv(X,F,g,Za).
i a

le cas le plus intéressant est celui oi X8 est formé de points isolés, et od on
peut prendre pour Za les points x de x8 , de sorte qu'on obtient

(28 bis) );_(- l)iTrg(i)=x£xgv(X,F,g,x) .

Les arguments de VERDIER sont essentiellement "formels" & partir de deux théorémes
de dualité (dualité globale et dualité locale), dus a4 VERDIER, dont le deuxidme
nécessite les hypothéses locales restrictives suxquelles il a été fait allusion.
Elles sont vérifides par exemple dans le cas oi X est un espace analytique com-
plexe et F est "analytiquement constructible", par exemple lorsque X provient
d'un schéma algébrique sur C , et F d'un Q-faisceau constructible sur X,
comme on peut le montrer en utilisant la résolution des singularités de HIRONAKA.
En fait, la démonstration montre qu'il suffit ici de connattre la résolution des
singularités pour les schémas finis em-dessus de X x X '(4) set moyennant cette hypo-
thése, les résultats de VERDIER se transportent également mutatis mutandis au cam
ol X est un schéma propre am-dessus d'un corps algébriquement clos de caractéris-

tique quelconque {compte temu toujours des théorémes de dualité, prouvés par le
conférencier dans le cas de la topologie étale). Compte teru de la résolution des
singularités des surfaces (ABHYANKAR), cecli s'applique notamment au cas ot dimX =1.

La détermination explicite des v(X , F, g, x) en termes d'invariants locaux
connus, notamment dans le cas oi X est de dim 1 , n'a pas encore été faite par
VERDIER 3 1l'heure ol ces lignes sont écrites (4), mais comme 1l a été dit, nous
admettrons le résultat suivant 1

(%) Voir 1a Note placée aprds 1a Bibliographie.
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(Putur) THEOREME 6.1 (VERDIER). - Soient X une courbe algébrique projective

lisse sur un corps algébriquement clos, g un endomorphisme de X dont tous les

points fixes sont de mltiplicité 1, F un Q-faiscean constructible sur X ,
ut g*(F) => F unhomomorphisme, g'>) 1les homomorphismes induits dems les
H:;'(X s, F) . Pour tout x e x8 , soit 8y 1'endomorphisme correspondant de Fx .

Alors

s i)
(29) f (- 1)* 1r g( = xezxg Ir g, -

Compte temu du § 5, ce théoréme achéve la démonstration de 5.1.
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NOTE [Juin 1965]

Comme prévu, le théoréme 6.1 a été prouvé, peu de temps aprds llexposé, par J.-L.
VERDIER et M. ARTIN, de sorte que le résultat 5.1 du présent exposé est effective-
ment prouvé. D'autre part, la méthode de VERDIER du n°® 6, contrairement & ce que
nous avons dit, ne nécessite d'hypothése de résolution que pour les schémas finis
swr X (ce qui rend inutile, pour le preuve de 5.1, le délicet théorime de réso-
lution de Abbyankar. Enfin, une méthode toute différente de celle de VERDIER per-
met de donner une farmile de Lefschetz explicite du type 6.1 sens hypothdse de
"mltiplicité 1 " pour les points fixes, en faisant intervenir des ¥eprasen7€a§i.ons
d'ir ﬂ'.g" relatives aux points fixes de g (cf. [5]).
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1E GROUPE DE BRAUER

par Alexander GROTHENDIECK

I. Alglbres d'Azumaya et interprétations diverses.

Introduction.

On sait que le groupe de Brauer des classes d'algtbres centrales simples sur un

corps k (ef. [10]) joue un r8le de premier plan dans 1'étude arithmétique du
corps k . La notion e été étendue en 1951 par AZUMAYA [3] au cas d'un anneau de
base local, et reprise en 1960 par AUSLANDER-GOLDMAN [2] dans le cas d'un anneau
de base quelconque. Les développements de AZUMAYA-AUSLANDER-GOLDMAN peuvent se gé-
néraliser d'ailleurs de fagon essentiellement triviale au cas des préschémas de

base généraux, ce qui est un des buts du présent exposé.

Cependant, 1'interp»étation cohomologique du groupe de Brauer, qui & joué un rf-
le important dans le cas classique, ne pouvait &tre développée dans (3] et [21,
faute de disposer d'une théorie de la cohomologie étale, développée dans [1] et
[11]. C'est elle qui donne tout son charme a la variante "globale" du groupe de
Braver. Par exemple, le groupe de Brauer global d'une variété algébrique compléte
non singuliére apparaft comme un invariant birationnel global, intimement 1ié au

classique "nombre de Picard B2 ~ p des "classes de 2-cohomologie transcendan-
tes" gur une variété algébrique, et 1ié également (comme 1'a remarqué ARTIN) &
certaines conjectures récentes et profondes de BIRCH-SWINNERTON~DYER et TATE sur
les cycles algébriques sur X . D'autre part, les méthodes cohomologiques permet-
tent de répondre, au moins partiellement, & certaines questions laissées en sus-
pens dans [2]. Le conférencier compte exposer ces questions proprement cohomologi-
ques dans deux exposés ultérieurs, et se bornmera ici aux premiéres variations sur

le théme asumayen.

1. Groupe de Brauer d'un espace topologique (*).

1.1. - Soit X un espace topologique, qu'on munit du faisceau d'anneaux GX
des fonctions continues 3 veleurs complexes. Pour tout entier n> 1, considérons
P, (X) = 1'ensemble des classes, 2 un isomorphisme prés, de fibrés en algébres lo-
calement triviaux sur X , & fibres isomorphes & l'algébre de matrices M (C)
peut l'interpréter aussi, par le dictionnaire bien connu, comme l'ensemble des

*
( )‘Le lecteur est invité a rétablir dans ce texte les expressions "a isomorphis-
glie mést et "3 homotople mrés", qui font partie du style persomnel auquel tient
tauteur.
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classes, & un isomorphisme prés, de faisceaux d'algébres. & sur X , qui sont lo-
calement isomorphes au faisceau Mn(OX) (ou, ce qui revient au méme, qui sont lo-
calement libres en tant que faiseceaux de modules, et tels que, pour tout x € X,

la "fibre réduite" A ®q k(x) soit isomorphe & Mn(g) , 1. e, soit une algé-
X;x
bre simple centrale de rang n2 sur C ). Un autre dictiomaire connu nous four-

nit 1'interprétetion suivante. Désignons par GP(n) le “groupe projectif & n

varisbles sur C ",

GP(n) = &(n , C)/C* = M (C)*/C* ,

qui s'identifie aussi au groupe des automorphismes (tous intérieurs par SKOLEM-
NOETHER ([6], VIII, & 10) de l'algébre M, (c) . Alors, (x) s'identifie & 1l'en-
semble H1<X GP(n)) des classes, & un 1somorphlsme pres, de fibrés principaux
sous GP(n) , de base X . lorsque X est par exemple un CW-complexe, alors le
point de vue homotopique conduit 3 regarder Pn(X) comme l'ensemble des classes
d'applications (& une homotopie prés) de X dans un espace classifiant ng(n) .

1.2. - Le "groupe de Brauer"” de X s'obtient & partir de la collection des

Pn(X) , en regardant comme "triviaux" les fibrés en algébres qui sont de la forme

E_I_lg_(E) , o E est un fibré vectoriel de rang n sur X . En termes de faisceaux,
‘ ce sont les faisceaux de la forme ggg(E) , E un OX-Module localement libre de
rang n ; en termes de fibrés principaux, ce sont les éléments de H1<X s gP(n)>
qui peuvent se remonter en des éléments de HI(X GP(n)) 3 en termes homotopiques,
les classes d'applications X -~ BGP(n) qui se factorisent & travers BGb (n) BGP(n)
De fagon précise, appelons Algebre d'Azumaya une algébre sur X localement is6-
morphe & une Algébre de la forme Mn(OX) . Deux telles Algébres d , d* sont di-
tes éq_.t_zivalentes si on peut trouver deux faisceaux localement libres & , &' sur
X , et un isomorphisme d'algébres

o & End(8) ~ &' ® End(&') .
En vertu de 1'isomorphisme d'Algébres End(S) ® End(&') ~ End(82® &') , on voit
qu'on a bien. 13 une relation d'équivalence sntre Algébres d'Azumaya, d'ailleurs
compatible avec 1l'opération ® . L'ensemble des classes d'Algébres d'Azumaya de-
vient ainsi un monolde commtatif, et méme un groupe, car l'algdbre opposée o®
de @ définit une classe inverse, grice & 1'isomorphisme canonique bien connu

oo End3 oa®

Le groupe ainsi obtenu s'appelle groupe de Brauer de X , et se note Br(X) .
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X
(i. e. des applications continues de X dans C* ). La suite exacte de groupes

1.3¢ =~ Soit & ou gmx le faisceau des unités du faisceau d'anneau OX

1~G - Gin) - GP(n) -1

définit une suite exacte de faisceaux sur X , en prenant les faisceaux d'applica-
tions continues dens les trois termes, d'ol une suite exacte de cohomologie (cf.,
par exemple, [13] pour X paracompact, [12] en général) : ’

g h i ’
- w(x, Gmx>-° w(x, & my) -y, 6P(n)y) B (x , a)
oli, pour £ e H1<X , QP(n)) = Pn(X) , oF € H(X s 9"“)() est "1'obstruction & re—
lever € en un élément de H1<X y GL (n)x) ", Un calcu.l facile montre que, pour
deux Algébres d'Aeumaya, on a
sa®ar) =s@.s(@) ,

ce qui implique de fagon & peu prés. formelle les conditions 1° & 3° de la proposi-

tion suivante.

PROPOSITION 1.4.

10 51 & est une Algébre d'Azumaya, &(1) ne dépend que de la classe de @
dans Br(X)

2° L'application

(#) 6 : Br(X) - H2<X , Gm)) ,

obtenue de cette fagon, est un homomorphisme de groupes.
3% Cet homomorphisme est injectif.
4° L'image de Pn(X) = Hl(x y §P(n)> dens Br(X) est annulée par n .
Le 4° peut se prouver en considérant la suite exacte
1 - p.nx = St(n)y ~ GP(n)y
(o Si(n) est le groupe spécial linéaire, w, le groupe des racines n-itmes de

1'unité, isomorphe au centre de Si(n) , formé des matrices diagonales de Si(n) ).
On en déduit encore une application cobord

' s Hl<x ) gP(n)X)= P (X) - H2<X ; u,‘x) »

et on voit aussitét que 1'homomorphisme 6 est le composé
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P (X) 2 Hz(x , p.nx>—-—-> H‘?'kx , gm’) ,

ol le deuxidme fléche provient de 1l'inclusion canonique (p’Dx - (G }x « Comme
H?'(X y Wy ) est évidemment annulé par n , cela entraine le 4°,
X

Une autre fagon de procéder (qui restera velable dens le contexte plus général

du n°® 2) consiste & noter que GP(n) = St (n)/u,n opere de fagon évidente sur
mo = 80 ® «ee @ E;o s Ol So est le faisceau localement libre de rang n trivial

sur X , sur lequel S£(n) opére de la fagon naturelle (noter que St(n) epére
sur M avec opérations triviales de ). On a alors, en posant a = _E_i_xlc}_(so) ,
un isomorphisme de faisceaux d'Algdbres, compatible avec les opérations de QP(n):

ao ® sae ? ao '}'Eng.‘(mo) .

On peut alors, & tout fibré principal P de groupe GP(n) , de base X , assocler
le falsceau localement libre "tordu" mz =N, et s1 @ est 1'Algébre d'Azumaya
agsociée & P , on aura

A® oee ® A End(l) ,
\TJ

ce qui prouve la proposition 1.4, 4°.

COROLIAIRE 1.5. - L'image de Br(X) dans Hz(x , G ) est formée d'éléments de

torsion (du moins si X n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, ou est
compact) .

On peut, dans le cas topologique envisagé ici, donner une interprétation topolo-
gique de H‘?<X , G \, , en utilisant 1a suite exacte exponentielle bien commue,
L]

%rexp (2irx)
0 —32—>C > — 1,

qui fournit la suite exacte de faisceaux

d'ol, si X est paracompact (donc Ox nfint), les isomorphismes

i(x, g )=u™@,n, iz,
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en particulier H2<X , G )= H3(X » 2) , et l'homomorphisme & de l.l1 peut &tre
interprété comme un homomorphisme
(a%) ¢ : Br(x) - HB'(X y 2)

dont 1'image est contenue dens le sous-groupe de torsion. On a ieci :

THEOREME 1.6 (SERRE). - Si X est un CV-complexe fini, 1'homomorphisme () de
1.1 induit un iscmorphisme de Br(X) avec le sous-groupe de torsion de H?(X,G ).

En d'autres termes :

COROLIAIRE 1.7. - L'homomorphisme (#%) induit un isomorphisme de Br(X) avec le
sous-groupe de torsion de i (X, 2) . En particulier, Br(X) est un groupe fini.

Cela donne donc une détermination compléte, en termes homologiques, de Br(X) ..
La démonstration de 1.6 se fait par de la technique homotopique stendard : on cal-
cule, grice & BOTT [5], les groupes d'homotopie de la "limite inductive" By, @)
des BGP (n) ? s'envoyant les uns dans les autres par "tensorisation" par des ma-
trices unité ; on trouve O en dimension impaire, Q/ Z en dimension 2 , et Q
en dimension 2i (i 3 2) , d'ol s'ensuit que BGP(m) est homotopiquement équiva-
lent su produit B = K(Q/Z , 2) x XK(Q , 4) x K(Q", 6) x ... « Si alors x e H(X,2)
est de torsion, il est de la forme dy , y € x, g/_z_) , d'ol une application
X - K(Q/Z , 2) , d'oll une application X - B , définissant le fibré cherché d'ob=

struction x .

REMARQUE 1.8. -~ On peut introduire également une relation d'équivalence moins
grossiére parmi les Algébres d'Azumaya, en disant que @ et &' (sur X connexe)
gont stablement isomorphes si on peut trouver des entiers n , m tels que
Mn(a) ,~_Mm(a') . 31 KP(X) désigne l'ensemble des classes d'équivalence stable,

KP(X) est un monoide commtatif, et on a un homomorphisme naturel,

KP(X) ~ B(X , ¢/2) ,

(ot Q/Z est considéré comme limite inductive des by = g/ng )« L'argument de
SERRE montre que, si X est un CW-complexe fini, cet homomorphisme est surjectif,

et qu'on a méme un isomorphisme de foncteurs en X ,

(1.1) kP(X) T (X, ¢/2) » Nl Kix, ) .
132

De fagon plus précise, associons & tout ¢ € Hl(X , QP(n)> ses deux classes ca-

ractéristiques (ol p, = limp, est le groupe des racines de 1l'unité, isomorphe
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ici par l'exponentielle & Q/Z )

e

Qg € Hz(X , p.m) s ol 6g = image de 6F € H2(X s p,n) dsns HY(X , p)
et

cnb(e) =< ch(g) e W*(X, @ , on enl®) =1+ %) + 8%) + wer

ou ch(g) désigne le "caractére de Chern" de ¢ (qui, lorsque £ provient d'un
£, € Hl(x s SA (n)> , coIncide avec le caractére de Chern habituel). On obtient
aingsi des homomorphismes

0 : KP(X) - H2(X s %) , ch? s KP(X) - B¢ (X , Q)

(od o(eg') = 6(e) + (') , chfleg') = on¥g) ch¥(e') ) qui, pour X un Cu-
complexe fini, fournissent une bijection de la forme (1.1) (ce qui précise, en
méme temps, quelle est le structure da groupe qu'il convient 8e mettre au deuxiéme
membre de (1.1)).

1.9. = Il résulte en particulier de ceci que le monoide KP(X) est un groupe.
D'aprés SERRE et BA3S, ce résultat s'dtend au cas ok on remplace X par un schéma
de base affine, et, pour un tel X , le noyau de KP(X) —~ Br(X) s'interpréte com-
me le quotient du sous-groupe multiplicatif de K(X) 8, 9 des éléments d'augmen-
tation 1 (isomorphe par 1'exponentielle au sous-groupe K(X) de X(X) ® @ des
éléments d'augmentation nulle) par le sous—groupe image de Pic(X) dans
K(X) ?, Q ( K(X) désignant 1l'anneau des classes de faisceaux localement libres

sur X). Ceci résulte formellement des théortmes de stabilité de BASS [4].

2. Généralisation 3 un topos locelement annslé.

Soit U un univers fixé, et soit % wun M U-topoa® ([17], II) qu'on peut consi-
dérer comme le topos des faisceaux d'enserbles surun site £.S0it 03: un Anneaun
commtatif dans % , gréce auquel % sera considéré comme un topos annelé
=0, Ox) . Nous supposerons % M"localement annelé", i. e. que, pour tout
GeOX et fe OZ(U) , ona Uf ul, =T (ou Uf désigne le plus grand sous-
objet de U sur lequel f soit inversible). Alors, on peut encore définir les
Algébres d'Azumaye dens % comme les Algébres @ sur % , qui sont "localement

3

isomorphes" & une Algdbre de la forme Mn(Ox) . Procédant comme au n° 1, on intro-
duit une relation d'équivalence entre Algébres d'Azumaya, d'ol un groupe de clas-
ses d'Algdbres d'Azumaya, noté Br(X) . On définit encore un homomorphisme canoni-
que injectif

(2.1) 6 ¢ Br(x) - H%;; , gm%> ,
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en utilisant ici la théorie de 1'opération cobord de [12]. Si O est une Algébre
d'Azumaya partout de rang n2 , on trouve que §(d) € Hz(X » G ) est annulé par

n ; lorsque la puissance n-iéme dans G est un épimorphisme, on peut méme pré-
ciser que 6(d) provient d'un élément canonique 5n(a) € I-Y2<X , p.m); « En tous

cas, si X est comnexe, ou si 1'objet final e de % est quasi compact (i. e.
toute famille couvrante de e admet une sous-famille couvrante finie), alors
1'image de Br(X) dans HZ(X s G ) est formée d'éléments de torsion. Mais il

n'y a plus, en général, de théoréme analogue au théoreme de Serre, 1.6,

3. Algébres centrales simples sur un corps.

Dans ce numéro, k désigne un corps, A wune k-algébre de rang fini sur k .

Rappelons ([6], VIII, § 7 et 10) :

PROPOSITION 3.1, - Soit (2 une extension algébriquement close de k , AQ la

Q-algébre A 8, 0 . Conditions équivalentes :

(1) I1 existe un entier r 3 1 tel que A soit isomorphe & 1l'algébre de
matrices Mr(()) .

(ii) 4 est un anneau simple de centre k .

(ii) bis A4 est de centre k , et sans radical.

. . . o ce s
(iii) L'homomorphisme canonique A ® A° - Endk-mod(A) est bijectif.

Nous dirons, sous les conditions de 3.1, que A est une Algébre d'Azumaya sur
k . I1 est immédiat que, si k' est une extension de k , alors A est une Alge-

bre d*Azumeya sur k si et seulement si A ®k k' en est une sur k' .

PROPOSITION 3.2. - Supposons les conditions équivalentes de 3.1 vérifides, ce
qui implique que [A:k] est de la forme r2 » Soit L une sous-algébre de A .
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L est étale sur k (i. e. composée finie d'extensions finies sépara-
bles de k ) de rang r .

(i) bis L est étale sur k , et est son propre commutant.

(1) ter L est une sous-algébre commmtative étale maximale de A .

(i1) I1 existe un isomorphisme AQ > Mr(Q) ui transforme LQ en la sous-
algébre de Mr(Q) , formée des matrices diagonales.

Cet énoncé est une conséquence facile du suivant :
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LEMME 3.3. - Soient k un corps, A une k-algébre qui est absolument semi-
simple, L une sous-algébre de A . Conditions équivalentes :
(1) L est étale sur k , et égale & son propre commtant.
(11) L est une sous-algdbre étale maximale de A .

On a trivialement (i) == (1i) , prouvons (ii) = (i) . Soit B 1le com-
mitant de L dans A ; on voit facilement, en utilisant le fait que L est étale
et passant 2 la cléture algébrique Q de k , que B est encore absolument semi-
simple sur k . On est donc ramené au cas oi L est contenu dans le centre Z de
A , et & prouver alors L =A . Conme le centre Z de A est emcore étale sur
k,ona L=2, et en décomposant L en ses corps composants, on peut supposer
L un corps, donc A simple de centre L . On peut supposer alors L=k , et on
est remené & prouver que, si A est centrale simple sur k , AZk , alors A
contient une algdbre étale L sur k, L £k , ce qui est contenu dans le corol-
laire suivant :

COROLLATRE 3.4. - Avec les conditions de 3.2, il existe toujours un x e A tel
que la sous-algébre L = k[x] de A eit les propriétés envisagées dans 3.2.

281 k est infini, la considération du discriminant du "polyndme caractéristique
réduit" d'un élément variable x de A , jointe au "principe du prolongement des
identités algébriques", montre que, pour x "assez général", k[x] est étale sur
k de degré r . Si k est fini, on sait, grlce.au théoréme de Wedderburn ([6],
VIII, § 11, n® 1, théoréme 1), que A est isomorphe & Mr(k) , mais une telle al-
gébre contient comme sous-algébre toute algébre L de rang r sur k . Prenant
pour L 1'extension de degré r de k ({6], V, § 11, prop. 3), la conclusion
s'ensuit, grce au théoréme de 1'élément primitif (ibid, prop. 4).

PROPOSITION 3.5. - Soit A centrale simple sur k de rang r:2 , et soit L
une sous-algébre étale maximale de A . Alors A est un L-module libre de rang
r , pour ses structures de L-module & gauche ou & droite.

Par descente, on peut supposer k algébriquement clos, A = Mr(k) , L la sous-
algébre diagonale, et alors la vérification est triviale.

PROPOSITION 3.6. - Soit A comme dans 3.1, et soit L une scus-k-algébre telle
que A soit libre de rang r , pour sa structure naturelle de L-module & droite
(ce qui implique que L est de rang r sur k , la réciproque étant vraie si L
est un corps). Désignons par V le L-espace vectoriel de dimension r sous-
Jacent & A4 , et considérons 1l'homomorphisme de L-algébres
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(3.1) v: A® L-End (V),

qui, sur A® l; , se réduit & 1'homomorphisme de k-algdbres u: A - EndL(V) ,
donné par la représentation réguliére de A : u(x) (y) = xy « Alors, v est un

isomorphisme (done, A®k L est isomorphe & Mr(L) ).

En effet, les deux membres de 3.1 étant libres de méme rang, il suffit de prou-
ver que, pour tout corps résiduel Li de L, 1'homomorphisme

v, : A L - EndLi(V e L)

(ol Py 3 L~ Li est 1'homomorphisme canonique) est un isomorphisme. Or, cela
résulte du fait que c'est un homomorphisme de Li-algébres de m&me rang, dont la

premiére est simple. -

Conjugant 3.5 et 3.6, on trouve :

COROLLAIRE 3.7. - Soit L wune sous-algébre étale maximale de 1l'algébre centrale
simple A sur k ; alors, l'homomorphisme canonique (3.1) est un isomorphisme, et
A, est isomorphe 2 la L-algébre Mr(L) .

COROLLAIRE 3.8. - Soit A une algdbre centrale simple sur k ; alors, il existe
une extension finie séparable de k (de degré divisant r , si on veut, ol
[A:kx] = r ) qui neutralise A . En particulier, si k est séparablement clos, 4

est isomorphe & 1'algébre Mr(k) .
Cela implique, en particulier, que, dans 3.1, on peut se bornmer 3 supposer

séparablement clos.

REMARQUE 3.9, - L'énoncé 3.6 nous donne un moyen de trouver des corps neutrali-
santy pour une algébre centrale simple A . En fait, on montre ([6], VIII, § 10,
prop. 7) que, quitte & se permettre de considérer, en méme temps que A , toutes
les algébres de la forme A ® Mr(k) (qui, a priori, ont méme corps neutralissnt
gue 4 ), on les trouve tous de cette fagon. (Pour une généralisation aux Algsbres
d'Azumaya, cf. [2], théoréme 5.7.) En particulier, si A est un corps geuche sur
k de degré ? , L un corps neutralisant de A , alors [L:k] est un multiple

de r.

4, Veriations infinitésimeles d'algébres et d'automorphismes d'algdbres.

Soient A un anneau commitatif, Ao = AJ un quotient de A par un idéal J ,

A, = A/Jv un quotient par un idéal J, € J tel que J.J =0 (donc J = de
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carré ml), A\’ une Av-algébre plate, associative (pas nécessairement commtati-
ve, ni unitaire). On se propose de classer, & un isomorphisme prés, les structures
(A, @) , 00 A estune A-algébre plate, et ¢ un isomorphisme

\) H A ®A A\) - AV .
Cn suppose qu'on se donne déja, & un isomorphisme prés, la structure de module
étendue A ; cela ne modifie d'ailleurs pas le probleme initial, si Av est (en
tant que module) libre, ou projectif de type fini (ce qui implique que A doit
avoir la méme propriété, et est déterminé, comme module, & un isomorphisme prés
respectant ¢ ). On doit donc déterminer (3 A-isomorphisme prés induisant 1'iden-
tité sur A ®, A, ) les structures multiplicatives

A3 A A-4A,
étendant la structure donnée
Av®i\ Av_.AV ’.
v

et qui soit associative.

Supposons déja qu'on dispose d'une telle structure multiplicative, soit p .

Alors, tout autre q peut s'écrire sous la forme

q=p+C,
oi C: A®, A- Ker(A - Av) =A ® J ,et C se factorise nécessairement par
o
. c: A® A -A 3 J .
¢} Ao o [} Ao v

En exprimant que q définit bien une loi associative, on %rouve la condition
C(xo , yo)zc> + c(xo Y, s zo) - x, c(yo , zo) + c(xo A Zo) =0,
qui s'éerit aussi (cf. [8], chapitre IX, § 6)
6c =0,
i. e. ¢ est un 2-cocycle de l'algdbre associative Ao 4 valeur dans le Ao-

bimodule Ao 3, Jv . Pour deux ¢ , c' , dire que les algébres associatives cor-
o

respondantes sont isomorphes au sens précisé, revient, comme on le voit facilement,

4 dire que les cocycles sont cohomologues. On trouve ainsi aisément :

PROPOSITION 4.1. - Supposons Ao projectif comme Ao-module. L'ensemble des

structures, & un isomorphisme prés, des A-algébres associatives plates 4 qui
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prolongent Av (pour une extension donnée de la structure de module) est vide ou
est un ensemble principal homogéne sous HZQAO R Ao ® J\D (cohomologie de
Hochschild).

Iorsque A est un corps, Ao une algébre centrale simple sur le corps, on
sait que H Ao s M°> =0 pour tout 131 (pour i =1, c'est essentiellement
la forme infinitésimele du théoréme de Skolem-Noether). On trouve alors @

COROLLAIRE 4.2. - Soient A un anneau local artinien, de corps résiduel k = Ay s
Ao une algébre centrale simple sur k ; alors, il existe (2 un isomorphisme prés)
au plus une algébre associative sur k , qui soit libre comme A-module, et telle
que A& ®, k>4 . En particulier, si A = Mr(k) , alors A Mr(A) .

REMARQUES 4.3. - Sous les conditions généreles de 4.1, si A est libre, ou
projectif de type fini sur Ao , alors on définit par la méthode habituelle une
classe canonique

3
s(a)) e B(A, , A o 3)
dont 1'anmulation est nécessaire et suffisante pour l'existence d'une A-algébre
plate A prolongeant A\, + Cela implique que, sous les conditions de 4.2, il
existe effectivement une algébre A relevant Av . Le résultat 4.2 ainsi complété
sera d'ailleurs généralisé dans 6.1 par une sutre méthode.

4.4, - Un argument facile montre que, lorsqu'une algébre associative 4 sur
A est telle que Av soit unitaire, alors A est elle-méme unitaire.

Nous aurons aussi besoin du risultat suivant :

PROPOSITION 4.5. -- Avec les notations du 4ébut du numéro pour A , A, s Av ’
soit A une A-algiébre associative unitaire, plate sur A , telle que A°=A 3, A
soit un Ao-module projectif, Soit G 1le groupe des eutomorphismes de la A-algé~
bre A induisant 1'identité sur A\, = A 81\ Av , et soit G' 1le sous-groupe des
automorphismes de A de la forme x ~> a x a-! , 0l & est un élément de A
dont 1l'image dans Av est égale & 1 . Alorg, D est isomorphe au groupe des Ao-

dérivations de Ao dans Ao ®A Jv , et cet isomorphisme trensforme G' en le
o

sous-groupe H! de H' formé des dérivations intérieures. En particulier, si Aj

est un Ao-module projectif, alors

6/6" = H_fH! = Hl(AO ) A % 3,) e
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On en conclut comme plus heut le résultat suivant, qui n'est qu'une autre fagon
d'énoncer le classique théoréme de Skolem-Noether :

COROLLAIRE 4.6. - Scient A wun anneau locel artinien, de corps résiduel k ,
4 une A-algébre qui est un A~module libre de type fini, et tel que Ao = A 3, k
soit une algébre centrale simple sur Xk . Alors, tout A-sutomorphisme de A est

intérieur.

REMARQUE 4.7. = On comparera les résultats du présent numéro avec les résultats
de SGAD ([9], II1), sur les extensions infinitésimales de groupes et homomorphis-
mes de groupes, et les résultats plus spécifiques dans le cas semi-simple (SGAD
[9], XXIII, XXIV), notamment & la lumidre du n°® 7 ci-dessous.

5. Algébres d'Azumaya sur un préschéma.

THECREME 5.1. - Soient X un préschéma, d une algébre sur X qui est un Oy-

Module de présentation finie. Conditions équivalentes :

(1) @ est localement libre comme Ox-Module, et, pour tout x€ X,
ax) = G.x® k(x) est une algébre centrale simple sur k(x) , i. e. (cf. 3.1)
a{x) (%) k() est isomorphe & une algtbre de matrices sur k(x) .

(i1) @ est localement libre comme Ox-!’odule, et 1'homomorphisme naturel
a.@ox ¢ -~ End, X_Mod(oo est bijectif.

(iii) Pour tout x € X , i1 existe un entier r 3> 1 , un voisinage ouvert U
de x , et un morphisme fini étale surjectif U' - U, tels que &‘1&, soit isomor-
phe 3 Mr<q1,> .

(iii) bis Comme (iii), avec U' = U simplement surjectif.

L'équivalence de (i) et (ii) et l'implicetion (iii) tis => (i) résultent
trivialement de 3.1 ; il reste & prouver que (i) ==> (iii) . Cela va résulter
des propositions plus précises qui vont suivre. Notons, d&s maintenant, que 5.1

impliquera le corollaire suivant

COROLLAIRE 5.2. - Désignons encore par I 1'Algébre sur le site étale de X
définie par @ . Alors, les conditions de 4.1 équivalent & dire que & est une
Algébre d'Azumaya sur X, (au sens du n° 2).

REMARQUE 5.3. - Compte tenu de la théorie de la descente fidélement plate, qui
implique que la catégorie des Modules de présentation finie sur X {pour la topo-
logie de Zariski) est équivalente & celle des Modules de présentation finie sur
xét , on voit donc que la classification des Algébres d'Azumaya du topos annelé
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étale de X équivaut & celle des algébres sur X satisfaisant aux conditions de
4.1, qu'on appellera pour simplifier, et par abus de langage, Algébres d'Azumaye

sur X (notion qu'on se gardera de confondre avec celle d'Algébre d'Azumaya au
sens de la topologie de Zariski de X , qui correspond au cas oh dans 4.1 (iii) on
peut prendre U' = U ). [Pour d'autres caractérisations des Algebres d'Azumaya,
cf. [17], II, § 5, ox. 14 ; et [2], 2.1 et 4.7.]

PROPOSITION 5.4, - Supposons que ¢ satisfasse aux conditions équivalentes (i),
(i1), de 5.1, et soit de rang constant (nécessairement de la forme 2 Je Soit £
une algdbre finie étale sur X (i. e. une algébre qui, en tant que Ox-Module,
est localement libre de rang fini, est commutative et & fibres <Zes algébres éta-

les sur les k(x) , x € X ), partout de rang r , et soit
u: £-4d

un homomorphisme d'algébres, injectif sur les fibres, i. e. qui induit localement
un isomorphisme de £ sur un Module facteur direct de 4 . Alors @ est un £~
Module localement libre de rang r pour sa structure naturelle de S£-Module 2

droite, et 1l'homomorphisme naturel

qd - “I}_QE(Y) s

o ¥ est le £-Module sous-jacent & d , est un isomorphisme.

On se raméne trivialement au cas oi X est le spectre d'un corps, qui est tral-

té dans 3.8. Ceci posé, le dictiomnaire bien connu nous fournit :

COROLLAIRE 5.5. - Sous les conditions de 4.4, posons X' = Spec £ , et soit &
le Module sur X' défini par le £~Module ¥ . Alors O,, est isomorphe 4
Bndg (8) -

Oy
En analogie avec la terminologie "tore maximal" pour un schéma en groupes sur

X , on pose pzr zbus de lengage la définition suivante :

DEFINITION 5.6. - Soit € une Algébre d'Azumaya sur X . Une sous-plgébre £
de & telle que £ soit étale sur X et que 1'inclusion £ - 8 satisfasse, en
tout point de X , aux conditions de 5.4, est appelée une sous-Algébre étale maxi-
male de U . Une section § de @ est dite régulidére si elle engendre une scus-
4l gtbre Stale maximale.

Compte temu de 5.5, 1'implication (i) == (iii) de 5.1 sera conséquence du

résultat plus précis suivant :
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THEOREME 5.7 (AUSLANDER-GOLDMAN). - Soit @ une Algdbre d'Azumays sur X .
Alors, pour tout x € X , il existe un voisinage ouvert U de .x , et une sous-
Algébre étale maximale £ de OJU .

C'est une conséquence immédiate de 3.4 et du lemme suivant :

IEMME 5.8. = Soient X un préschéma, @ une Algébre d'Azumaya sur X, € une
section de & , x € X ; supposons que E(x) € A(x) = & ® k(x) soit régulier (déf-.
5.6)+ Alors, il existe un voisinage ouvert U de x tel que EjU soit réguliere.

Par la technique habituelle, on se raméne au cas ot X = Spec(A) est local, x
son point fermé, puis au cas ot X est de plus noethérien. Si A4 est de rang r2
sur A , il suffit de prouver que le sous-A-module engendré par les ;‘i (0gi<r)
est un sous-anneau, i. e. que §,r gse trouve dans ce sous-module. On se raméne im-
médiatement au cas ot A est artinien, et par descente plate au cas ol AO=A ®Ak
est une algdbre de matriees. Alors, en vertu de 4.2, A est isomorphe lui-méme &
Mr(A) » ce qui implique que tout élément de A , et en particulier g , satisfait
une équation de dépendance intégrale de degré r sur A (polynéme de Hamilton-

Cayley).

C. Q. F. Do

REMARQUE 5.9. - Une autre démonstration, n'utilisant pas la méthode de réduction
au cas artinien et les résultats du n® 4, consiste & définir directement le poly-
néme de Hamilton-Cayley d'un élément de A (Algébre d'Azumays sur 1'anneau local
A ), par "descente® A partir du cas ol A = Mr(A) . Pour ceci, il feut montrer que
A devient isomorphe & une algébre de matrices, aprés extension fidélement plate
A -~ A' de la base. Or, on pent montrer qu'il suffit en fait de prendre pour A!
le hensélisé strict de A , comme on le voit par une méthode de relévement d'idem-

potents (cf. [7], III, § 4, ex. 5).

Nous aurons besoin de la généralisation suivante du théoréme de Skolem-Noether :

THEOREME 5.10 (AUSLANDER-GOLDMAN). - Soient ¢ une Algbbre d'Azumaya sur X ,
u un sutomorphisme de @ ; alors, localement pour la topologie de Zariski (et a
fortiori localement pour la topologie étale i), u est intérieur, i. e. de la
forme ux=a x a.-l , 00 & est une section inversible de & , déterminée d'ail-
leurs de fagon unique modulo multiplication par une section de ﬂ*)"( .

On se raméne, par les méthodes standard, au cas ot X est local artinien, jus-
ticiable de 4.5.

Voici une autre fagon d'exprimer 5.10
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COROLLAIRE 5.11. - Le schéma des automorphismes de 1l'algdbre associative MI<OX.\)
est canoniquement isomorphe au groupe projectif QP(r)X . La classification des
Algébres d'Azumaye de rang r2 sur X équivaut & celle des torseurs (= fibrés
principaux homogénes) sur X de groupe _QP(r)x , au sens de la topologie étale ou
fe pe q. co indifféremment.

Ia deuxiéme assertion résulte formellement de la premiire et de la théorie de la

descente fidélement plate quasi compacte [16].

REMARQUE 5.12. - Le théordme 5.10 fournit la justification du fait (admis impli-
citement au n® 2) que la classification des Algébres d'Azumsys de rang r  sur
un to pos enreld cn anneaux.lacaux X, est la méme que celle des torseurs sous le
faisceau en groupes QP(r)X . D'autre part, 5.1 implique que, lorsque le topos lo-
calement annelé X est tel que toutealgébre finie étale sur un U e Ob ¥ est
splittée localement, alors les Algébres d'Azumaya sur X sont exactement les al-
gébres qui satisfont la condition 5.1, (ii). La condition envisagée sur X est
vérifiée dans le cas du topos associé & un espace topologique ordinaire muni du
faisceau des fonctions complexes continues, ou & un préschéma pour la topologie
étale ou f+ p. q. c., mais non en général pour un préschéma muni de sa topologie
de Zariski (par exemple, le spectre d'un corps k tel que Br(k) #C !). I s'en-
suit bien, dans le cas envisagé au n° 1, que les Algébres d'Azumaya sur X sont
simplement celles qui satisfont la condition 5.1, (i) (ot k(x) = C pour tout
xe X!,

5.13. - Le théoréme 5.10 (pour le cas € = M I@X) ) permet, grice & la théo-
rie de la descente (SGA, [9], VIII), de définir, pour toute Algébre d'Azumaya @
de rang r2 et toute section & de U , le "polynSme de Hamilton-Cayley" de €

P(g,t) =t" + e, (g,)'c,r"1 +oaee + cr(g) ,

avec les propriétés habituelles ([6], VIII, § 10). En particulier, ¢, (g) est ap-
pelé trace réduite, cr(f-;) norme réduite. La section g est régulidre (défini-
tion 5.6) si et seulement si le polynme P(g , t) € (0X>[tj est étale sur Oy,
ce qui s'exprime par le fait que son disgcriminant, qui est une fonction polynfmia-
le ®(€) en € a valeur dans Oy , est inversible.

5.14, - Le résultat 5.11 prouve que tout torseur sous EP(r)x , localement
trivial pour la topologie fidélement plate quasi-compacte, est "localement isotri-
vial", i. e. splitté, localement pour la topologie de Zariski, par un revé@tement
fini étale. On retrouve ainsi dans un cas particulier un résultat général sur les

schémas en groupes semi-simples (SGaA, [1], XXIV).
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6. Cag d'un schéma de base local hensélien.

THEOREME 6.1 (AZUMAYA). - Soient A un anneau local hensélien (EGA, [14], IV,
18), de corps résiduel k , X =Spec A , x = Spec k . Soit Pr(X) 1'ensemble
des classes & un isomorphisme prés d'Algébres d'Azumaya sur X . Alors 1t appli-
cation de restriction

(6.1) Pr(X) - Pr(x)

eat bijective.

Compte temu que Pr(X) ng<X , QP(r))D , et que QP(r)X est lisse et quasi-
projectif sur X , le résultat précédent est un cas particulier d'un résultat gé-
néral de cohomologie galoisienne non commtative (SGAD, [$], ZXIV, Appendice).
Pour l'injectivité, 1'argument général revient & noter que, si & , d' sont telles
que 1l'on ait un isomorphisme
u: A®k=-A' @k,

comme le schéma

est localement isomorphe (ét) 2 GP(n) , donc lisse sur X, u se reléve en
une section u de P par le "lemme de Hensel" (SGAD, [9], XI, 1.11). La surjec~
tivité peut d'ailleurs, dans le cas actuel, s'obtenir par un argument tout analo-
gus, qui consiste & noter que "le schéma T des structures multiplicatives sur
0§ qui en font une Algébre 4'Azumaye" est lisse sur X .

COROLLAIRE 6.2. - Sous les conditions de 6.1, 1'application Br(X) — Br(x) est
bijective.

7. Algébres d'Azumaya et formes du groupe linéaire.

7.1« - Considérons les schémas en groupes sur Z suivants Gi (1=1,2,3),

(7.1) @(r) , s4(r) , GP(r) ~ G (r)/G  ~ Se(r)/u, -

Comme G¢(r) opére sur lui-méme par automorphismes intérieurs, en laissant in-
variants le sous-groupe S¢ (r) et le centre gm , ces opérations passent au quo-
tient, et de cette fagen QP(r) opére par automorphismes sur les trois groupes
(7.1). En fait, or vérifie (SGAD, [9], XXIV) que les schémas en groupes des auto-
morphismes gﬁgr(Gi(rD (1=1, 2, 3) sont affines et lisses sur 2 , et
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GP(r) s'identifie au sous-groupe Aut(G )° des composantes connexes. D'ailleurs,

pour r > 3 , les trois groupes Auf G (r)) sont isomorphes par les homomorphis-

sut(ca(r)) ~ au(eP(e)) ,  Aut(Se(r)) - Aut( GP(0))

et sont isomorphes 3 un produit semi-direct (Z/2Z)S co Z.(}P(r) tandis que, pour
r=1,2, Aufs S (r)w et Auff GP( )) sont & flbres connexes, tandis que
Auf Go (r)) est encore un produit semi-direct (_Z_/ZZ)Sp .GP(r) . En tous cas,

Y

le schéma en grcupes des automorphismes extérieurs de Gz(r) est isomorphe a

nes naturels

(“_/22)S cc 7 ? 1'é1ément non trivial de _Z_,/ZZ correspondant & 1'automorphisme
t -l

" contragredlent" u-~> u e

7.2. -~ De ce fait, pour tout préschéma X , la domnée d'un torseur sous
EP(r)X (pour la topologie étale, disons) définit uhe forme de chacun des groupes
(7.1), et de fagon plus précise une "forme intérieure" (i. e. déduit du groupe
1déployé" en tordant, & 1'aide du faiscesu de s automorphismes intérieurs). De fa-
gon précise, Gy (=1, 2, 3) étant 1'un des trois groupes envisagés dans
(7.1), et l" = Aut - 1(G son schéma en groupes des automorphismes, nous appel-

Mts.
lerons forme inter:.eure de G, sur le préschéma X , un couple (G , ¢) d'un

schéma en groupes G sur X , localement isomorphe au sens de lea topologie étale
(ou, ce qui revient au méme comme on le constate aisément, su sens de la topologie
fe pe g cu) 2 Gi , mmni d'une section ¢ du revétement principal galoisien de

groupe l“i/l"g (i. e. 2Z/22 , seuf lorsque r g2 et 1i=2,3 )

_ g \ (o] ~ N
= Isomy . (Gix » G/l"i ~ Isom eXtX—gx‘(\GiX > G) .

Ceci posé, la catégorie fibrée des formes intérieures d'un déterminé des groupes
G, de (7.1) (4 =i, 2, 3), sur des préschémas de base quelconques X , est
équivalente 3 la catégorie fibree des torseurs sous QP(r) , équivalente elle-méme,

comme nous l'avons vu au n° 5, & celle des Algébres d'Azumaya.

7.3. - La forme de G4(r)., associée & 1'Algibre d'Azumaya O , n'est autre

que le schéma W(X)* des unités de d , défini par
#

w@)* (x') = r(X' ’ ax-)
pour tout X' sar X ; de méme, la forme de 54 (r) , associde & @ , est le "grou-
pe spécial lindaire de @ ", noyau de la "norme réduite" (5.13)

ayE - g ;
w{a) S,
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enfin, la forme tordue de GP(r) est w(fl)"*/gmX , isomorphe aussi au schéma en

groupes des automorphismes de 1'Algébre d .

7.4, - On fera attention que deux Algébres d'Azumaya non isomorphes peuvent

définir des formes isoxorphes de _CiP(r) , ce qui signifie que
N 1/ o l( )
#(X,QP(r)/-H&X,FjJ w(x, r,

n'est pas toujours injectif. De fagon précise, pour deux Algébres d'Azumaya @, ®
de rang r2 , W(&)* et W(B)*¢ sont isomorphes si et seulement si B est iso-
morphe & & ou o (en supposant, pour simplifier, X comnexe). Le passage de
@ a @ se traduit par le passage de (G, ¢) & (G, ¢°) , ob ¢° est 1'iso-
morphisme extérieur "opposé" de o .

7.5 = Si G est une forme intérieure de gz(r)x , correspondant & 1'Algibre
d'Azumaya O , alors l'algébre de Lie G = Lie G de G (SGAD, [9], II) est cano-
niquement isomorphe & 1'algtbre de lie associde 3 ¢ (par [X, Y] = xy -yx ).
Ceci posé, on prouve facilement que les sections réguliéres de @ , &u sens de
5.6, sont les sections régulidres, au sens de la théorie des algébres de Lie (sGaD
[9], XIII), et les sous-algdbres étales maximales £ de & correspondent biuni-
voquement aux "tores maximaux" T (SGAD, [9], XII) de G , en associant 2 tout T
son algdbre de Lie, et & tout L , le sous-groupe W(E)* de G = W(&)* . La cons-
truction locale d'une sous-algébre étale maximale de & (5.7 et 5.8) est essen~
tiellement la uméme que la construction locale des tores meximbux des schémes en
groupes réductifs & 1'aide d'un $lément régulier de son algdbre de Lie (SGAD, [9],
XIV). (Le fait que, pour une telle £ , X' = Spec £ "splitte" {4 au sens de
Brauer, et en particulier que aX' soit localement constant au sens de Zariski,
ne semble pas par contre avoir été généralisé en termes généraux de formes de grou-

pes semi-simples.)

8. Relaticns gvec les schémas de Brauer-Severi.

8els = gP(r)x s'identifie également au faisceau de X-sutomorphismes du fi-
bré projectif _E:§"1 (EGh, [14], IV, § 21 ; ou [15], corollaire & la proposition
2). Done, par les principes généraux [12], H1<X , gP(r)x> donne aussi la classi-
fication, & un isomorphisme prés, des schémas P sur X qui sont isomorphes, lo-
calement pour la topoiogie étale, au fibré projectif ‘lf’;‘('l . (I1 faut utiliser le
fait que, pour toute femille couvrante Xi ~ X pour la topologie étale, ou seule-

ment pour la topologie f. p. q. c., toute dommée de descente sur la famille des
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Pr-l
3y
9§'7§?’1) sur g;’l est ample relativement 2 X .) Un tel préschéma s'appellera
%'

est effective, ce qui résulte de [16], 7.8, et du fait que le faiscean

préschéma de Brauer-Severi sur X . La technique de géométrie formelle [15] permet

de prouver 1'énoncé suivant, jouant un réle analogue & 5.1.

THéORéME 8.2. = S0it f : P - X un morphisme propre plat et de présentation
finie, et soit x € X tel que la fibre géométrique P.JE soit isomorphe & l'espace
projectif RE%;T . Alors, i1 existe un voisinage ouvert U de x , et un morphis-
me fini étale surjectif U' ~ U , tel que P x, U' soit U'-isomorphe 3 2;:1 .

COROLLAIRE 8.3. - Soit P un préschéma sur X . Pour que P soit un préschéma
de Brauer-Severi sur ¥ , il faut et il suffit qu'il soit propre, plat, de présen-
tation finie sur X , et que ses fibres géométriques soient des espaces projectifs.

8.4. -~ La notion de schéma de Brauer-Severi étant ainsi clarifiée, on voit
que l'opération de produit tensoriel d'Algébres se traduit, via les fibrés princi-
paux projectifs, en une opération P « Q sur les fibrés projectifs, que nous lais-
sons au lecteur le soin d'expliciter. L'opération de passage & 1'algébre opposée
se traduit de méme par le passage au fibré de Severi-Brauer dual P° de P (cor-
respondant & la notion d'espace projectif dual d'un espace projectif donné) . De
cette fagon, le groupe de Brauer Br(X) peut sussi se décrire en termes de clas-
ses d'dquivalence de fibrés de Brauer-Severi ( P et P' étant équivalents s'il
existe des fibrés Q , Q' de Brauer-Severi "banaux", i. e. qui sont des fibrés
projectifs associds 2 des faisceaux localement libres & , &' , tels que

P# QuP' # Q' ). Retenir surtout qu'd un fibré de Brauer-Severi P est associé

une classe
§P € Br(X) cH2<X » G)

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour que P soit un fibré projec-
tif.

REMARQUE 8.5. - 8.2 peut aussi s'exprimer en disant que 1'espace projectif
P;'l sur un corps k "n'a pas de déformation de structure non triviale", i. e.

que
H1<Pk , (BPQ =0,

ou G¥ est le faisceau tangent a Pk . D'ailleurs, le fait que
k

o) )
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gse traduit infinitésimalement par le fait que 1l'homomorphisme naturel

Lie GP(r) = ¢ (r),/k - H"(Pk ’ 6k>

est un isomorphisme pour tout ccrps k , ol (S!,(r)ka Mr(K) est 1l'algébre de Lie

de .(_}_L,(r)k « I1 est plausible que, sous cette forme, les résultats précédents se

généralisent au cas des espaces homogénes propres de groupes semi-simples, et no-

tamment & la "variété des Borels" (ou "variété des drapeaux") de tels groupes. Ce-

la permettrait d'établir une correspondance parfaite entre "fibrés en variétés de

drapeaux" (jouant le réle des schémas de Brauer-Severi dsns le présent numéro) et

gchémas en groupes semi-simples.
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LE GROUPE DE BRAUER
par Alexander GROTHENDIECK

II. Théorie cohomologique.

Nous continuons 1'étude [ 5_7 s cité dans la suite comme GB I.

0. Compléments & l'exposé précédent.

Comme résultat spécifique, dans l'interprétation du groupe de Brauer d'un pré-
schéma X en termes de formes tordues des groupes linéaires _(_}i(n)x sur X
(GB I, n° 7), signalons le résultat suivant ddl essentiellement & CHEVALLEY, ct qu'il
convient de rapprocher de GB I 4.2, 5.1 et 8.2 (qui donnent les résultats spécifi-
ques correspondants, pour 1'interprétation du groupe de Brauer en termes d'Algdbres
d'Azumaya, resp, en termes de schémas de Severi-Brauer) : les schémas en groupes G
sur X, localement isomorphes pour la topologie étale (ou pour la topologie fyac,
cela revient au méme) & E..(n)x » sont exactement ceux qui sont affines et lisses
sur X , et dont les fibres géométriques sont isomorphes au groupe Gl(n) . Le
forme infinitésimale de ce résultat s'écrit simplement

HZ(G,§) = 0,

ou G est un groupe g}_(n) sur un corps algébrigquement clos, ¢t g son 21gebre
de Lie sur laquelle G opére par la représentation adjointe, le H2 étant celui
de (SGap I [ 4 _7 ) . Le fait que le sous-schéme en groupes des composentes
connexes de Aut Qx(ﬂ(n)x) ne soit autre que le groupe G_P(n)X des autororphis-

nes intérieurs, s'interprdte sous forme infinitésimsle par la formule

1
E(cg = 0.
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Ces résultats sont en fait valables pour tous les "schémas en groupes réductifs",
comme il a été établi par CHEVALLEY et DEMAZURE (SGAD XXIII et XXIV).

Signslons un sutre résultat spécifique dens 1'interprétation de Br(X) en
termes de formes des '(&(n)x s Savoir un critére pour qu'uns telle forme G soit
localement triviale su sens de Zariski, (c'est-d-dire triviale, si X est un schéma
loczl) : il faut et il suffit pour cela que G admette, localement pour la topolo-
gie de Zariski, un tore meximel "trivial” i,e. isomorphe & (_(_}m X)n . Clest égale-
nent 1& un résultat valeble pour tous les schémas en groupes réductifs (SGAD XXIV),
reis qui se réduit pour des formes intérieures de _(_}l(n)x » & 1l'aide du diction~
naire dorné dans GB I 7.5, a la remarque évidente qu'une algibre d'Azumays f._ sur

X est triviale au voisinage d'un point x si et seulcment si elle admet au voi-
sinage de ce point une sous-Algdbre étale maximale L triviale, ce qui résulte
aussitdt de GB I 5.4 (en fait il suffit que Spec(&) admette une section).

On z également un résultat de locale trivialité en termes de fibrés de Severi-
Brauver ; si un tél fibré asdmet une section, il est "benal" i.e. associé & un Module
localement libre sur X , ce qui montre que P est localement trivial au sens de
Zeriski si et seulement si il admet une section localement au sens de Zariski.
Pour montrer cue si P admet une section, il est banal, on note qu'une section de

P reut s'interpréter corme un diviseur de Cartier relatif, de degré projectif 1
sur toutes les fibres, du fibré de Severi-Brauer dual P° de P. Ce diviseur
relatif définit un Module inversible L sur PP ,etsi g: PP X estla
projection, on vérifie aisément, par les techniques standard, que g*(_I_.) = E est
un Module localement libre sur X , et que P° est canoniquement isomorphe au

vV,
fibré projectif P(_I:J) , donc P est isoworphe & P(E) » On prouve de la méme fagon
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quc P cst benal si et seulement si il existe sur P un Module inversible L tel
que L induise sur les fibres géométrigues le fibré inversible stendard de degré 1 .
Signalons que la notion et le nom de variété de Severi-Brauer sur un corps sont
dus & F. CHATELET /3 _/, qui & mis en évidence le lien de ces variétés avec le
sroupe de Brauer. Il convient également d'indiquer le lien du groupe de Brauer avec
la théorie des représentations des groupes, qui a joué un r8le important dans des
recherches classiques sur cette notion. Soient G un groupe, k un corps, k'
unc extension galoisienne de k (par exemple la cléture sépsrable de k ), V un

vectoriel de dimension finie sur k , donnons-nous une représentation absolument
irréductible de G par des sutomorphismes de V' =V ®k k' , et supposons que

cette représentation soit équivalente & celles qu'on en déduit par des opérations
du groupe de Galois de k' sur k (ce qui s'exprime simplement par le fait que
le caractdre de la représentation considérée est & valeurs dans k , lorsque k
est de cara,_ctéristique nulle). On se demande sous quelle condition la représenta-
tion donnée est équivalente & la représentation déduite par extension du corps de
bese d'une représentation de G par automorphismes de V . Introduisant 1'algdbre
A du groupe G , & coefficients dans k , la donnée de la classe de la représen-
tation linéaire ebsolument irréductible u équivaut, grice au théordme de
Wedderburn, a 1la donnée d'une algdbre quotient B' de A' = A ®k k' qui soit
isomorphe & une algébre de matrices Mn(k‘) ; 1'hypothése d'invariance signifie
que ce quotient est stable par les opérations du groupe de Galois Gal(k'/k) sur
A' , ou ce qui revient au méme, provient d'une algdbre quotient B de A . Comme
B ®k k' 2 B' , B' est nécessairement une algtbre d'Azumays, et on constate

aussitdt que le probleme posé a une solution si et seulement si cette dernidre est
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triviale, i.e. si sa classe dans Br(k) est nulle. Bien entendu, on pourrait se
débarrasser de 1'hypothtse que k'/k soit galoisiemne, et remplacer k par une
base quelconque, en reformulant le problime en termes de faisceaux fpge ; on laisse

ce plaisant exercice au soin du lecteur.

1. Résultats préliminaires sur les Hi(x'fm ) .

LEMME 1.1.~ Soient X un préschéma quasi-compact et quasi-séparé (per exemple un
préschéma noethérien), x <X , F_ un faisceau sur x = Spec k(x) (eu sens de
la topologie étale SGAA VII /27 ), i, : x=—>X le morphisme cenonique. Alors

~ les faisceaux qux*(Fx) sur X sont des faisceaux de torsion pour q = 1 , et
les groupes Hq(X,iX*(Fx)) sont des groupes de torsion pour g > 1 .

On utilise simplement le fait que la cohomologie du spectre d‘'un corps, et plus’
généralement d'un schéme dont 1'espace sous-jacent est fini et discret, est de tor-
. sion en diménsion —}; 1 . Ceci, et le calcul des fibres des qux*(Fx) (SGAA VIII
5.2) prouve que .ces faisceaux sont des faisceasux de torsion pour g=>1 . I1 s'en~
suit alors que HP(X,quX*(Fx)) est un groupe de torsion pour tout p , compte
tenu de 1'hypothése sur X (SGAA IX), et 1a deuxidme assertion du lemme résulte

alors de la suite spectrale de Leray

(1) B - PR (F))=— E(x,F) .

COROLLAIRE 1.2,- Sous les conditions de 1.1 sur X s So0it 5’; le faisceau des
fonctions ratiomnelles inversibles sur X . Supposons que X n'sit qu'un normbre
fini de composantes irréductibles. Alors les groupes Hq(X,SE) sont de torsion

pour qz=> 1.
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On anplique 1.1 zux- points meximeux x de X , et sux fsiscesux des fonctions
retionnelles inversibles sur Spcc(gx=x) .
*
Supposons de plus cue - % soit réduit, ou noethérien et fzng cycles cszocl

. . . . * X
immergés, de sorte que l'homomorrhisme cenonicue Eﬁ X'“_Q'EX de foiscesur

étales sur X est injectif. On = donc une suite sxecte

* .
(2) 0~->G y —> B —Divy, —0,
ol Divy (faiscesu des diviseurs de Cartier) est défini comme le faiccesu cuotiznt,

Alors la suite exscte de cohomologie et 1.2 domnent :
CORQOLLAIRE 1.3.- Cupposons ¥ noethérien szns cycle rremier irmergé, ou X qQuogie
compact, guasi-séraré, réduit et n'ayant qulun nowbre fini de cozvossntes irréduc-

tibles., Alors mour g ;> 1, l'romomorrhism

., 3 N
B, Div,) ——n Hq“(:z,g,,_ )

est un isororphisme mod groupes de torsion.

PROPOSITION 1.4.~ Soit X un vréschéma nosthéricn. Surposons wue les ennszur hen—
sélisés stricts (SGAA VIII 4.4) Ges ennesux loccux de X solent factoriels; &n
d'autres termes que pour tout X' étale sur ¥ , les znnesux locsux de X' soicnt
factoriels (hypothésa satisfaite, cn vertu de Auslender-Bucksbzum, ci ¥ cet réou-
lier), Alors les grouncs nﬂ(x,sgﬁ) cont des groupes de torsion Tour « = 7,

En vertu de 1.3 il revaont su méme de dire cue les HQ(X’EEXK) aont des
groures de torsion pour q;> 1 . Or 1'hypothéee feite sur X yeut susei s'exvrincr

en dissnt que le faiscesu Div, des divieseurs ds Csrtier cotncide cved Yo feizeciu
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ol X(” désigne la pertie de X formée des x€ X tels que dim O =1,

[9X

i.c. formée des points génériques des parties fermées irréductibles de codimension
1 & Y, et -Z-x désigne le foisceau constent _7_ sur x . Comme la formation
des HY(Y, ) commute sux sommes directes quelconques (SGAA VII 3.3), la conclu-

sion résulte de 1.1.

COROLLAIRE 1.5, La conclusion de 1,4 reste valsble si on remplace l'hypothdse de
factorielité par celle que din X <.1,

En effet, dens ce ces on voit immédiatement que l'on & un isomorphisme ceno-
nicue

| |
(3 bis) Divy = _.._(11_3. ix_*(Div_1x) .
x€X

ou Div, _ =1_(Div,) , et la conclusion résulte encore de 1,1 comme ci-dessus,
w———. g & pl @i ¢

LEMME 1,6.- Sous les conditions de 1.2 on a

H1 (ng) = 0,
et 1l'application canonique

% 1 %

P(xg)—s LL f(xi,gxi)

(onr les x, cont les points maximeux de X ) est injective.
Cela résulte en effet aussit8t de la suite spectrale (1) et du théordme 90
de Hilbert, qui implique que
1 * 1 *y
R1X*(_l_ia) =0 , EH(xR) =0

pour tout x€ X , et en particulier pour tout point meximel de X .

Cn en conclut, grfce & la suite exacte de cohomologie déduite de (2)

PPOPOSITION 1,7.- Sous les conditions de 1.3, on & une suite exacte
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Vv s v 2 200 o
0-->H (} ,nlv;:) —_> Hz(fv ’-%ﬁ) 4 H‘-(X)B;) — H/(}' )2&1};) soen gy
¢t L'aryplicstion de restriction

() B (x 6 )—> .J_i. B (Q“ec(O £ 003.)

s .

i
5 CeTTE NOYEU B (‘,___4 ) , (ol les x; cont les roints rexivsux de ¥ ).
COROLLAIRE 1.8.= Sous les conditions de 1.4 1l'application (4) est injective. Méue
conclucion zous les conditions de 1.5, si on suppose de plus zus rour itout toint
ford = do X, k(x) est sé-creblenent clos.

I1 revient zu =lze de vrouver cue H (¥,oiv,. ) est nul, ce cui résulte de 1s

forse (3} TLE T (3 bis) du feiscezu Divx ¢t du

TEIDE 1.0.~ Sous los conditions de 1.1, surposons de¢ plus tuc F‘ soit le fzia-
cneu constant défini psr un groupe ssns torsion M . Alors on & ( (F"))

En ¢ffet, en vertu de (1) ce groupe est isouorphe & un sous-groupe de

(“,«) qui est nul cozrc on constate sussitdt per llinterprétztion de ce grour:

en tercca de cohovologic grloisicnne (SGEA VIII 2,37

Utilisent 1'inclusion erznonirue 3r(X) — H?(X'E{) (6B 1, n® 2), ot lc foit

qus Tl 2_ ) ’\n‘r(k(xi)) (c=s scrticulier du théori:ze d'izursy: Tour un ~nneta
loczl henedlien 63 I 6,1), on trouve

COROLLAIRE 1,10.- Sous les conditions de 1.8, ei (x,) «¢st la frrille des roinie

i
zoxieaus de X, ltsapliestion cononicue
ar(r) ~——> L Br(r}
i i
cat dnjoctive,

ROMATOUES 1.414= o) Loronue X cot régulier, 1.9 est 6 & AUSLANDER-GOLDIAN,

Dtoutre rerd, d'sordés le dictionnmgirs GBI 5,11, le rifzultzt 1,10 iunlicue suc
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tout torseur (= fibré princiral homogéne) sur X , de groupe le groune vrojectif
EfKr)X , cul est trivial aux points meximeux de X , i.e, qui adrmet une section
rstionnelle, est locslement trivial. Cn reut conjecturer cue la néme yropriétd
est vreie, sur tout préschéma locelement noethérien régulier X , pour tout nrée

schéra en groupes G semi-simple sur X ; comperer SGAD, Exp V, n® 5, remsrcue 3°.

b) Supposent que ¥ soit nor:zal ct noethérien, on peut rréciser le noysu
H'(7,bivy) cui intervient dens 1.7 grice & la suite exacte
———
]
5 — i — ?‘;‘-—- —
(5) 0 —> Divy —> 7y —> By >0,
ou le faisceau Py » qui nesure en un sens le défsut de factorialité des anneaux

loceux de X et des X' étales sur X , mérite le nom de feisceau des groupes de

Picerd loceux sur X ., Comme on a H1(X,Z;) =0 en vertu de 1,10 et (3), 11 vient

(6) B (7,Divy) = Coker (7 (2)-—> B°(%,2,)) .

), -
Un ces intéressznt est celui ol les conditions de fectorizlité de 1.4 sont satis-
fzites sauf en les points d'une partie fermée discrdte 2 de X (per exemple
si X est régulier seuf en un norbre fini de points singuliers isolés). Alors
le fziccesu P, cst concentré sur Z , et on ddduit facilement de (6) un isomor-
phisne

(1 H (X,Div,) =

»
y
=3

Po(@) * /1 Bely,)

spec(0y _) U = Spee(0y ) =F ¢tant le hensélisé
ou Ux:: pech’x -%, Ux=upee9x’x - X &,X etant le hensélisée striet

de O, . ), et enfin a1 = Cel(k(x)/k(x)) , qu'on feit opérer sur Spec(gX x)
- g X P 14

dong sur Ux- de le f=cop hcbituelle, enfin les Pic désignent les groupes de Pleerd
des schémes envisagés, lorscue k(x) est sérarsbleoment clos, cette exvression sc

simplifie en
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(7 bis) f' (%,Divy) = ;l:lz_ Pic(ﬁ:) / m Pic(U) ,

ce qui montre que ce groupe mesure 1'écart entre les groupes de Picard locaux, &n

les x€Z , au sens de la topologie de Zariski et au sens de la topologie étale.

Sauf malentendu de la part du conférencier, MUNFORD = construit une surface norr
male {sur le corps des complexes si on veut), et un point x€&X , pour lequel
Pic(Ux) =0 d.e. Oy est factoriel, mais Pic(fl-;) £ 0 (donc le hensélisé de
Sx,x n'est pas factoriel), et méme tel que Pic(h;) ne soit pas un groupe de
torsion ni méme un groupe de type fini ( [ 9_7, . 16 ; comporer [ 6_7, Exp XIII,
n° 5). n vertu de 1.7 cela donne donc un exemple ol HZ(X,_C_}(_)«-—-:.- Hz'(x,_(_}m) = Br(x)
( x 1le point générique) n'est pas injectif, le noyau n'étant pas de torsion, et
a fortiori un exemple ou Hz()[,gm ) n'est pas de torsion, X étant une surface
algébrique normale ; il ne devrait pas étre difficile de la néme facon de cons=-
truire un exemple dtune surface algébrique normale pour laquelle Br(X)—> Br(x)
n'est pas injectif. Dans le cas d'une courbe non normale, un tel excmole figure
dans AUSLANDER-COLDMAN, savoir le cas de la courbe Spec ELX,Y_] / (X2 + st s OU

R est le corps des réels.

. ¢) La conclusion d'injectivité de 1.8, lorsque X est de dimension < 1 , peut
gens doute &tre prouvée sous des conditions plus générales, pey exemple en suppor
sant seulement que les corps résiduels k(x) ( x point ferné de X ) sont de
dimension & 1 au sens de Serre [' 10_7, ou que % est "géonétriquexent unibran=
che", comme on voit en explicitant les sommandes du deuxidme membre de (3 vis).
Faire sttention cependant & 1'exemple de AUSLANDER-GOLDMAN qu'on vient de signaler

dans b).
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2. Cas de surjectivité de 1'application canonique Br(Z) —> HZ(}',E_m ) .

Gue cettes application (toujours injective, rappelons-le) n'est pas nécessaire-
=ent bijective résulte du fait que si X est quasi-compact, Br(¥) est un groups
de torsion (GB I n° 2), alors qu'on a signslé (1.11 b)) que Hz(x,_c_;_m) n'est ros
toujours un grouve de torsion. On peut cependani se derender si cette application
= comme imzge exactement le sous-groupe de torsion du Bz , ce gui constituverzit
uns généralisstion du théoréme de Serre GB I 1.6. Apreremment, on n'a pas cons-
truit encore de contre-exemple, et on ignore ls réponse méme dans le cas d'uns
surfsce zlgébrique (projective, ou affine) normale sur le corps C , ou d'une va-
riété (rrojective, ou affine) non singulidre de dimension trois sur C . Un 2utre
cze, intéressznt perce que trés explicite, qui mériterzit d'étre regardé, est celui
de la réunion X de guatre plens effines en position générale dans l'espace affine
3 trois dimensions, de sorte gue X est homotore & la sphére s? » et par la théo-
rie de Kuzmer (ef. n® suivant), le sous-gmoupe des éléments x de HZ(/,Em ) tels
que nx = O est engendré par un élément canonique : cet élément est-il défini
;6T une z2lgébre d'Azumaya sur X ?

Voici les quelques résultats positifs connus.

THEQREME 2.1.- Soit X un préschéms noethérien. Pour tout &€ HZ(X,Em ) » il existe
unc pertic ferzée Y de X , de codizmension 2 2 , telle que & l)’. - Y soit dans

Br(¥ - ¥) , i.e. définisszble psr une Algébre d'Azumeya sur X - Y, Lorsque ¥

sst régulier, on reut dens cet énoncé prendre méme Y de codimension }, 3.

COROLIAIRE 2.2.- Si X est de dimension € 1 , onz Br(X) = Bz(x,c;,n) . La méme

concluzion est vraie si ¥ est régulier et de dimension < 2 .
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Indiquons le principe de la démonstration, fort élémentaire, de 2.1, Utilisant,
si on veut, le fait bien comnu que Br(k) = H2(K,_G_m ) lorsque K est un corps, on
en déduit gréce 4 GB I 6.1 l'assertion analogue pour K artinien, d'oll facilement
1l'existence d'un ouvert demse U dans X , et d'une algibre d'Azumeya A de rang
constent sur U , définissant EiU » 8i Z=X-TU contient encore des composantes
irré&uctibles Zi de codimension 1 , on montre que si xi est le point générique
de Zi , on peut prolonger _A; en une Algdbre d'Azumeya sur un voisinage ouvert
U, de x

i N |
per une Algdbre de matrices M (QU) . En effet, on voit sussitdt que ce problime

. quitte au besoin & remplacer A d'sbord par son produit tensoriel

se ramdne au probldme analogue avec X remplacé par Spec(gX x ) , et il n'est
s,
i

pas difficile de voir qu'il admet une so}ution, utilisant le fait que 9-)( . est
o,
i

de dimension 1 . De cette fagon, on diminue de proche en proche Z en lui enle-
vant Ses composantes irréductibles de codimension 1 , ce qui prouve la premidre
assertion de 2.1, compte tenu de 1.8, Pour la deuxidme, lorsque X est régulier,
onnote que si i :U=2X~7Y-->X est l'inclusion, alors i,(A) est une Alge-
bre sur X qui est un Module cohérent "réflexif", et pour cette raison libre en
les points x de X tels que dimgx’x é 2 . Utilisant le critdre 6B I 5.1 (iii),
on voit de plus que i,,(_.}_) est une Algdbre d'Azumaya en tout point ol il est loca-
lement libre, en particulier en les x € X tels que dim EJK,x < 2, I1 suffit
donc de prendre pour I 1'enserble des x&X en lesquels i*(ﬁ) n'est pas loca~
lement libre, appliquant encore 1.8. Signalons que ce dernier rzisonnement, et la
deuxiéme assertion dans 2.2, sont dus essentiellement & AUSLANDER-GOLDMAN, sous lc
forme suivante n'utilisant pas de cohomglogie :

PROPOSITION 2,3.- Soient X wun préschéma régulier connexe de dimension & 2 ,
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N le roint généricue de X, K z-k(q ) » de sorte gue 3Br(X) C Br{K) , et de
wfme pour tout x<€ X, Br(o, x)CB::'(K) , en vertu de 1.8, Ceci posé, on =
&

(9) Br(z) = | \) Br(0y )

x€X !
(1)

1lintersection prise dens Er(K) , et X désignznt 1'enserble des x €& X
tels cue O, < soit de dimension 1 , i.e. soit un snneau de valuztion discréte.

-y

Le démonstration est essentiellement celle fui préceéde,

PROPOSITION 2.4.- Soit X le spectre d'un 2nnesu loczl, et £& H;‘)(I’.i,gm) . Pour
quc & soit dsms Br(X) , il fzut et il suffit que & soit "isotrivial" i,e.
qu'il existe un moryhisme fini étale surjectif f : X'e— X tel gue 1'irege
inverse (&) soit nulle.

Le ™il feut" résulte de GB I 5.1, Pour lec "il suffit", on utilise l= suitc
svectrsle de HOCHSCHILD-~SERRE (SGAA VIIT 8.4)

Bt - E(GHE (0 Coy)) ==> 0.6 ¢,

zn surrosznt X' vrincipsl geloisien de groupe G, ce cul est loimible., Tensnt

comrte du Tzit que H (X! 'G, X’) = Pic(t) = 0 , car X' cszt semi-locsl, on con

tire 1z suite exzcte
. o >
0—> }F(c,gﬁl().'))_—_> Hz(x,gm X) ___Q___> H?(,z',_c_;e: - ,G .

sul wontra que si & est dzns le noysu de F, (comme on le suspose), il est défini
ver un élément de HZ(G,EU(}';')) y donc ver un 2-cocycle de G & coefficients
dans 2 (x*) . La construction cl:sssique bicn connue de 1'zlgtbre "produit croisé"
zzsocidée 4 un tel cocycle s'upulizus encore dsne le czs zctuel, et rereet de cons-
truire uns slgébre d*hzursys sur 1l'snnesu offine A de X, de rng n2 ol

n = czrd(G) , dont 1'inverisnt est £ .
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COROLIAIRE 2.5,= Cn & Ir(X) = HZ(X,Gﬂ) lorsrue ¥ est local heneélicn,

En effet, dans ce cos toute clzsse dc cohomologie sur X , en dimcension 2> 0,
est isotriviale, car le hensélisé strict A' de 1l'znneau loesl hensélien A est
alors limite inductive d'algdbres finies et étales sur A , et toute classe de
cohormologie en dimension > O s'annule sur Spec(A!) , et on peut zppliquer

SGAA VIT 5,8,

COROLLAIRE 2.6.- Soit X un schéze local et seit 1 un nombre premier distinct
de la carsctérictique résiduelle de X . Pour que tout élément dc lwtorsion de
Hz(}{,.(_}m) coit dane Br(X) , il feut et il suffit que pour tout cntier n>O0 ,

et tout & € H(X,p n) (ot n n désigne le feiscesu locelement constant des
1 1

rocines n-émes de l'unité sur X ), coit isotrivial i.c. coit cffogeble per

un morphisme fini dtele surjectif X' ~-3 X,

Lo premidre assertion résulte de 2,4 et de la théorie de Kumrer (cf. n° sui-

vant), la deuxidme en est une simple reformulation, compte tenu que ¢ n est
1

localement isomorphe & Z/lng (au sens de la topologie étale). Le dernitre assere
tion est due & ARTIN, et résulte de ltexistence des "bone voisineges" &'ARTIN pour
les points d'un préschéma lisse sur un corps algdbriquement clos (SGAL-¥IY, qui
implicue que toute classe de cohomologic en degré > 0 sur un schéme X lisse
sur un corps k ‘, & coefficients Z/nf_ , n premier & la carsctéristique, est

localement isotriviale,

REMARQUE 2.7,~ En l'absence de critéres généraux satisfaisents assurant 1'égalité
2p(X) = H2(X,§_m ) » et vu 1'importapce du groupe Hz(x._gm ) indépendanrent de toute

interprétation géométrique en termes d'Algdbres d'Azumeys, nous aprellerons
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EZ(X,_% ) le grouve d¢ Brauer cohomologigue du préschéma X , et nous le noterons

Br'(X) . Il est donc identjque au groupe de Brauer ordinaire Br(X) lorsque X
est noethérien et de dimension :2 1 , ou régulier et de dimension 2 , ou lorscue
X est local hensélien, ou enfin lorsque X est le spectre d'un anneau local

d'un schéme lisse sur un corps k de caractéristique mulle,

3. Application de la suite exacte de Kummer.

C'est la suite exacte de faisceaux étzles sur X

x s 3P

(10) 0—> (n )y —> (6)y > (G )y —> 0,

ol n est un entier >0 premier aux caractéristiques résiduelles de X , et ou
v, désigne le faiscesu des racines n-2mes de l'unité, qui est localement iso-
rorphe (pour la topologie étale) au faiscesu constant g/ng « Désignant, pour tout
groupe zbélien B, par B(1) 1le sous-groupe de 1l-torsion de B (formé des &1é-

ments dont 1'ordre est une puissance de 1 ). on trouve, & l'zide de la suite

exacte de cohomologie déduite de (10) et passage & la limite pour n = 1%

THEOREME 3.1.- Soient X un rréschérme, 1 un nowbre premier distinct de toute
cureqtdristisue résiduclle de X , Alors on’z les suites exactes

0 —> Re®)/f) — Kk ) —» F(g)(1) —50

i-1, - i i ; o S oz
0 — H ()(,g_ﬁ)@ﬁl/:_1 —> H (x,ploo) —s | (x,_gu)(x) —50 si 123,
Reppelons zussi zour méroire les valeurs de Hl(X,Gm) wour i =0,1 , cui

cont des inveriznts fondamentsux bien connus de X ¢

(xe) = o), BEg) = P .

COROLLAIRE 3.2.- Supposons gue les Hi(x,p. oo) soient des _Z_l-modules "de type
1
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cofini”, i.c., cue l'znnulsteur de 1 dons ce groupe soit fini, i.e. que ce grours
et e . . & g . { (h /,.;,'I‘ . ( . . .

noit izomorrhe a wne sonme directe ) bl) + groupe fini (ou ce qui revient

au nlue, gréec & le suite exscte de cohonolopie relative & la suite exacte de

1
. X M3 X
fziscecux 0 — By =R ———> B

1 1

" i ; -
det groupes firis), Alors les groupes H (X,Gﬂ)(l) sont également de type cofini,

© —3 0, que les Hi(X,ul) soient

¢t on 2
B (x,c )(1) = H‘(x,plm) pour 1= 3 .

Cela résulte de 1a suite exacte de cohomologie =ssocide & (10) pour n =1 ,
de 1o dewxibme cuite exacte dens .1 et du foit que si M est un grouye de

1-torslon de tybec cofini, alors T4E9Q1/ZQ =0.

CAS PARTICULIFRS 3,3.- En vertu des résultats de finitude cxpocés dens SCAA XIV,
lcs hyrothéses de 3.2 sont vérifides dsns chzceun des cas suivents ¢

a) X est de type fini eur un cory: k. eépsroblecent clos ou fini, st cet soit
rrorre sur k , soit liese sur k , ou (rour pouvoir disroser de 1z résolution des
singularités de HIRONAKA /7_7,resp. ABHYANKAR /17 ) k est de caractéristicue.
zéro, ou dim X £ 2.,

p) X .68t de type fini sur Spec(g) » et est soit lisse sur Epec Z , soit pro-

~r¢ sur un ouvert de Srec(4) .

Il est d'eillcurs trés plausible que les hypothéses de finitude de 3.2 sont
vérifides dés que X e¢st de type fini sur un corps fini, ou un corps séperablesent
clos, ou sur Spec(g) s mais les royens actuels ne permettent pos de le démontrer
(faute notzyment de disposer de la résolution des singulerités sous des conditions

suffiszmment générales).
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COROLLAIRE 3.4.~ Sous les conditions de 3.2 le "corang" de la partie de 1l-torsion

de Br'(X) est égal & B2 - P ,o0u 32 est le "deuxitme nombre de Betti l-adigue
1]

de X ", aéfini comme le rang de H2(X,_Z'l) ou encore comme le “corang® de

HZ(X,p. OQ) , et ou 3 est le "nombre de Picard" de X , défini comme le corang
1l
de Pic(X)® 31/.%1 .

Précisons que par "corang" d'un groupe de 1l-torsion M gqui est de type cofini,
i.e. isomorphe & (9_1/_7:1)1' ¥ groupe fini, on entend le nombpre entier r , qui est

aussi égal au rang du _7:l-module de type fini

II‘1(M) = E’E lnM 4

ou pour tout entier m , . désigne le noyau de la multiplication par 1® dans M, :‘
1l

3+5.= Lorsgu'on ne f{ait pas d'autre hypoth®se que dzns 3.4, le "nombre de Picard"
de X dépend a priori de 1 , tout comme 32 lui-m@me. Cependant, dens des cas
importants, Pic(X) est une extension d'un groupe 2bélien de type fini NS(X)

PEr un groupe Pic(X)o gui est l-divisible pour tout 1 premier sux carzctéris-
tiques résiduelles de X , C'est sans ddute le cas loraque X est de type fini
sur un corps k séparvablement clos, et peut &tre prouvé du moins lorsque de plus
%X est propre sur k (en utilisant le théoréme de finitude de Néron, 1'existence
du schéma de Picard de X et la structure des groupes slgébrigues commutatifs |
connexes sur k ) 3 lorsque k est un corps fini, Pic(X) est méme un groupe

de type fini, du moins si X est propre sur k ; de méme, il est plausible que
si Y est de type fini sur Spec(_Z.) et réduit, Pic(X) est un groupe de type
fini lyi-méme. Lorsque Pic(X) a la structure qu'on vient d'envisager, alors le

nombre ? introduit dans 3.4 n'est autre que le rang du groupe de Néron=Severi
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NS(X) , et en particulier ne dépend pas de 1 . C'est 14 un invariant fondamental

bien connu, appelé souvent "nombre de Picard" de X . Il est bien connu que cet

invariant est de nature essentiellement arithmétique, et non topologigue, contraiw
rement aux nombrés de Betti Bi « car contrairement & ces derniers, le nombre P
ne recte pas constant en général lorsque X varie dans une famille de schémas
algébriques lisses définie par un morphisme propre et lisse Y —> 2 , avee 2
connexe. Pour cette raison, le coreng B, -? du groupe Br'(X)(1) est égelerent

un inveriant de nature essentiellement arjthmétique.

3.6.= Ajoutons que lorsque X est de type fini sur un corps sépareblement clos
ou sur Spec(g) , 11 est sans doute vrai que les nombres de Betti lesadiques { 1
prexier aux carsctéristiques résiduelles) ne dépendent pss de 1 , Malheureusement,
ce fait n'est pas démontré encore & l'heure actuelle, méme pour le. Bz d'un schéma
projectif et lisse de dimension 3 sur un corps algébriquement clos de caractérise
tique P20, Il est démontré cependant lorsaue ¥ est lisse et propre sur k
sépersblement clos, et dim X < 2 , grfce au fait que ‘B1 s'interpréte comme la

dimension du schéma de Picard, que l'on a la formule de dualité B, = (ou

i 2nwi
n=dimX , X supposé connexe), et que la caractéristique d'EulerePoincsré

Zi‘ (..1)1Bi s'intervréte comme la self-intersection de la dizgonale dans X x X .
Il s'ensuit donc, compte tenu de 2,2
COROLLAIRE 3.7.~ Supposons X lisse et propre sur un corps k séparablement clos,
ot dim X <2, Alors le corang de la rertie de 1l-topsien Br(X)(1) de Br(X)

ne dépend pes du nombre premier 1 distinet de la ceractéristique de k .

D'ailleurs, si dim X <1 , ce corang est nul, comme il résulte soit de 3,1 et
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du czlcul cxplicite de Hz(X,p.n) lorscue X est une courbe lisse et proyre, scit
de 1.8 et du théordme de Tsen pour le corps des fonctions de X (du moins lorsgue
k est méme algébriquement clos, et alors on trouve méme que Br(X) = 0 ; slors
que pour‘ k séperablement clos de caractéristique p.> 0 on peut conclure seu-
lement que Br(X) est un groupe de p~torsion).

2
Breuer cohomologique Br' (X) fournit immédiatement 1'inégalité de Picard

REMARQUE 3.8.- L'interprétation de B, - (-’ comee corang l-adigue du groupe de

(11) ? < B,
qui aveit été étendue per IGUSA /- 8_7 eu cas des surfeces projectives lisses sur
un corps algébrigquement clos k de caractéristique quelcongue, en utilisant la
structure du groupe fondemental "tzme" d'une courbe algébrique. IGUSA ne disposant
pes & 1'époque de la cohomologie étale, définit B, dans le cas d'une surface
lissc projective connexe par la formule

B, = 02+2(q-1) .
ou q = B, estla dimension du schéms dé Picard, et’ ¢, est la caractéristique
d'Euler-Poincaré i.e. la self-intersection de lz diagonale. Utilisent la définition
générele de B, en termes de cohomologie étale, nous obtenons 1'inégelité (11)

pour un schéza propre cuelcongue X sur k , Signelons que la mdme méthode peut

&trc utilisée pour prouver en méme temps le théordme de Néron, disant que le groupe

de Néron-Severi NS(X) de X est de type fini, dens le cas d'un X propre sur
k et par eilleurs quelconque, et avec la précision supplémentaire que lorsque
X varic dans une famille f : Y --> 2 paranétrée par un préschéme quasi-compact
z2 (f uwn morphisme de présentation finie & fibres propres), alors les groupes

de Néron-Severi correspondents ne premnent qu'un nombre fini de valeurs, & isomor-
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phisme prés. Ceci est 1ié bien entendu su fait que la majoration de Picard-Iguss

our P est fzite per un invariant 32 qui est de nature topologigue, donc = wune
e )

tendance & rester constant pour un X variant dans une femille ...

REMARQUE 3,9.= On peut donner une interprétation géométrique de la prewidre suite

exzcte dans 3.1, en introduisant une variante du groupe de Brauer Br(X) d'un

préschéma X, qu'on pourrait appeler groupe de Brauer spécial de X et désigner

nor le symbole SBr(¥) . Il se définit en termes d'Algdbres d'Azumeya de la méne
fagon que le groupe de Brauer ordinaire, mais en négligeant non pas E?EEE les
Algébres d'Azumaye de la forme End(_E_}_) s E Module localement libre de type fini,
reis deulement celles pour lesquelles _E_ peus &tre choisi tel gue s puissance
cxtérieure raxima det(§) soit isomorphe a -QX « Du point de vue torseurs sous 1le
groupe projectif Q;L;(n)x » ceci signifie qu'on néglige ceux dont le groupe struc=-
tural peut se relever & _S_l_(n)x (et non seulement a -G_];(n)x )e I1 s'ensuit cu'a
un ¢lément de SBr{X) défini per une Algdbre d'Azumsya de rang n2 est associé
un inverispt dAns’ Hz(X,p.n) (et non seulement dans 1@12()(,_(,:-m ) )y - du moins si n
¢st premier aux ceractéristigues résiduelies de X , ou en convensnt dans le cas
général de travailler avec la topologie "fiddlement plate de présentation finie"
au lieu de la topologie étale, (qui donne le méme résultat si n premier aux
coractéristiques résiduelles)s On obtient 2insi un homomorphisme caractéristigue :

(12) sBr(x)(1) —> HZ(X.v.loo) '

sveo 1gs wézes précsutions. D'autre psrt, on définit zisément une suite exacte

cznonique 3

(13) 0 —> Pic(X) ®_Q_./_Z. —.SBr(X) — Br(%)—> 0 ,
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qui précise les relations entre Br(X) et SBr(X) . Prenant enfin les coumposantecs

de 1l-torsion duns (13), cette suite execte s'envoie dans la premidre suite exscte

de 3.1 & 1'aide de 1'homomorphisme (12) sur les termes médians, et 1l'hopomorphisme

caractéristique Br(X)(1) - > H2(X,G )(1) pour les termes de droite. Cela montre
—

en particulier que ce dernier est un isomorvhieme si et seulement si (12) 1'est,

OJ

[27

[37

[4]

(17

[8]
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LE GROUPE DE BRAUER III : EXEMPLES ET COMPLEMENTS

par Alexander Grothendieck

Le présent exposé continue les deux exposés " Le Groupe de
Brauer I, II " (Séminaire Bourbaki, n °2 290 et 297), cités dans

la suite GBI et GB II .

1. Corps de dimension < 1 .

Rappelons E31] qu'un corps K est dit de dimension 1 si

pour toute extension finie K' de XK , ona Br(K') =0 . Pour
diverses caractérisations équivalentes de ces corps, cf. [31, IT 3.1 J
Notons seulement que cette condition implique que la dimension co-
homologique cd(K) de K (toujours sous-entendu : pour la topolo-
gie étale et des coéfficients de torsion) est s1 s, et la réciproque
est vraie si K est de caractéristique nulle (loc. cit.) ; dans le
cas général, on peut dire seulement que si X est un nombre premier
distinct de car K , alors la relation ch(K) € 1 équivaut & la
condition suivante : pour toute extension finie (ou plus générale-
ment, algébrique) K' de X , Br(X)(¥) (= composante } ~-primai-
re du groupe de Brauer Br(X)) est nul [31, II 2.3} . D'autre part,

un corps K est dit (Cl) si toute forme & coefficients dans K ,
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4 n variables et de degré 4 (n , admet un zéro non trivial
dans K . Un tel corps est de dimension<f1 r31, I1 3.2] » Rappelons

alors les théorémes de TSEN et de LANG [23] :

1) (TSEN) : soient k un corps algébriquement cloes, K une

extension de k de degré de transcendance 1, alors K est (Cl) .

2) (LANG) : soient V un anneau de valuation discréte hensélien
34 corps résiduel k algébriquement clos, K le corps des fractions
de V, alors K est-(Cl), du moins si V est excellent, i.e, si le corps des

fractions K de V est séparable sur K (%),
On en conclut donc :

Théoréme (1.1). Soit K un corps du type défini dans 1) ou 2) ci-

dessus. Alors Br(K) = 0 , plus généralement, pour tout i £0 ,

i
ona H (K,gm) =0 .

La derniére assertion, pour 1‘2,3 , résulte par exemple de

[31, I 3.2] .

Corollaire (1.2). Soit X wune courbe algébrigue sur un corps Kk

algébriquement clos, alors Br(X) =0 .

En effet, si g} est un point maximal de X , on conclut de
(1.1) que Br(k(rz )) =0 , et par suite on a Br(X) = 0O en vertu

de (BR II 1.8).

1.2.1. Notons que lorsque dans (1.1) ci-dessus, bn remplace 1'hy-
pothése que le corps de base resp. résiduel k soit algébriquement

clos par celle que ce corps soit séparablement clos, les conclusions

(*) Cf. "Compléments" p. 101,
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(1.1), (1.2) tombent en défaut, du moins si on suppose que k est

de caractéristique p> O : dans ce oas, en effet, Br(K) peut

8tre un groupe de p -torsion non nul, et en particulier Br(k [ﬁ] )
n'est nul que si k est parfait, donc algébriquement clos [7, 7.51 .

Cependant :

Corollaire (1.3). Sous les conditions 1) ou 2) ci-dessus, mais sup-

posant seulement k séparablement clos, on a cdx(K) = 1 pour tout

nombre premier Y # car k , et par suite on a (par la suite exacte

de Kummer) :
Hi(K,gm)(I) =0 pour i3> 1 , en particulier Br(K)(¥)=0 .

D'ailleurs, manifestement pour l'assertion °d1(K)§; 1 la res-
triction ¥ # p n'est nécessaire ici que dans le cas 2), et dans
le cas d'inégales caractéristiques (dans le premier cas, la dimen-—
sion cohomologique n'est pas changée si on étend le corps de base
4 la cldture algébrique k ; dans le deuxidme, on applique le fait
que Cdp(K)5; 1 si car K=p>0 [31, II 2.2}). Pour le cas 2),

cf. [4, X 2.37 .

Remarque (1.4). En fait, la démonstration du cas 2) dans (1.3) prou-

ve ceci : soit A wun anneau strictement local (i.e. hensélien a
corps résiduel séparablement clos) noethérien et de dimension 1, de
corps résiduel k , d'anneau total des fractions K , alors pour
tout nombre premier }Y # car.K , on a °dx(K)~$ 1 , d'olt

Hl(K,gm)(I) =0 pour i1 , et en particulier Br(K)(Y) =0 .
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Rappelons aussi le théoréme de CHEVALLEY [10] : un corps fini

est (Cl) . On en conclut donc l'énoncé suivant, qui est d'ailleurs
classique sous la forme du théoréme de WEDDERBURN L§ 11, n® 1, th. {]:

tout corps gauche fini est commutatif. En termes de groupe de Brauer :

Proposition (1.5). Si K est un corps fini, ona Br(K) =0 , d'ol

i .
H (K,Gm) =0 pour tout i 31 .

2. Schémas de dimension 1 .

Soit X un préschéma localement noethérien de dimension <1
et soit S 1le schéma somme des Spec{k( n }) , ot q parcourt
les points maximaux de X , i ¢ S === X 1le morphisme canonigue.

Utilisant (1.4), on trouve
n, .
(2.1) R 1§(gm s) =0 pour i>O0 ,

du moins si les corps résiduels en les points fermés non isolés de

X sont parfaits j sinon, il reste vrai que pour tout nombre premier
I distinct des caractéristiques résiduelles de X , les Rnix(gm S)
(qui sont de torsion pour n) 1 en vertu de (BR II 1.5)) ont pour

n‘> 1 une composante 1 ~primaire nulle. Il en résulte, par la sui-

te spectrale de Leray pour i
n *® n
(2.2) B(X,Ry) == E(S,6_ o)

avec le grain de sel analogue si on ne suppose pas les corps résiduels
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des points fermés de X parfaits ; on a posé

Ry '3 S) = faisceau des fonctions rat. inversibles

sur X . Utilisant la suite exacte (BR II 1. (2)), on en conclut

une suite exacte infinie :
. . . . 4+
(2.3) ... > EX,G ) —> B'(5,8) —> B (X,Divy) - B 1(x,gm)-.; .

modulo le grain de sel habituel, ol Div., désigne le faisceau des

X
diviseurs (de Cartier) sur X . Compte tenu de la structure dis-
créte de ce dernier faisceau, (BR II 1. (3 bis)), on peut écrire
d'ailleurs, si X est noethérien :
i i
2. B (X,Div.) = H (x,Div
( 4) ( ’____X) T EX 1) ( ’———X,x) ’

ol X(1) désigne l'ensemble des points (fermés) de codimension 1

dans X , et Divy _ 1la restriction de Div, & x = Spec(k(x)) .
b4

Lorsque X est régulier, alors DivX x n'est autre que le
b

faisceau constant 2Z sur x . Utilisant la suite exacte
0> Z-> 3-> @/z2-> 0 ,

et le fait que Hi(x,g) =0 pour i>0 , on trouve

(2.5) B (x,2) &= B (x,0/2) pouwr iy 2 ,

d'autre part (BR II 1.9) on a

(2.5 bis) 8 (x,2) =0 .

Mettant ensemble les renseignements obtenus, on trouve :



Proposition (2.41). Soient X un préschéma noethérien régulier in-

tégre de dimension 1, Q son point générique, X(1) 1l'ensemble

des points fermés de X . Si pour tout x &€ X(1) , k(x) est

parfait, on a une suite exacte infinie :

Y -?HZ(X,Em) —> Hz("( ,_(?m)--é —L..I_(1)H1 (x,Q/E)‘? H3(X,§m) >
x eX

- HB(Q ,Qm) —> ...

La conclusion reste valable, sans hypothése sur les corps résiduels,

pour les composantes 1 ~primaires des groupes envisagés, pour tout

nombre premier J distinct des caractéristigues résiduelles de X .

Supposons par exemple que X soit le spectre d'un anneau de
valuation discréte hensélien A , de sorte que X(1) est réduit
34 l'unique point fermé x de X . On vérifie (grice & l'hypothése
hensélienne sur A) que pour tout préschéma en groupes commutatif

et lisse G sur X , on a
(2.6) ' (X,0) &% E'(x,0) ,

(ce qui, pour i =2 et G = gm s n'est autre essentiellement que

le théordme de AZUMAYA (BR I 6.1)). On trouve donc :

Corollaire (2.2). Soit A un anneau de valuation discrdte hensélien,

de corps résiduel k , corps des fractions K . Si k est parfait,

on a une suite exacte infinie *)
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0-» B2(k,G_)-> HZ(K,gm)—> B (k,/2)=> B (k,g_)-> B (K,G_)-> H° (k,Q/2)~>

-—> ...

(*¥) Cf. le complément donné p. 101.
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lLa conclusion reste valable, sans hypothése sur k , pour les com-

posantes I -primaires des groupes envisagés, pour tout nombre pre-

mier Y distinct de la caractéristique de k .

Les deux premiers termes de cette suite exacte ne sont autres
que Br(k) et Br(K) , le troisidme est le dual Hom (= 1(k),g/g)
du groupe fondamental =% 1(k) de k . Lorsque k est fini, on a
Br(k) = 0 par (1.5), et = 1(k) = Z (isomorphisme canonique défini
par la substitution de Frobénius). On en conclut donc le résultat

suivant, classique dans la théorie du corps de classes local :

Corollaire (2.3). Soit A un anneau de valuation discrite hensélien,

& corps résiduel fini k , et soit K son corps des fractions. Alors

on a un isomorphisme canonique

Br(K) ==~ @/z .

Soit maintenant K un corps de nombres algébriques i.e. une
extension finie du corps Q@ , et soit P 1l'ensemble des "places"
(finies ou infinies) de K . Comme d'habitude, pour tout p &€ P ,
on désigne par KE le complété de K en p , de sorte qu'on ob-
tient un homomorphisme canonigue
(2.7) Br(K) -—> Z Br(K) .

pEP B
Pour p fini, le calcul de Br(KR) est fait dans (2.3), on trouve
Q/Z ; pour p infini, on trouve O =i KRO_’ C , et Z/2Z si

K =R : en effet, on a
2= ’ -

(2.8) Br(l}_) = _2./2.Z_ ’
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par le théoréme de Frobénius [ﬁ, par. 11, n°® 2, th. éj . La théo-
rie du corps de classe [3] nous apprend d'autre part que (2.7) est
injectif, et que son image est formée des (§R)R &P tels que

Z ;B =0 , o la somme L FP. est définie comme un élément

2 -
de Q/Z2 , en identifiant les Br(gp) soit & Q/Z2 , soit & un
sous~groupe de g/g de la fagon indiquée. Soit maintenant A 1'an-
neau des entiers de X , et X = Spec(A) ; alors les éléments de
X(1) correspondent biunivoquement aux places finies de K . Con-

juguant (2.1) et les résultats de la théorie du corps de classes

qu'on vient de rappeler, on trouve :

Proposition (2.4). Soient K un corps de nombres, X 1le spectre

de son anneau des entiers. Alors Br(X) est un groupe de 2 -torsion

fini, isomorphe & (2/22)° , od r = Max(0,s-1) , s étant le

nombre de places réelles de K . En particulier, si X est pure-

ment imaginaire, ou n'a gu'une seule place réelle (et dans ces cas

seulement), on a Br(X) =0 .

En particulier, on a Br(Spec(2)) =0 .

Remargues (2.5).

a) On peut également calculer les Hi(X,gm) [5] : ainsi, si

K est purement imaginaire, on trouve

B'(X,G ) =0 pour i£3 , B(X8)=-92Z ,

en conjuguant (2.1) et les résultats connus du corps de classes.
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b) On a des résultats analogues pour une courbe réguliére com-

pldte X sur un corps fini k , notamment
Br(X) =0 , (X G ) Q/Z2 si X connexe,

qu'on peut établir par la méme méthode, en utilimnt la théorie du
corps de classes "géométrique". Donnons ici une démonstration direc-
te ;3 on utilise la suite spectrale de Leray Eg’q = Hp(k’qux(gm))
—_ HE(X,gm) pour le morphisme structural £ : X - Spec(k) ,
ol ici qux(gm) =0 pour g 2 , car en vertu de (2.1) et (1.1)
on trouve Hq(i,gm) =0 pour q» 2 . On peut évidemment supposer
X irréductible et k = HO(X’QK) donc fx(gm) =G , » et on aura,
essentiellement par définition [36, Vj R1f*(§m) = Eigx/k restreint

au site étale de k . On trouve donc une suite exacte infinie
n n i n+1
(2.9) = B (k,G_)-> B (X,¢ )-> B (k, Plcx/k > (k) > ...

(valable sans hypothése sur le corps de base). Comme k est fini,
n R
ona H (k,gm) =0 pour n )1 par (1.5), d'od
N
(2.10) H"(x,gm) o 5% (k, Plcx/k ,

ce qui (en vertu de cd(k) ¢ 1) implique Hn(X,gm) =0 pour

o]
A\
o~

D'autre part, on a une suite exacte canonique

(2.11) 0 -> Picf%, ->» Pic - 2 == 0 ,

=X/x X/k N

ol P1c°/k est un groupe algébrique lisse et connexe sur k , d'old

résulte par un théoréme bien connu de LANG [Zilique

(2.12) g (x, Plcx/k) =0 pour i1 ,
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d'ol par la suite exacte de cohemologie relative a (2.11)
(2.13) Hl(k,Picx/k) ~3 m'(k,2) pour i1 ,

et par suite, d'aprés la structure connue du groupe f ondamental du

corps fini k , qui impligue
(2.14) E'(k,2) =0 si i#£0,2 , Ho(k,2) 2 H(k,9/2) =~ 9/2 ,

la comparaison de (2.10), (2.13) et (2.14) donne Hn(X,gm) =0 si
n=2 , g/g si n=3 , d'ou pour conclure (ne supposant plus

X irréductible) :
(2.15) Hn(X,gm) =0 pour n # 0,3 , HB(X,gm) ~ (Q/&)c ,

ol ¢ désigne l'ensemble des composantes irréductibles de X , et
ol le dernier isomorphisme est canoniquement défini. Observons que
la méme démonstration essentiellement établit encore (2.15) sans

supposer la courbe compléte X 1régulidre ; il faut simplement dans

(2.11) remplacer 2, par un groupe gk° tordu.

¢) En liaison avec des conjectures de SWINNERTON-DYER et de
TATE [32] [33] , M. ARTIN a soulevé la question s'il était vrai que
pour tout schéma X propre sur Spec(Z) , le groupe Br(X) est
fini. C'est ce qu'on vérifie, grice aux résultats qui précédent,
lorsque dim X é 1 . Mais déja le cas [}2] ou X est une surface
projective non singulidre semble échapper aux moyens dont on dispose
actuellement. Signalons cependant que des résultats récents de TATE (¥)
établissent la validité de cette conjecture lorsque X est une va-

riété abélienne définie sur un corps fini, ou un produit de courbes

algébriques.

(*) J. Tate, Endomorphisms of abelian varieties over finite fields,
Inventiones Math, 2, 134-144 (1966).
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3. Schémas fibrés de dimension 2 : Résultats locaux.

Le résultat-clef est le suivant :

Théordme (3.1). (M. ARTIN) : Soient f : X =—> Y un morphisme pro-

pre et plat, avec X régulier et de dimension 2 , Y spectre d'un

anneau de valuation discrdte hensélien japonais (EGA Ory 23.1.1 )y

Y le point fermé de Y , Z un sous-schéma de X dont 1l'ensemble

sous-jacent soit égal & f-1(y) . Alors 1'homomorphisme canonigque

2 2
Br(X) = B°(X,8 ) —> Br(2) = E°(3,8 )
est bijectif.

Notons que dans le cas envisagé ici, 1'égalité entre les grou-

pes de Brauer cohomologiques et géométriques résulte de (BR II 2.2),

compte tenu que X est régulier de dimension 2 et Z de dimension 1. x
Notons tout de suite le corollaire suivant, qui est l'application

principale de (3.1) :

Corollaire (3.2). Soit f : X =—> Y un morphisme propre et plat, i

avec X , Y 1localement noethériens et réguliers, Y de dimension |

1 et les fibres de f de dimension 1. Supposons de plus les annesux

locaux de Y japonais. Alors on a

i .
R fx(gm) =0 pour i>» 2 ..

Déduisons (3.2). Par le calcul habituel des Rif3E (SGA 4 VIII
5.2) on est ramené au cas ou Y est strictement local, et & prouver

alors Hl(X,gm) = 0 pour i; 2 . Notons que le théoréme de chan-



99

gement de base propre (SGA 4 XII 5.5) montre que pour tout faisceau
de torsion F sur X , si Fo désigne sa restriction & la fibre

fermée Xo , on a des isomorphismes de restriction

1 (x,F) =5 Hi(xo,Fo) X

Compte tenu que dinm Xo =1 , le deuxiéme membre est nul si i> 2 ,
et mdme si i> 1 lorsque F donc Fo est de p -torsion, ol

p=car k (k le corps résiduel) (SGA4X, 4.3 et 5.2) ; donc on a
cd(X) € 2 , et cdp(X) <1

ou cd désigne la dimension cohomologique. Les relations
Hl(X,gm) = 0 pour if} 3 résultent maintenant du fait que ces grou-

pes sont des groupes de torsion (BR II t.4), et du :

Lemme (3.2.1). Soit X un préschéma, 7 un nombre premier, n un

entier tel que ody(K)¢ m . Alors B (%,6 )(¥) =0 si i n

(resp. si i>n , si 1 est premier aux caractéristiques rési-

duelles de X).

Comme d'habitude, M(Z) désigne le sous-groupe formé des élé-
ments de J -torsion (i.e. annulés par une puissance de }) du grou-
pe abélien M . Lorsque 1 est premier aux caractéristiques rési-
duelles, on utilise la suite exacte de cohomologie associée & la

suite exacte de Kummer (BR II 3)

T
I;\)Ix

0-—>ﬂ\‘lxr—> g —==——> & — 0 ;

lorsque on ne fait pas d'hypothése sur 1 , on introduit les fais-
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T
ceaux noyau et conoyau A , B de l'endomorphisme :qu.xx dans
gm , qui sont des faisceaux de Y ~torsion, ainsi que le faisceau
image gé de cet endomorphisme, et on utilise les suites exactes

de cohomologie associées aux suites exactes de faisceaux
Q —> A -=> Qm — gé >0 , 0=>0'-— gm -—3> B -—=> 0 .
Le lemme en résulte immédiatement.
Il reste & traiter le cas i =2 , i.e. & prouver
B (X,6) =0 .

Notons que lorsque J est un nombre premier # car k , alors la

relation

B2 (X,8 ) (¥) = ©

est facile et s'établit, comme le cas i } 3 , sans référence 3
(3.1), et sans faire appel & 1l'hypothése japonaise pour Y , ni &
la régularité de X . Il suffit d'utiliser 1'homomorphisme de sui-
tes exactes du type Kummer (BR II 3.1) induit par l'inclusion

Xo -—>» X
0 — Pic(X)g &y/Zy —> B2 (X, [ono) —> HY(X,6 )(}) —> ©
0 —> Pio(X) @ &y/Zy — (X, ,H-k)_,oo) —> B(X_,¢ )(}) —> 0 ,

d'utiliser le fait que la flache verticale médiane est bijective,
et la premidre fl8che verticale surjective (EGA IV 21.9.12) donc
bijective, d'ol résulte que la troisiéme fl&che verticale est bijec-

tive. Or Hz(Xo,gm) =0 , comme il résulte de (1.2) lorsque k est
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algébriquement clos (et non seulement séparablement clos), et comme
nous verrons plus bas (5.8) dans le cas général, utilisant le fait
que X est propre, d'ol HZ(X,gm)(I) =0 . (Notons que la méme
démonstration prouve l'assertion (3.1) pour les composantes 1 —pri-
maires des groupes envisagés, pour tout X # car k , sans hypothése
japonaise sur Y ni de régularité sur X.) Pour prouver la mdme Tre-—
lation pour 1 = car K 4, i.e. pour prouver gque HZ(X,gm) =0 , on

doit cependant faire appel & (3.1), qui nous dit que

2 L 2
Bo(X,6 ) °5 EO(X,8)

et utiliser la relation déja invoquée H2(Xo,gm) =0 .

Prouvons enfin (3.1). Posons Y = Spec(4), Y = Spec(A/g?+1) ,
. v Az . -
m étant 1'idéal maximal de A , Xn XxYYn . Donc pour n assez
grand, on aura 2 C:Xn s et Z et Xn ont m@me ensemble sous-
jacent, i.e. Z est défini par un Idéal nilpotent sur Xn . Un dé-
vigsage standard du faisceau G en termes de G et de fais-
—an “n Z

ceaux cohérents additifs F sur Z , joint & la relation Hl(Z,F)=0

pour i > 2 pour un tel F (provenant de 1'hypothdse dim Z'S 1,

et de (SGA 4 VII 4.3)), prouve qu'on a
2 2
H (an_qm) = (Zyg_m) ’

dés que 2 C'Xh . Appliquant ceci au cas 2 = Xo , on voit que
1'homomorphisme de restriction HZ(Z,gm) - Hz(xo,gm) est égale-

ment bijectif. On peut donc, pour prouver (3.1), supposer

Z =X .
o]

Compte tenu du fait que les morphismes de transition Br(X__ )-> Br(Xn)

n+1
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sont injectifs (en fait, bijectifs), l'injectivité de Br(X) -» Br(Xo)

est contenue dans le lemme suivant :

Lemme (3.3). Soit f : X ~—> Y un morphisme propre et plat, avec

Y spectre d'un anneau de valuation discrdte hensélien japonais. Avec

la notation habituelle Xn y Supposons que le systéme projectif

(Pi°(xn))n.e-§; satisfasse la condition de Mittag-Leffler (EGA Oy

13.1), par exemple que les morphismes de transition Yy soient sur-

jectifs. Alors 1'homomorphisme canonique

Br(X) -—> 2%2 Br(Xn)
est injectif.

Soit A une algébre d'Azumaya sur X , dont la classe dans
Br(X) est dans le noyau de 1'application envisagée dans (3.3), i.e.

telle que pour tout n , on ait un isomorphisme

(3.2) wos A O Ena(y)

ol V_  est un Module localement libre sur X « Un tel V. ntest
-n n -n
déterminé par An que modulo tensorisation par un Module inversible
L, sur X , mais utilisant la condition que (Plc(Xn))n ey o
tisfait la condition de Mittag-Leffler, on constate facilement qu'on

peut choisir les Xh ’ Un de telle fagon qu'ils forment un sys-

téme projectif :

NS
(3.3) W= ha@o % o

n+1 n

les isomorphismes (3.2) formant eux-m8mes un systéme projectif. Soit



X= Spec(A) 1le complété de Y , et désignons par X, 4 ... les
transformés de X, 4 ... par le changement de base Y —>» Y .

Compte tenu de (EGA III 5.1.4), la donnée d'un tel systime de (zn,un)

~ a

revient & la donnée d'un Module localement libre ¥V sur X , et

d'un isomorphisme

<3

(3.3) : A S End (V) .

Lorsque Y = i (cas complet), la démonstration est terminée. Dans

le cas général, il faut faire attention qu'on ne sait pas méme, avec
la construction précédente, si i_ provient d'un Module V sur X .
Cependant, il existe certainement un Module localement libre E sur

X 4, tel qu'il existe un §pimorphisme

fes>
<>

-

en effet, cﬁoisissant une immersion projective pour X (il en exis-
te, comme 1l'a remarqué LICHTENBAUM), d'od un faisceau Qx(l) in-
versible ample sur X , on sait qu'il suffit de prendre une somme
directe de faisceaux QK(_N) y avec N assez grand, en vertu du
"théordme A" de Serre (EGA III 2.2.1). Considérons maintenant, pour
un préschéma Y' sur Y variable, le foncteur contravariant

F : (Sch)7Y —> (Ens) , défini par

F(Y') = ensemble des couples (V',£') , ot V' est un Module
quotient localement libre de E' = E @ YY' y et g

un isomorphisme A' = AQ yI' &% V' .

Utilisant la platitude et la propreté de f , et une technique stan~-

dard reposant sur (BGA III 7.7.6) (comparer la démonstration dans

103
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(SGA4 XIII 1)), on trouve que le foncteur F est représentable par
un schéma de type fini sur Y , que nous noterons encore F . La
donnée (3.3) ci-dessus s'interprdie alors comme un élément de F(%) .
Or un théordme de GREENBERG [33] nous dit (sous une forme un peu
plus précise dtailleurs) que si F est un préschéma de type fini

sur le spectre Y d'un anneau de valuation discréte hensélien et
japonais, alers tout point de F & valeurs dans } peut s'appro-
cher par des points & valeurs dams Y , a fortiori F(%) #¢ im-
pligue (YY) % ¢ . Cela prouve donc en 1'occurence que A est iso-
morphe & une Algdbre de la forme End(V) , ¥ NModule localement

lidbre sur X , et achdve la démonstration de (3.3).

L'assertion de surjectivité dans (3.1) se démontre de fagon toute
analogue. Partant d'un élément de Br(XO) , représenté par une Al-
gébre d'Azumaya éo , on remonte de proche en proche 50 en des
Algébres d'Azumaye An sur les Xn , ce gqui est possible, les obs-
tructions aux relévements consécutifs se trouvant dans des Hz(xo, e )
qui sont nuls puisque dim Xo =1 . On trouve ainsi une Algdébre
d'Azumaya ;_ sur X . Choisissons un Module localement libre E
sur X tel qu'il existe un épimorphisme E.-4> ;_ , et considérons
le foncteur (Sch)/; -—> (Bns) aéfini par F(Y') = ensemble des
couples (B',p') , ou B' est un Module quotient localement libre
des E B YY' et p' une loi de multiplication sur B' qui en fait
une Algébre d'Azumaya. On constate alors que F ;st représentable
par un préschéma localement de type fini sur Y , et comme le point
de F(y) défini par éo se remonte par construction en un point de
F(%) , le théoréme de GREENBERG déja invoqué nous assure qu'il se

remonte aussi en un point de F(Y) , ce qui ach2ve la démonstration.
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Remarques (3.4).

-

a) Lorsqu'on se borne & énoncer (3.1) pour les groupes Br (3
l'exclusion des Hz), la démonstration est walable sans supposer X
régulier (la régularité n'a servi qu'i assurer 1l'identité de 3Br(X)
avec H2(X,§m) , et vaut également sans supposer Y de valuation
discrdte, lorsqu'on dispose pour Y d'un énoncé du type Greenberg
(démontré pour l'instant seulement en dimension 1). Il es? possible
d'ailleurs que (3.3) (donc (3.1) et (3.2)) soient valables également
sans hypothése japonaise sur Y , et que plus généralement pour
tout schéma X propre sur le spectre Y d4d'un anneau local noethé-
rien hensélien, l'application Br(X) --» lim Br(Xn) soit injective.
(M&me si Y est complet, cette assertion n?est prouvée que lorsque
X est plat sur Y , et moyennant 1'hypothése supplémentaire du
type Mittag-Leffler.) On pourrait se poser la mé&me question pour
les applications Hi(X,Qm) -> lim Hi(Xn,gm) , et la réponse est
en tout cas affirmative pour i =nb , €t pour i = 1 moyennant de
légdres restrictions (par exemple Y complet, ou X plat sur Y
et Y hensélien excellent de valuation discréte, ce qui permet d'ap-
pliquer le résultat cité de GREENBERG). Mais comme me l'a fait ob-
server RAYNAUD, la réponse est négative déja pour i = 2 , mdme si
Y est le spectre d'un anneau de valuation discréte complet et X
est un schéma normal, plat et projectif sur Y , de dimension rela-

tive 1 : en effet, dans ce cas

2 .2 - ~
lim H (xn,gm) =H (X° ) = Br (Xo) = Im Br(X)

3,
d'aprés la fin de la Bmonstration de (3.1) (ol 1'hypothése de régu-

larité sur X n'a pas été utilisée), donc si
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2 . 2 A~
B°(X,8 ) —> in (X ,6 ) = Br(X))

était injectif, comme son composé avec l'injection Br(X) —> HZ(X,gm)
est surjectif, cette dernidre serait également surjective ; or on

a signalé (BR II 1.11 b)) que l'on peut trouver une surface algé-
brique normale X , sur un corps algébriquement clos de caractéris-
tique quelconque, pour laguelle Br(X) —> Hz(x,gm) n'est pas sur-
jective (le conoyau étant un groupe qui n'est pas de torsion, ni de
type fini ...). Il est alors facile de voir qu'on peut (en modifiant
au besoin X) supposer que X est projective et munie d'un morphis—
me dominant sur une courbe algébrique non singuliére Y , d'ou l'e-~
xemple annoncé. Notons cependant que la m8me question d'injectivité
se pose également pour 1l'application H1(X,G) -=> lim H1(Xn,G) ,
lorsque G est un préschéma en groupes lisse non ngcessairement

commutatif sur X , et se résoud d'ailleurs par l'affirmative, es-

sentiellement par la démonstration 4'Artin qu'on vient de donner,
lorsque X est plat sur Y et si de plus, ou bien G est affine
sur X (ce qui permettra d'appliquer (EGA III 7.7.6)), ou bien G
est quasi-projectif sur X et X projectif sur Y (ce qui permet-
tra d'appliquer la théorie des "schémas de Hilbert"), pour assurer

le résultat de représentabilité dont on a besoin. §

b) Ecrivant la suite exacte infinie déduite de la suite spectra-
le de Leray pour le faisceau gm ot 1é morphisme f , en utilisant i
(3.2), et 1l'homomarphisme de cette suite exacte dans la suite exacte
analogue associée au morphisme fo H Xo —» ¥ et tenant compte
i i ‘. . X .
que H (x,gm)v-—> H (xo,gm) est bijectif pour i 2 (pour i3,

ceci résulte encore de la suite exacte de Kummer et du théoréme de
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changement de base) et que Hl(Y,gm) —-—> Hl(y,gm) est bijectif

pour i 1 (11.7), on trouve comme corollaire du théor2me d'Artin

Vs
le fait que les homomorphismes

i 1 i 1
H (Y,R fi(gm)) -—> H (y,R f (G ))

O¥ '—m

sont des isomorphismes pour iA> 1 .

4. Schémas de dimension 2 3 Comparaison avec le groupe de Tate-~Cha-

farévitch.

La lecture du présent numéro, assez long et technique, n'est

pas nécessaire pour la compréhension des numéros suivants.

Nous présentons ici, sous une forme légérement généralisée, des

résultats de M. ARTIN et J. TATE, comparer [32] . Soit
f:X— Y

un morphisme propre et plat, avec Y régulier intédgre de dimension
1, X régulier de dimension‘2. Nous supposerons les anneauxr locaux
de Y excellents j; lorsqu'on abandonne cette hypothése, les résul-
tats qui suivent restent en tous cas valables, & condition de se
borner aux J -composantes des groupes de torsion envisagés, o Y
est distinct des caractéristiques résiduelles de Y . Compte tenu
de (3.2), 1la suite spectrale de Leray pour f et le faisceau étale

gm x fournit une suite exacte infinie
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(4.1) BN (T2, ))—> B (x,6)—> 57 (L,R"e (6 ))—> E¥ (1,2, ))

que nous allons étudier en basses dimensions pour 1'étude de

HZ(X,Qm) = Br(X) . Nous supposons vérifiée 1'hypothése

(4.2) £.(00) €< oy ,

(qui est dans la nature d'une hypothése de normalisation, car si
elle n'est pas satisfaite, on s'y raméne en remplagant Y par

Spec(fi(gx)) ). On aura alors

(4.2 vis) L& =0 v
et nous poserons

1 _ _ s .
(4'3) R f*(gm X) =P = —Pl'c"X/Y ’

la notation Picx/Y est compatible d'ailleurs avec la notation in-
troduite dans [36] pour 1l'étude du foncteur de Picard, comme nous
verrons plus bas (5.1). Ici, (4.3) nous servira de définition de ce

symbole, et nous &crirons par conséquent
: o} (o] 1 .
(4.4) Pio(X/Y) = B°(T,P) = EO(T,R'2 (0. )

et nous utiliserons les notations analogues quand Y “est remplacé
par un Y' étale (ou préétale) sur Y . Ecrivant Pic et Br pour

1

les H' et H° a4 coefficients dans gm y la suite exacte (4.1)

peut se récerire sous la forme
(4.5) 0-> Pic(¥)=> Pic(X)-> Pic(X/Y)-> Br(Y)-»Br(X)-> ' (Y,P) -»

> B (1,8 ) > B(X2) ,



que nous écrirons sous la forme

(4.6) 0 -> S => Br(Y) -» Br(X) => H'(1,P) =>T -» 0 ,
ou encore

(4.6 bis) 0 = Br(X)/In Br(Y) > HE'(Y,P) > T >0 ,
avec

(4.7) s = Coker(Pic(X) -» Pic(X/Y)), T = Ker(B(Y,6_)-> B (x,8_))

Nous allons montrer que dans des cas fréquents, S8 et T sont des
groupes finis, voire nuls, et expliciter H1(Y,P) en termes du
classijue groupe de Tate-Chafarévitch de 1la jacobienne de la fibre

générique X,J de X .

Introduisons quelques entiers 1liés & 1la situation. Notons que
pour tout diviseur D sur X,j s et plus généralement pour tout
élément f' de Pic(X?,/O ) 5 on définit son degré deg(D) resp.
deg( f') sur k . Si ‘g est un élément de Pic(X) ou de Pic(X/Y)
son degré est défini comme le degré de sa restriction a XU y OUu
ce qui revient au méme, le degré de sa restriction & n'importe quel-
le fibre X, de X (relativement au corps résiduel k(s)). Consi-

dérons le diagramme commutatif

Pic(X) --—532;1—43- Pic(XWL)
Pic(X/Y) ——mmmmm Pic(Xy) /r) ) .

On désigne par 8 1le pged des degrés des diviseurs sur X'j s l.e.

des degrés des éléments de Pic(Xq ) , ou encore des &léments de

109
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Pic(X) , par &' celui des degrés des éléments de Pic(X/Y) , en-
fin par 8" celui des éléments de PIC(XO/U ) . Ce sont des en-

tiers ; 1 .« Voici quelques relations entre ces entiers :

Proposition (4.1).

a)ona & | & 5.

b) Les trois entiers précédents sont égaux si Br(r)) =0 |,

par exemple (1.1) si Y est une courbe algébrique sur un corps al-

gébriquement clos, ou Y strictement local & corps résiduel parfait.

c)Ona 8= @& si Br(Y) =0 , par exemple si Y est une

courbe algébrique propre sur un corps séparablement clos (5.8) ou

fini (2.5 b) s ousi Y est strictement local.

En effet, ces assertions résultent du diagramme ci-dessus, comp-—
te tenu que si Br(r)) = 0 (resp. Br(Y)n= 0) alors Pic(Xq)-—)Pic(-XYJ/g)

(reSp.- Pic(X) =» Pic(X/Y)) est surjectif.

/
i

| Remarques 2).
I

a) On n'a pas toujours 8= 8" , compe on voit en prenant
pour X wune forme tordue de la droite projective (auquel cas on a
8" = 1 car f_j;gx/Y ~r ZY s et 574 1 comme on voit en utili-
sant BR II O, 3éme alinéa). Un tel exemple peut exister méme si Y
est strictement local, en le prenant & corps résiduel imparfait de

car. 2 (de sorte que Br(Y) est un groupe de 2 —torsion non nul

(1.2.1)) 5 cumme dans ce cas, ona &= & en vertu de (4.1 c),

on voit qu'on a alors méme o 74 §" . J'ignore =i on a toujours
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5= 8" -

b) Les assertions b) et c) de (4.1) se généralisent de fagon
évidente en des assertions sur les J -facteurs des entiers & , &'
8" , lorsqu'on suppose seulement qu'on a Br(rj)(l) = 0 resp.
Br(Y)(¥) = 0 . Cela prouve que si Y est strictement local, &
corps résiduel imparfait de caractéristique p , alors 6/5"
est une puissance de p (car Br(g ) est alors un groupe de p -tor=-

sion (1.3)).

¢) On a 8' = &" si pour tout point fermé y € Y , il
existe une quasi-section étale de X sur Y au-dessus de y (plus
généralement, si on a Sy = 1). En effet, on montre alors que

Pic(X/Y) -> Pic(Xc)/g ) est surjectif, cf. (4.14) ci-dessous.

d) Lorsque X admet une section sur Y , i.e. XC) a un
point rationnel sur K(v)) y il est évident que & =1 , et par

suite ausei 61 = B = 1 .

e) L'intér8t de la considération de l'entier 5" (égal & &
dans les cas les plus importants), est qu'il admet une interprétation
géométrique intéressante, en introduisant la jacobienme J = P° =
= Ker (P __§§§;> Z) , comme étant l'ordre d'un élément remarqua-
ble de H1(»7 ,J) , savoir la classe du Jﬂ ~torseur P; y (o1

p est la multiplicité radicielle de Xy] sy 6gale 2 1 81 X est
séparable - par exemple lisse -~ sur lj , et P B désigne 1l'i-
mage inverse de la section constante ] de §¥ par le morphisme

degré).

On peut interpréter 8 comme étant le pged des degrés n des
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revétements finis et plats Y' -=» Y +tels qu'il existe un Y -mor-
phisme Y'! -=> X . Or pour un tel revétement, la considération de

1'homomorphisme trace nous montre que le noyau de
B¥(Y,6 ) -—> HE*(Y',0 )

est annulé par n , et comme d'autre part il contient celui de

H*(Y,gm) -—> H*(X,gm) s on conclut :

Proposition (4.3). Les groupes S , T de (4.6) & (4.7) sont an-

nulés par &8 . En particulier, si 8 =1 , par exemple si X ad~

met une section sur Y , alors ces groupes sont nuls. Ils sont nuls

également si Y est une courbe algébrique sur un corps algébrique-

ment clos, et alors Br(X) =< H1(Y,P) .

En effet, dans ce dernier cas nous savons que H2(Y,§m) =H3(Y,gm)=

=0 .

Corollaire (4.4). Supposons que Y soit une courbe algébrique sur

un corps fini. Alors les groupes S et T sont des groupes finis.

S5i Y est compléte, alors S =0 |, et T est un groupe cyclique

d'ordre divisant & , et on a la suite exacte

0 ~> Br(X) ~> H'(Y,P) =—> T —> 0 .

En effet, H2(Y,gm) et HB(Y,gm) sont alors des groupes con-
tenus dans une somme finie de groupes Q/Z , comme il résulte aussi-
18t des résultats des n°° 1 et 2 . Lorsque Y est compléte, on trou-

ve méme Br(Y) =0 , HS(Y,gm) <X @/Z , d'ol le corollaire.
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Soit

is= 0 —— Y
l'inclusion du point générique, et posons
(4.8) B =i (i%P) ,
de sorte qu'on a un homomorphisme canonique
(4-9) P> :_B. ’
et on posera
(4.10) E=FKer (P> B) , F = Coker (P --> B) .

Les faisceaux E et F sont des "faisceaux gratte-ciel", qui sont
donc connus lorsqu'on connait leurs restrictions aux points fermés
de Y . Leurs fibres géométriques au-dessus d'un tel point y s'ob-

tiennent comme les noyau et conoyau de 1'homomorphisme
~ ~
Pic(X) = Pic (X/¥) —> Pic(‘)\{"? /'9’) ,

ol les ~~ dénotent l'effet de la localisation stricte relativement
3 un point géométrique y au-dessus de y . Compte tenu que le
morphisme précédent se factorise par le sous—groupe Pic(%y Y , et

que Pic(X) —-—» Pic('f,j) est surjectif puisque X est régulier,

on trouve
(4.11) E- = Pic(Xﬂ /’5’) / Pic(i"ﬁ-)
(4.12) E- = Ker (Pic(X) - Pic(i’a/)) .

Compte tenu que Br(}’j) =0 8i k(y) est parfait, et que c'est un
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groupe de p(y) -torsion en tous cas, ol p(y) est 1'exposant ca-
ractéristique de k(y) , on trouve que E‘i est un groupe de p(y) -
torsion, nul si k(y) est parfait. Désignant par Gy_ , 55_ R 6;
les entiers analogues & 8, & ,08" pour la situation localisée
‘E -—> ?F , un argument déja fait plus haut nous montre que E‘i

est nul également si 6y_= 1 , par exemple si 3( admet une sec-

. A ’
tion sur Y . Nous allons supposer pour simplifier, par la suite,

que l'on a
(4.13) EF=0 ,

ce qui enwrtu des remarques qui précédent sera vérifié dans les

cas les plus intéressants.(Dans le cas contraire, il faudra dans les
résultats qui suivent se borner aux composantes premiéres aux carac-
téristiques résiduelles des groupes envisagés). Alors on obtient donc

une suite exacte courte

(4.10 bis) 0O0-—> E-—-> P--> B--> 0 ,

rermettant de relier la cohomologie de P avec celle de B et E .
Compte tenu de la structure discréte de E , on trouve la suite
exacte de cohomologie (o les sommes sont étendues aux points fermés
y de Y)

(4.14) 0 —» ﬂH°(y,§y) -> Pic(X/Y) -» Pic(x077 ) ->Ly1H1 (7,E,) >

y

o = 2
->H (Y,P) > E(Y,B) - JL|E(3,E) -
y
Lorsque pour tout point fermé y de Y , k(y) est sépara-

blement clos, (par exemple Y une courbe algébrique sur k sépara—

blement clos), cette suite exacte nous donne simplement
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(4.14 vis) g'(y,p) 5 H'(Y,B) .

Dans le cas général, notons qu'on voit sur cette suite exacte
que l'image de H1(Y,P) dans H1(Y,§) est définie par des condi-
tions de nature locale relativement & la hensélisation ordinaire
(s'exprimant en effed par l'annulation de certains éléments des
Hz(y,gy)). Désignant par Y, X 1les schémas déduits de Y, X par
hensélisation ordinaire en le point fermé y € Y (non précisé dans
la notation), on voit qu'un élément de H1(y,§) appartient & l'ima-
ge de H1(Y,P) si et seulement si pour tout y , son image dans

H1(T,§) est dans celle de H1(Y,P) . Supposons qu'on ait pour tout

y ¢
(4.15) 5'(%, ) =0 ,

ce qui sera vérifié si k(y) est un corps séparablement clos ou

fini (cf. (3.4 b) pour le cas k fini). Alors l'image de H1(Y,P)
dans H1(Y,§) est le sous-groupe de H1(Y,§) formé des éléments
dont l'image dans chague E1(T,§) est nulle. Ce sous—grouve s'appel-

le le groupe de Tate-Chafarévitch de Y & coefficients dans B ,

et se note IIL (Y,B) (cf. plus bas pour la relation avec la défi-
nition originelle de Tate et Chafarévitch). On trouve alors la suite

exacte déduite de (4.14) :

(4.17) ... Pic(xv\/l')) "’uH1(y,Ey) - H1(Y,P) -> III(Y,B) >0 ,
4 y

explicitant H1(Y,P) comme une extension du groupe de Tate-Chafaré-

vitch par un quotient de la somme 11 H1(y,§y) .
y

-

I1 faut enfin expliciter cette derniére somme. Notons que gy

-
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est nul si Xy est géométriquement intégre, a fortiori si Xy est

lisse sur y , de sorte que si X(] est séparable sur k(y ) (par

exemple, lisse sur k(g )), alors le support de E est contenu ~

dans (en fait, égal &) l'ensemble fini des ¥ & Y tels que Xy
i
ne soit pas géométriquement intégre. Un calcul facile donne pour Ey

la structure suivante (en procédant par descente & partir de g; ).

On écrit 1'égalité de diviseurs sur X :

(4.18) X = .

ai C
¥y y

M

les C; étant les composantes irréductibles de Xy , et les a;

leur multiplicité dans la fibre. On désigne par

(4.19) ll..;[ ’ \’.

la multiplicité radicielle et la multiplicité séparable de .C; sur
k(y) respectivement (EGA IV 4.7.4), -donc p ; =1 si k(y) est
parfait. On ccnsidére aussi la plus petite extension galoisienne
k(y)i de k(y) tel que les composantes irréductibles de

(X;)qg k(y)k(y)i soient géométriquement irréductibles : c'est une

extension finie de k(y), de degré v ; . On pose
i i i

. 2 2. =8 k « Z_ = Z .
{4.20) , = Seec(k(y)7) 5 2, 17 5

Ceci posé, le faisceau Ey sur y 8'insére dans une suite exacte

de faisceaux
(4.21) 0 -2z -> Pyx(-Z-Zy) > E >0 ,

ol py : Zy -~» ¥y est la projection structurale, et ou 1'homomor-

phisne gy —~>-py§(gzy) est adjoint de 1'homomorphisme




(4.22) p;(Zy) =2, > Iy

qui, sur la composante Z; , se réduit & la multiplication par
a; . La suite exacte de cohomologie associée & (4.21) nous fournit
alors

(4.23)  E(58) = ker (B(,z,) —> 1 T8%(z,2))

- Ker (8'(y,0/2)—> T18(2,/2)
1

ol la fléche H1(y,@/§) — H1(Z;,9/§) est 1‘'homomorphisme de tran-—
sition évident, multiplié par a; . Comme H1(y,§y) est l'inter-
gsection des noyaux de ces homomorphismes, et qu'un tl noyau est ma-

nifestement annulé par a; \); y on voit que H1(y,§y) est annulé

par
i i
(4.24) d pgcd(ayvy) .

Lorsque k(y) est fini, ou plus généralement pseudo-fini au sens
de Serre, i.e. son groupe fondamental Gal(k(y)/k(y)) isomorphe &

~

Z , alors on trouve méme la valeur exacte :

(4.25) B (v,E,) & 2/a2

Ainsi, on trouve que pour que H1(y,§y) soit nul, il est suffisant

en tous cas, et nécessaire lorsque k(y) est quasi-fini, gque 1l'on

Notons que dy ne dépend que de la situation localisée stricte

Vo ~ )
f*s X == Y en y ,; car c'est le pged des multiplicités des com-

posantes irréductibles de }§f s, ou encore l'ordre du sous-groupe de

torsion de la fibre géométrique Ei , laquelle est en effet donnée

v
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par l'isomorphisme canonique
.26 T E=-)=12/42
(4.26) ors(E =) z/ A

(le sous-groupe de torsion de g; = Ker (Pic(X) —> Pic(X)) étant
en effet engendré par la classe du diviseur (l/dyiii) . Cet en-
tier est % 1 8i et seulement si la fibre géométrique X; =_X§
est une "fibre multiple", i.e. multiple non trivial d'un cycle positif

A
sur X 3 on peut donc se borner a4 ces Yy dans la suite exacte

{4.15). Notons qu'on a aussi la relation

i 04 i
(4.27) 8, = pged(ay v Ry)

comme il résulte du fait que Pic(X) —> Pic(X;) est surjectif

(SGAY XIIT 3.1). Par suite, on a

(4.28) dy= ay si k(y) parfait,

et en général

8
.2 d = 4
(4.29) vy |8y » dy;=4 Py
ol py désigne l'exposant caractéristique de k(y) , et sy est
o
un entier naturel. Par suite, si &8 _ =1 , en particulier si X

y
S
admet une section sur Y , alors a fortiori dy = 1 et par suite

1
H (y,lﬂy)=0 .

Des résultats de cette discussion, retenons en tous cas :

Proposition (4.5). Supposons gu'on ait (4.13), et que tout élément

de H1(y,g/§) annulé par dy (46fini dans (4.24)) soit nul, par

exemple k(y) séparablement clos ou 6y = 1 (par exemple que X
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admet une quasi-section étale sur Y en y). Alors

(4.30) B (Y,P) &% ITI(Y,B) .

Ainsi,la suite exacte (4.6 bis) devient :

(4.31) 0 —> Br(X)/Im Br(Y) -—- III(Y,B) —> T -—> 0 ,

ol le groupe T est défini par (4.7) et contrdlé par les énoncés

(4.3) et (4.4).

Il convient enfin, pour terminer ces dévissages, d'expliciter
le sous-groupe IIT(Y,B) de H1(Y,§) en termes de la jacobienne

J de XU y

(4.32) 7= §7° = Ker @.9 ~o8 2y ) -
Posons
(4.33) A=i(J) =Ker (B 265 z) ,

nous allons supposer pour simplifier que l'homomorphié;; deg:g---}g_Y

est surjectif, ce qui, par définition essentiellement, signifie aus-

81 que les degrés locaux ay, sont tous égaux & 1 :
(4.34) 8 =1 pour tout point fermé y eY ,

ce qui signifie aussi, si les k(y) sont parfaits, que les fibres
géométriques de X ne sont pas multiples. On a donc alors une suite

exacte
(4.35) 0 -—>4->B ~—>»2Zy —>0 ,

qul donne la suite exacte de cohomologie
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Pic(x9 /y} ) —32€5 7 5 u'(v,4) —> B (Y,B) ~—>0 ,

compte tenu que H1(Y,§¥) = 0 3 tenant compte de la définition de &" ,

on trouve la suite exacte
(4.36) 0 —=>2/6vz —>H (Y,a) -—> E (1,B) —>0 ,

explicitant H1(Y,§) comme quotient du groupe. H1(Y,A) par un sous-
groupe fini cyclique §/5"g_ . Utilisant les suites exactes analo-
gues pour les situations localisées par hensélisation ordinaire
f:X->Y , on est conduit & introduire un groupe intermédiaire

entre H1(Y,A) et IIT(Y,A)

(4.37) ITT'(Y,a) = ( %g_ H1(Y,Q }v y fermé dans Y , l'image

de % dans H'(T,A) est dans In(Z/ 6; z)) .
Ceci posé, on aura donc une suite exacte :
(4.38) 0 -> 2/8"2 --> IIT'(Y,A) —> ITL(Y,B) =——> 0 .

Explicitons deux cas particuliers importants :

Cas particulier (4.6). Y est une courbe algébrique sur un corps al-

Zébriguement clos. Alors la plus grande partie de la discussion pré-

cédente devient triviale. La relation (4.13) est automatiquement

satisfaite, et on a (4.14 bis) :
(4.39) Br(X) &5 H'(Y,B)

lorsque de plus les Gy sont égaux &4 1, i.e. si X n'a pas de fi-

bre multiple sur Y , alors le deuxiéme membre s'explicite par
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(4.40) 0 —>2/8Z ——> H' (1,4) -—> H'(1,B) —> 0 ,

compte tenu que 1l'on a ici nécessairement 5= &= & .

Cas particulier (4.7). Y est une courbe algébrigue propre sur un

corps fini k . Ici encore, (4.13) est automatiquement satisfaite,
k é&tant parfait, ainsi que (4.16) puisque k(y) est de dimension
L1 5 dtod H3(k(y), Gm) =0 3 de plus onaura §=58"' , et de

m@me pour les invariants hensélisés et strictement hensélisés. Com-

me on a encore Br(Y) =0 , on trouve ici (4.4) :
(4.41) .0 ==» Br(X) ——> ITI(Y,B) —> 2/A Z —> 0, on £\ 5.

D'autre part, si les Gy' sont égaux & 1, i.e. si le morphis-
me déduit de f : X —> Y en passant & la cl8ture algébrique de k

n'a pas de fibre multiple, alors on trouve la suite &acte
(4.42) 0 --> z/ 8"z --> TII(Y,4) --» TII(Y,B) -—»> 0 ,

ce qui est un cas particulier de (4.37), compte tenu de larelation

suivante :

(4.43) 5, = b

pour tout point fermé y de Y , qui implique ici & =1 d'on
IIr'(Y,A) = ITT(Y,A) . La démonstration de 1'égalité (4.43), qui
est une conséquence facile du théoréme de LANG [?41 H1(k,G) =0

pour le corps fini k(y) et le schéma de Picard connexe G =Pic§ /y”
' y

est laissée au lecteur comme un exercice plaisant et délectable.
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hutocritique (4.8). La discussion du cas particulier (4.7) n'est

pas compléte. On aimerait en particulier déterminer 1l'entier 2\ ’
ordre du noyau de H3(Y,Qm) _—> H3(X,§m) (est-il toujours égal & §,
ou au ppem des By_ ?), et préciser les relations entre II1(Y,B)

et IIT (Y,A) lorsqu'on ne suppose plus les by_ égaux a 1. Une
analyse plus poussée devrait donner en particulier la formule con-

jecturale "élémentaire" [32,(4.4)] de ARTIN et TATE.

Complément (4.9). Lien avec la définition habituelle du groupe de

Tate-Chafarévitch. Les faisceaux B, A pour lesquels nous avons

considéré les groupes de Tate-Chafarévitch étaient tous deux de la
forme i*(Fn ) , on Fn était un faisceau abélien sur le point
/ .

générique 9 . La suite exacte habituelle, associée & la suite

spectrale de Leray pour 1l'inclusion i :9 -~>Y , nous donne alors
w 1] . 1 T 2
(4.44) 0 —>H (Y’l*(Fg )) == H (\) ’ Fy) ) "'9“11 (K(Y)yFy )
y

Va'd
o K(y) désigne le corps des fractions du localisé strict en y .
Ainsi, H1(Y,i§(F0 )) s'interprdte comme un sous-groupe du groupe
de cohomologie galoisienne H1(0 ’FO ) . De ceci, et de la défini-

tion deﬂIII(Y,i*(Fyy)) » on conclut aussit8t la suite exacte

)

o K(y) désigne le corps des fractions du hensélisé ordinaire de

(4.45) 0 - IIT(Y,1 (P, )) —> H1(V) ,Fy)) - LLH1(K(y),Fy)) )
y

Y en y . La suite exacte (4.45) n'est autre essentiellement que
la définition originale de TATE et CHAFAREVITCH (du moins dans le
cas "géométrique"), & cela prés qu'ils considérent les complétéds au

lieu des hensélisés des anneaux locaux Q_Y ¥ 3 dans le cas qu'ils
)
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envisagent, comme Ft) est défini par un schéma abélien sur v ’
les deux définitions reviennent au mdme, car les H (R(y), Fy sont
les mdmes dans les deux cas [:30, th. 2 (111’1 . Dans le cas arith-
métique, lorsque Y est le spectre de l'anneau des entiers d'un
corps de nombres K , la définition de TATE et CHAFAREVITCH différe
de celle que nous envisageons ici, en ce gue ces auteurs considérent
également les complétés de K correspondant & des "places & 1'infi-

ni" i.e. archimédiennes.

Complément (4.10). Lien avec les modéles de Néron. Par définition

m8me, le faisceau A = ix(J) envisagé plus haut n'est autre que le
faisceau étale associé au faisceau en groupes lisse sur Y construit
par NERON [29] en termes de la variété abélienne J (nous suppo-
sons ijci Xt) lisse sur O y donc J une variété abélienne ; il
semble d'aprés des travaux en cours de RAYNAUD que cette restriction
n'esf d'ailleurs pas nécessaire). La mdme remarque essentiellement
s'applique & B , & cela prés qu'il faut prendre ici le moddle de
Néron d'un schéma en groupes Eigx / qui n'est pas de type fini
sur O 3 cela n'offre pas de difficulté, puisque la théorie de
Néron a été écrite également pour des fibrés principaux homogénes
sous des schémas abéliens. La considération des modéles de Néron et
de leurs relations au foncteur de Picard Pic.

X/Y

de donner des compléments importants sur les groupes de cohomologie

doit permettre

H1(Y,§) y H1(Y,§) et leurs variantes chafarévitchisées. Dans le
cas particulier (4.7), on voit par exemple aussitdt, grlce & ces mo-
ddles, que les groupes de Tate-Chafarévitch envisagés sont d'indice

fini dans les H1 correspondants. Pour des relations plus précises,
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nous renvoyons aux futurs papiers de M. RAYNAUD.

5. Utilisation de la topologie "fidélement plate de présentation

finie", application au groupe de Picard relatif.

En plus de la topologie étale, nous allons utiliser la topolo-
gie fppf d'un préschéma X , pour lagquelle un systéme fondamental
de familles couvrantes pour X est formée des familles surjectives
(fi : X == X) de morphismes plats localement de présentation fi-
nie [SGA3 Iv 6.%] 3 on voit alors qu'on peut mé@me supposer les fi
localement quasi-finis (et méme quasi-finis si X est quasi-sépars).
Nous désignerons ici par Xpl ie préschéma X considéré comme "muni
de la topologie fppf" (ou plus précisément, le site formé des pré-
schémas localement de présentation finie sur X , muni de la topo-
logie qu'on vient de préciser), de sorte que pour un préschéma en
groupes commutatifs G sur X , Hi(Xpl,G) désignera les groupes
de cohomologie correspondants, par contraste avec Hi(X,G) =,Hi(Xet,G),
qui désignent les groupes de cohomologie étale. Du point de vue du

morphisme canonique de sites

p: X, —>X

pl ét ?

sur X

les faisceaux @ et G,
pl

pl ét

nis par G sont reliés par

et Xét respectivement défi-

(5'1) Gét = px(Gpl) ’
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d'ou on conclut comme d'habitude des homomorphismes fonctoriels

(5.2) B (Xgy00) —> BH(X,0)

ét’
qui pour i =0 est un isomorphisme, donc pour i =1 est un mo-

nomorphisme. Nous utiliserons dans le présent n® le fait, prouvé en

Appendice (11.7), que lorsque G est lisse sur X (en particulier

lorsque G = gm), alors (5.2) est un isomorphisme pour tout i .

Soit maintenant
f:X-—=>Y

un morphisme quasi-compact et quasi-séparé, supposons gque l'on a

(pour les faisceaux de Zariski habituels)

(5-3) oy 555 £_(0y)

(relation qui restera vérifide alors aprés tout changemenf de base
plat), et que f admette des sections localement fppf sur Y s par
exemple que f soit fidélement plat et de présentation finie. Uti-
lisant la définition [16, V] du foncteur de Picard relatif EiEX/Y 5
les hypothéses faites impliquent que sa restriction aux préschémas
plats localement de présentation finie sur Y coincide avec la res-—
triction & ces arguments du faisceau R1fplﬁ(gm) ; lorsque (5.3)
reste vrai pour tout changement de base, donc est un isomorphisme

QY = fpl*(gx) , alors dans l'assertion précédente il n'est pas
nécessaire d'ailleurs de se borner aux arguments plats sur Y , et

on trouve simpdement

. 1
(5.4) 2£EX/Y = R fplx(gm) ’
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(avec le grain de sel que le premier membre est considéré comme
restreint au site Xpl). Utilisant la notation PicX/Y(Y) = Pic(X/Y)

de loc. cit., la suite spectrale de Leray pour

£t % = T

nous fournit une suite exacte en basses dimensions
(5.5) 0 =—> Pic(Y) —» Pic(X) =-> Pic(X/Y) —-> H2(Yp1,gm) — ...
Utilisons maintenant que, d'aprés ce qui a été dit plus haut,

(5.6) "o (Y

2
pl:g_m) =H (YétyG ) ’

-m

donc que tout élément de H2(Ypl,gm) stannule localement pour la

topologie étale. On obtient alors s

Théoreme (5.1). Soit f : X —=> ¥ un morphisme quasi-compact et

quasi-géparé satisfaisant (5.3) et i&gettant une section localement

fppf sur Y . Alors tout élément % du groupe de Picard relatif

Pic(X/Y) se réalise localement pour la topologie étale sur Y par

un élément de Pic(X) , i.e. on peut trouver une famille surjective

de morphismes étales Yi --> Y , tel que chaque §i = image de }

dans Pio(XxYYi/Yi) soit image d'un élément de Pic(XxYYi) .

Lorsque la relation (5.3) a lieu universellement, on peut encore
exprimer ce résultat en disant que zigx/Y , qui a été défini via
le foncteur T' jo—> Pic(XxYY') en passant au faisceau associé pour
la topologie fidélement plate, et qui en vertu de (5.4) est aussi le
faisceau associé pour la topologie fidélement plate de présentation

finie, peut aussi se calculer plus simplement comme le faisceau asso-
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cié pour la topologie étale, i.e. on a

g¢)

. 1
(5.7) glgx/y = R fetr(—m

(avec le m8me grain de sel que ci-dessus). Une autre fagon essen-

tiellement équivalente d'exprimer (5.1) est la suivante :

Corollaire (5.2). Sous les conditions de (5.1), supposons de plus

Y strictement local, alors 1'homomorphisme Pic(X) =-> Pic(X/Y)

est surjectif, donc on a un isomorphisme

(5.8) Pic(X/Y) =< Pic(X)/Pic(Y) = Pic(X) .
Utilisant maintenant la suite spectrale de Leray pour
o

foy * Koy —> Ty

et le faisceau G , et utilisant (5.1), on trouve le

Corollaire (5.3). Sous les conditions de (5.1), on a une suite exac-

te canonique :
(5.9) 0 =» Pic(Y)=> Pic(X)-> Pic(X/Y)=> Br'(Y)-> Br'(X)tr—>H1(Y,§igX/Y),

oli le groupe de cohomologie &crit est pris au sens de la cohomologie

étale (l'exposant tr au groupe Hz(x,gm) = Br'(X) indique le sous-—

groupe des "éléments transgressifs" au sens de la suite spectrale).

(5f4). Un intérét particulier s'attache & 1'homomorphisme

(5.9 bis) 8 + Pic(X/Y) —> Br'(Y) = B3(1,g.) ,
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qui apparalt comme un homomorphisme d'obstruction au relévement d'un

élément du;groupé de Picard relatif de X eon un élément du groupe

de Picard absolu. On notera qu'en général, cet homomorphisme ne

prend pas ses valeurs dans le groupe de Brauer géométrique Br(X)->Br'(X),
coﬁme on voit en premant pour Y la surface normale de MUMFORD si-
gnalée dans [?R IT 1.11 bﬂ R pouf X 1l'ouvert complémentaire du
point singulier. J'ignore ce qu'il en est lorsque f est plat et
propre de présentation finie, et que la relation (5.3) est vraie
universellement. Dans ce cas, moyennant une légére hypothése supplé-
mentaire sur 1'élément envisagé § de Pic(X/Y) , on peut cepen-
dant donner une construction géoméfiique simple d'un fibré de Brauer-
Sévéri P sur Y dont la classe dans Br(Y) est  §( ? ) . Pour
exprimer cette condition, considérons un morphisme étale et surjec-
tif Y' —3> Y +tel que 1'image de § dane Pic(X'/Y') provienne

d'un faisceau inversible L sur X' . Notre condition est que

a) f;(gf) 'soit un faisceau localement libre sur Y’ , dont 1la
formation commute & tout changement de base (i.e. que L' soit oo~
homologiquement plat sur Y' en dimension O», au sens de‘:EGA IIT

7.8.1] s et que de plus

b)'poﬁr téute fibre géométrigue X;, de X' sur T, l'ima-
ge inversé de L' sur cette dernidre puisse &tre définie par un di-
viseur (de Cartier) positif, i.e. que ce faisceau admette une sec-
.tion qui soit partout régulidre. (Ces conditions, manifestement, ne
dépendent pas du choix de Y' |, E'). Considérons alors le fibré
projectif %(fé(g')) s il est muni d'une donnée de descente naturelle

pour Y' == Y , et grlce & a) cette donnde est nécessairement effec-
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e
tive, car elle laisse stable le faisceau des différentielles rela-

tives de degré maxima, dont l'inverse est relativement ample. Dési-
gnons par f(s ) le Y ~préschéma descendu, qui est donc un fibré

de Brauer-Sévéri [?R I 81 sur Y . Utilisant b), on voit que dans

P = 5(?) il y a un ouvert canonique V , qui représente le fonc-
teur 1! - ensemble des diviseurs relatifs positifs de X' sur

Y dont la classe dans Pic(X'/Y') est égale 2 § ' = image de §
déns Pic(X'/Y') 3 lorsque les fibres géométriques de X sur Y
sont intégres, cet ouvert est méme égal & P , ce qui fournit alors
une interprétation géométrique pour P , comparer [16, V th. 4.5] .
On (plus précisément, J. GIRAUD) vérifie que la classe de cet élément
dans Br(X) est bien 6(%) . Lorsque f est projectif et Y
quasi-compact, alors tout élément de Pic(X/Y) s'écrit comme diffé~
rence de deux éléments qui sont"suffisamment amples" pour que les
hypothéses a) et b) envisagées plus haut soient satisfaites. On trou-

ve par suite :

Corollaire (5.5). Soit f :+ X —> Y un mggphisme projectif, plat

et de présentation finie, avec Y quasi-compact, tel que pour tout

y €Y , onait k(y) 55 Ho(Xy,gx ) . Alors 1'homomorphisme d'obs—

truction (5.9 bis) prend ses valeurs dans Br(Y) , i.e. induit un

homomorphisme

(5.10) Pic(X/Y) --» Br(Y) .

Soit maintenant X wun schéma propre sur un corps k , que nous
supposons séparablement clos mais pas nécessairement algébriquement

clos. Nous nous proposons d'utiliser les relations entre la topologie
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étale et la topologie fppf pour étudier les relations entre Br'(X)
et Br'(X') , ot X'=Xg Kk' » k' étant une cldture algébrique

de k . Nous considérons le morphisme de sites

f X, —> Spec(k)pl ,

pl *
et la suite spectrale de Leray coriispondante, pour le faisceau gm

sur X . Soit A = HO(X, OX) s qui est une algdbre commutative

pl
finie sur k , alors on trouve immédiatement que fplﬁ(gm) est le
faisceau défini par le schéma en groupes lisse G sur k des uni-
tés de A . Par suite, utilisant le résultat signalé au début du

n?, on trouve

i i i .
(5.11) B (a2, (C))) = Er(k),0) = B (k ,6) =0 (13 1) .
Dtautre part, on a par définition essentiellement

(5.12) pI!(G ) = = Bioy e »

et la suite spectrale de Leray donne alors une suite exacte

(5:12) 0> B' iy »Paoy ) -> B2(X,0,)> B°(ie,R%2 1 (G)))-> B2(keyy,Phoy /).

D'autre part, le calcul habituel de RZ

f a comme le faisceau
plx(-m)
associé & un certain préfaisceau nous donne, par un passage & la li-

mite facile
(5.13) Bk, R (0))) 22 BE(x,0 )™,

ol 1le deuxiéme membre désigne le sous-groupe de HZ(X',gm) formé des
éléments "invariants" au sens de la descente Spec(k') --> Spec(k) ,

i.e.
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i —_ 2
(5.14) B2(x0,0 )MV = Rer(B2(X',0 ) T EO(X",G))
olt on a posé
X" = X'x X' =X g k(kug,kk') =X@ K" > (k" = k'g X') .

Ainsi on trouve :

Proposition (5.6). Soit X propre sur k corps séparablement clos,

et soit k' une cléture algébrique de k¥ , X' = X Q@ kkf . Alors

on a la suite exacte (5.12), qui nous donne en particulier la suite

exacte
1 .
0 ->H (kpl,Plcx/k) —> Br'(X) ——> Br'(x') ,

en particulier pour gque Br'(X) —> Br'(X') soit injectif, il faut

: . 1 . . o2 .
et il suffit que H (kpl,Plcx/k) =0 .8 H (kpl,Plcx/k) =0 , a-

lors 1'image de Br'(X) dans Br'(X') est le sous-groupe Br'(X')*™V

décrit dans (5.14).

Le cas le plus intéressant est celui ol Picx/k

d'aprés le résultat déja invoqué, on en conclut alors

est lisse, car

. . e
(5-15) Hl(kplymx/k) = Hl(ketvﬂgx/k) =0 pour i >/ L

et par suite :

Corollaire (5.7). Avec les notations de (5.6) supposons gue Pic,,/k

soit lisse sur k (par exemple Hz(x,gx)=o y ou H1(X,QX)=O). Alors

l'application Br'(X) —> Br'(X') est injective, son image est for-

mée des éléments "invariants" de Br'(X') (définis par (5/14)).



En particulier, utilisant (1.2), on trouve :

Corollaire (5.8). Soit X wune courbe algébrique propre sur un corps
k séparablement clos. Alors Br'(X) = Br(X) =0 .

n'est pas nécessairement lisse

Remarques (5.9). Lorsque P= Plcx/k

sur k , supposons gque Pred soit un sous-schéma en groupes - P! de
X lisse sur k ({condition automatiquement vérifiée lorsque P° est
propre sur k s, par exemple lorsque X est géométriquemént normal

sur k), de sorte qu'on a une suite exacte de schémas en groupes
(5.16) 0 —>P' =—> P — P" -0 ,

olh. P' est lisse et P" est un groupe fini radiciel sur k . La
suite exacte de cohomologie et Hl(kpl,P') = Hl(ket,P') = 0 pour

i > 1, nous donnent alors
i i .
(5.17) B (ky»P) =5 B (k,;,P") (13 1),

. . i ..
ce qui nous raméne au calcul des H a coefficients dans le groupe

fini radiciel P" . Un dévissage facile nous donne pour un tel grou-

pe
(5.18) H1(kp1,P“) #0 si P" # 0, k non parfait,
i .
H (kpl,P") =0 pour ip2 ,
ce qui nous montre que l'application Br!(X) —> Br'(X')inv est

nécessairement surjective, et que (lorsqué k n'est pas parfait) son

noyau est nul si et seulement si Picv/k est lisse sur k¥ . D'ail-

leurs, sans aucune hypothése préliminaire sur P , on peut montrer




que l'en a
i .-
(5.19) H (kpl,P) =0 pour iy 2

(utiliser l'existence d'un sous-groupe fini radiciel N de P tel

que P/N soit lisse). Il en résulte que Br'(X) —> Br(X')*™ est

en tous cas surjectif.

6. Théoréme de pureté pour le groupe de Brauer.

Soient X wun préschéma localement noethérien régulier, Y un
sous-préschéma fermé, de ccdimension d > 0 en chaque point. On
s'intéresse aux faisceaux de cohomologie locale g@(gm) y qui s'in-
troduisent dans l'explicitation des relations entre la cohomologie
de X et celle de X~Y & coefficients dans gm via la suite exacte

bien connue [SGAA V 4.3 et VIII 6.6] s
(6.1)  Ey(X,0) —» B (X,8,) —>E(X-1,6 ) —> B (x,0 )

et la suite spectrale (variante de la suite spectrale de Leray) "de

passage du local au global"

(6.2) By(X,8 )&= E’? = HP(YV,EY(G)) -

On trouve immédiatement les valeurs

(6.3) Hy(G ) =0

0 si 4 #1
(6.4) By (e ) =

:%;Zﬁi,x si d =1
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(6.5) E(G ) =0 ,

ol les Yi sont les composantes irréductibles de Y . Les faisceaux
i . . . . .
gy(gm) pour 1'>,3 sont des faisceaux de torsion, comme il résulte

de l'expression habituelle des fibres géométriques
i A qi=1/2 3 .
(6.6) E_Y(gm)}-, X H (x-Y,gm) pour i3 2 ,

(ot X,Y sont les localisés stricts de X,Y en y), et de (BR II 1.4).

On dira que le couple (X,Y) satisfait au théoréme de pureté pour

a

le groupe de Brauer (resp. relativement 4 1'ensemble IL de nombres

premiers), si l'on a

(6.7) gg(gm) =0 ,i.e. Hz(i—?,gm) = 0 pour tout point

géométrique y de Y ,

(resp. si pour tout Y &€ I , la composante } -primaire de g%(gm)
est nulle). Lorsque dim X =1 , donc d =1 , cette notion est
Jjusticiable du n® 1, qui implique que la propriété de pureté est sa-
tisfaite si les k(y) , y&€Y , sont parfaits, et que la proprié-
té de pureté est satisfaite en tous cas pour tout nombre premier 1

distinct des caractéristiques de ces k(y) .

Revenant au cas général du début, il est asséz plausible que le
couple (X,Y) satisfait toujours au théoréme de pureté pour le grou-
pe de Brauer, lorsqu'on se borne dans le cas 4 = 1 & 1'énoncer pour
les 1 distincts des caractéristiques résiduelles de Y . On peut

Iy

en tous cas dés A présent donner & cet égard les résultats suivants :

Théoréme {6.1). Scient X un préschéma régulier, Y un sous—présché-
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ma fermé de codimension d partout. Alors le couple (X,Y) satis-

fait au théoréme de pureté pour le groupe de Brauer, relativement

au nombre premier Y , dans chacun des cas suivants :

a) dim X =1 , et pour tout y &Y , k(y) est parfait ou

¥ #car k(y) .

b) dimX=2 , d=2 .

c) X est lisse sur un corps k , et ¥ # car k .

d) X est de caractéristique nulle et excellent [?GA Iv 7.8.?] .

Démonstration. Le cas a) est mis pour mémoire,il vient d'dtre rappe-

1é. Pour le cas b), on peut supposer X strictement local, Y ré-
duit & son point fermé, et on est ramené & prouver que sous ces con-
ditions, on a HZ(X—(y),gm) =0 . Or le premier membre est identique
& Br(X-(y)) en vertu de (BR II 2.2). On est donc ramené & prouver
que toute Algdbre d'Azumaya A sur X-(y) est triviale. Or comme
on a vu dans la démonstration de (BR II 2.2), si i : X-(y) -> X
est l'injection, alors i!(é) est encore une Algdbre d'Azumaya,
gréce au fait que dim X = 2 . Comme cette dernidre est triviale en
vertu du théoréme d'AZUMAYA [?R I 6.1} , il en est de méme de 4 .
Pour les autres cas, notons que si X est strictement local, alors
la relaticn H2(X-Y,gm)(x) = 0 que nous désirons établir équivaut,
en vertu de la suite exacte de Kummer (BR II 3.1) et de la relation

Pic(X-Y) = 0 , & la relation
(6.8) B2 (X-Y, “‘;‘xoo) =0 ,

qui est une relation du type "pureté topologique" habituel. Ainsi,
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revenant au cas général, le couple (X,Y) satisfait au théoréme
de pureté pour le groupe de Brauer, relativement & 1, si et seule-

ment si on a

(6.8 bis) g§(ﬁ4ioo) - lin _g(ﬂ4xn) =0

et il suffit pour ceci (et il faut également, comme on constate sans

peine) qu'on ait pour tout n 1la relation
3
6.8 ter B (M) =0 .
( e ) _Y(BJ;{ )
Or on a, plus généralement,
i . .
(6.9) Ey(gixn) =0 si i 424 ,

dans les cas c) et d), comme il est prouvé dans [SGAliXVI 3.9, XX] .
Ceci prouve d'ailleurs plus généralement, sous les conditions c¢) ou

d) :

(6.10) ;—;%,(gm)(;() =0 si (i1 F1oudf1) et i2d .

Corollaire (6.2). Sous 1l'une des conditions de (6.1), lorsque d;; 2,

1'homomorphisme de restriction

B2 (x,8,) (1) 5% BO(X-1,8)(7)
est bijectif, et
B (X,0 ) (f) —=> B (X-Y,6 )(¥)

est injectif ; lorsque d =1 , i.e. Y est un diviseur, alors on

a la suite exacte (contenant essentiellement celle de prop. (2.1)) :




0 = BA(X,8,) (1) = B(X-1,8) (1) > B'(¥,,8/2) > P(x,2) () >
> B (x-1,8_) (1) -

En effet, dans le cas d; 2 on aura g%(gm)(x) = 0 pour
. N i .
i3 a'od HY(X,gm)(Z) =0 pour i3 ;danslecas d=1 la

suite spectrale (6.2) donne aisément

(6.11)  HKg)DF B (1,2) (NFE (LD ) = B (1,9/2))

compte tenu de H1(Y,§) =0 , d'ol aussitdt (6.2).

7. Invariance birationnelle du groupe de Brauer.

Théoréme (7.1). Soient X un préschéma régulier, Y un sous—-pré-

schéma fermé régulier, X' le préschéma déduit de X en faisant

éclater Y [EGA II 8.1.37 s I un nombre premier. On suppose qu'on

est sous l'une des conditions suivantes :

a) J est distinct des caractéristiques résiduelles de Y .

b) Le couple (X,Y) satisfait au théoréme de pureté pour le

groupe de Brauer, relativement 2 Y (cf n° 6).

Sous ces conditions, l'homomorphisme canonique

Br'(X)(f) —>» Br'(X')(¥)

. . N . s 2
est un isomorphisme (o Br'( ) désigne H( ,gm) » le groupe de

Brauer cohomologigque).
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Signalons tout de suite les corollaires suivants :

Corollaire (7.2). Soit f : X --» Y un morphisme propre birationnel

de préschémas réguliers noethériens de dimension < 2 . Alors l'ap-

plication induite Br(Y) --> Br(X) est bijective.

On peut en effet supposer X et Y intégres et de dimension
2. On sait alors_[é] que f se factorise en un composé fini de mor-

phismes Xi —_— Xi— , tel que Xi gse déduise de X, en faisant

i-1

. Comme le couple (Xi—1’yi-1) satis—

1
éclater un point fermé Y54
fait au théoréme de pureté pour le groupe de Brauer, en vertu de
(6.1 b), il s'ensuit par (7.1 b) que Br(Xi_1) - Br'(Xi) est bi-
jectif pour tout i , donc le composé Br'(Y) —> Br'(X) 1l'est
également. On conclut grice & (BR II 2.2) qui permet d'identifier

les Br' aux 3Br .

Corollaire (7.3). Soit f ¢+ X —> Y un morphisme birationnel de

préschémas réguliers excellents [EGA Iv 7.8.?] de caractéristique

nulle. Alors 1'homomorphisme induit Br'(Y) ——)»Br'(x,gm) sur les

groupes de Brauer cohommlogiques est un isomorphisme.

En effet, en vertu de la théorie de HIRONAKA [21] , on sait (%)
qu'il existe un morphisme propre birationnel X' ——=> X , tel que X!
puisse se déduire de X gt de Y par deux suites d'éclatements du
type envisagé dans (7.1). Ceci nous raméne au cas ot f : X —» Y est

défini par un tel éclatement, cas qui est justiciadle de (7.1 a).

Démonstration de (7.1). Nous prouverons dans l'un et l'autre cas en-

(*¥) C'est apparemment un malentendu de la part de 1'auteur; néanmoins, on
signale plus bas qu'une autre démonstration de 7.3 peut &tre donnée,
cf. (7.4).

B i i
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visagé la relation
(7.1) % (0 )(1) = 0
: ==

On a d'autre part aussitét les relations

(7'2) f*(.‘;‘m XI) =ng 3
1
(7.3) R's (¢ ,)= Ll z
#'—m X i TT YfX !

ol Yi parcourt les composantes irréductibles de codimension > 2
de Y . Les deux relations précédentes nous fournissent, via la

suite spectrale de Leray, la suite exacte
0 => Pic(X) => Pic(X')=> zI-->H2(X G )—eHz(X' a ) -»8%(X R%e (a¢.))
- L~ ’__m ,_.m ’ %= ’

compte tenu gue H1(Yi,ZD = 0 pour tout i . Comme 1'homomorphisme
Pic(X') -9-2; est surjectif comme on constate aussitdt, on conclut

la suite exacte
(1.4) 0 -»E(X,@ ) —>E(X',8 ) - B°(X,R%2 (G ))
. D= re Y s %\ .

Ainsi le théordme (7.1) résulte aussitdt de cette suite exacte, et

de la formule (7.1), que nous allons maintenant prouver.

Nous pouvons supposer X strictement local, et nous sommes alors

-—m

Or soit T! l'image inverse de Y dans X' , alors f induit un
isomorphisme X'-Y® 2y X-Y , donc sous lz condition b) on conclut

que HZ(X'—Y',gm)(X) =0 , ot comme d'autre part HZ(X',gm) _—
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_— Hz(X'—Y',gm) est injectif (BR II 1.8) on en conclut bien

HZ(X',gm) = 0 . Supposons maintenant satisfaite la condition a),
i.e. J distinct de la caracféristique résiduelie de X . Alors
en vertu de la suitec exacte de Kummer (BR II 3.1) on est réduit a

prouver que l'application "classe de cohomologie associée"

(%) Pic(X') —» H2(X', ﬁ-«xn)

est surjective. Or on sait par le "théor2me de changement de base

pour un morphisme propre" (SGAA XII 5.5) que l'on a un isomorphisme

B2 (X" Py — (X!, Mym)

. . - Iavs I
ar l'homomorphisme de restriction, ot X! ===
b b 9 o k(y)

de X' en le point fermé y de X , qui est ici un espace projec-—

est la fibre

tif sur k(y) . On sait alors que Hz(Xé, ”41n) o z2/1%7 , 1'iso-
morphisme étant donné & l'aide de la classe de 2 -cohomologie asso-
cié au générateur canonique de Pic(Xé) . Comme ce générateur est
dans Im(Pic(X') —> Pic(Xé)) s de fagon précise est induit par le
faisceau inversible sur X' associé au diviseur -Y' (comme il est

bien connu), il s'ensuit bien que (%) est surjective, ce qui achéve

la démonstration de (7.1).

la démonstration donnée plus haut pour (7.3) n'utilise pas le
théoréme de pureté cohomologique, assez délicat dans le cas invogqué
dans (6.1 d) et dQ alors & M. ARTIN (SGA4 XX), mais "seulement" la
résolution des singularités de HIRONAKA (*). Une démonstration différen-
te via la pureté cohomologique, analogue & celle de (7.1 a), permet
d'obtenir d'autre part un résultat plus général, sans utiliser né-—

cessairement la résoclution cdes singularités

(*) sous une forme erronée de plus, comme on 1'a signalé plus haut!




Théordme (7.4). Seient X , Y deux préschémas sur un préschéma

localement noethérien S , f : X -—>» Y une S -application ra-

tionnelle, I un nombre premier. Supposons Y propre sur S , X

régulier, et que pour tout sous-préschéma fermé Z de codimension

> 2 dans X , le couple (X,Z) satisfasse au théoréme de pureté

pour le groupe de Brauer, relativehent & X (ecf.(6.1)). Alors il

existe un unique morphisme Br'(Y)(Y) —=Br'(X)(¥) rendant commu-

tatiB les diagrammes

B‘r'(Y)(I) —> Br'(X)(¥)
Br'(£(x))(Y)-—=Br' (x)(}) ,

oi x est un point maximal de X . Lorsque Y est également ré-

gulier et satisfait la m@me hypothése de pureté que X , que X

est également propre sur S , et si on suppose de plus que f est

birationnel, alors Br'(Y)(Y) -—>Br'(X)(¥) est un isomorphisme.

L'unicité provient du fait que enwertu de (BR II 1.8), l'appli-
cation naturelle de Br'(X) dans le produit des Br(x) (x par-
courant les maximaux de X) est injectif, X é&tant régulier. Pour
l'eximstence, utilisant la propreté de Y sur S , on voit qu;il
existe un ouvert U de X , dont le complémentaire est de codimen-
sion>» 2 , tel que f soit définie sur U , d'oQ un morphisme
Br'(Y) —-» Br'(U) donc Br'(Y)(Y) —a Br'(U)(X) . Comme d'aprds
1'hypothése de pureté, l'application Br'(X)(Y) ——> Br'(U)(Y) est
bijectivé, on gagne. La dernidére assertion de (7.4) résulte immédia-

tement de la premidre, appliquée & f et & £
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Corollaire (7.5). Soit k un corps, et X un schéma régulier va-

riable, propre sur k . Si dim X2 , alors Br'(X) = Br(X) est

un invariant birationnel en X , et il en est de m8me de Br'(X)(Y)

pour tout ¥ # car k , sans hypothdse sur la dimension de X .

Résulte aussitdt de (7.4) et de (6.1 b) c)).

Remarques (7.6).

a) Compte tenu des observations faites au n°® 6, il est possidble
que les hypothéses de pureté faites dans (7.4) soient conséquence
des autres, de sorte que Br'(X) soit toujours un invariant bira-
tionnel pour les schémas réguliers et propres sur une base S don-
née. Le premier cas douteux se présente pour un schéma projectif et
lisse de dimension 3 , sur un corps algébriquement clos de car.
p>0 , pour la composante p -primaire du groupe Br’(X) . = Bien
entendu, la démonstration de (7.4) via le théoréme de pureté est exacte-
ment la méme que la démonstration classique établisssant 1'inva-
riance birationnelle du groupe fondamental ou des espaces de diffé-
rentielles HO(X,£2X>k) pour des schémas propres et lisses sur un

corps k , via les théorémes de pureté correspondants.

b) L'argument de (7.3), utilisant le théoréme de structure de
HIRONAKA pour les morphismes birationnels propres de schémas réguliers,
s'il n'est pas indispensable dans le contexte présent, s'insére ce-
pendant parmi d'autres résultats de nature cohomologique utilisant
le méme principe, et dont le premier est d0l 2 HIRONAKA lui-méme : si
f : X ~>»Y est un morphisme propre birationnel de préschémas régu-

e

liers, alors le*(gx) =0 pour tout i > 0 . Signalons également
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que pour tout y €Y , la fibre géométrique X§ a tous ses groupes
de cohomologie de dimension impaire nuls (coefficients finis cons-
tants)(*). Dans le cas du gt s ce réaultat peut se préciser en la
relation 'ﬂ}(Xi) =0 , dont une démonstration directe, via le théo-
réme de pureté de Zariski-Nagata et le "théordme de spécialisation
pour le 'HQ" (30A4 XII), indépendante de la résolution, est immé-
diate. Notons en passant que le résultat sur le ;H1 qu'on vient de
signaler égquivaut aukfait que Elg;y/k(y) (voir [16 V] pour la dé-
finition) est un groupe algébrique unipotent (au sens général de
(SGA3 XVII)), et on peut se demander si ce groupe est ndme nécessai-

rement nul ; c'est vrai en tous cas si dim Xy =1 .

8. Groupe de Brauer et dualité.

Je renvoie a4 l'exposé de TATE [32] pour les relations de dualité
dans le groupe de Brauer d'une surface projective lisse sur un corps
fini, liées & la dualité de CASSELS dans le groupe de Tate-Chafaré-
vitch. Nous nous bornons ici & quelques remarques sur des relations
de dualité dans le groupe de Brauer dans des cas proprement "géomé-—

triques" (corps de base ou corps résiduel algébriquement clos).

8.1. Précisons d'abord les relations entre le groupe de Brauer co-
homologique Br'(X) et la cohomologie 1 -adique. De fagon générale,

si M est un groupe, et X un nombre premier, posons avec TATE

(8.1) T,(M) = lim , ¥
PRIy

(*) Précisons que ces résultats se démontrent en utilisant la résolution
sous la forme effectivement établie par Hironaka!
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ou pour tout entier n , nM désigne le noyau de la multiplication
par n . Lorsque le sous-groupe de I ~torsion M(I) de M est
de cotype fini, i.e. isomorphe & un sous-groupe d'un (gi/gi)n ’

ce qui équivaut aussi & M fini, alors Ty(M) (qui de toute fagon
X ’ 4

ne dépend gue de M(Y)) es*t un module libre de type fini sur Z¢

Sa connaissance équivaut alors & la connaissance du pius grand sous-—
groupe divisible M(Z)® de M(Y) , qui est aussi le plus petit
sous-groupe d'indice fini de M(Y) . En effet, d'une part TI(M)
est aussi isomorphe & TI(M(I)O) » par l'inclusion canonigue

M(Z)° -——> M , et d'autre part M(Y)° est canoniquement isomorphe

-

a T.,(M T,(M) . Supposons par exemple que
I()&\é}'gx/x(’ pposons p mple g
(8.2) M = HY(X, Mye0) An g gz, ‘;}A J)
| 1 ‘77 1
ot X est un préschéma tel que
B (x, M) et H(x, [*y) sont finis,
LY 7
alors par passage & la limite projective dans les suites exactes
" i1 A =t i i
0 -» B (X, M o - B X — B (x, (M 0

on trouve une suite exacte canonique (o Zy {1} = lim M.y est le
4 =7
faisceau } -adique de TATE) :

(8:3) 0 = TR > E (Kzy [1]) = 1y (X, My=)) =0,
ol on a posé
(8.4) 7(x,7) = 5t (x, Myoo)/at1(x, M y00)°

qui est donc un groupe fini o3 Y -torsion, st s'identific done, par

i
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(8.3), au sous-module de torsion du gi -module de type fini
(8.5) B (X,zy [1]) = Lim B (X, Myv)

dont la partie libre s'identifie, & son tour, & Tx(Hl(X, ¢4100)) .

On en déduit également un isomorphisme

8.6 B (x, M )° 2~ 8 (x,2, (1] )¢ Im H(X,2, [1]

( ) ( (’U ;/c) (r_;{ ',_j)@&l,&x/ m (9_1 [__l) ’
qui montre que Hi(X, gAXQ’) et Hi(X,gi i}] ) se déterminent mu-

tuellement mod groupes finis.

8.2. Un passage & la limite analogue dans la suite exacte de Kummer

(BR II 3.1) nous donne de méme une suite exacte
2 ~
(8.7) 0 ->Ns(X) g &g,‘i > H (X’éi [11) -> TJ_/(Br'(X)) -0 |,

en supposant maintenant que Pic(X) est extension d'un groupe de

type fini ¥NS(X) (le groupe de Néron-Sévéri) par un groupe divisible,

et que HZ(X,Z/XQ) est fini. On trouve en passant le fait, classi-
que dans la théorie transcendante, que la composante x -primaire du
sous-groupe de torsion de NS(X) est isomorphe au sous—groupe de
torsion de H2(X,§¥ 117 ) , en méme temps qu'on précise du point de
vue de la cohomologie 1 -~adique la relation entre le groupe de Brauer
(ou plus précisément, Tx(Br’(X)) ) et la "partie transcendante" du

g? , comparer (BR II 3 passim).

Lorsque X est une surface propre, lisse et connexe sur un corps
k algébriquement clos, il y a lieu de considérer sur le terme médian
de (8.7) la forme bilinéaire symétrique canonique, fournie par le

cup-produit ui est & val._. s dans
9
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H4(X,§J_' [21) -’\i.Z_’-( .

Cette forme (en négligeant la torsion du H2) est non dégénérée,
et induit sur NS(X) & Qg';( la forme bilinéaire déduite de la forme
intersection sur NS(X) y Provenant de la multiplicité globale d'in-
tersections de diviseurs sur X [35] . D'aprés MATSUSAKA [?7] , cette
derniére forme est non dégénérée. Tensorisant alors la suite exacte

(8.7) par gi y on trouve que Tx(Br (X)) ® 2 s'identifie cano-~

niquement & 1'orthogonal de NS(X)§ , @y dans H2(X,Qx [11) , et

gue le cup-produit définit sur cet espace une forme quadratique non

dégénérée. L'interprétant comme une forme quadratique sur TX(Br(X))

&4 valeurs dans 91 ’ (et tenant compte que le cup-produit induit

m8me une autodualité de Hz/torsion) on trouve aisément que cette for-
me est & valeurs dans gi si et seulement si le discriminant de la
forme intersection sur NS(X)/torsion est une unité Y -adique - con-
dition qui est vérifiée donc pour Presque tous les nombres premiers

Y -, et que dans ce cas on trouve une autodualité de Tx(Br(X)) .

8.3. Ce résultat ne concerne essentiellement que la partie divisible
Br'(X)o du groupe de Brauer cohomologique. On peut également donner
une relation de dualité concernant le groupe fini Br'(X)/Br'(X)°

’

qui gréce & la suite exacte de Kummer (BR II 3.1) s'explicite comme
o 2 2
(8.8) Br'(X)/Br'(X)° £ BS(X, H%xm)/n (x, ’Mxm)o ,
‘ il

(compte tenu que Pic(X)gR Q‘I/ZI = N3(X) § Q".{/g_;l est divisible). Uti-

lisant (8.3) pour i = 3 , on trouve donc

(8.9) Br'(X)/Br'(X)° 2 Tors H3(X,§;( 01y,
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valable indépendamment des hypothéses particuliéres posées au début
de 1'alinéa précédent pour X . Lorsque celles—ci sont vérifiées,
alors les relations de dualité, bien connues dans le cas classique,
et qui résultent aisément par passage & la limite des résultats de
dualité [éGAJ&XIXW pour des coefficients de torsion, donnent des

accouplements de dualité
(8.10) Tors Hi(x,gx) x Hzn”"i(x,g_x 1) —a/Zy

(ot n = dim X), qui nous donne en particulier, faisant n = 2 et

i =3 , et tenant compte de 1'isomorphisme déja signalé
NS(X)(X) 2 Tors Hz(x,_z_x(n)
ainsi que de (8.9), l'accouplement de dualité

(8.11) Br(X)/Br(X)° x WS(X)() —> Q/Zy

qui fournit donc un isomorphisme

(8.12) Br(X)/Br(X)” £< Bom(Ns(X)(¥),8/2) ,

(o1, rappelons-le, NS(X)(X) est le sous-groupe de [ -torsion de
NS(X)) .

On a des résultats analogues pour dim X‘),B s Mais pour défi-
nir alors une forme quadratique remarquable sur Tx(Br'(X)) , & va-
leurs dans Qi , i1 faut utiliser une polarisation de X , dont la
classe de cohomologie } ~adique § éEHz(X,gi [1] ) permet alors de

n-2

définir une forme bilinéaire symétrigue (%,¥) 3 X¥ § sur

HQ(X,Q;{ [11) , avaleurs dans 2y .
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8.4. Supposons maintenant que X soit le spectre d'un anneau lgcal

normal complet A, de dimension 2, & aorps résiduel k algébriquement clos,

et supposons que 1l'on peut "résoudre" X , i.e. qu'il existe un mor-

phisme propre et birationnel
fe¢: X' ==X ,

avec X' régulier, induisant un isomorphisme X'\ U=U'Z2350U , ou
U=Xx-(x) ,

x étant le point fermé de X . Supposons de plus que k ait été
relevé en un sous-corps de A , de sorte que A est une k -algébre
(cette hypothése n'étant sans doute pas essentielle). Comme il a été
signalé dans ESGA 2, XIII 5] on peut sous ces conditions construi-
re canoniquement un schéma en groupes lisse et de type fini sur k ,

soit PicU , et un isomyrphisme

(8.13) Pio(U) = Piey(k)

de Pic(U) avec le groupe des points & valeurs dans k de PicU .

Cela nous fournit donc pour Pic(U) wune structure d'extension
(8.14) 0 -» Pic(U)° -» Pic(U) -» NS(U) ->0 ,
oll on a posé

(8.15) Pic(0) = Pie (k) , WS(U) = NS;(k) ,

.0 ‘. . .
PlcU désignant la composante neutre de P1cU s, et NSU le quotient

de PicU par cette composante. La construction indiquée dans loc. cit.

permet d'ailleurs de préciser la structure de NS(U) , en introdui~
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sant la matrice d'intersection
(ci.cj)

1g1i,jgr

définie par les r composantes irréductibles Ci de f-1(x) sur

réd
le schéma régulier X' : en vertu de MUMFORD [?81 y cette matrice

est définie négative, donc le conoyau de 1 'homomorphisme

7z — g%

qu'elle définit est un groupe fini, dont l'ordre n'est autre que la

valeur absolue du déterminant de cette matrice. Ceci posé, on trouve
que NS(U) est canoniquement isomorphe & ce groupe fini. La matrice
envisagée étant symétrique, on voit aussitdt qQue ce groupe est cano-

niquement autodual (par un accouplement symétrique 3 valeurs dans

Q/Z), d'ol une autodualité symétrique
(8.16) Ns(U) x NS(U) —> 9/2 ,

dent on constate aisément qu'elle est indépendante de la résolution

X' choisie.

Si maintenant 1 est un nombre premier distinct de car k
alors la structure connue des groupes algébriques commutatifs connexes
: 1 . o A
sur k L9, exp. 4| montre que Pic(U)” est un groupe J -divisible,

»
donc la suite exacte (8.14) nous donne, pour toute puissance n = b4

de Y , une suite exacte
(8.17) 0 -> nPic(U)o -» Pic(U) -» NS(U) -0 .

Comparons cette suite exacte avec la suite exacte de Kummer
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0 - Pic(U)n —>H2(U, Hu(n) -—>nBr(U) -0 ,

ol pour tout groupe M , on pose Moo= M/nM . Utilisant (8.14) et
le fait que Pic(U)® est ¥ -divisible, on trouve Pic(U)n ~x NS(U)n ,

de sorte que la suite s'éerit aussi
2
- ]
(8.18) o} —9NS(U)n > H°(U, ﬂb\n) —->nBr(U) -0 .

Je dis que les suites exactes (8.17) et (8.18) sont duales l'une de

1l'autre, du moinms si car k = 0 . Pour s'en convaincre, notons qu'on

a aussi, gréce & la suite exacte de Kummer, un isomorphisme

(8.19) Pic(U) = 1 (u, H«n) ,

donnant une interprétation cohomologique du terme médian de (8.17).

D'autre part, on a un accouplement par cup-produit

(8.20) H‘(U,gm x Hz(n,ﬁAn) B0, M)

et un isomorphisme canonique :

B (v, M) =2z

moyennant lequel (8.20) devient une dualité (Théoréme de dualité lo-
cale [SGA 5 I]). Ainsi les termes médians de (8.17) et (8.18) sont
duals l'un de l'autre. Il resterait & vérifier que dans cet accouple-
ment, NS(U)n ot nPic(U)o s'annulent mutuellement, et gque 1'accou-—

plement
NS(U)n x nNs(U) —> 2/nZ

qui s'en déduit par passage au quotient est aussi celui qui est déduit

de l'autodualité canonique (8.16). Il en résultera que cet accouplement
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est non dégénéré, donc une dualité, et que NS(U)n et nPic(U)o
sont exactement annulateurs l'un de l'autre, ce qui prouve notre

assertion. On trouve alors un accouplement
(8.21) Br(v) x nPic(U)o —> Q/2

gui est une dualité parfaite. Passant & la limite sur n , on peut

écrire ceci comme un isomorphisme canonigue

(8.22) Br(0)(¥) == Hom(Ty(Riey’(k)), &y/Zy) -

On en conclut en particulier que Br(U)(Y) est un groupe divisible,
(compte tenu de la structure des groupes algébriques commutatifs sur

k).

Remarques (8.5). Pour que la démonstration qui précéde soit compléte,

il faudrait faire la vérification signalée plus haut. Le rédacteur
avoue qu'il ne 1l'a pas faite, mais pense qu'elle ne doit pas offrir

de difficulté. Bien entendu, la restriction car k = 0 ne nous a

servi que via l'utilisation du théoréme de dualité locale, qui reste
sans doute valable sans cette hypothése. (La difficulté technique,

non surmontée & l'heure actuelle, est dans la démonstration du théo-
réme de pureté cohomologique sur un schéma régulier de dimension 2 ...)
Enfin, il y aurait lieu d'analyser ce qu'on peut dire lorsqu'on ne

suppose plus k algébriquement clos,; par exemple lorsque k est fini.



152

9. CGénéralisation du groupe de Brauer : invariants birationnels co-

homologiques supérieurs.

9.1. Le groupe de Brauer cohomologique Br'(X) d'un préschéma X
s'insére dans la suite infinie d'invariants cohomologiques Hi(X,gm) ,
i } 0 . Cependant parmi ceux—ci seul le H2 = Br' posséde une pro-
priété d'invariance birationnelle (n® 7), et d'ailleurs pour i) 3 ,

ils coincident pour 1'essentiel avec les invariants Hi(X, %K‘oo)

(GB II 3.2) et ne peuvent donc &tre considérés comme des igvafiants
originaux. C'est donc dans une autre direction qu'il convient de cher-
cher une généralisation adéguate, de nature cohomologique également,
du groupe de Brauer. Les invariants que nous allons définir consti-
tuent en un sens l'équivalent, dans le contexte de la cohomologie

I ~adique, des invariants que fournit la considération des classiques

"différentielles de deuxiéme espice" dans le contexte de la cohomolo-

gie de Hodge ~ De Rham {6} {jgl . Le lien explicite entre les deux
types d'invariants (qui fournissent des vectoriels de méme rang, sur
le corpé Qi d'une part, sur le corps de base de la variété envisa-
gée X d'autre part) est donnée, lorsque le corps de base est le
corps des complexes, par la considération de la cohomologie transcen~
dante & coefficients entiers, qui permet {en calquant dans ce contex-
te les définitions qui vont suivre) de définir des invariants bira-
tionnels cohomologigues analogues "a coefficients entiers", qui four-
niront alors les deux types d'invariants précédents par simple exten-

Z =» C . Lorsque le corps de base

sion des scalaires Z —=> gi et
n'est plus le corps des complexes, et qu'on ne dispose pas de cons-

tructions transcendantes liles & la topologie de C , il y aurait
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lieu, pour exprimer encore les liens entre ces deux types d'inva-

riants, de faire appel & la "théorie des motifs", en définissant

1'un et l'autre comme étant respectivement la"réalisation I -adique"

et la "réalisation de De-Rham" d'un méme motif, dont la connaissance
est considérablement plus riche que celle des deux invariants précé-
dents auxquels il donne naissance. Ainsi, pour la dimension 1, elle
dquivaut & la connaissance de la variété d'Altanese A de X , qui
donne naissance d'une part au module de Tate TI(A') =2 H1(X,§¥ 1),
d'autre part & la cohomologie de De Rham de A , isomorphe (si le
corps de base est de caractéristique nulle) & celle de X . Comme

la théorie des motifs est & l'heure actuelle purement conjecturale,

et qu'elle n'a encore fait l'objet dtaucun exposé publié, nous nous

bornons & ces allusions concernant la nature plus profonde des inva-

riants qui nous intéressent.

9.2. Dans la suite, nous supposons fixé un corps de base k . Soient
f : X' «=» X un morphisme birationnel, avec X lisse sur k , U

un ouvert de X tel que le morphisme induit f_1(U) = U' => U soit
un isomorphisme. Soit d'autre part F un faisceau de torsion locale-

ment constant (pour la topologie étale) sur X , premier & la carac-—

téristique, et désignons par F' son image inverse sur X . On a

alors le diagramme commutatif d'applications canoniques

: i .
H (X,F) ———fes E(U,F| V)

‘ |
(9.1) ! i ie

€ i
H (X',F') ——emmmm > H(U',F'|U') ,

ol la deuxidme flé&che verticale est un icomcrphisme, et nous servira
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& identifier les deux termes correspondants. Ceci posé, on a la rela-

tion
(9.2) Ing° = Im g .

Pour le voir, on insére (9.1) dans un homomorphisme de suites

exactes de cohomologie relative (o Y = X-U , Y' = X'-U' = f“1(Y')) :

B (%,F) —> E(U,F|0) —> 5] (x,7)

!

B (X',F')-> EL(U', 7| U')-» EET(

Y|\X'3F') 9

i+1
!

est injectif. Ceci est vrai en fait pour toute partie fermée Y de

et tout revient & prouver que 1'homomorphisme H1;1(X,F) - H _ (X',F!)
X (indépendamment de 1'hypothése particulidre faite sur U), en fait

on va définir un homomorphisme canonique
(9.3) By, (X',F') - E}(X,F) ,

inverse a gauche de 1'homomorphisme H%(X,F) —-—> H%,(X',F') . Nous
utilisons la théorie de dualité sous la forme donnée dans [SGAA#XI%] ’
[SGA 51 ] » Utilisant 1l'hypothése de lissité sur X et la nature

de F , on constate que R!f(F) est un complexe sur X' dont les
faisceaux de cohomologie sont nuls en dimension 0 , et dont le
faisceau de cohomologie en dimension O s'identifie & h*(F'l vy) |,
ot V' est l'ouvert des points lisses de X' et h : V' —>» X' 1'in-
clusion. On trouve donc un homomorphisme canonique F' —> EP(R!f(F)) ,

qui gréce & .ce qui précdde s'interprdte comme un homomorphisme

1
F' ——>R£(F) ,
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dont la donnée équivaut, gréce. au théoréme de dualité globale pour

le morphisme f , & la donnée d'un homomorphisme

(9.4) RE(F') ~—>F .

On a d'autre part 1'homomorphisme canonique évident

(9.5) F - Rf_(F')

puisque' F' = fx(F) s @t on constate aussitdt que le composé

F — fo(F') -3 F

‘

est 1'identité (en regardant ce qui se passe sur le plqs grand ou-—
vert W de X au-dessus dugquel f est un isomorphisme, ouvert
denée puisque f est birationnel). Transformant (9.4) et (9.5) par
le foncteur RI& , dérivé du foncteur I& "sections & support dans

I" , on trouve des homomorphismes de complexes de groupes abéliens
RIY(F) —s RIY(Rf*(F')) = RI’Y,(F') -—> RrY(F)

dont le composé est égal & 1l'identité dans la catégorie dérivée. Pas-

sant aux groupes de cohomologie, on trouve (9.3) avec la propriété

demandée.

9.3. Partons maintenant avec un schéma lisse de type fini U sur
k , muni d'un faisceau de torsion G localement constant, premier
4 la caractéristique. Supposons de plus que U puisse &tre inclus

comme ouvert dense d'un schéma propre et lisse X sur k .A(C'est

certainement le cas si k est de caractéristique nulle, gréce a la

résolution des singularités de HIRONAKA [21} s et également si k est )
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parfait et dim X { 2 , gréce & ABHYANKAR [1] ). Supposons de plus
que G soit alors restriction d'un faisceau localement constant F
sur X ; un argument bien connu, utilisant le théoréme de pureté de
ZARISKI-NAGATA [SGA 2, X 3.4] pour le groupe fondamental, montre
que cette hypothése ne dépend pas du choix particulier de X . Con-

sidérons alors l'image
(9.6) H(U,0) = In (2(X,F) —> B (U,0)) .

Je dis que cette derniére ne dépend pas du choix de X (ce qui jus-

tifie la notation qu'on vient d'introduire).

Soit en effet X' wune autre compactification propre et lisse
de U . Il existe alors une compactification normale X" de X qui
"coiffe" & la fois X et X' , i.e. munie de morphismes X" —> X
et X" - X' qui induisent l'identité sur U . On est donc ramené
3 voir que Hi(X,F) et Hi(X",F") ont méme image dans Hi(U,G) , ce

qui a été vu en effet dans (9.2).

9.4. L'invariant Hf(U,G) qu'on vient de définir se comporte &vi~
demment comme un foncteur contravariant en le couple (U,3) (au sens
habituel en cohomologie des faisceaux), en particulier, si V est

un ouvert de U , on trouve un homomorphisme de restriction (évidem-~

ment surjectif)
B (U,6) —> HL(V,G) .

Supposons maintenant U irréductible, de corps de fractions X
Comme d'habitude, nous désignons par GK la restrictinon de X au

point généricue Spec(K) de U . Ceci dit, nous poserons
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(9.7) 52 (K,Gp) = Lig EX(V,0)

la limite étant étendue & la famille filtrante décroissante des ou-
verts non vides V de U . Il est clair, d'aprés ce qui précéde,

que Hi(K,GK) est un invariant de l'extension de type fini K de k
et du faisceau de torsion étale GK sur Spec(K) , soumis & la con-
dition que GK solt induit par un faisceau localement constant F sur
un modéle propre et lisse convenable X de K (ou, comme on dit en-
core, que F est "non ramifié" sur un tel moddle) ; ou ce qui revient
au méme, une fois admis l'existence d'un modéle propre et lisse X

de K , gue F soit non ramifié sur les modéles propres normaux
"suffisamment grands" (pour la relation de domination) de K . Il a
les m@mes propriétés fonctorielles en (K,GK) que HE(U,G) en (U,Q)
(ce qui permetrrait d'ailleurs, si on le désirait, d'étendre la défi-
nition & des extensions K de k qui ne sont pas nécessairement de
type fini). I1 résulte du théordme de finitude (SGA4 XIV) que si GK

eat un groupe fini, il en est de méme des HE(K,G s buisque ce

)
sogt des quotients des groupes finis Hl(X,F) ;s ce résultat se géné-

ralise de fagon évidente au cas ol G, est un faisceau de /\ -modu-

K

les constructible, sur un anneau /\ donné. Signalons aussi que si U

est un ouvert affine, alors sa dimensicn cohomologique satisfait
cd(U)  dim U

(SCA 4 XIV), d'ol on conclut pour nos invariants birationnels

(9.8) Hf(K,GK) =0 si i deg.tr. K/k .

Un cas particulier intéressant, en fait le plus important pour

nous, est celui ou GK est constant, et défini par un groupe de tor-
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sion ordinaire G , auquel cas la condition de non ramification im-
posée & GK est automatiquement satisfaite. On écrira simplement
H%(K,G) au lieu de H%(K,GK) . Lorsque k est algébriquement clos,
ce cas comprend les faisceaux de la forme ﬂi g ﬂ%xoo qQui s'in-

troduisent enmlation avec le groupe de Brauer.

Lorsque X est un schéma propre et lisse sur k% , muni d'un
faisceau de torsion F premier & la caractéristique, alors (K dé-
signant le corps des fractions de X , supposé connexe) HE(K,FK)
apparait comme un quotient de Hi(X,F) s qu'on peut considérer (com-
me nous verrons plus bas (10.1)) comme le premier terme du gradué

associé & H (X,F) pour une filtration remarquable. C'est pourquoi

nous écrirons aussi

(9.9) 6x°E (X,F) = HX(X,F) .

9.5. Les définitions et notations précédentes s'Stendent de fagon évi-
dente lorsque on considére, soit des faisceaux qui sont limites induc-
tives de faisceaux de torsion du type précédent, tels les faisceaux
//\’\ o ©b Plus généralement /]M;({Eg = ]_.vig 04;3 s Soit des'"faisceaux
1 —-adiques constants tordus", définis par des systémes projectifs
"adiques" de faisceaux de (g/i"*‘g) -modules localement constants
Fp s ou ce qui revient au méme sur une base connexe X , par des
représentations continues du groupe fondamental TT1(X,'§ ) de X
(relativement 3 un point géométfique 3 donné) par des automorphis—
mes de modules de type fini M sur gi . Rappelons que dans ce deu-

xiéme cas, on pose par définition

B (X,F) - in B (X,Fp )
»
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on définit alors les H-(U,3) et HE(K,GK) par (9.6) et (9.7) res-
pectivement. Parmi les faisceaux 1 -adiques, un intérét particulier

s'attache évidemment aux faisceaux de TATE

Zy [n] = lim iu g n ,
— Q——
Y > 1)1
qQui sont d'ailleurs, lorsque k contient un corps algébriquement

clos, isomorphes (non canoniquement) au faisceau 1 —-adique constant
Zy -

9.6. Exemples en basses dimensions. Soit X propre et lisse sur k |,

et connexe, F un faisceau sur X du type envisagé dans les numéros
précédents. Pour tout ouvert non vide U de X , il est bien connu

que 1'homomorphisme

(=) 7' (X,F) —> B'(U,F)

est injectif, ce qui montre que l'on a

(9.10) ar® B (x,F) 22 B (x,F) .

On trouve en particulier, par la théorie de Kummer, si k algébri-

gquenment clos :

o1 1 = s
9.11 Gr H (X, = H'(X, & pi ,
(9.11) (51 ) = 06 ) o)
(9.12) Gr°H1(X,§1 [1]) = H1(X,_Z_1 (1) 2 ry(pio(m)

qui permet d'expliciter ces invariants, modulo groupe fini provenant
de la torsion de NS(X) , en termes de la variété de Picard Pic;/k
(dont on peut d'ailleurs négliger les éléments nilpotents ...), ol si

on préfére, en termes de la variété d'Albanese Alb(X) (dont le ca-



160

ractére d'invariant birationnel est bien connu gréce a WEIL [25] ).

Désignant par x; les points maximaux de codimension 1 de X-U ,
la suite exacte de cohomologie relative pour X,U donne en basses

dimensions :
(9.13) 0 =>E'(K,8)-> B (U,F)> 3 B (x, , (FOZy[4] ), ) > (X,F) E*(U,F)
1

en supposant pour simplifier que F est un faisceau de I ~torsion

ou un faisceau J -adique. Le terme médian doit s'interpréter comme

le groupe des diviseurs sur X , & coefficients tordus F @& _z_’.{ [-—1] 3
& support contenus dans X-U , et la flé&che dans HZ(X,U) n'est au-
tre que 1l'homomorphisme habituel associant & tout diviseur la 2-clas-

se de cvhomologie bien connue. Passant & la limite sur U , on trou-

ve donc
(9.14) 6r°8*(X,F) = E2(X,F)/ In Div(x,P @ 2, 1] ) ,

o Div(X,F @& gx [—1] ) désigne le groupe de tous les diviseurs sur

X & coefficients tordus par F® gx [—11 . En particulier, faisant

F = «//U\im donc F@® Zy [-1] = 9‘1@7-' , donc

Div(X,F & Zy [-1] ) =< piv(X)® QI/ZI ’
on trouve, compte tenu de (BR II 3.1), un isomorphisme canonique
(9.15) ar®m2 (X, W;{m) & Bri(X) .

Donc, comme promis, les invariants introduits ici généralisent bien
le groupe de Brauer cohomologique Br'(X) (isomorphe, rappelons-le,
& Br(X) si dim X 2). I1 est souvent plus intéressant de travail-

ler avec des faisceaux 1 -adiques qu'avec des faisceaux ind-finis,



161

il y a lieu alors de remplacer (9.15) par la formule suivante, obte-

nue en faisant F = gi [1] :
(9.16) or°8?(x,zy [11) X E(R,zy [1])/ In PLo(R)®Zy

en d'autres termes on trouve ici "la partie transcendante" de la co-

homologie 1 -adique en dimension 2, obtenue en négligeant la "partie
algébrique"” i.e. celle provenant de diviseurs a coefficients dans

gi s son rang (lorsque k est algébriquement clos) est le sempiter-

nel B,-f (BR II 3.5).

9.7. Gardons les notations de (9.6), et supposons que k soit de
caractéristique nulle, pour pouvoir disposer de la résolution des sin-
gularités [21] . 8i U est un ouvert non vide de X , on peut alors

caractériser le noyau de
i i
H (X’F) ->H (U’F)
comme étant la somme des images des homomorphismes de Gysin [?GA 4 XVIII]
i~2 i
(9.17) B (2, F,Q gy [»]) -5 En

ol Z est un schéma propre et lisse sur k , de dimension dim X - p,
P >/1 muni d'un morphisme Z --> X dont l'image est contenue dans
X-U , morphisme qu'on peut si on veut supposer une immersion sur

un ouvert non vide de Z . (NB F, désigne l'image inverse de F

Z
dans Z). La démonstration de cette caractérisation n'offre pas de
difficulté, en procédant par récurrence sur la dimension de Y = X-U ,

utilisant la suite exacte de cohomologie relative pour X , U et

la résolution dessingularités pour Y . Lorsque U n'est plus fixé,
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on en conclut la caractérisation correspondante du sous-groupe

1

Filt! B (X,F) tel qu'on ait

B (x,F)/Filt BN (X,F) = 6ar° BN(X,F)

c'est la réunion des images des homomorphismes de Gysin (9.17), pour

Z 1lisse et propre sur k de dimension dim X - p {dim X , qu'on
envoie dans X par un morphisme gquelconque (qu'on peut, si on veut,
supposer 8&tre génériquement immersif). On notera qu'on doit permet-—
tre pour p ‘toutes les valeurs de 1 & dim X . De cette descrip-
tion, on déduit formellement la description suivante de Filt1Hi(X,F) ,
en supposant pour simplifier F constant : c'est la somme des images
d'espaces du type Hi—ZP(Z, F‘@)@i [-p]) , ol Z est propre et

lisse sur k , de dimension guelconque, p‘> 1, par des homomorphis-
mes définissables par des cycles algébriques sur ZxX , de codimen-

sion g = dim Z + p . Ainsi, Filt] H'(X,F) s'interprdte comme la

partie de Hl(X,F) provenant, & l'aide d'homomnrohismes définis par

des classes de correspondance algébriques, d'espaces de cohomologie

1(z,0) avéc Jj < i (*) Nous dirons encore que les éléments, ou sous-
groupes, de Hl(X,F) qui se trouvent dans Filt1 sont de "type di~
mensionnel" ou de "niveau" ( i , tandis que Hl(X,F)/Filt1= or°5* (X,F)

apparalt comme la "composante pure de niveau i" de H (X,F) .

9.8. DNotons que le critére précédent nous montre le caractére fonc—
toriel en X de Filt! H'(X,P) , donc de Gr° EX(X,F) , pour des
morphismes pas nécessairement dominants, et méme pour des classes de
correspondance algébriques arbitraires. Comme nous avons signalé déja

que lorsque i >dim X , ona Filt' H' = E* (formule (9.8)) , on

(*) et Z de dimension quelconque.
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en conclut que si 2Z est tel que dim 2 i , alors pour tout ho-

momorphisme

79(z,6) - E (X,F)

défini par une classe de correspondance algébrique, Filt1 Hl(X,F)

contient 1'image de cet homomorphisme. J'ignore si Filt1 Hi(X,F)

est engendrée par ces images (ce qui fournirait une autre interpréta-
tion de Filt1 , et une justification plus intuitive de la termi-
nologie "type dimensionnel" introduite ci-dessus). Lorsque k est
algébriquement clos et que F est le faisceau constant gi , 11 en

est trés probablement ainsi tout au moins modulg groupes finis, i.e.

pourvu qu'on travaille plutdt avec la cohomologie & coefficients

dans Qi . Cela résulterait d'une variante plausible des théorémes
cohomologiques de Lefschetz pour les sections hyperplanes [26} en
termes de groupes de cycles algébrigues (*), qui de son cb6té semble main-

tenant & la base des conjectures de Weil [36] .

(9.9). Les développements du présent paragraphe reposent essentiel-
lement sur 1'énoncé démontré dans (9.2) (formule (9.2.)), qui garde
un sens indépendamment de tout corps de base, l'hypothése de lissité
étént simplement remplacée par une hypothése de régularité. Il est
plausible que l'énoncé ainsi généralisé reste valable dans ces condi~
tions plus générales, du moins si X est excellent. La démonstration
donnée montre gque la question est liée au théoréme de pureté cohomo-
logique. Gréce 3 ARTIN, celui-ci est démontré pour des schémas excel-
lents de caractéristique nulle (SGA 4 XIX),de sorte que les développe-

ments précédents s'étendent de fagon évidente pour définir des inva-

(*) Cf. 1'exposé de KLEIMAN dans ce méme volume.
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riants birationnels relatifs au-dessus d'un tel schéma de base.

10. Relations avec les conjectures de Weil et de Tate.

10.1. Piltration de la cohomologie par le "type dimensionnel". Soit

X un préschéma sur un corps k , F ' un faisceau étale sur X .
On définit alors une filtration décroissante naturelle des groupes

de cohomologie H (X,F) , en posant
(10.1) FiltPE* (x,F) = U Ker (Hi(X,F) - E'(U,F)) ,
U

ol la réunion du deuxidme membre est &tendue aux ouverts U de X

tels que
(10.1 bis) codim(X-U,X) > P -

Cette filtration de la cohomologie est donc associée & la "fil-
tration" de X par les familles @¥ de parties fermées, o g as-
signe l'ensemble des fermés de X qui sont de codimension >P .

Des réflexions standard (cf par exemple [?O] ) montrent alors que la
filtration (10.1) de H'(X,F) fait de ce groupe 1'aboutissement d'une
suite spectrale convergente (dont le terme Ea) est par suite le gra-

dué associé
(10.2) E = Gr E'(X,F) ),

dont le terme initial s'explicite ici comme

(10.3) e 2y )
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ou X(p) désigne l'ensemble des points x de X qui sont de codi-

mension p

x e x(P) &= dim 0y =D ,
O% ,x

et ol,, pour un point x de X , et un entier n , on définit

(10.4) EN(F) = lig i (U,F)

u Ig} nU

la limite inductive étant prise suivant les voisinages ouverts (au
sens de Zariski) de x , le groupe de cohomologie écrit au deuxiéme
membre étant la cohomologie "& support dans {;} n U", Lorsque X
est lisse, F localement constant (pour la topologie étale) et de

1 -torsion, 1 premier & car.K , alors le "théordme de pureté co-

homologique" (SGA4 XVI) permet d'expliciter le deuxilme membre de

(10.4) par la formule
(10.5)  EMF) & B?P(x,rq zy [-p)) - Lig BOR(V,Fe 2y [-5] )
X 1 V’ 1

o p = dim gx,x est la codimension de x dans X , et ou V par-

court les ouverts non vides de {;} . Ainsi (10.3) nous donne dans

ce cas

(10.6) B (X,F) &= E% - Z—(—) AP, P @ 2y [-pl ) ;
x € X\P 7= ’

comparer EZQ] et [}9 s footnote 8] pour la suite spectrale analogue

pour la cohomologie des faisceaux cohérents resp. la cohomologie de

De Rham.

Ces considérations s'étendent de fagon évidente aux faisceaux
1 -adigques constructibles, en particulier si F est constant tordu

sur X lisse, on a la suite spectrale(10.6), dont le terme initial
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s'explicite par (10.5), associé & la filtration de H'(X,F) définie
par (10.1). Dans ce cas, et sous réserve de disposer de la résolu-
tion des singularités, par exemple si car.k = 0 , les réflexions
de (9.7) s'appliquent pour donner la caractérisation suivante de

Filt? B (X,F)

(10.7) PP (EF) - > In (2752, Py 2y [])=> BH(E,F))
Q.Z,P

ol Z est un X -schéma propre de dimension égale & dim X -~ g (en
supposant pour simplifier X équidimensionnel). Les variantes de
cette description, signalées dans (9.7) et (9.8), pour p = 1, restent en-

core valables pour p quelconque.

10.2. Désignons par k une cldture algébrique de k y et soient
X , F déduits de X , F par extension k --» k du corps de
base. Alors les réflexions de (10.1) peuvent s'appliquer, pour donner
une filtration canonique sur H'(X,F) , aboutissement d'une suite

spectrale & terme initial explicité. Or le groupe fondamental
G = 'TT1(k) = Gal(k/k)

opére sur toute la situation par transport de structure, et en par-
ticulier il opére sur H'(X,F) en invariant sa filtration. Il opére

donc par suite sur le gradué associé Gr H'(X,F) .

Lorsque k est le corps fini a4 N éléments,.alors G st*iden~
tifie & Z gréce au géndrateur topologique frobN y et la connais-
sance de l'opération de G est équivalente 3 l'opération de 1'auto-
morphisme de frobénius. Supposons alors que X est lisse et propre

sur k =F , et que F = zi (considéré comme faisceau ¥ -adique).



Supposons de plus gqu'on dispose de la résolution des singularités,

de fagon & pouvoir écrire (10.7) pour X , i.e.

(10.8)  FilePE'(%,2y) In(a' 242, 2y -] ) > B (K,Z)

A
q

> P

provenant de X -préschémas lisses et

(W]

ol on peut prendre les

propres Z . Remarquons qu'on a 3
(10.9)  B(Z,zy[ -] ) M E(Z,zy) [] = B(Z,2))a, Ay -

D'autre part, la conjecture de WEIL-RIEMANN [36] [17] postule que
frobN opérant sur Hj(z,gi) a un polyndme caractéristique & coef-
ficients entiers ordinaires, donc que ces racines (les valeurs pro-
pres de froby opérant sur Hj(z,gi)) sont des entiers algébriques,
et que de plus ces derniers sont de valeurs absolues égales & N'j/2 .
Comme les valeurs propres de frobN opérant sur (10.9) sont égales

aux valeurs propres précédentes multipliées par n , on conclut

Py

alors de 1l'expression (10.8) que les valeurs propres de frobN ope-

rant sur FiltPHl(X,gi) gont stables par conjugaison sur Q (i.e.

le polyndme camactéristique de cet endomorphisme est encore & coef-
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ficients entiers), et que ce sont des produits de wP par desg entiers

algébriques (de valeur absolue nécessairement &gale 2 N1/2-p) . 11

¥ a donc lieu de conjecturer que cet énoncé, généralisant 1'hypothise
de WEIL-RIEMANN, est valable pour tout schéma propre et lisse sur le

corps fini Fy . Désignant par Filt'le(i,g¥) le sous-espace de

Hi(i,g_x) - Hi(i’ﬁx)‘?“_z_ﬁr

stable par frobN correspondant aux valeurs proprecs de frobN dont

les gquotients par ¥P sont encore des entiers algébrigues, on peut
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exprimer la conjecture précédente par la relation

(10.10) P PR (R,9)) < P16 TRy

10.3. Nous inspirant des conjectures de TATE {}3] , il y a lieu de

conjecturer gque 1'inclusion hypothétique (10.10) suggérée par les

conjectures de WEIL, est en fait une égalité. Lorsque i = 2p , ceci

se réduit en effet aux conjectures de TATE, dans le cas du carps de
base EN s car on constate aussitét que Filtszp(i,gi) est exac-
tement le sous-module de HZP(X,gi) engendré par les classes de

cohomologie des cycles de codimension p dans X (& coefficients

dans gi [-p] ) 5 tensorisant par Qi Lp} , on trouve (compte tenu

des conj. de WEIL) 1la conjecture de TATE : le sous-espace de

HZP(Xaﬂi [p]’) engendré par les classes de cohomologie des cycles

algébrigues de codimension p est ézal & 1'espace correspondant aux

valeurs propres de frobq gui gont des racines de l'unité, i.e. a

l'espace des invariants de frobqr pour r grand.

Il est immédiat comment généraliser la définition de Pilt!
lorsque le corps fini EN est remplacé par un "corps de type fini",
ou mieux, par un schéma de base S régulier et de type fini sur
Spec & , en faisant intervenir les opérations des frobénius corres-
pondants aux différents points fermés de S . Il y a lieu alors de

conjecturer 1'égalité dans (10.10) dans cette situation générale, ce

qui généralise la conjecture de TATE pour la base S .

Rappelons cependant [32] que m8me lorsque X est une surface

lisse et propre sur le corps fini FN y ni la conjecture de WEIL ni

celle de TATZ n'est prouvse pour le HZ(i,gi) , celle de TATE étant
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d'ailleurs équivalente (en vertu de ARTIN-TATE) & 1l'hypothdse de fi-

nitude du groupe de Brauer "arithmétique" Br(X) [32].

10.4. Comme nous l'avons déja signalé, lorsque X est lisse sur

le corps k , on peut introduire sur la cohomologie de De Rham

H'(X) de X une filtration par la mé&me formule (10.1), associée
eﬁcore % une suite spectrale analogue & (10.6) E19]A. On ne confon-
dra pas cette filtration par les Filt® Hi(X) avec la filtration par
des Filt'pHi(X,F) , défini par voie purement algébrique en termes
de la définition de H°(X) comme 1'hypercohomologie de X & valeurs
dans le complexe de faisceaux de De Rham, filtration qui est associéé

4 une suite spectrale de terme initial
(10.11) B(X) &= BP0 = 84K, 23,)

(1'opérateur différentiel de E{ provenant de celui de .glx/k) .
Cette deuxiéme filtration joue un rdle analogue & la filtration "a-
rithmétique" désignée par la m8me notation dans (10.2), et la for-

mule (10.10) se remplace ici par la formule
(10.12) PiltPEN(X) < Filt'PEI(X)

valable tout au moins si k est de caractéristique nulle. Lorsque

de plus X est projectif sur k , la théorie de HODGE [3f] prouve
d'ailleurs que la suite spectrale (10.11) est dégénérée, et si k = c,
on trouve un isomorphisme canonique de la cohomologie de De Rham avec
la cohomologie de Hodge.

(10.13) B (x) = 3 8¥x, Q-)Ié/c) ’
P,Q -
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(par une définition transcendante, via 1l'opération transcendante de
"conjugaison complexe" ¢ -3 F dans H'(X) et la filtration Filt!
de H'(X) , donnant naissance & la bigraduation de HODGE). Dans ce
cas, la filtration "topologique" Filt? étant manifestement stable

par conjugaison complexe, la relation (10.12) peut aussi s'écrire
(10.14) FiltPEN (X) < PiltPEY(X) M Fae? El(x)

ol le terme de droite s'explicite également en termes de la bigra-
duation (10.13) comme la somme des termes bihomogénes Hr’S(X) ’
avec T P , S ép - Désignant par X ; 1'espace X(C) muni
de sa topologie compacte habituelle, Hl(X) n'est autre que
Hl(Xcl,_@) @ C , et 1'inclusion (10.14) s'écrit de fagon équivalente

comme une inclusion
(10.15) rilt? B (x . ,0) & Fi1ePEi(x) N AR (R) n ENX L Le
cl’= cl’=

(compte tenu que la filtration "topologique" de ' H*(X) est évidem-
ment déduite d'une filtration sur Hl(Xcl,g)).

La conjecture de TATE généralisée du (10.3) admet comme analogue la

classique conjecture de HODGE [?21 s 1l'inclusion (10.15) est_une éga-

Le cas i = 2p , qui correspond exactement & la conjecture

de TATE proprement dite, n'est autre que la caractérisation conjec-—
turale des classes de cohomologie rationnelles de Hzp(Xcl,Q) qui
correspondent & des cycles algébriques de codimension P s, & coef-

ficients rationnels, comme celles qui sont de type (p,p) .

* (Ajouté en octobre 1968.) On a oublié dans cet énoncé de préciser qu’on suppose i <<m, oii X est équidimensionnel de dimen -
sion m; la théorie de Lefschetz [26] permet d'ailleurs, pour une description de Fiit en termes de Filt’, de se ramener aux i <m:
sii2>m, remplacer p par p +(i—m) dans le deuxiéme membre de (10.15). D’autre part, auteur vient de s’apercevoir que la
conjecture de Hodge est fausse, pour des raisons essentiellement triviales, sous sa forme originale qu’on vient de rappeler, et
doit étre reformulée ainsi: le premier membre de (10.15) est le plus grand sous-espace vectoriel (sur Q) du second membre,
engendrant dans H‘(X,g) un sous-espace vectoriel stable par la décomposition de Hodge.
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11. Appendice: Un théoréme de comparaison de la cohomologie étale

et de la: cohomologie fppf.

Nous allons dans le présent appendice démontrer le théoréme
"rappelé" au début du paragraphe 5, sous une forme un peu plus gé-
nérale (11.7). Les notations sont celles introduites au par. 5, nous

aurons en particulier & considérer le morphisme canonique de sites

. —
D Xpl > X

associé &4 un préschéma X . Nous désignons par Gpl un faisceau

P . -
abélien sur Xpl , et par n un entier P 0

Lemme (11.1). Les conditions suivantes sont équivalentes :

. i s
(i) R px(Gpl) =0 pour 1Lig¢n .

Vi

(ii) Pour tout X' étale sur X , l'homomorphisme canonigue

ifo, _ i
H (Két’px(Gpl) > H (Xél’Gpl)

est un isomorphisme pour i {n , un monomorphisme pour i = nt1 .

(iii) Pour tout localisé strict X de X , on a

E'(%,G ) =0 pour 1¢iJn .
pour 1 £ i ¢

pl)

Démonstration. L'équivalence de (i) et fii) est essentiellement

triviale, et s'étend & un morphisme de sites gquelconques. L'équiva-

lence de (i) et (iii) résulte aussitdt des isomorphismes

i ~ i,
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ot X est le localisé strict de X relatif au point géométrique
X de X [SCA4VIII 4] » limite projective de schémas affines X!
étales sur X . En vertu de [SGA 4VIIT 3.91 le premier membre est

en effet isomorphe &

i
lim H (X! G 1)
v i pl’ pl

lui~méme isomorphe au deuxiéme membre en vertu de la théorie de pas-
sage a la limite [?GA‘QVI par. 6, VII 5] s qQui s'applique en effet

au cas de la topologie fppf, comme & celui de la topologie étale.

Lemme (11.2). ("Lemme de Cartan"). Supposons X local hensélien.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout X' fini localement libre sur X , on a

i .
H (Xél’Gpl) =0 our 14 igmn .

(ii) Pour tout X' comme dessus, et tout X" fini localement

libre sur X' , on a

VAN

Hl(x"/x',cpl)=o pour 1 ¢i¢dn ,

Y
(ol le premier membre désigne la cohomologie de Cech pour le "recou-

vrement" X" - X'),

NB. On dit qu'un morphisme X' —> X est localement libre

si X' est le spectre d'un faisceau d'Algébres qui est localement
libre comme faisceau de modules. Démontrons (11.2) : notons qu'on
peut dans 1l'énoncé supposer que X' —==>» X et X"——» X' sont sur-

jectifs (car l'image est & 1o fois ouverte et fermée), done qu'ils
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sont "couvrants" pour la topologie fppf. Pour un X' fixé, comnme
X' est semi-local hensélien, il est connu que les X" sont cofinaux
dans les familles couvrantes de X' pour la topologie fppf, donc

que pour tout i >1 et tout } [ Hl(X' peut s'effacer

pl ,Gpl) b
par un tel X" . Le lemme (11.2) résulte de la formellement par
un argument oonhu, procédant par récurrence sur n et utilisant la

suite spectrale de Leray pour le "recouvrement" X"/X' .

Nous sommes donc amenés & trouver des critéres de nullité pour
les groupes de cohomologie Hl(X'/X,Gpl) . Signalons d'abord le

lemme préliminaire :

Lemme (11.3). Soit Xé—)Xo un morphisme de X-préschémas. Pour tout

entier j ) O , désignons par X9 (resp. XéJ) le produit fibré

j.éme de X' (resp. de X! = X'xxxo) sur X (resp. sur Xo). Sup-

posons vérifiée la condition suivante :

(L)‘ Pour tout j ) 1 , l'application

j j
G (x9) — o, (x9)

est surjective.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L'application

Hl(X'/X,Gpl) -— Hl(x(;/xo,c

)

pl

est bijective pour 1 é\i {n , injective pour i = n+1 .

(1i) 81 N désigne le foncteur Z ey Ker (Gpl(z) -3 Gpl(zo)) ,
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o Zo = ZxXXO sy On 2

Hi(X'/X,N) =0 pour 1 ign

Démonstration. On a une suite exacte de complexes de cochaines

0 -=» C*(X'/X,N) - C"(X'/X,6) —> C*(X//X_,G)=—=> O ,

compte tenu de la condition (L) . On en conclut une suite exacte

de cohomologie

SOV, &) SN

cees B (X'/K,N) > B (X'/X,0) —> B (X!/X_,G) —> &
gqui implique aussitdt la conclusion voulue.

Voici enfin le lemme clef

Lemme (11.4). Avec les notations de (11.3), suppesons de plus X

local hensélien, Xo ~~>» X une immersion fermée, X' --» X fini
localement libre, que Gp1 satisfasse la condition (L), et qu'il

existe un sous-foncteur ouvert U de Gpl "contenant" la section

unité et qui soit représentable par un préschéma lisse sur X (ces

deux conditions sur G sont automatiquement vérifides si G est

pl pl

représentable par un préschéma lisse sur X). Alors la condition (1)

de (11.3) est vérifiée pour tout n

Lorsque Xo n'est pas de présentation finie sur X , pour pou-
voir dans (11.3) et (11.4) donner un sens 2 Gpl(Xo) , et plus gé-
néralement Gpl(Xéj) sy 11 y a lieu de prolonger canoniquement GPl
en un foncteur (Sch)/xo —> (Ens) , en posant pour tout £ : ¥ = X

sur X Gpl(Y) = f;l(cpl)(Y) . Alors U est encore un sous-fonc-

b
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teur ouvert de Gp1 = G , considéré comme foncteur défini sur tout

(Sch)/x . Nous utiliserons aussi les foncteurs C (G) définis par

cte)(r) = trr/r,e) = o (vt

y it désignant la puissance fibrée (i+1).2me

o Y' = YxXX' ’
de Y' sur Y . Ainsi, g}(c) n'est autre que le foncteur noté
HomX(X'l+1,G) par ailleurs. Les Q}(G) forment un "foncteur-groupe

simplicial" noté g:(G) , et on a des isomorphismes canoniques
e (@)(x) = ¢ (x1/X,6) , C(G)(X)) = CT(X!/X ,6)

On introduit de méme le sous—foncteur 2 (G) de C'(G) , noyau de
1'homomorphisme cobord g?(G) — g}+1(c) sy de sorte qu'on a des

isomorphismes canonigues
i iogy i . Y.
z7(0)(x) = 22 (x7/x,6) , Z(G)(X)) = 27 (X!/X ,G) .
On peut, pour tout i , considérer le sous-foncteur
¢*(v) = Bom (x'**1,u)

de g?(G) + Ces sous-foncteurs, pour i variable, forment un sous-
foncteur simplicial C'(U) de C'(G) (mais en général pas stable,
bien entendu, par la loi de groupe). Notons que chaque Q?(U) est
un sous-foncteur ouvert de g?(G) « On peut d'autre part supposer

U affine, ce qui implique alors que les g}(U) sont représentables

par des schémas affines sur X , qui sont de plus lisses en vertu
de 1'hypothese de lissité sur U (comme on voit par le critére infi-

nitésimal habituel de lissité).

On posera Z (U) = 2'(G) n ¢*(U) , c'est un sous-foncteur de
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Q?(U) s dont on ne sait pas s'il est représentable, faute de pouvoir
. . i+1
affirmer que le cobord d° applique g}(U) dans Q} (U) . Cepen-

dant, posant
et) = a (),

_ i .
on trouve un sous-schéma ouvert de C (U) , contenant la section

nulle, et posant
23(0) = 2@) 0 ¢ (O) = ker (¢h ) - oM ()

on trouve un foncteur représentable par un sous-préschéma de présen-
. o i . . .
tation finie de C' (U) , comme image inverse de la section nulle

de C'i+1(U) par le morphisme de préschémas Q}l(U) BN C'1+1(U) .

Le fait important, qui donne la clef de la démonstration, est

que
(=) a7 et > 2t ), pour 131,

est un morphisme lisse de préschémas. (Ce fait est vrai, indépendam-

ment de 1'hypothése locale hensélienne sur X , et est également in-
dépendant de la donnée de X, et de 1'hypothese (L)). Quitte & fire
un changement de vase affine Y —3> X sy On est ramené a monteer que

81 X est affine, et si Xo est un sous-schéma fermé défini par un

idéal 1 de carré rul, alors pour tout z+ & 2 M (U)(X) , et tout

et & Q}-1(U)(Xo) , tels que
i-1, i1 i
a (e R ) = z
(ol le deuxidme membre désigne la restriction de z> & Xo), il existe

un ot 6-9]1_1(U)(X) s relevant cl;1 » et satisfaisant
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dl—1 (01_1) = zl .

Pour le trouver, on note que, puisque g}1_1(U) est lisse sur X ,
on peut remonter 01;1 en une cochaine c*”' & gjl—1(U)(X) , et

alors

ui = di—1(cl—1) - 1

est un élément de 2'*(U)(X) dont la restriction uz a X est
nulle. Tout revient & prouver qu'il existe un v € g}l—1(U)(X) , tel

que

En d'autres termes, avec les notations de (11.3), on est ramené a

prouver gqu'on a
B (X'/X,N) =0 pour i} 1 .

Or, utilisant la représentabdilité de U , on constate aussitdt que

1'on a un isomorphisme canonique de foncteurs

N(Y) = B°(Y, £ w)) ,

oi £ : Y --> X est le morphisme structural et &) est 1l'image in-
verse, par la section unité, du faisceau .gla/x des 1-différentielles
relatives. Par suite on trouve H'(X'/X,N) = H'(X'/X, Q) , qui est

nul pour i 2 1 comme il est bien connu [16, I, page 181 .

Utilisant la lissité de l'application (®), on va conclure faci-
lement la validité de la condition (ii) de (11.3) (en revenant main-

tenant aux conditions initiales de (11.4), donc sans plus supposer
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X défini par un idéal nilpotent, ce qui prouvera bien (11.4) gréce

& (11.3). Soit (pour i3 1 fixé)

£e@/ameztE

donc zz =0 , on cherche un o> ¢ gj1_1(U)(X) , avec 01;1 =0 ,

tel que di~1(ci_1) = 2" . Or 1'image inverse de la section z> de

g}l(U) sur X par le morphisme lisse (%) est un sous-préschéma 2
de g}l—1(U) lisse sur X , d'autre part on dispose d'une section
de 2 = Zx X sur X

o X o o]

hensélien, on peut alors relever cette section en une section ¢

s Savoir la section nulle. Comme X eost

i~1

de 2 , cqgfd.

Remargues (11.5).

1°) Lorsque dans (11.4) X, est défini par un Nilidéal de
X , on peut affaiblir les autres hypothéses, en se bornant & supposer
X affine (au lieu de local hensélien), et en laissant tomber 1'hy-
pothése que U soit lisse sur X (représentable suffit). Bien en-
tendu, on garde 1'hypothse (L), qui est dans la nature d'une hypo-

thése de lissité.

2°) Pour démontrer la lissité du morphisme () ci-dessus, on
n'a manifestement utilisé 1'hypothése affine sur U que pour pouvoir
affirmer que les deux membres sont bien représentables, ce qui est
le cas sous des conditions nettement plus générales. Par exemple, si
G est représentable et lisse sur X s on pourra prendre G = U dans
des cas importants, par exemple chague fois que G est quasi-projec-—

tif sur X , ou que X est le spectre d'un corps, ou que X' - X
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est radiciel.

Lomme (11.6). Sous les conditions de (11.4) sur X , G , suppo-

sons la condition (L) vérifide pour tout X' fini localement libre

sur X et X = Spec(k(x)) , et X strictement local, i. e+ & corps

résiduel séparsblement clos. Alors on a

i .
B°(X'/X,8,) =0 pour 131 ,
et de méme
i .
H (Xpl’Gpl) =0 pour iyl .

Démonstration. La deuxiéme assertion résulte de la premiére, compte

tenu que les hypothéses sont stables par passage de X 4 X' , et
de (11.2). Pour la premiére relation, compte tenu de (11.4), on peut
supposer que X est égal au spectre d'un corps séparablement clos
k . Alors il est connu que G est méme représentable par un schéma
en groupes lisse sur k [SGA3XVIII] , et par suite (11.5. 2°) 1e

morphisme
_(_!_1-1((}) —> 2°(G) , pour i >t o,

est représentable par un morphisme lisse de préschémas. Pour prouver
que chague point de g_l(G) (x) provient d'un point de 21‘1((}) (x) , il
suffit donc de prouver que le morphisme précédent est surjectif. Or ce-

ci nous raméne au cas od le corps de base k est algébriquement clos

et non seulement séparablement clos, mais alors tout X' fini non vi-
de sur X = Spec(k) admet une section, et par suite H (X'/X,G) = 0

pour i >1 s co qui implique la surjectivité voulue et achéve de
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prouver (11.6).

Mettant ensemble les résultats obtenus (11.1), (11.2), (11.4),

(11.6), on trouve :

Théoréme (11.7). Soient X wun préschéma, Gpl un faisceau abélien

sur Xpl + On suppose vérifides les deux conditions suivantes (rem-

plies en tous cas si @ est représentable par un préschéma lisse

sur X) ¢

(L) Pour tout localisé strict X de X , tout sous-schéma

fermé non vide X, de X , et tout X' fini localement libre sur

X ' o YO ' .

X , posant Xo X xXXo s 1'homomorphisme
G(X') —> a(x})

est surjectif.

—cr e

(R) Pour tout X comme ci-dessus, il existe un sous-foncteur

ouvert U de Gplxxx = 551 s représentable par un préschéma lisse

ot tel que U -—> X soit surjectif (auquel cas, quitte & "translater"

U , on peut méme Supposer que U "contient" la section nulle).

Alors on a les conclusions suivantes :

1°) Les homomorphismes canoniques

i .
H (xét,cét) — Hl(xpl,cpl)

des 1 . . - o
sont des isomorphismes, o G, px(cpl) est la restriction de Gpl

au site étale. En particulier, on a
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Hi(Xpl’Gpl) =0 pour i1 ,si X est strictement local.

2°) Si X, est un sous-préschéma fermé non vide de X , X

local hensélien, alors les homomorphismes de restriction

5 (X,6) —» E(X_,6_) pour i 1

sont bijectifs, ol les groupes de cohomologie sont pris au sens de

la topologie étale ou fppf indifféremment, et o Go = GplxXXo .

3°) Sous les conditions de 2°), pour tout X' fini localement

libre sur X , les homomorphismes de restriction

i i .
H (X‘/X,Gpl) —> H (xg/xo,Gpl) pour i >

sont bijectifs. En particulier,

Hl(X'/X,Gpl) =0 pour i}» 1 , si X strictement local.

Démonstration. Seul 2°) n'est pas encore démontré. Notons qu'en vertu

de 1°), les deux énoncés contenus dans 2°), suivant la topologie
adoptée, sont équivalents ; travaillons par exemple sur Xpl . En
vertu de la suite exacte 0O - N —-» Gp1 - Gpl o > 0 , et compte

tenu de la condition (L), on est réduit & prouver qu'on a

Hl(Xpl,N) =0 pour iH 1 .

4

En vertu de (11.2) cela se ramdne aux relations

H' (X'/X,N) =0 pour i 1

4

qui en vertu de (11.3) équivalent & la conclusion de 3°), déja prou~

vée, cqfd.
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Remarques (11.8).

1) Dans 2°) et 3°), on peut remplacer 1'hypothése que X soit
local hensélien par celle que X soit affine et XO défini par un
Idéal nilpotent de X , en reformulant convenablement (L) et (R)

cf (11.5, 19.

2) On fera attention que m@me en interprétant 1'énoncé 2°) au
sens de la topologie étale, 1'isomorphisme envisagé n'est pas trivial

(et ne se réduit pas & 1'énoncé analogue pour un faisceau étale Gét

sur X . et sa restrictiond X ., 1SGA4 VIII 8.6.7) ). En effet,

la restriction G0 de Go au site étale Xo/ de Xo n'est

ét ét

Pas en général isomorphe & la restriction du faisceau étale Gét sur

X 4 ce m&me Xo .

ét ét

3) On peut, par essentiellement la méme méthode, prouver un

énoncé correspondant 4 (11.7), pour un faisceau en groupes Gpl non
nécessairement commutatif sur Xpl y et les H1 correspondants,
généralisant [SGAS XXIV 8.1.] s (ot on avait fait des hypothéses de
quasi-projectivité, pour assurer la représentabilité des g}(G) de

la démonstration de (11.4)).

Une remarque analogue s'appligue au résultat (11.9) qui suit.

Corollaire (11.9). Soit Gét un faisceau étale sur X , et consi-

< * . . ’
dérons GPl = p (Gét) y Son image inverse sur le site fppf Xpl par

le morphisme canonique de sites 7p : Xpl - Xét . Alors 1'homomor-

phisme canonique

Ggy —> P (05)
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est un isomorphisme, et si Gét est un faisceau abélien, les homo-

morphismes canoniques

i i
H (Xét’(}ét) —> K (Xpl’Gpl)

sont des isomorphismes.

Démonstration. La premiére assertion équivaut encore & dire que le

foncteur p sur les faisceaux étales est pleinement fiddle, ou en-

core que 1'homomorphisme
2°(X,,,G.,) — H°(X_,6_.)
ét? ét pl? pl

est bijectif, et que l'assertion analogue reste vraie en remplagant
X par un X' étale sur X . En fait, on vérifie, de fagon plus
générale, que pour X' £ Ob Xpl y & morphisme structural £ : X' -> X ,

on a une bijection
G (X') = pr(a . )(X") 2 £% (6, )(x")
pl ét ét" ét ’

qui est fonctorielle en X! et Gét , et permet donc d'interpréter

lt'opération p* en termes d'opérations entre sites étales. Cette in~

terprétation de Gpl permet de vérifier sans difficulté que Gp1

satisfait aux conditions de (11.7), car elle rend (L) triviale, tan-
dis que (R) se vérifie en prenant simplement la section nulle de Gpl ,
qui définit un sous-foncteur de Gpl gréce a [SGAQVIII 6.1 ] . La

conclusion 1°) de (11.7) jointe & la premidre assertion déja admise

de (11.9) implique alors aussitdt la deuxidme assertion de (11.9).
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ERRATA ET COMPLEMENTS.

p. 89, ligne 8:

Comme me 1'a signalé J.P. Serre, sans la restriction qu'on vient d'insgé-
rer, le théoréme du texte est probablement faux, mais néanmoins la re-
lation Br(K) = O reste vraie sans cette restriction. Il suffit, pour
le voir, de reprendre la démonstration classique (non cohomologique) du
fait que tout corps gauche fini sur XK de centre X est identique &

K , utilisant l'extension au corps gauche de la valuation qu'on & sur
K . Cet argument marche en effet en supposant seulement V hensélien,

au lieu de complet.

p. 93, Corollaire (2.2):
Comme fait remarquer J.P. Serre, la suite exacte écrite dans

ce corollaire se décompose en des suites exactes courtes

0 —> B'(k,G) --> B'(K,6 ) — B (k,0/2) —>0 , (i32)
qui splittent (le choix d'une uniformisante de V définissant un split-
tage de ces suites exactea). Pour le voir, il suffit de définir pour tout
iy 2 un homomorphisme Hi-1(k,9/§)z Hi(k,g) e Hi(K,_Gm) , inverse &
gauche de Hi(K,gm) - Hi'1(k,g[§) « On prend le composé
Hi(k,g) -—3 Hi(th) -—é'Hi(K,gm) , od la derniére fléche est celle dé-
duite de l'homomorphisme (g)K — gm provenant du choix d'une unifor-

misante de V . On a en particulier
Br(X) >~ Br(k) + H’(k,g/g) y

isomorphisme du déjd & WITT (1936).
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CLASSES DE CHERN ET REPRESENTATIONS LINEAIRES

DES GROUPES DISCRETS

par A. GROTHENDIECK

§ 0. Introduction.

0.1. Soit G wun groupe discret opérant linéairement sur un espace
vectoriel complexe E de dimension finie. Il est bien connu comment asso-

cier 3 E des "classes de Chern"
2i
(0.1) c,(E) € B°°(6, Z) .

Pour ceci, on interprite la cohomologie entidre de G comme &tant celle

de son "espace classifiant" BG |:7] [34] , et utilisant le fibré uni-

versel EG » qui est un fibré principal de base BG s, groupe G ,
pour tordre E , on trouve un fibré vectoriel associé

E - (E,G) = (EGX E)/G , (ot on fait opérer G sur [EGX E par
gla,x) = (a.g—1 »8.X)) . Par définition, les classes Ci(E) sont les

classes de Chern du fibré vectoriel [E sur BG (cf. [Zil pour la défi-
nition et les propriétés des classes de Chern de fibrés vectoriels).

Cette définition des classes (0.1) est indiquée dans 1'appendice 2 El;] ,

ol est également soulevée la question d'une définition purement algébri-
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que de ces classes, n'utilisant pas la construction (de nature topolo-
gique et transcendante) de l'espace classifiant BG . Le but initial

du présent travail a été de fournir une solution a ce probléme,

0.2, Signalons d'abord qu'il y a lieu de reformuler le probléme ini-
tial, dont la solution est négative pour des raisons triviales que nous
allons expliquer maintenant. Notons que par "définition purement algé-
brique" il faut entendre sans doute une définition iﬁdépendante de la
topologie mise sur le corps des complexes, et qui garderait donc un sens

si ce corps était remplacé par n'importe quel corps de base, soumis au
besoin & des conditions purement algébriques convenables, telles que celle
d'étre algébriquement clos, ou méme d'8tre isomorphe au corps d: des nom-
bres complexes (i.e, d'8tre en plus de caractéristique nulle et de degré

de transcendance sur le corps premier égal a la puissance du continu). On
demanderait alors aux classes de Chern (0.1) d'&tre inchangées pour un
changement de corps de base par un isomorphisme k —> k' (et en particu-
lier, par automorphismes du corps k). De plus, dans le cas ot k = C s
elles doivent cotfncider avec les classes définies plus haut par voie trans-
cendante., Or, m@me en se bornant a la seule classe Cl(E) , au cas de vec-
toriels E de dimension 1, et du seul corps de base k = C , on voit fa-
cilement qu'une telle théorie n'existe pas, méme si G est un groupe
cyclique d'ordre n > 1 . En effet, la donnée d'une représentation linéaire

de G dans un espace vectoriel E de dimension 1 sur k revient a la

B

donnée d'un homomorphisme G —3 k¥* de G dans le groupe k¥ des é&léments
inversibles de k , ou encore (tout élément de G étant d'ordre fini)

d'un homomorphisme
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(0.2) 6 — foo (k) ,

ol "t,oo(k) désigne le groupe des racines de l'unité de k . D'autre
: s i . .

part, G étant fini, donc H (G,Q) =0 pour i > 0 , la suite exacte

de cohomologie associée & la suite exacte de G -modules triviaux

0 ~> Z — @ - Q/Z —3% 0 nous donne un isomorphisme canonique
0.3) i, 70 == u'(c, QZ) = von(c, Q/Z

de sorte que la définition d'une classe CZ(E) e H2(G,Z_') revient a la

définition d'un homomorphisme

(0.4) c —> @/Z .

D'ailleurs, lorsque k est algébriquement clos de caractéristique nulle,
on sait que le groupe nrt,o,(k) est isomorphe (non canoniquement) au

groupe @/Z . Si on a méme k = a: , alors un isomorphisme canonique
~/

(0.5) §: ot © E QI Z

peut &tre choisi de fagon bien connue, utilisant 1'exponentielle :

(0.6) @ (qmodZ ) = exp (2i Tq) pour q€ (93

On vérifie aussitdt que via les isomorphismes (0.3) et (0.5) , la clas-
se de Chern cl(E) définie dans 0.1 n'est autre que 1'homomorphisme (0.2),
i.e. qu'on a égalité entre ce dernier et (0.4) modulo l'identification
(0.5) . or 1'isomorphisme (0.5) n'est pas de nature algébrique, mais uti-
lise au contraire de fagon essentielle la topologie du corps @ ; en fait,
on sait, par un théoréme classique de GAUSS [29, pP. 5?] que composant cet

isomorphisme avec les automorphismes de IF“(@) induits par les automor-
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phismes du corps des complexes, on trouve tous les isomorphismes possibles
entre @/Z et ”4,0,,(¢) , qui forment un torseur (= ensemble princi-
pal homogene) sous le groupe Aut(@/Z):TT Z; , produit des groupes
zzrt des entiers ! -adiques, pour tous les nombres premiers I ., Ce-
c¢i montre donc que la classe cl(E) définie par voie transcendante n'a

pas la propriété d'invariance algébrique demandée.

0.3. Ces considérations suggdrent cependant que pour trouver une dé-
finition purement algébrique des classes de Chern ci(E) , 11 faudra
remplacer le groupe de coefficients 77 par des groupes différents, atta-
cés fonctoriellement au corps de base k (#), et plus spécifiquement, au grou-
pe ”t¥£k) des racines de 1'unité dans k . En fait, étant fixé un en-
tier n premier 2 la caractéristique de k , et désignant par ”tn(k)

le groupe des racines n.2mes de l'unité dans k (isomorphe, non canoni-
quement; au groupe ZZ/n ZZ) s on trouve aisément une définition algébrique

d'une classe

. 2
(0.7) cl(E) € H°(G, Ht,n(k)) s
définie comme

(0.8) ¢, (B) = @

»*
deﬂl(c,k*) i.e. d:G = k
est défini comme le déterminant de la représentation linéaire donnée de

G dans E

(*) Supposé algébriquement clos dans ce qui suit.
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(0.9 d(g) = dét (gE) .

et ol 3 est l'opérateur cobord de la suite exacte de cohomologie associée

2 la suite exacte de G -modules triviaux (dite "de KUMMER")

n
(0.10) 0= 0 — P e 2.5 k*—, 0

La classe (0.7) jouera alors le rdle d'une premidre classe de Chern

"mod n" . La formule habituelle d'additivité pour une extension
0 — E' —> E— E"— 0

de deux représentations
Ci(E) = 2 C.(E')ck(E") s
k=i

N

nous oblige alors, pratiquement, & chercher une définition des classes de

Chern mod n supérieures comme étant des classes

i facteurs

0.1 ¢, (®) € 1M, ”pn(k)& 1y, o ﬂrt/n(k)@l i AR A

0.4, Dans ce travail, nous présentons une construction algébrique de
tels invariants (0.11) , et explicitons leur lien avec la réduction mod n
des classes de Chern entidres (0.1) définies par voie transcendante, lors-
que le corps de base k est égal a C . on obtient 1'équivalent algébri-
que des classes de Chern enti2res, sur un corps algébriquement clos k
quelconque, en introduisant, pour tout entier ¥ premier a la caractéris-~

tique de k , le module de Tate

(0.12) Tl(k)= <1_vn_n Hvrv(k) R

qui est un ZZ 1-.module isomorphe (non canoniquement !) 2 2271 , ses
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puissances tensorielles

Tr(k)Qi , ie 4

également isomorphes (non canoniquement) 2 ZZI , et les groupes de co-
homologie de type Y -adique, définis par

e, 0fh = gmade, gy ®h
y

Alors la collection des classes de Chern mod 1‘) , pour ¥ variable, dé-

finit des classes de Chern
(0.13) c,(E) € H21(G,Tl(k)®1) ,

qui donnent 1'approximation algébrique la meilleure possible aux classes de
Chern entiéres transcendantes (0.1) . Elles ont, d'autre part, toutes les
propriétés désirables : non seulement celles familidres de la théorie trans-
cendante, mais également les propriétés de fonctorialité pour un corps de

base k wvariable,

0.5. I1 résulte de ces propriétés fonctorielles que dans le cas ol la
représentation linéaire donnée de G , sur le corps algébriquement clos

k , provient d'une représentation définie sur un sous-corps k0 , (plus

généralement, lorsque la classe mod. isomorphisme de cette représentation

est "rationnelle sur ko "), alors les classes Ci(E) de 0.13 sont in-

variantes par action du groupe des ko -automorphismes de k , C'est 1la

une condition cohomologique nécessaire tout-a-fait non triviale pour la

possibilité de réduire le corps de base de la représentation & un sous-

corps ko . Lorsque kO est de type fini sur le corps premier, il en ré-

sulte par exemple (grice au fait qu'alors le groupe des ko -automorphis-
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mes "opére énormément" sur les racines de l'unité et par suite sur les

modules de Tate Tl(k) ) que toutes les classes de Chern ¥ -adiques sont

des classes de torsion. Ainsi, lorsque G est de type fini, comme on

peut toujours réduire alors le corps de définition & un corps de type
fini au sens absolu, on trouve que dans ce cas toutes les classes ci(E)
! -adiques sont des classes de torsion ! On retrouve ainsi par voie a-
rithmétique un résultat "transcendant" connu [?2, p. 22%] [?QJ , qu'on
peut exprimer en disant que pour toute représentation linéaire d'un grou-
pe discret G dans un vectoriel de dimension finie sur d: , les clas-
ses de Chern rationnelles sont nulles, (ou, ce qui revient au méme
moyennant une restriction convenable assez anodine sur G , que les
classes de Chern entidres sont des classes de torsion). La méthode arith-
métique donne cependant des résultats beaucoup plus précis, en permettant
de majorer multiplicativement les ordres de ces classes de Chern entidres
Ci(E) , en fonction de la structure d'un corps de définition ko de type
fini, et plus précisément, en fonction de la sous-extension cyclotomique

maximale de k_ (voir 4.11 pour 1l'énoncé précis).

0.6, Le principe de définition des classes de Chern "arithmétiques"
(0.11) est le suivant. On remarque qu'un substitut algébrique de 1l'espace
classifiant BG du groupe discret G est tout trouvé : c'est le "topos"
formé des G -ensembles (i,e. des ensembles sur lesquels le groupe G o-
pere). Les faisceaux abéliens (ou groupes abéliens) de ce topos sont en
effet simplement les G -modules M , le foncteur "sections" est le fonc-
teur M ~> H°(G,M) = M , et les foncteurs dérivés de ce foncteur, i.e,

les groupes de cohomologie du topos, sont, par définition méme, donnés par

les groupes de cohomologie Hl(G,M) de G . D'autre part, munissant ce
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topos du faisceau d'anneaux constant défini par le corps k , une repré-
sentation linéaire de G sur k n'est autre qu'un k -Module sur le to-
pos, lequel est localement libre de type fini si et seulement si la re-
présentation correspondante de G est de dimension finie, Il s'impose

alors de paraphraser la construction des classes de Chern, donnée dans [}i] s
dans le cas des Modules localement libres de type fini sur un topos locale-
ment annelé quelconque. Cette construction est esquissée dans ce cadre gé-
néral dans le § 1. Signalons qu'elle fait un usage essentiel de la cohomo-
logie étale [2] . Ainsi, dans le cas du topos associé a un groupe discret

G , et du Module associé & une représentation linéaire de G dans un
vectoriel E sur k , elle fait intervenir la topologie étale du schéma
projectif P(E) associé 3 E , via la cohomologie étale mixte de ce sché-
ma, considéré comme schéma 2 groupe d'opérateurs discret G . Au § 2, nous
définissons de fagon générale la cohomologie étale mixte d'un schéma X 2
groupe discret d'opérateurs, sur le modéle de [ié] , et définissons (suivant
le programme esquissé au § 1) les classes de Chern mixtes pour un faisceau
localement libre "a opérateurs" E sur (x,6) . Cette définition contient

comme cas particulier la définition des classes (0.11).

Il convient de remarquer cependant que cette définition est consi-
dérablement plus riche que celle envisagée dans 0.3 , qui correspond au
cas ot X est le spectre d'un corps algébriquement clos sur lequel G o-
pére trivialement, Ainsi, pour une représentation linéaire de G définie
sur un corps de base arbitraire k » la i.2me classe de Chern mod n se

ftrouve dans un groupe de cohomologie mixte

(0.14) ci(E) € HZi(Spec (k),6 ; an ® i) s
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qui fait intervenir simultanément la cohomologie du groupe discret G et
la cohomologie du groupe profini TTl(k) = Gal (k/k) , od k est une clé-

ture algébrique de k ., L'homomorphisme canonique
0.15) H2i(spec();q, "un“’l) —§H21(Spec(E),G;H‘bn®1) = HZl(G,ﬂon(E)m)

est en général loin d'@tre injectif, et la classe (0.14) peut fort bien
étre non nulle, alors que son image (0.11) (ot on remplace k par k)

par 1'homomorphisme (0.15) est nulle. C'est ainsi que nous verrons sur des
exemples que lorsque k est de type fini, donc que (comme il a été dit dans
0.5) la classe de Chern 1! -adique (0.11) de la représentation de G dans
EC)kE est une classe de torsion, il n'en est pas nécessairement de méme de
la classe de Chern Y -adique sur k , définie par les classes (0.14) ol

n parcourt les puissances de Y . On peut bien entendu dans de telles ré-
flexions remplacer le corps de base par n'importe quel anneau de base. On
trouve par exemple de cette fagon des conditions cohomologiques nécessaires
pour la possibilité de la restriction du corps (ou de l'anneau) de base, dans
une représentation linéaire donnée de G : savoir que toutes les classes de
Chern proviennent de classes de Chern mixtes relatives 2 l'anneau plus petit.
Ces conditions sont considérablement plus fortes que celles signalées a la
fin de 0.5. Il semblerait d'ailleurs intéressant d'examiner la question :
dans quelle mesure ces conditions cohomologiques nécessaires sont-elles aussi
suffisantes, en travaillant avec des représentations virtuelles (éléments des
anneaux de représentation Rk(G)) plut6t qu'avec des représentations effec-

tives?

0.7. Dans le § 6, utilisant le méme principe de construction, mais en
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utilisant la cohomologie de DE RHAM ou de HODGE des schémas, plutdt que

leur cohomologie I ~adique, on trouve deux autres variantes de la notion

de classes de Chern d'un Module localement libre 4 opérateurs. Elle com-
prend encore comme cas particulier la définition de classes de Chern pour
une représentation linéaire d'un groupe discret G , qui devrait pouvoir
rendre des services analogues 2 ceux de la définition 1 -adique. Ces
classes, liées aux différentielles absolues du corps ou anneau de base, sont
de ce fait de nature exclusivement arithmétique (m@me lorsque le corps de
base est le corps des complexes !). La question des relations entre ces
classes de Chern au sens de DE RHAM ou de HODGE avec les classes de Chern

! -adiques (comme d'ailleurs de celles-ci entre elles) est une question fort
intéressante, qu'on peut considérer comme un cas particulier de la question
analogue pour la cohomologie des schémas - question qui est loin d'&tre é-
claircie & 1'heure actuelle. Notons que les classes de Chern de DE RHAM ont
1'avantage sur les classes Y -adiques de se construire sans hypothése sur
les caractéristiques résiduelles de la base. En revanche, lorsque le groupe
G est fini, et qu'on travaille sur un corps de base de caractéristique nul-
le, les classes de Chern style DE RHAM sont toutes nulles ; et lorsque 1l'on
travaille sur l'anneau des entiers d'un corps de nombres, il en est encore
de méme des ¢, pour 1> 1 . Dans le cas des groupes finis, cela limite

forcément 1'intérét de ces classes de Chern style DE RHAM,

0.8, Bien entendu, la construction du topos envisagé au début du § 0.6
se généralise aussit8t au cas ol on remplace le groupe G discret par un
groupe algébrique quelconque sur un corps donné, ou plus généralement par un

schéma en groupes sur une base quelconque (ou, également, par un groupe to-
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pologique quelconque). On est ainsi conduit au "point de vue faisceautique"

dans la théorie de 1l'espace classifiant, qui sera exposé systématiquement

ailleurs [ié] . De ce point de vue, on peut envisager la construction des
classes de Chern Y -adiques (resp. style DE RHAM, ou HODGE) pour les Modules
localement libres sur les topos localement annelés, comme réduite & la méme

construction dans la situation "universelle" : celle du topos étale associé

Spec(Z5))

for

-1
au site des schémas de type fini sur S = Spec 7/ [1 ] (resp. S
schéma en groupes d'opérateurs G = Gl(n)S (le schéma en groupes linéaire

sur S), ce topos jouant le r8le d'un "topos classifiant" pour le groupe li-

néaire G . La classe de Chern Y -adique (disons) "universelle" pour les

fibrés de rang n est alors une classe de cohomologie I -adique de ce topos :

21 ®i
(0.16) c, € H (B ol(m) TI ) .

Cela permet une approche assez différente [15] pour la définition des diver-
ses variantes des c, - Nous verrons par exemple dans loc. cit. que la coho-
mologie de ce topos classifiant (3 coefficients ¥ -adiques constants tordus)
est isomorphe & celle du schéma grassmanien habituel sur S , et que via cet
isomorphisme, les ¢y sont les classes de cohomologie associées [ié] a des
cycles convenables sur la grassmannienne, - cycles d'ailleurs exprimables en
fonction des classiques cycles de Schubert, Ainsi peuvent se préciser les liens
entre la théorie arithmétique et la théorie topologique transcendante des clas-
ses caractéristiques, En méme temps, la nature des faisceaux de coefficients
naturels pour les classes de Chern [ -adiques peut s'interpréter par le phé-
ﬁbméne, sans doute assez familier a l'heure actuelle, que la classe de coho-

mologie associée a un cycle de codimension i sur un schéma régulier est re-

lative au méme faisceau de coefficients ¥ -adique,
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®i _ ., @i
Ty = lim ﬂtro s
V
que la i.eéme classe de Chern d'un fibré vectoriel (la source commune de

1l'introduction de ces sempiternels faisceaux étant comme de juste la suite

exacte de KUMMER (0.10)).

Signalons que, suivant la méme voie, on parvient [15] a4 une théo-
rie générale des classes caractéristiques en géométrie algébrique, englobant

également la théorie des classes de STIEFEL-WHITNEY pour les fibrés ortho-

gonaux ; d'ol en particulier une théorie des classes de STIEFEL-WHITNEY pour
des représentations linéaires de groupes dans des espaces vectoriels munis

de formes quadratiques non dégénérées.

0.9. L'énoncé transcendant auquel on a fait allusion dans 0.5 peut
s'énoncer encore en disant que si H est le groupe linéaire complexe 3 n

variables, G un groupe discret, et
(0.17) u:G-—H

un homomorphisme de groupes, alors 1'homomorphisme correspondant

induit un homomorphisme nul sur la cohomologie rationnelle

(0.18) Hl(BH, Q) — Hl(BG,(R) est nul pour i>0 .
De fagon équivalente, si X est un espace topologique (un polyegdre fini, si

on veut), et P un fibré principal sur X de groupe H , associé 3 une re-

présentation (0.17) de son groupe fondamental
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G = ’Wl(x) ,

(ce qu'on exprime parfois en disant que P est un fibré principal plat sur
X , ou lorsque X est une variété différentiable, que P admet une con-

nexion intégrable invariante par H ), les classes caractéristiques ration-

nelles de P sont nulles, i.e.
(0.19) Hl(BH,Q) _— Hl(X,Q) est nul pour i S0

I1 est connu que cette propriété s'étend au cas ot H est, plus généralement,
un groupe complexe réductif dont le groupe des composantes connexes est fini
(ce qui implique aussitst la méme conclusion lorsque H est un groupe de Lie
compact, en utilisant le groupe complexe associé [10] , qui satisfait en ef-
fet aux hypoth2ses précédentes). Cet énoncé, plus général en apparence, est
d'ailleurs une conséquence immédiate du cas particulier oi H est le groupe
linéaire, gridce au fait que pour un groupe complexe réductif connexe H ,
1'anneau caractéristique H*(BH,Q) est engendré par les classes de Chern des
fibrés vectoriels complexes ;ur BH associés aux représentations linéaires
complexes de H (‘*).

Le théoréme qu'on vient de signaler ne s'étend pas au cas o H
est un groupe de Lie connexe réel (méme semi-simple) ou complexe quelconque,
[32, cor. au Th. 2] . Dans un appendice 2 ce travail, nous prouvons par con-
tre qu'il suffit que H soit un groupe de Lie complexe algébrique, Notre dé-
monstration est transcendante en apparence, mais signalons que l'on pourrait
encore en donner une démonstration arithmétique, par essentiellement le méme

argument d'invariance que celui indiqué dans 0.5 ; il suffirait pour cela

%) Ce dernier fait, qui ne semble pas figurer explicitement dans la litté-

rature, doit cependant &tre considéré comme "bien connu", et il peut servir de
base a un traitement considérablement simplifié de la théorie des classes ca-

ractéristiques des groupes de Lie connexes.
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d'utiliser la théorie algébrique [15] de la cohomologie classifiante pour

les groupes algébriques (3 laquelle nous avons fait déja allusion dans 0.8).
L'auteur pense que la raison profonde du théor2me en question,et qui tient le
plus directement compte de l'hypothese d'algébricité faite sur H , est bien

donnée par la démonstration arithmétique a laquelle on vient de faire allu-

sion,

0.10. Remarquons encore que le théor2me précédent n'est pas le seul exem-
ple connu de théorgme, de nature topologique ou géométrique par son énoncé,
dont la démonstration naturelle (ou méme la seule démonstration connue) se
fasse par voie arithmétique, par un procédé de réduction a des corps ou an-
neaux de base de type fini au sens absolu. Peut-&tre le premier exemple connu
est le beau théoréme de LAZARD [30] , suivant lequel toute loi de groupe, don-
née par des formules polynomiales sur un espace affine k" sur un carps k
est nécessairement nilpotente, qui se prouve par réduction au cas ot k est
un corps fini, auquel cas le théordme est trivial, (Il ne semble pas qu'on
connaisse une autre démonstration "élémentaire" de ce théoréme ; la seule autre
démonstration que je connaisse utilise la théorie de structure de BOREL des
groupes algébriques affines, et la théorie de la cohomologie étale). Pour un
autre exemple, tiré de la théorie "géométrique" des familles de variétés a-
béliennes en caractéristique nulle, par réduction & une situation & corps ré-
siduel fini, nous renvoyons & [21] , ou sont combinées méthodes arithmétiques
et transcendantes, Comme dernier exemple, reposant d'ailleurs comme 0.5 sur
les propriétés galoisiennes du groupe des racines de l'unité, signalonms encore
ici sans démonstration le théoreme suivant, qui utilise de plus la résolution

des singularités de HIRONAKA :

Soit f : X —>» S un morphisme propre d'espaces analytiques com-
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plexes, avec S non singulier de dimension 1, supposons que X ssit "al-

gébrique relativement 3 S ", par exemple soit un sous-espace analytique

fermé de SxPE (f étant induit par la projection PT, de ce dernier).

Alors il existe une partie discradte T de S telle que, pour tout entier

i , le faisceau le* (d}x) soit localement constant sur S-T (ol (QX

désigne le faisceau constant de valeur (@ sur X), donc donné sur S-T

par une représentation linéaire de T[l(S-T,sO) (groupe fondamental de

S-T en un point base donné so) par automorphismes d'un espace vectoriel
i i
H =H (XS ,(Q) de dimension finie sur () . De plus, pour tout s € T
o
désignant par LS 1'élément du groupe fondamental de S-T dé&fini par_un

, . . . n(s)
"lacet autour de s " issu de S, il existe une puissance LS

i (%)

(avec

n(s) > 0) qui opere de facon unipotente sur les V

J'ignore si un énoncé de cette nature est valable lorsqu'on aban-
donne 1l'hypothese d'algébricité relative faite sur le morphisme f , et j'ai

. (% %)
tendance & suspecter que non

; remarque analogue pour la formulation
hypothétique, en termes de familles analytiques de tores complexes sur une
base algébrique, du résultat cité de [21] sur les familles algébriques de
variétés abéliennes. Comparer aussi avec le résultat négatif signalé dans

0.6, et la question soulevée plus bas (4.14 a)) pour les classes de Chern

"mixtes" sur les variétés analytiques complexes compactes,

0.11. Dans le méme ordre d'idées que les réflexions qui précédent, on
*

) Ce théoréme figure dans une lettre de 1l'auteur & J.P.SERRE, du

5.10.1964.

(% %)

Aprés avoir rédigé le présent article, l'auteur a pris connaissance
d'un preprint d'un travail de P.A. GRIFFITHS, annoncant un résultat sensible-
ment identique (par une démonstration transcendante, utilisant les techniques
de LEFSCHETZ) : cf,P,A. GRIFFITHS, On the periods of integrals of algebraic
manifolds (Summary), (miméographié, Berkeley). Dans une communication per-
sonnelle, P.A. GRLFFITHS a précisé que l'hypoth2se d'algébricité n'est en
fait pas requise ; par contre, il suppose X et les fibres "générales"
non singuliéres.
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peut remarquer que beaucoup d'énoncés de topologie gardent un sens, et peu-
vent encore se démontrer, dans le contexte des variétés algébriques "abs-
traites", et plus généralement des schémas (par exemple en utilisant la to-

pologie étale de ceux-ci). Ce sont méme souvent des cas particuliers de tels

théordmes sur des schémas généraux (valables généralement en caractéristique
quelconque), Il doit en &tre ainsi, bien entendu, des théordmes topologiques
concernant plus spécialement les variétés algébriques (tels les théoremes du
type de LEFSCHETZ pour les sections hyperplanes des variétés projectives,
quoique une démonstration en termes de cohomologie étale n'ait pas encore été
trouvée 2 l'heure actuelle pour le plus profond d'entre eux). Cette remarque
prend tout son sens lorsqu'on observe que certains des espaces les plus im-
portants pour les topologues sont bien des variétés algébriques complexes.
C'est ainsi que, aux groupes de Lie compacts chers aux topologues, il y a
tout avantage, pour une meilleure compréhension géométrique de la situation,
4 substituer les groupes complexifiés [10] , qui fournissent les mémes inva-
riants homotopiques, mais ont 1'avantage d'é&tre des groupes linéaires algé-

briques sur € ; on constate que le fibré universel E et 1l'espace clas-

G
sifiant BG d'un tel groupe, qui se construisent en termes de variétés de
STIEFEL ou de GRASSMANN complexes, sont également des variétés algébriques
(plus précisément, des limites inductives de telles variétés). La cohomologie
entiere de BG (du moins modulo torsion, et pour G connexe) peut d'ailleurs
s'interpréter de facon purement algébrique comme son anneau de CHOW (fait
assez spécial aux variétés algébriques en question, et qui avait été signalé
déja dans [18, 4—24] ) ; on peut également la remplacer par les cohomologies

Y -adiques. C'est en ce sens, par exemple, que la théorie des espaces clas-

sifiants des groupes de Lie compacts peut &tre considérée comme un chapitre
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de géométrie algébrique "abstraite'", et qui pourrait &tre traité (du moins
pour ses"fésultats cohomologiques les plus importants) par les méthodes de
géométrie algébrique, comme il sera plus ou moins clair pour le lecteur at-
tentif de [18] ; comparer § 0.7, et cf [15] pour un exposé de ce point de
vue, Comme le groupe K(BG) topologique peut également s'interpréter comme
le groupe K des classes de faisceaux cohérents sur la variété algébrique
B (ou du moins comme une limite projective des groupes K des variétés

G

algébriques dont BG est la limite), ceci invite donc aussi & reconsidérer
les théorémes connus récents de ATIYAH [ﬁ] » SEGAL-ANDERSON [1] et KAROUBI
[27] sur la comparaison de 1l'anneau des représentations (complexes, complexes
orthogonales ou complexes symplectiques) de G , et du groupe K corres-
pondant (KU , KO ou KSp) de B , en termes de géométrie algébrique sur

G

un corps de base (voireun schéma de base) général.

Comme autre exemple du r8le clef joué par les variétés algébriques
en topologie, rappelons la détermination par MILNOR et NOVIKOFF [33] de 1'an-
neau de cobordisme quasi-complexe, dont les générateurs sont les classes

de certaines variétés algébriques complexes projectives trés simples.

Ces exemples, et bien d'autres, permettent de prévoir que les in-
ter-relations entre la topologie, la géométrie et l'arithmétique (sans compter
l'analyse, comme auxiliaire de tous trois) ne pourront que se multiplier et
se resserrer dans l'avenir, pour le plus grand bénéfice de chacune de ces

disciplines, et le plaisir et la délectation des mathématiciens concernés.

§ 1. Classes de Chern sur un topos localement annelé.

1.1, Dans le présent paragraphe, nous donnons 1l'esquisse d'une théorie
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des classes de Chern sur un topos 137, 11 4.12] localement annelé [22] s
via une théorie de la "cohomologie étale des topos localement annelés", qui
devrait &tre écrite sur le mod2le de [2] . Dans le cas d'un espace topolo-
gique ordinaire, annelé par les fonctions continues 3 valeurs complexes,
cette théorie est essentielleﬁent la théorie ordinaire des classes de Chern,
traitée suivant la méthode de [lj] » & la différence prés qu'ici les coef-
ficients naturels sont des faisceaux de racines de l1'unité tordues, au lieu
du faisceau constant des entiers, la suite exacte de KUMMER (1.1) rempla-

cant la suite exacte de 1'exponentielle
0 — Z — 0, — d)* — 0
X X X

(qui, elle, fait appel 2 la structure topologique des groupes de sections
du faisceau structural). Dans le cas d'un schéma, la théorie des classes de
Chern est esquissée dans [25] » sur le méme mod2le. Dans les deux paragra-
phes suivants, nous développerons directement, sur ce modéle, la théorie
des classes de Chern sur les schémas 2 opérateurs, sans nous appuyer expli-
citement dans ce cas particulier sur la théorie des schémas relatifs de [22] s
ni celle de la cohomologie étale des topos localement annelés généraux, qui
reste & écrire, La lecture du présent paragraphe n'est donc pas, 2 stricte-
ment parler, indispensable & 1'intelligence du présent article., Il fournit
cependant le principe unificateur pour les diverses variantes de la notion
de classe de Chern, et a été la motivation initiale pour la définition don-
née au paragraphe suivant, qui n'est qu'un simple exercice de transcription

de la définition générale donnée ici.

1.2. Soit X wun topos localement annelé. Nous supposons défini, sur le

modale de [2, Exp. VII] » le"site étale de X" (¥bnt la catégorie des fais-

(%) Cette construction est faite maintenant dans [22].
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ceaux sera notée ici xét , pour éviter des confusions avec le topos de

départ X ., Soit n > 0O un entier tel que n. 1X soit une section inver-
sible du faisceau structural (Dx . Considérant sur Xét le faisceau

"multiplicatif" ((E'm)X , 1'élévation 3 la puissance n.&me dans ce fais-
ét
ceau est alors un épimorphisme (NB c'est en vue d'obtenir ce fait qu'on doit

travailler avec les topologies étales), donc fournit une suite exacte de fais-

ceaux sur X
ét

(1.1) 0——>H4—»G—>(l‘:—-+o
n m m

(suite exacte de KUMMER) - ol nous avons omis dans les notations @J’m et HA-’“—

la référence au topos de base xét' Le faisceau “tn sur Xét , noyau de

1'élévation & la puissance n.eéme dans G’m , est appelé faisceau des racines

n.2mes de 1l'unité sur Xét . On vérifie que c'est un faisceau de 72 /nTL-Mo-

dules inversible, i.,e. localement isomorphe au faisceau constant sur xét de

valeur Z/nZ . La m&me chose sera vraie par suite pour ses puissances ten-

sorielles H{n@]' , pour i€ 7 .

Si alors H.u est un faisceau de modules inversible (i.e. locale-

ment libre de rang 1) sur X , d'oll une classe

¢ ),
m

(1.2) el éHl(x,Gy ) T HN(X ,
m ét

1l'opérateur cobord de la suite exacte (1.1) nous fournit un élément
_ 2
(1.3) e, (L) = 3 (el € Ko fit)

qui sera par définition la premidre classe de Chern du faisceau inversible i

1.3. Plus généralement, pour un Module localement libre [E sur x ,
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nous nous proposons de définir des classes de Chern
21 @i
(1.4) c,(E)emn (xét,H{n ) .

Supposons B de rang constant r . On introduit le fibré pro-
jectif P associé &4 E [EGA II 4.11] s, qui est un schéma relatif sur X

au sens de loc, cit,, et en particulier c'est un topos localement annelé au-

dessus de X . Par suite Pét est un topos localement annelé au-dessus de
Xét , et on a un morphisme structural

Procédant comme dans [_17] , on considére le faisceau inversible canonique

U—'= OP(—I) sur P , d'ol une classe

- 2 = _
(1.5) g-cqbere,py . L-0en
et par conséquent une section

} ] 2
(1.6) e X, , Ry (”in))

Lorsqu'on se fixe un isomorphisme
P

(1.7) §:@nmw, > @wH, o,
X, n' X
ét é
(ce qui est toujours possible localement sur Xét , tout au moins), le ré-

sultat clef dans 1'étude cohomologique de £ consiste dans les relations

ij*('(Z/n'ZZ)=O si j dimpair, ou j» 2(r-1) .
(1.8)

RZif.. (Z InZL) est libre sur Z /nZ , de base ‘g’l, si
* o

Oéisr—l s
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ol E’oé Ho(Xét, sz* (Z/nZ)) est déduit de f} donné par (1.6) grace

a2 1l'isomorphisme (1.7) sur les coefficients. Utilisant la suite spectrale
de Leray pour f et le faisceau Z /nZ sur Pét , on conclut de facon
bien connue de (1.8) [25] que cette suite spectrale dégéneére, et fournit

un isomorphisme canonique de H*(Xét,Z/n‘Z) -modules
¥* ot * i
(1.9) HF (P, s Z/nT) = lJH X&) g -,

i.e. H¥(P, ,Z/n'Z) est libre sur H¥ (X, ,Z/n%) , de base les € t
et ét 0

pour 0 i r-1 |, goe H2(P Z/nZ) désignant 1'image de E (1.5)

ét’
grdce a l'isomorphisme P (1.7) sur les coefficients. C'est la une va-
riante globale de (1.8) , essentiellement équivalente 3 (1.8) ., Quant a
la démonstration de (1.8) , une fois étendue au cas des schémas relatifs
le "théoréme de changement de base pour un morphisme propre" de [2, Exp. XII] R

elle se raméne 4 la détermination de la structure cohomologique de 1'espace

projectif sur un corps algébriquement clos, qui est bien connue [25] .

Toujours moyennant (1.7) , on pourra de fagon unique, grice 2
r i )
(1.9) , exprimer go comme combinaison lindaire des ’gol (0 i gr-1),

d'ol une relation de la forme

r-i
(1.10) z Ci(E)oEo =0 ,

Os igr
ot les ci(iE')o € HZI(XéE,Z/nZ) sont bien déterminés par cette relation
et la condition co(’lfu')0 =1 , et définissent les classes de Chern (1.4)

de E & coefficients dans Z/nZ , d'od grace a (1.7) des classes de

Chern (1.4) (puisque f définit des isomorphismes

(1.11) ' Zhz s j T .
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1.4, Cette définition cependant dépend en apparence de l'existence et
du choix d'un isomorphisme global (1.7) . Pour donner une définition qui
en soit indépendante, on procéde comme dans [25] pour déduire des isomorphis-
mes (1.8) (qui gardent un sens localement sur xét) , pour tout faisceau

[ de Z/nZ -Modules sur X, » un isomorphisme

i * -~ i-2] y @ (-3)y ]
(1.12) O (F)).__j\_}%a e Pop gl

(ot la somme du deuxidme membre est en fait finie, puisqu'il suffit de 1'é-
tendre aux j > O tels que i-2j» 0 i.e. 2j ¢ i) , qui réalise un iso-
morphisme de Hl(Pét,f‘}k (F)) avec la somme directe des

®(~J)) correspondants ; bien entendu, le produit de ce

i-2] o
BE,, Fe fa
dernier module avec EJ s'entend au sens du cup-praduit avec

i 2j ®j N i . .
E'e H (Pét’”{n ) , (o E-° est la cup-puissance j.&me de £ dé-
fini dans (1.5)), compte tenu de 1'homomorphisme canonique de H¥ (xét’ I |

dans H¥ (Pét’ ...)) . Ce cup-produit prend bien ses valeurs dans le pre-

mier membre de (1.12) .

La formule (1.12) , qui est une généralisation de (1.9) indé-
pendante de la donnée d'un f comme dans (1.7) , donne un sens & la for-
mule analogue 2 (1.10) , ol nous pouvons maintenant supprimer les indices

o aux classes de cohomologie envisagées

r-i _
(1.13) Z . ci([E)E =0

Compte tenu de (1.12) , ot on fait [F =} ®r , cette formule (1.13) ,
n .
plus la relation co([E-) =1 , détermine de facon unique les ci(EE) com-~
<1 2 21 ®i PP
me éléments des H (Xét’}f‘n ) , annoncés dans (1.4) . On définit comme

d'habitude la classe de Chern totale
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(1.14) (E) = > c, (B .
iyo
1.5. Procédant comme dans [17] s [25] , on établit pour les classes

ci({E) les trois propriétés caractéristiques : compatibilité avec les

images inverses de Modules localement libres par des morphismes de topos,

normalisation pour le cas des Modules inversibles (alors la classe de
Chern est celle définie par (1.3)), enfin et surtout, la formule d'addi-

tivité
(1.15) c(E) = c(&") c(&M
pour une suite exacte

0 —> E' ~—E — E" —0

de Modules localement libres. (Seule la vérification de cette derniare re-

lation n'est pas triviale),.

Pour simplifier, nous avions supposé dans nos réflexions que le
Module localement libre [B envisagé était de rang constant. Il est évident
comment généraliser la définition au cas général, en décomposant le topos
X en morceaux, sur chacun desquels E est de rang donné r ., Le formu-
laire habituel (en pargiculier (1.15)) sera valable encore. Signalons éga-

lement la formule bien connue

(1.16) cl('lB) = ¢, (dét () ,

ot dét (E) est le faisceau inversible, puissance extérieure maxima de F |,
et oll le deuxiéme membre de (1.16) peut donc s'interpréter par la formule

(1.3) appliquée 2 dét ()
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1.6. Il reste 2 examiner comment se comportent les classes de Chern
ci(E;) , pour un & fixé, quand on fait varier n . Soit
n' = mn

un multiple de n , tel que n'.lX soit une section inversible de G)X .

Alors on a un homomorphisme canonique surjectif de faisceaux sur xét

(1.17) Uyt th, —"ﬂ"‘n ,

donné par 1'élévation & la puissance n.eme. On en conclut des homomorphismes
(1.17 bis) o @1 L @t — ft ®1i
n,n n n

d'ott des homomorphismes canoniques

(1)
u

n,n'

o L2i ®1i 21 ®i
(1.18) PR T ) B F

Ceci posé, désignant par ci(n)(E) les classes de Chern 3 coefficients dans

i .
les ﬁlna) » on trouve la formule de comparaison

(1.19) By = u D MRy
) 1 n 1

n,

dont la démonstration est essentiellement triviale en termes des définitions
(ou de la caractérisation axiomatique des classes de Chern par leurs trois
propriétés fondamentales), et de la vérification dans le cas du ¢ des
faisceaux inversibles. Ce dernier résulte aussitdt de 1'homomorphisme sur les

suites exactes de cohomologie, déduit de 1'homomorphisme sur les suites exac-

tes de KUMMER associées respectivement & l'entier n' et n
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0 — H{n' — th

(1.20) lu“’“' L x X id

0 —> ﬂitl — (}m —_— «;m —0 ,

ot K (z) =2 .

1.7. On peut exprimer les propriétés de compatibilités (1.19) de fa-
con commode, lorsque n,n' parcourent les puissances d'un nombre premier

1 fixé, en introduisant le "faisceau I -adique"

systéme projectif des faisceaux HII,; ( ¥v30) sur xét (les morphismes

de transition étant donnés par (1.17)), et ses puissances tensorielles

®1i_ ®i

S . . . i i . R -
systéme projectif des faisceaux ~Q® 2 morphismes de transition don-
P J l 3 P

nés par (1.17 bis) . Par abus de langage, le faisceau 1 -adique TIXDO

sera aussi simplement noté EZI , mais on gardera & l'esprit qu'il s'agit
ici d'un systéme projectif de faisceaux sur Xét , et non du faisceau cons-

tant sur xét défini par l'anneau ZZI des entiers Y -adiques. On posera

également, par définition

j @iy _ 1. i ®i
(1.23) B (X, , Ty )-‘1_:31{ (xét,fﬂiv )

Les relations de compatibilité (1.19) peuvent alors s'exprimer en disant

que (pour un nombre premier ¥ fix&, tel que I.IX soit une section inver-
h/

sible de d)x) les cgr)(ﬂﬂ) , pour ¥ variable, sont les composantes

d'un élément bien déterminé
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&i

2i
(1.24) ci(E.)(l) € Hh(x, LT, )

qu'on appellera la i.2me classe de Chern ¥ -adique du faisceau localement

libre [ . La connaissance de ces ci(B)(l) , pour tout nombre premier

T tel que Y.lx soit inversible, équivaut 3 la connaissance des cin)(ﬁi)
pour tout n admissible i.e. tel que n.lx soit inversible, D'autre part,
ces classes de Chern I -adiques satisfont encore manifestement aux proprié-
tés habituelles déja énumérées plus haut, et en particulier & la formule
d'additivité (1.15) pour une suite exacte courte de Modules localement
libres 0 — E —» E — B’ —s0 .

1.8, Supposons que le faisceau structural d)x de X soit un faisceau
de € -algebres (ou € désigne le corps des complexes), qui soit muni

en plus d'une structure vectorielle topologique (i.e. qui soit en méme.temps
le faisceau de € -vectoriels sous-jacent 4 un faisceau sur X , A valeurs
dans la catégorie des espaces vectoriels topologiques). Moyennant des condi-
tions convénables, impliquant en particulier la convergence de la série ex-

ponentielle & coefficients dans QJX , d'olt la suite exacte exponentielle

*
(1.25) 0 —Z — Ox——yd)x-—vo ,

on peut espérer trouver, sur le moddle déja utilisé, une théorie des classes

de Chern a coefficients entiers
(1.26) - (B € iz

pour les faisceaux de Modules localement libres (B sur X s, qui pour

un faisceau inversible L soit donné par la formule

(1.27) e, (L) = dcerdhyn e Wlx,m)
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olt ici l'opérateur cobord D est celui associé 2 la suite exacte (1.25) .
La question technique qui se posera, pour développer ce point de vue, est
d'arriver 2 formuler des conditions sur X , qui, non seulement permettent
d'écrire (1.25) , mais qui de plus permettent de développer une notion de
fibré projectif P associé 2 un Module localement libre & s qui fournisse
pour P un topos topologiquement annelé satisfaisant aux m@mes conditions
que X (donnant lieu par suite 2 une suite exacte exponentielle (1.25)),
et satisfaisant aux relations de la forme (1.8) (avec Z/n'Z remplacé
par Z , et Eg par la section 35) de sz* (Z) définie par le fais-
ceau inversible canonique HJ sur P), Sans tenter ici une axiomatisation dans
da sens (¥) » remarquons que dans le cas particulier oi X est le topos

des faisceaux d'ensembles associé & un espace topologique ordinaire, ou

plus généralement, le topos des faisceaux d'ensembles a groupe d'opérateurs
[16, Chap. VJ associé a un espace topologique Xo muni d'un groupe d'auto-
morphismes G , les conditions envisagées sont vérifiées de facon évidente,
en prenant sur Xo le faisceau d'anneaux topologiques des fonctions comple-
xes continues, et prenant comme fibré projectif associé a un Module locale-
ment libre [E (a groupe G) le fibré projectif ordinaire, considéré comme
un espace topologique a groupe d'opérateurs G , et muni encore du faisceau
d'anneaux (& groupe d'opérateurs G) des fonctions complexes continues sur

P (ou plus précisément, le topos des faisceaux d'ensembles & groupe d'opé-
rateurs G sur ledit fibré projectif). Les groupes de cohomologie du topos

X associé 2 (XO,G) ne sont autres que les groupes de cohomologie mixtes
(1.28) B (X .6 52

de l'espace et du groupe G , étudiés dans loc. cit. Dans ce cas, on trouve

(*) I1 apparait qu'il y en a, suivant des principes fort généraux et naturels
a3 la fois!
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une théorie des classes de Chern pour les Modules loc. libres équivariants

ﬂz sur Xo » de groupe G , fournissant des invariants
(1.29) c,(E) e H21(XO,G AN

théorie qui dans le cas ol G est réduit au groupe unité, se réduit a la
théorie ordinaire des classes de Chern. (Il serait d'ailleurs possible de
ramener le cas général A celui-ci, en interprétant les groupes (1.28) com-
me les groupes de cohomologie ordinaire d'un espace fibré (XO,G) convena-
ble bien connu, de fibre Xo , et de base 1'espace classifiant Li] BG du
groupe discret G ; nous laissons au lecteur le soin (facile) de vérifier
la compatibilité de cette définition, et de la définition envisagée ici via

les fibrés projectifs).

Ceci posé, et nous restreignant (par la force des choses !) au cas
particulier des espaces topologiques & opérateurs, il s'impose de comparer
les classes (1.4) et (1,29) . D'ailleurs ici Xét —> X sera une équi-

valence de topos, donc les classes (1.4) peuvent 8tre considérées comme

des classes

(1.30) cgn)(E)e wix ¢ s &y
o) n

1

Notons d'autre part qu'on a ici un isomorphisme canonique (1.7) , défini

par l'exponentielle par la formule
(1.31) ¢(1 mod n) = exp (2ill/n) ,

-

de sorte que la donnée des classes (1.22) équivaut & celle de classes

(1.32) cPE), = PPH M E) € vk 6 ;2D
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N

D'autre part, ces derniéres sont définies, comme il a été vu plus haut, a
1'aide de la formule (1.10) , qui est aussi essentiellement la formule qui
définit les classes de Chern "transcendantes™" (1.27) , 2 cela prés que les
coefficients pour cette derniére sont Z au lieu de Z/HZ , et que l'on
travaille sur le fibré projectif ordinaire (au lieu de travailler sur le fi-
bré projectif au sens : schéma relatif sur Xo , & groupe d'opérateurs G).

Ceci implique alors aussit8t que les classes de Chern "arithmétiques", sous

la forme (1.24) , déduite de (1.22) et (1.23) , se déduisent des classes

de Chern "transcendantes" (1.29) , par 1l'homomorphisme canonique

* *
BY (X ,6 520 —> H (X .6 ; 27D

déduit de 1'homomorphisme canonique Z——-) Z/nz sur les coefficients.

En effet, gri3ce a ce qui précdde, on est ramené a prouver la méme chose pour

les invariants ¢ et c(n)
1 1 o

L- ¢%(1) sur le fibré projectif (ordinaire) P , ce qui nous raméne 2

associés au fibré inversible & opérateurs

1'énoncé de comparaison pour les invariants (1.5) resp. (1.27) associés

a4 un faisceau inversible ﬂ, sur X . Or dans ce cas, ceci résulte des dé-
finitions, et de 1'homomorphisme de suites exactes de cohomologie associé a

1'homomorphisme suivant entre les suites exactes de Kummer (1.l) et expo-

nentielle (1.17)
3
0 Z —0, 50 —o
. o o] (o]
(1.35) 3 o idh
» *
0—9”'%_903(0_—)0)(0—’ °

ol les flé@ches verticales sont définies par
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% (z) = exp (2iWlz/n)

¢ (t mod n) = exp

2i Tt
f;(t) —

§ 2. Classes de Chern sur un schéma 3 groupe d'opérateurs.

2.1. Soit X wun schéma *) , muni d'un groupe G d'automorphismes.
Procédant comme dans [16, Chap V] , on en conclut que G '"opére" sur le to-
pos des faisceaux étales [2, Vli] sur X , d'oll une notion de "faisceau é-
tale sur X A groupe d'opérateurs G", ou "faisceaux sur (Xét,G)" , ces
faisceaux formant une catégorie, qui est encore un topos ?5 , comme il
résulte facilement du critére de GIRAUD [ 2, iv1i.2 ] . Donc aux objets abé-
liens de ce topos, i.e, aux faisceaux abéliens F sur X , 2 groupe d'opé-
rateurs G , sont associés des groupes de cohomologie, appelés groupes de

cohomologie (mixtes) étales du schéma 3 opérateurs G , et notés

(2.1) H'(X. ,G ; F) .
ét

On explicite les liens de cette cohomologie mixte avec, d'une part la coho-
mologie étale ordinaire de X (étudiée dans [2] ), et d'autre part la coho-
mologie ordinaire du groupe abstrait G , en termes d'une suite spectrale

canonique

¥ ) P»q _ P q
(2.2) BY (X, ,GF) & Es B (G, H (X, ,F))

Cette suite spectrale s'établit exactement comme la suite exacte analogue

(%) .

En conformité avec la réédition du Chap. I des EGA, nous dirons do-
rénavant "schéma" au lieu de "préschéma", en réservant le mot "schéma séparé"
3 la notion précédemment désignée sous le nom de "schéma".
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dans [16, 5.2.;] , ou plus simplement, comme cas particulier de la suite
spectrale de LERAY (37, Vs 5] . Nous laissons le détail au lecteur, ainsi
que l'établissement (lorsque X/G existe dans un sens raisonnable) de la
deuxiéme suite spectrale donnée dans loc. cit., qui n'est qu'un cas parti-
culier de la suite spectrale de LERAY pour morphismes de topos (et dont

nous n'aurons pas besoin ici).

2.2, Soit maintenant (B un Module localement libre sur X , muni
d'opérations de G (compatibles avec les opérations de G sur X). On
peut, de facon équivalente, regarder (E comme un Module localement libre

du topos ?2 annelé par O , ce qui conduit (compte tenu des. considé-

X
rations générales du par. 1) & construire des classes de Chern pour E
De fagon précise, n > O étant un entier fixé, tel que n.1X soit une sec-

tion inversible de @ i.e. n premier aux caractéristiques résiduelles

X 3

de X , on définira directement des
2i . ®©i
(2.3) c,(B) emn (xét,c,”(n )

en transcrivant simplement la construction esquissée au § 1. On dispose ici
du fibré projectif ordinaire P = P(di) associé au Module dual [E [EGA 1I
4.1.1] (Noter que la convention de notation adoptée dans loc. cit, est oppo-
sée de celle qui était utilisée dans [17] , ol on note . p(E) ce qui ici
est noté P(E‘é)). Le groupe G opére encore sur P . Nous pouvons donc con-
sidérer la cohomologie étale mixte de (P,G) , ce qui nous dispense tout a
la fois du recours a la notion généralisée de schéma relatif de [22] , et a
une théorie (encore 2 écrire) de la cohomologie étale des topos localement

annelés généraux, dont il é&tait question au § 1., Nous pouvons alors sans dif-

ficulté transcrire la construction indiquée au § 1 dans le contexte particu-
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lier actuel, travail qui est écrit en détail dans [ 25 ] lorsque G
est le groupe unité, exposé auquel il n'y a essentiellement rien & changer,

Pour le morphisme
f: (p,6) — (X,6) ,

les formules purement locales (1.8) sont valables : le processus de loca-
lisation dans les topos associés 2 (x,6) , (P,G) 1implique en effet, en par-
ticulier, ﬁl'oubli" des opérations de G , de sorte que les formules & véri-
fier sont identiques aux formules analogues, quand on fait abstraction des
opérations de G , formules qui sont établies dans loc., cit, comme consé-
quence du "théorzgme de changement de base pour un morphisme propre"[?,XII 5.£I.
On en déduit, pour tout faisceau abélien a opérateurs E‘ sur (X,G6) , an-

nulé par n (i.e. qui est un faisceau de Z /n#Z -modules) des isomorphismes

canoniques %)

(2.4) HY(P, G f * (F)) ~ | I Hi'zj(x,c;ﬁ'aﬂfcn@('j))gj , ol
ixo0

(2.5) § =@, e BAR,Gi R )

Dans cette derniére formule, on interpréte CY(GDP(I)) comme un élément
(2.6) e (0,(1) € B (.6 G )

dans la cohomologie mixte de Pét et de G , a coefficients dans le groupe
multiplicatif, compte tenu des opérations de G sur G)P(l) (déduites des
opérations de G sur [F et du caractére fonctoriel de la construction de

q)f(l) en fonction de [ ). La suite exacte de KUMMER (1.1) est ici re-

gardée comme une suite exacte de faisceaux abéliens 3 opérateurs sur Pét

(*) . :
Dorénavant, quand une confusion ne sera pas & craindre, nous omet-
trons l'indice '"ét" dans la notation (2.1)
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(1'exactitude provenant de l'hypoth&se que n.l, est inversible), ce qui
X

donne un sens & l'opérateur cobord qui intervient dans (2.5). Une fois ob-
tenu (2.4), on en déduit une définition des classes de Chern (2.3) par

la formule (1,13)

2.3. Les classes de Chern qu'on vient de définir satisfont aux trois

propriétés fondamentales de HIRZEBRUCH [23] , qui les caractérisent

(i) Fonctorialité, pour un morphisme f : (X',G') —» (X,G) de
schémas & groupes d'opérateurs, un Module localement libre E sur x,6 ,

et son image inverse f£f¥ ([B) sur (X',G")
e, (E¥ () = £%(c (B) .
(ii) Normalisation, pour un fibré inversible 1

() =1+ Cl(ﬂl) , ol cl(ﬂ.r) est donné par (2.5) .

(1ii) Formule d'additivité, pour une suite exacte

]
0 — E 5 E — B — o qe Modules localement libres sur (X,G)
c(B) = c(B) «(E) .

La démonstration de (i) et (ii) est triviale ; pour celle de (iii),
‘qui se fait suivant le méme principe que dans [17] , nous renvoyons 2a [25] s
oll est traité le cas ot G = e , et dont la démonstration se transpose im-
médiatement au cas général, - Des propriétés (i), (ii) et (iii) on déduit
formellement, de facon bien connue, le formulaire habituel, comprenant notam-
ment le calcul des classes de Chern d'une puissance extérieure ou d'un pro-
duit tensoriel de Modules localement libres a opérateurs : on se raméne tou-

jours au cas de Modules qui sont des sommes de Modules & opérateurs inversibles
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(par passage & des schémas de drapeaux convenables), grace au fait que la

cohomologie de X s'envoie injectivement dans celle de ces fibrés,

Comme cas particulier utile de (i) , signalons le fait suivant

1'image des ci(ﬂz) par l'homomorphisme "d'oubli de G "
21 L, ®i 21, ®1
H° (X,6 ,ff«n ) — H (X,ﬂin )

sont les classes de Chern ordinaires de D , aprés oubli des opérations de

G

§ 3., Comparaison avec la définition transcendante.

3.1. Supposons maintenant que X soit un schéma localement de type fini
sur le corps C  des complexes, Alors 3 X est associé un espace analytique
x2" » sur lequel G opére encore par automorphismes. Le Module localement
libre & opérateurs [E sur (X,G) définit de méme un Module localement libre

E an an

a opérateurs sur X . I1 lui sont associés, par voie transcendante,

des classes de Chern

(3.1) ¢ (E*™e 21z 6;7) = w?ix*P,¢;z)

-

oll XtoP désigne 1l'espace topologique localement compact sous-jacent 2 x"
(muni du groupe d'automorphismes G) ; par définition, les ci(uaan) sont
les classes de Chern associées au fibré vectoriel complexe topologique 2
opérateurs associé a g3 , ou si on préfére, au faisceau de modules loca-

top

lement libre sur (X °,G) , annelé par les fonctions continues complexes,

. . an : . .
associé a (B par extension du faisceau d'anneaux des fonctions homomorphes
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aux fonctions continues. Une définition en forme de ces classes de Chern est
esquissée dans § 1.8. Les considérations développées a cet endroit s'appli-
quent de plus, dans la situation présente, pour donner une description des
classes de Chern "arithmétiques" (2.3) en termes des classes de Chern
"transcendantes" (3.1) . Pour préciser ce point, notons qu'on a des homomor-

phismes canoniques évidents
(3.2) B (x,,,6;F) — B (x™,6 ; g*(F))

associés au morphisme de topos associé au morphisme de sites & groupe d'opé-

rateurs évident (comparer [2, XI 4] )

an

(3.3) g 1 (X;,6) — (X,.,6) .

Lorsque le faisceau abélien a opérateurs F sur Xét est constructible au
sens de [?, IX] , en particulier est un faisceau de la forme ”{négl , alors

les homomorphismes (3.2) sont des isomorphismes. En effet, l'utilisation
de la suite spectrale (2.2) , et de la suite spectrale analogue pour le
faisceau a opérateurs g¥* ([f) sur (x°",6) , nous ramene au cas od G est
le groupe unité, cas qui est traité dans [2, XVi] (ou, plus élémentairement,
i.e. sans résolution des singularités, dans [Z,X;] lorsque X est lisse sur
@. , cas qui suffira le plus souvent). En particulier, on trouve des homo-

morphismes
. 2i . ®i 2i,.an . ®i
(3.2 bis) H (xét,c,lf(n ) — H(X ,G,/’(n )

qui sont en fait des isomorphismes. Donc la classe de Chern (2.3) dans le
premier membre de (3.2 bis) est connue quand on connaft son image dans le

deuxiéme membre H21(Xan,G;ﬂ( nw i) . Utilisant de plus 1'isomorphisme ¢ de
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(1.7) défini par (1.31), d'ol des isomorphismes

. 24 .
(3.4) 1?1 x®,6, ZMmE) —» 1 1(xar‘,c;;lét(n@’l) ,
on voit qu'il suffit d'exprimer les classes correspondantes

(3.5) cf“)(lE)oe i@, Zmz)

1

définies en termes des classes (2.3) en appliquant (3.2 bis) et 1'iso-
morphisme inverse de (3.4) . Ceci posé, les considérations esquissées a la

fin du § 1 montrent que les classes (3.5) ne sont autres que celles qui se

déduisent des classes de Chern "transcendantes" (3.1) par les homomorphis-

2i

mes H21(Xan,G;ZZ) — H'(x*,6;Z/nW) déduits de 1'homomorphisme cano-

nique Z— X /nZ sur les coefficients.

3.2. Inversement, dans le cas ol les homomorphismes canoniques
(3.6) 1 (x*",6;Z) — Llin B3 x*,¢, Z/Z) =1 IHJ(Xan,G;Zr)
n

. , , (n) , ,
sont injectifs, alors la connaissance des c; (B> , 1 premier, i.e.

la connaissance des classes de Chern Y -adiques (§ 1.7)
3.7 e, (E)(D € vz, e, ®h)
ou encore de leurs images

(3.8) e, (B)(D)_ e v ™ e

implique celle des classes de Chern transcendantes (3.1).

On fera bien attention que dans le dernier membre de (3.6) , et dans 3.8 ,

Za doit &tre considéré comme désignant un faisceau Y -adique 3 opérateurs sur
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Q
x®™ | i.e. le systeéme projectif (Z/! Z ) de faisceaux 2 opérateurs, -

et non le faisceau constant défini par le groupe abstrait ZZY , comparer

§ 1.6 . Ainsi, on a par définition

(3.9) W x®, 6. Z.) = 1im &, 6, Z/1°Z )
1 s
v
et on peut seulement dire qu'on a un homomorphisme canonique

joean jredn o
(3.10) H (X ,G,Z)@sz—aH(X ,G,ZZ) s

homomorphisme qui en général n'est pas un isomorphisme.

3.3. Cependant, lorsque les HJ(Xan,G;'Z) sont des 77 -modules de type

fini, alors les homomorphismes (3.10) sont des isomorphismes, et par suite

1'homomorphisme (3.6) est bien injectif (puisque la famille de changements

d'anneaux & —» ZI est fidélement plate), C'est 12 une conséquence facile
de la suite exacte déduite de 0 —> Z ~—Z —» ZL/0n%Z —> 0 , reliant
les cohomologies & coefficients dans ZZ et Z/n% , conséquence que nous
laissons au lecteur d'établir. La condition de finitude envisagée sur les
Hj (Xan,G;Z) est vérifiée en particulier lorsque X est de type fini sur
C , et que le Z[G] -module "trivial"™ 74 admet une résolution gauche L4 par
des ’[ZE;]-modules libres de type fini. Pour le vérifier, on est ramené, comp-
te tenu de la suite spectrale de nature transcendante analogue & (2.2) , re-
lative & 1l'espace a opérateurs (Xan,G) muni du faisceau constant Z , 2
montrer que les Hq(Xan,Z) sont des 72 -modules de type fini, ce qui est
une conséquence bien connue de la triangulabilité des paires de variétés al-
gébriques complexes [31:] , et & prouver que HP(G,M) est de type fini sur
Z lorsque M est un G -module qui est de type fini sur 'Z , ce qui Té-

sulte aussit8t du calcul habituel de la cohomologie de G en termes de L,
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3.4, Lorsque les Hj(Xan,G;ZZ) sont des 7 -modules de type fini,
donc les homomorphismes (3.10) des isomorphismeé, on conclut aussitét
ceci : Pour que la classe de Chern entidre ci(E:) soit une classe de tor-
sion, il faut et il suffit que la classe de Chern Y -adique ci(ﬂﬂ)(l)

le soit ; si cette derniere est d'ordre IS s alors la composante de

ci(E) dans le sous-groupe de Y -torsion de H2i(xan,G;Z) est d'ordre

IS

En 1'absence d'hypothéses de finitude sur les Hj(Xan,G;Z:) , on
peut donner encore des énoncés un peu moins précis, dans lesquels on peut
d'ailleurs remplacer x2" par n'importe quel espace topologique Z , en
travaillant cependant avec 1'homologie et la cohomologie singulidres de.

1'espace
(z,6) = (EGxZ)/G

(EG étant le fibré universel pour G » ¢f 0.1). Posant pour abréger

(3.11) B, =B ((2,0,2) , # =iz |,

la formule des coefficients universels [8, Chap. VI] nous donne la suite

exacte
(3.12) 0 —» Extl(Hi_l,Z) — H — Hom(H;,Z) — 0 .

Soit I un nombre premier, Alors un élément ¢ de Hi a une image nulle
dans Hi((Z,G),ZZ/ZvZZ ) si et seulement si il est "divisible par 1V ",

donc il en est ainsi pour tout <y si et seulement si ¢ est "infiniment ¥ -
divisible dans Hi". Comme le seul élément infiniment ¥ -divisible de Z

est zéro, il s'ensuit alors que l'image de c¢ dans Hom(Hi,Zﬁ) est nulle,
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donc que
1
(3.13) ¢ € Ext (Hi_l,‘Z\) .

De plus, Hom(Hi,'Z) étant sans torsion, on voit que c¢ est infiniment ¥ -

divisible dans le Ext1 .
Considérons maintenant la suite exacte
O—»T—?Hi_1—+ S —> 0 ,

ot T .est le sous-groupe de Y -torsion de Hi , d'oli (compte tenu que

1

Hom(T,Z) = 0) une suite exacte sur les Ext1
1 1 1
(3.14) 0 —» Ext (S,Z) —> Ext (Hi_l,Z) —» Ext (T,'Z) —> 0 .

1
D'autre part, T étant un groupe de torsion, calculant son Ext~ avec Z

grice 2 la résolution injective standard de & par G et Q/Z , on trouve
L '

Extl(T,Z) =y Hom(T,R/Z) =% lim Hom(U,R/Z) ,
u

ot U parcourt les sous-groupes finis de T , Comme pour un tel U ,
Hom(U, &/Z) est un I -groupe fini, donc n'a d'autre élément infiniment ¥ -

divisible que zéro, il s'ensuit que Extl(T,'Z) n'a d'autre élément infini-

ment Y -divisible que zéro, d'oit compte tenu de (3.13) (3.14)

c € Extl(S,'Z) .

Notons d'autre part que, S é&tant sans I -torsion, i.e. la multiplication
- 1
par Y dans S étant injective, et Ext étant exact a gauche en son pre-
. 1
mier argument, on trouve que la multiplication par Y dans Ext (S,'Z) est

surjective, donc le groupe Extl(S,'Z) est Y -divisible. En résumé
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-

Proposition 3.5. Soit Z un espace topologique 3 groupe discret d'opéra-

i . .
teurs G , soient Hi et H les groupes d'homologie et cohomologie sin-

gulidre mixtes en degré i de l'espace a opérateurs, donnés par (3.11) ,

1 un nombre premier, ‘Si le quotient de Hi par son sous-groupe de Y—torsion,

et considérons la suite exacte des coefficients universels (3.12) , d'od

moyennant 1'inclusion (3.14) Extl(Sf_l,Zf)C~—+ Extl(Hi_l,ZZ) , une inclu-

sion

Ext (s}, Z) < nl |

. i . i .
Ceci posé, pour tout nombre premier Y , la partie de H formée des

éléments infiniment ) -divisibles, i.e. dont les images dans les

i N
Hl((Z,G, Z/1T"Z ) sont nulles, est identique 2a Extl(Si_l,ZZ) . En

. . (12 P AP i .
particulier, un élément infiniment ¥ -divisible ¢ de H a une image

nulle dans Hom(Hi’ Z') , ou, ce qui revient au méme, a une image nulle
i \

dans H ((2,6), Q) . Enfin, lorsque le sous-groupe de I -torsion

Tf—l de Hi-l est annulé par une puissance finie de 1 (par exemple si

H, , est de type fini), alors les éléments c de H' d'image dans

i . . :
H ((2,6), Q) nulle sont exactement ceux pour lesquels il existe un entier

m>»0 , avec mc infiniment ¥ -divisible.

3.5.1. Bien entendu, le lecteur aura remarqué que cet énoncé n'a rien de
spécial aux espaces 2 opérateurs et leur cohomologie mixte singulidre, et
concerne plutdt la cohomologie et l'homologie d'un complexe de chatfnes de
groupes abéliens quelconque. Il s'applique aux groupes tels que les
Hi(Xan,G;ZZ) considérés plus haut, grice au fait que pour des espaces loca-

. an . . . .
lement contractibles comme X , la théorie de la cohomologie singuligre
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cotncide avec la théarie faisceautique, comme il est bien connu.

§ 4. Propriétés de torsion des classes de Chern : cas géométrique.

4.1, Sous les conditions générales de 2.1, supposons que X soit le
spectre d'un corps séparablement clos k . Alors le topos formé des fais-
ceaux étales sur X est équivalent, par le foncteur "sections'", au topos
égal 2 la catégorie des ensembles ; donc le topos des G -faisceaux n'est
autre a équivalence prés que le topos des ensembles & groupe d'opérateurs

G , donc la cohomologie mixte (2.1) se réduit alors a la cohomologie or-
dinaire de G , 2 coefficients dans des G -modules. Donc, supposant qu'on
fait opérer G trivialement sur k , de sorte que les "fibrés vectoriels
2 opérateurs'" envisagés dans 2.2 ne sont autres que les représentations de
G dans des vectoriels de dimension finie sur k , pour un tel (G,k) -mo-
dule E , les classeg‘de Chern Y -adiques sont des classes

(4.1) c;® € w¥ie,m, 1) ®H o Lin Ko,y » 0FH

(ot le premier groupe de cohomologie écrit n'est qu'une notation abrégée. et

abusive pour la limite projective du dernier membre).

4.2, Soit alors TU le groupe des automorphismes du corps k . Il opére
sur le systéme projectif des groupes ﬁKI ¥ (k) , donc sur celui des
H11y>(k)éoi , donc sur le groupe de cohomologie I -adique intervenant dans
4.1, Les propriétés générales des classes de Chern résumées dans 2.3 don-

nent alors, pour tout o € TU , la formule
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(4.2) o (e, (E)) = ci("'E) , OE=E ®, k,o) ,

ol dans le dernier membre (k,d ) désigne k considéré comme k -algdbre
grice 2 1 'homomorphisme & : k — k , et oll on fait opérer encore G
sur le produit tensoriel de la fagon habituelle, En particulier, si TTE
est le sous-groupe de YU "stabilisateur" de la classe de E , i.e. formé

des €Tl tels que E ~ YE , on voit que ci(E) est invariante par

T

E

(4.3) 0 (c;(E)) = ¢ (E) si E =2 g

4.3, Soit en particulier k° un sous-corps de k , tel que la classe
de E soit invariante par le groupe Gal(k/ko) des k -automorphismes de

k , i.e. tel que Gal(k/ko) c 1T£ ; alors les ci(E) sont .invariants par
1'action de Gal(k/ko) . L'hypoth&se sur k  qu'on vient d'envisager est
vérifiée en particulier si E provient, par extension du corps de base, du
module E0 d'une représentation linéaire de G définie sur le sous-corps

ko . Cette condition suffisante n'est cependant nullement nécessaire, comme
il est bien connu. Ainsi, lorsque k est de caractéristique nulle, il existe
un plus petit sous-corps k ~de k ayant la propriété Gal(k/ko) C.TtE *) :
c'est le corps engendré sur le corps premier par les valeurs de la fonction

trace
Tr, ¢ G — Lk ;

E

mais on sait qu'en général la représentation envisagée ne peut pas s'écrire

sur ce corps.

Considérons donc la représentation de " = cal (k/ko)

(*) du moins si le G-module E est semi-simple.
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(4.4) g: M —aut T (k) =~ Z: )

que nous interprétons comme un caractére ! -adique de " . Alors la re-
< . r ®i . o
présentation de dans Tl(k) est donné par la puissance ordinaire

i.eme de ce caractére :

4.5) #r M e 0%~ T
Soit
*
(4.6) H =g < /4

1'image de [ par ﬂ ; si Eo est une cl8ture séparable de k dans k ,

H) est aussi 1'image du groupe profini Gal(Eo/ko) par l'application con-
*

.tinue naturelle de celui-ci dans ZZI s, ¢'est donc un sous-groupe fermé de

*
ZZY . Il en est de m@me des groupes

L .
(4.7) H =H =g (M e ZY

1

Ceci dit, la propriété d'invariance de ci(E) par | = Gal(k/ko) s'ex-

plicite simplement par les relations Xci(E) = ci(E) pour A € H, o, i.e.

(A-1) ¢ (BE)
1

0 pour A€ Hi , Ou encore
(4.8)

(A'-1) ¢ () =0 pour AeH

1 ”
olt bien entendu le groupe de valeurs dans (4.1) est regardé comme un mo-

dule sur ZZI de la facon évidente. Cela montre déja que dans le cas ol

Hi # il% (et en particulier, lorsque H1 n'est pas réduit 3 un groupe fi-

ni) la classe de cohomologie ¥ -adique ci(E) est une classe de torsionm,

i.e. annulé par une puissance convenable de Y . De fagon plus précise, po-

sons dans ce cas
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(4.9) X(i) = Inf v, (A-1) = Tnf v (2 1oy,
)\eHi )eHl

ol vy désigne la valuation ¥ -adique. On aura alors

(4.10) 1“(1) ci(E)=0 dans (4.1) .

4.4, . Remarquons que U = Zu); est un produit du groupe (Z /Y Z)* des
racines (Y-1).2mes de 1l'unité, qui est fini d'ordre Y-1 premier 3 ¥ ,
par le groupe Uo des "Einseinheiten", qui est un module de type fini et de
rang 1 sur ZI . Les sous-groupes fermés de U sont ceux dont la trace
sur Uo est un sous- ZY -module. Ce sont également les sous-groupes qui

sont soit ouverts (donc d'indice fini), soit finis,

*
4.5, Lorsque H1 est un sous-groupe fini de U = Zl , soit d 1le
pged parmi les entiers annulant Hl , i.e. le plus petit d > 0 tel que
d _ "o
(4.11) H W = {19 (d'odr d Icard Hl) .

Alors la relation (4.8) ou (4.10) implique

(4.12) ci(E) est de torsion pour ik 0 (mod d) ;
elle ne donne aucun renseignement pour i = 0 {(mod d) . Un cas particulier
amusant est celui oilt ko =T , corps des réels, d'oi

M- V) ¥/ AN H1 et d =2 : on trouve que la classe de Chern 1 -adique léme
de 1la complexifiée d'une rgprésentation linéaire réelle du groupé G ,

pour i impair, est nulle si Y # 2 , et annulée par 2 en tous cas. L'ar-
gument utilisé, qui revient 3 introduire la représentation complexe conju-

guée dans E et a utiliser la relation E ~ E d'od

Ci(E) = Ci(fl) = (-1)1C1(E) , est également valable pour les classes de Chern
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entiéres transcendantes de 0.1, et dans le cas plus général des fibrés
vectoriels réels et leurs complexifiés sur un espace topologique quelcon-
que (pas nécessairement de la forme BG), oll le résultat est évidemment

bien connu des topologues.

Lorsque H1 n'est pas fini, donc est un sous-groupe d'indice fi-

*
ni de U = 2?1 , alors on trouve (comme déja signalé plus haut) que toutes

les classes de Chern Y -adiques sont de torsion, la formule (4.9) don-

nant une valeur finie pour (i) pour tout entier i 3 1 , donc fournis-
sant une relation (4.10) i.e. une majoration multiplicative la(l) de
l'ordre de la classe de Chern ¥ -adique ci(E)

4.6, En tout cas, la majoration (4.10) de l'ordre de cette classe ne dé-

pend que de ko , de i , et de Y , et non du choix particulier de G et de FE

H
elle devient de moins en moins bonne quand i augmente multiplicativement, com-
me il est évident sur (4.9) : on ne trouve jamais de majoration de 1'ordre de

ci(E) indépendante de i

, car & (i) tend vers +00 quand i tend vers

1'infini multiplicativement. D'autre part, posant

(4.13) <§ = Card (Im (H1 — (Z/YZ)*)) , donc 81 (¥-1) ,
on trouve ¥ (i) = 0 si et seulement si i ?é 0 (modé) , d'od
(4.14) c,(E) =0 si i =0 (mod § )

On remarquera qu'en général, pour ko , 1 et 1 fixés, la majoration
(4.10) pour 1l'ordre de la classe de Chern ! adique Ci(E) (pour G et E
variables) n'est pas la meilleure possible, déja pour le cas i=l , Prenons par

exemple pour ko le corps des racines Y -émes de l'unité sur dQ , alors Cl(E)

se calcule par la formule (2.5) en termes de la fonction déterminant

" "
g av det 8 G — ko c kX
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(qui est bien & valeurs dans kz et non seulement dans k¥ s & cause de
1'hypothése faite que la classe de E est rationnelle sur ko), via les
obstructions & écrire cet homomorphisme comme puissance 19 .eme d'un ho-
momorphisme dans k* . Or supposant G 2 engendrement fini, 1'image M

de G dans k§ est un Z -module de type fini, dont le sous-groupe de
torsion est un sous-groupe du groupe des racines de 1'unité de ko , lequel
est d'ordre ¥-1 d'aprés GAUSS [29, p. 53] , donc premier 3 Y ; il s'en-
suit que pour tout entier vy >0 , l'inclusion M —» k* se remonte en

M )
LR L

un homomorphisme M —> k* via 1'épimorphisme x amy x
Par suite on trouve que la premidre classe de Chern I -adique CI(E) est
nulle, Ce résultat, établi d'abord pour G A engendrement fini, reste vrai
pour tout G par un argument immédiat de passage a la limite. Or ici on
aura H; = U, groupe des Einseinheiten, et ®(1l) =1 , de sorte que la

formule (4.10) ne donne que la relation 1 CI(E) =0 , au lieu de

cl(E) =0 .,

I1 semble donc que les relations (4.10) sont encore relativement
grossitres, Un probléme intéressant serait de déterminer, pour ko , I et
i donnés, la meilleure majoration possible pour l'ordre de la classe de
Chern Y -adique ci(E) , pour G et E variables, soumis éventuellement
3 des conditions restrictives (G fini, ou G fini cyclique, ou la repré-

sentation E définissable sur ko , etc.).

4.7. En vue d'expliciter (4.9) donc (4.10) , introduisons le sous-

corps I -cyclotomique maximal de k

(4.15) z=z()C k ,
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1%
engendré par les racines de l'unité I -2mes, tout V , et le sous-corps

1 -cyclotomique maximal de ko , défini comme

(4.16) Z =2 () =21 Nk
[o] (o] (o}

On a le diagramme de corps

k ~~——> P(k_,2) » k > k
1‘o 'cf o
=k N
z, ,FO Z oy Z
2 >
ot P est le sous-corps premier de ko . Comme Z est une extension ga-

loisienne de P , la théorie de Galois nous apprend qu'il en est de méme

de Z/ZO et. de P(ko,Z) sur ko , et que moyennant 1l'homomorphisme natu-
rel les groupes de Galois de ces deux dernidres extensions sont isomorphes.
Donc le groupe de Galois de P(ko,Z) sur ko est isomorphe & un sous-groupe
.de Galois de Z/P , lui-méme isomorphe 2 un sous-groupe ouvert T de‘Z;r

(et méme égal 2a 'Z’; lorsque ko donc P est de caractéristique nulle, par
le th, de GAUSS. [29, P. 53]). D'aprés les théordmes d'extensions d'isomor-

phismes, 1l'homomorphisme de restriction
#*
" = Gallk/k ) —» Gal(P(k_,2)/k ) = Gal(z/2) & Zi
est surjectif, donc moyennant les identifications faites, on trouve
*
(4.17) Hy=In(f: T —7Z,) =cal (z/2)

1

»
Par suite, le sous-groupe Hl de ZI associé au corps ko ne dépend que

du sous-corps ¥ -cyclotomique maximal Z, de k,  , via la formule (4.17)

On en conclut en particulier un isomorphisme canonique
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(4.18) W/Hl.Qi Gal(Zo/P) (P = corps premier) ,

qui montre .que le sous-groupe H1 de ’ZZY est d'indice fini si et seulement

si Z0 est une extension finie du corps premier P

Nous allons résumer les renseignements obtenus dans un théoréme

récapitulatif

Théoréme 4.8, Soient kO un corps, k wune extension séparablement close

de k , G un groupe discret, muni d'une représentation lindaire dans un

vectoriel E de dimension finie sur k , ci(E)(l) ses classes de Chern

! -adiques (4.1) , ot I est un nombre premier distinct de la caractéris-

tique de k . On suppose que la classe "stable" (#) de la représentation

donnée est invariante par le groupe des ko -automorphismes de k (ce qui

signifie aussi, si ko est de caractéristique nulle, que la fonction trace

G —>» k associée & la représentation prend ses valeurs dans ko) . Soit

ZO la sous-extension Y -cyclotomique maximale (4.16) de ko , et soit

H son groupe de Galois sur le corps premier P , identifié comme d'habi-

*
tude & un sous-groupe fermé du groupe ZZ& des unités 1 -adiques. Posons,

pour tout entier i > 1

(4.9) ¥ (i) = Inf vy( ATl
AEH

ot vy est la valuation Y -adique. Alors on a (si ® (i) # + 00 1i.,e,

[=5

H™ # (1))
(4.10) z"‘(i)ciw)(r) -0 .

Corollaire 4.9, Si Zo est une extension finie du corps premier P , en

particulier si le corps kO est une extension de type fini de P , alors

(*) i.e. dans le groupe Rk(G) des classes de k-représentations de G, {4].
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toutes les classes de Chern I -adiques Ci(E) sont des classes de torsion.

N

Corollaire 4,10. Soit G un groupe 3 engendrement fini, et E le module

d'une représentation linéaire de dimension finie de G sur un corps sépa-

rablement clos k . Alors pour tout nombre premier I distinct de la ca-

ractéristique de k , les classes de Chern Y -adiques ci(E) 1i>1

sont des classes de torsion.

En effet, l'hypotheése sur G implique que la représentation donnée
provient d'une représentation sur un sous-corps ko de k de type fini sur

le corps premier P , et on applique 4,9,

Corollaire 4.11. Soit G un groupe discret, E 1le module d'une représen-

tation linéaire complexe de dimension finie. Alors les classes de Chern ra-

tionnelles ci(E)lQ € H21(G,42) (déduites des classes entidres de 0.1)

sont nulles pour tout i ) 1 . Si le corps k engendré par les valeurs du

caractére g w~y Tr g, est de type fini, et si Hi_l(G,QZ) est de type

fini sur ZZ(%¥)alors ci(E)e g2t (G,Z) est une classe de torsion, dont

la 1 -composante ci(E)(I) satisfait 3 (4.10) , od X (i) est défini

dans (4.9) ci-dessus.

Pour vérifier la premidre assertion, on peut remplacer G par ses
sous-groupes 3 engendrement fini (par un argument immédiat laissé au lecteur),
ce qui nous permet de supposer G de type fini. Alors, choisissant un nombre
premier I quelconque, le corollaire 4.10 , et la comparaison 3.1 de la
théorie arithmétique et la théorie transcendante des classes de Chern, nous
montrent qu'il existe pour tout i wun entier mi'> 0 tel que l'image de

i v
mici(E) dans tous les HZl(G,ZZ/I Z) est nulle (ol Ci(E) désigne main-

tenant la classe de Chern enti&re). Utilisant 3.5 on en conclut que 1'image

(*) 11 suffit qu'il le soit modulo son sous-groupe de torsiom.
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de Ci(E) dans H21(G,42) est nulle, La derni2re assertion de 4,11 se

déduit de méme de 4.8 et de 3.5.

Remarques 4,12,

a) Comme nous 1l'avons déja signalé dans 0.5 , le résultat 4&4.11
était connu par voie transcendante ; cf 0.9 pour d'autres commentaires con-

cernant ce résultat,

b) Dans 4.10 on ne peut supprimer l'hypothdse que G soit a
engenﬂrement fini, comme on voit déja dans le cas o G est le groupe des
racines de 1'unité de k d'ordre une puissance de ! , E 1la représenta-
tion de degré 1 canonique : on voit tout de suite que la classe I -adique
cl(E) n'est pas une classe de torsion : en fait, 1'ordre de son image dans
HZ(G,#(IQ (k)) est égal 2a 19 » qui augmente indéfiniment avec Y . Cela
n'emp&che que 4,11 est valable sans supposer G de type fini : on fera
attention & ce propos qu'une classe de # (G,2) dont 1'image dans 1 G, Q
est nulle n'est pas nécessairement une classe de torsion, 1l'homomorphisme
canonique g c,z)e._ Q ——)Hj (G,®) n'étant pas en général un isomor-

/4
phisme (c'est un isomorphisme si Hi_l(G,‘Z) est de type fini sur Z !).

4,12, On peut généraliser les résultats précédents en utilisz t les con-
jectures de WEIL £37] de la fagon suivante, Supposons d'abord que k soit
la cl8ture algébrique d'un corps fini ko , et que l'on ait un schéma pro-
jectif et non singulier XO sur ko , muni d'un Module localement libre
[Eo » le groupe discret opérant par automorphismes sur la situation
(xo"‘Eo) sur ko , donc aussi sur la situation (X,E) qui en est déduite
par extension ko —> k du corps de base, d'old des classes de cohomologie

mixtes
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(4.19) ci(lE) e HZi(X,G; ru‘l"z’i) .

Supposons, pour un i donné, que 1l'image de ci(E;) par l'homomorphisme

canonique

HZi(X,G;TI®i) . H2i(X,T1® i)

soit de torsion, ce qui signifie aussi que la classe de Chern i.2me ordinaire
de [E (en oubliant les opérations de G) est une classe de torsion. Suppo-
sons de plus que les conjectures de WEIL pour les valeurs absolues ordinaires

des valeurs propres de Frobenius, opérant sur les

i Q dfn j GQ
H (X, 1) = H (XsZI) 821 1 H
soient vraies pour j { 21 , i.e. que pour ces j , les valeurs absolues en
question soient égales a q il2 , ot q = card(ko) . Je dis que sous ces

conditions, la classe I -adique mixte (4.19) elle-m@me est une classe de

torsion. Pour le voir, on utilise encore l'invariance de la classe (4.19)
par les opérations de Gal(k/ko) , ou ce qui revient au méme, par 1l'automor-
phisme du groupe de cohomologie mixte provenant de 1l'automorphisme de Frobé-

nius
. 4
Frobq DX gy X
du corps k ., Utilisant 1'isomorphisme canonique

HZi(X,G;Tla’i) ~ HZi(X,G;'Er)® Tr(k)® i

Z y

et la suite spectrale de cohomologie I -adique déduite de (2.2)

(4.20) H*(x,c;zp — £f- HS(G,Ht(X,'ZZ.I)) ,
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(qu'il faut en toute rigueur interpréter comme une suite spectrale de sys-

teémes projectifs), on est ramené de proche en proche & vérifier que dans

s,21—s®

Ew

ZrTl(k)®i , pour s$ 1 ,

tout élément invariant par 1'action de Frobq est un élément de torsiom,

$,2i-s

® i
®T,(k)" " ne "contient" pas (comme quotient de
2 1 P

et pour ceci, que E
deux sous- ZZI -modules stables par Frobenius) de module 2 opération tri-

. . . , R s,21i-s
viale de Frobenius, qui ne soit de torsion. Ou encore, que E2’

ne "con-
tient'" pas de module & opérateurs, sur lequel Frobenius opire simplement par

s g . -1 . . , N
multiplication par q , et qui ne soit de torsion. Or c'est 13 un exer-
cice facile et pratiquement évident, sur l'expression explicite (4.20) du
terme E2 , et compte tenu que d'aprés l'hypothése faite, les valeurs ab-

. ) 2i-s

solues des valeurs propres de Frobenius opérant sur H (X,(RI) sont

q (2i-s)/2 , donc # q - (puisque s >1 .

4.12.1. Par un argument de spécialisation facile, utilisant le théoreme de
spécialisation pour la cohomologie ¥ -adique {2, XVI 2.2] , on trouve la
méme conclusion dans le cas d'une situation (k,X,[E,G) , X schéma pro-
jectif et lisse sur le corps séparablement clos k , lorsque celle-ci peut

se déduire par extension de la base
A, — k i.e. Spec(k) — Spec(Ao)

d'une situation analogue sur le spectre So d'un sous-anneau Ao de k de
type fini sur Z , avec un schéma projectif et lisse Xo sur S0 , un Mo-
dule localement libre Ek) sur X, et G opérant sur (Xo’“so) par So -

automorphismes. Cette hypothése sera vérifiée en particulier lorsque le grou-

pe G est a engendrement fini. Supposons de plus que pour au moins un point
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fermé s de So (donc & corps résiduel fini) la conjecture de WEIL, pour
les valeurs absolues des valeurs propres de Frobenius opérant sur les Hj

¥ -adiques (j £ 2i) de la variété projective lisse Xo g Sur le corps
fini k(s) , soit vraie ; il en sera en particulier ainsi d'aprés WEIL

[28 p. 14q1 si i =1 , ousi X est une variété abélienne, ou un pro-
duig»de courbes ... Sous ces conditions, il sera encore vrai que si la clas-
se de Chern ordinaire de B , & valeurs dans HZi(X,TrZQDi) , est une
classe de torsion (par exemple si la classe de Chern, en tant que classe de

cycles, a un multiple qui est algébriquement équivalent & zéro), alors il en

est de méme de la classe de Chern mixte (4.19)

4.12.2, L'hypothése faite dans 1'alinéa précédent sur la validité de la
conjecture de WEIL en au moins un point fermé s de So dépend du choix
de (SO,XO) dont on déduit (k,X) par changement de base. Si on veut é-
noncer une hypothése intrinseéque 2 (k,X) , on exigera qu'il existe un
ouvert de ZARISKI non vide U de So , tel que pour tout point fermé s
de U , la conjecture de WEIL pour Xo s sur k(s) et le Hj 4 -adidue
soit valable. La vérification d'invariance de cette hypoth&se par rapport
au choix de (SO,XO) , et par rapport a une extension du corps de base k ,

est immédiate, On dira sous ces conditions que la conjecture de WEIL est

vraie pour X sur k , et la cohomologie ¥ -adique en dimension j . Avec

cette terminologie, on peut formuler

Théorgme 4.13. Soient X un schéma projectif lisse sur le corps L des

complexes, [E un Module localement libre de type fini sur X , i un en-

tier, tel que la i.2me classe de Chern rationnelle de E; (classe dans

2i,_an .
H° (X", ®)) soit nulle. Supposons de plus que pour un nombre premier conve-
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nable ¥ , la conjecture de WEIL soit vraie pour X et la cohomologie

! -adique en dimension j €21 , au sens précisé dans 4.12.2, (ce qui est

sans doute toujours le cas, et est prouvé par WEIL dans le cas ot i =1 |,

ou X wune variété abélienne, ou plus généralement un produit de variétés

abéliennes et de courbes algébriques)., Soit alors G un groupe discret opé-

rant par automorphismes sur (X,[;) , et considérons la classe de Chern

mixte rationnelle

ci(lEa“) e Bl @ |

|}

Cette classe est également nulle.

Pour démontrer ce théor2me, on se raméne comme pour 4.11 au cas
ot G est 2 engendrement fini, donc od la situation (X, E,G) provient
d'une situation de type fini sur % , comme dans 4,12,1, Utilisant 4.12.1

et 3.5, et procédant comme dans 4.11 , on déduit 4.13,

_Remarques 4,14,

a) Lorsque X est réduit 2 un point, 4,13 se réduit a 1'énoncé
4.11. Mais contrairement a ce dernier, 4.13 ne semble pas admettre une dé-
monstration par voie transcendante, qui serait indépendante disons des con-
jectures de WEIL, et resterait valable lorsque 1l'on remplace X par une va-
riété analytique compacte (&ventuellement supposée kdhlérienne). J'ignore
si 1'énoncé analytique-complexe correspondant est vrai, m@me en se bornant
au cas ot i =1 » et ol X est un tore complexe (non algébrisable). Com-

parer les commentaires dans 0.10 .

b) Admettant les conjectures .le WEIL et la résolution des singula-

rités, on se convainc que les résultats de 4.12 et 4.13 doivent 8tre va-
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lables pour des schémas X propres sans plus (pas nécessairement projec-
tifs, ni lisses). Par contre, l'hypoth2se de propreté est essentielle, méme
si X est supposé lisse. Pour avoir un contre-exemple relatif a ¢, »on

prendra

(4.21) x=G 1. ¢

X ..
m m

3 ﬂrm (i facteurs), G =Z* , b= (DX]' ,

avec opérations triviales de G sur X , l'opération sur [E s'obtenant
en associant au j.2me élément de la base canonique de 7 1 a 434 1)
l'automorphisme de multiplication dans E par la j.éme fonction coordonnée
tj sur le j.2me facteur lEj de [E , l'identité sur les autres. Un cal-

cul facile donne la formule de KUNNETH
! L *
(4.22) B* (x,6;Z) = Q& w (G T2
et on a par multiplicativité
I *

(4.23) ci(E) = I pr, (§) ,

1¢j¢i
ol les prj (1€ j ¢ i) sont les projections de X sur ses facteurs, et

~

ou

2 . = 2 r
e wi(G .Z:%) W6 Z;Zp®, Ty

Zy

est la premigre classe de Chern [ -adique cl([Eo.) du fibré a opérateurs

Eo = (DX sur Xo = Gm , le groupe Z opérant en faisant opérer le
)

générateur 1 de Z par multiplication par la fonction coordonnée t

D'ailleurs, on a encore une formule du type KUNNETH donnant n* (Xo,'Z;Z l)

_ v , - 2 2
R RLZZy = wY B, BT = Tyle] 167D

~

ot u,v sont de degré 1 , le dernier isomorphisme n'étant pas canonique et
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dépendant du choix d'un isomorphisme ZY o~ Tl(k) . On a cependant, de

facon canonique
2 57 . ~ 1 1 1 o
HY(X ,Z;Ty) ~ H (X,T)) ® H (Z’Zl) ~ Zzaﬂr o~ ZI ,

et moyennant cet isomorphisme, on constate par un calcul facile que la clas-
se & devient 1'élément 1 de ZZr . Les formules (4.22) et (4.23) mon-

i
®h

21 . . N
trent alors que H" (X,G; TY est canoniquement isomorphe a 721 s avec

comme base ci(ﬂg) , qui n'est donc pas une classe de torsion.

c) Le méme exemple essentiellement montre que l'énoncé analogue a
4.13 , ol on remplacerait X par une vériété différentiable compacte, est
également faux., Il suffit dans l'exemple précédent (avec k = C ) de pren-
dre 1'image inverse du fibré i opérateurs . sur le tore compact de dimen-
sion i contenu dans X(C) = € ¥ i . Cela rend improbable qu'on puisse
prouver un énoncé généralisant 4.13 par des méthodes de géométrie diffé-

rentielle,

§ 5. Propriétés de torsion des classes de Chern : cas arithmétique,.

5.1, Dans le présent paragraphe, nous examinons les classes de Chern

de représentations linéaires du groupe discret G sur des corps k pas né-
cessairement séparablement clos ; elles sont donc & valeurs dans des groupes
de cohomologie mixtes, faisant intervenir & la fois la cohomologie ardinaire
de G , et la cohomologie galoisienne de k , i.e. celle du groupe profini
= Gal(k/k) » groupe fondamental de k . Commengons par expliciter dans
quelques cas simples le calcul de ces groupes, en termes d'invariants coho-

mologiques plus familiers.
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5.1.1. Notons que le topos des faisceaux étales sur Spec(k) est équi-
valent 2 la catégorie des ensembles sur lesquels T opére contindment

EZ, VIII 2.13 (i.e. de facon que le stabilisateur de tout point soit un
sous-groupe ouvert de T ) ; par suite, le topos des faisceaux étales sur
Spec(k) , a groupe d'opérateurs G , est équivalent a la catégorie des en-
semhles sur lesquels T x G opére continfiment, ot TL x G est muni de

la topologie produit (G étant considéré comme groupe discret). On en con-
clut trés facilement que si F est un objet abélien dudit topos, i.e. dé-
fini par un groupe abélien M = F(Spec(E)) , sur lequel TU x G opére con-

tiniment, alors on a des isomorphismes canoniques

UixG

(5.1) H¥(Spec(k),G; F) ~ lim H* (T, x G, M 7))
—_ 1

i
oll TTi =T /Ui s Ui parcourant un systéme fondamental de sous-groupes
ouverts de 1L ., Lorsque en particulier G est un groupe fini, alors TMTxG

est encore un groupe pro-fini, et on trouve
* ~ ¥
(5.2) HY (Spec(k),G; F) = H  (TUx G, M) ,

ot le deuxidme membre désigne la cohomologie habituelle du groupe profini

Tx G

5.1.2. Dans les cas qui nous occupent, i.e, ot F = ﬁ{rfp 1 , G opére
trivialement sur F , i.e. G opére trivialement sur M (qui s'identifie
donc simplement & un module "admissible" sur TC ). Alors on dispose de for-
mules du type KUNNETH, permettant d'exprimer la cohomologie H(TtixG, MUi)

en termes, disons, de la cohomologie de ‘T[i et de l'homologie de G & coef-
ficients entiers., Plus généralement, on trouve de telles formules pour

¥ (X,G6; F) chaque fois que le groupe discret G opeére trivialement sur le
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schéma X et sur le faisceau F , cf l._16, p. 1927 . Dans le cas ol les
Hj (G,Z) sont libres de type fini sur Z , on en déduit par exemple un

isomorphisme (dont la fl&che s'explicite aisément en termes de cup-produits)
(5.3) H* (X,6; F) <<= B* (X,F) @, i*@,z) |,

d'ol, par passage 3 la limite sur les F = f/«.rv@i , des isomorphismes
(5.4) i*(x,6; 1,® 1) &L y* (x,rr‘gimz H* (G, Z) .

L'hypothese qu'on vient de faire sur G est satisfaite en particulier pour

alors 1l'algebre de cohomologie de G est donnée par

N ) »
(5.5) 1*6,2) ~ N 1'@,zZ) ~ NC , on ¢ =tonc ) .

5.1.3. Notons encore que sous les conditions de validité de (5.3) , 1'ho-

momorphisme canonique
H¥(X,6; F) —p H¥ (X,F)

s'interpréte comme la réduction modulo 1'idéal d'augmentation H+(G,Z) de
H* (G,Z) (idéal des éléments de degrés >0). Par suite, si B est un
fibré vectoriel sur X sur lequel G op2re, et si la classe de Chern ordi-
naire de E dans HZi(X,TI(i)) est nulle, cela signifie que la classe de
Chern mixte dans le deuxidme membre de (5.4) se trouve dans

H¥ (X,Tr(i)) ® H+(G,Z) . 11 en est toujours ainsi en particulier lorsque

X est local, par exemple le spectre d'un corps.

- 5.1.4, Lorsqu'on suppose encore les Hi(G,Z) de type fini sur ‘Z , mais
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pas nécessairement libres sur % , les formules précédentes (5.3) , (5.4)
restent vraies si Hy (G) est sans 1 -torsion et si F est un faisceau de
1 -torsion. Lorsque I{*(G) a de la Y -torsion, on trouve encore par passa-
ge 3 la limite dans les suites exactes des coefficients universels de loc,
cit.,, relatives aux coefficients ”& 19 , une suite exacte :

1 ! ®i &1
(5.6) 0 —> P_;_+q=n Ext (Hi—l(G’Z)’HJ(X’TI )) — H“(X,G;TZ )

—_— Hom(Hi(G,‘Z),Hj(X,T1®i))-—-:»0 ,
p+q=n

d'ol en tensorisant sur Z par Q

(5.7) H*(X,G;Qr(i)) & ou* (x,@1®i)® H*,®) ,

Q

ol on a posé pour abréger (et par abus de langage)
* ) £y Y . : " Sy ® ®i
(5.8) B¥(X,6; @, (i) ﬂ(x,c,rrm)ez 1«21 , WX, Q,(1)=H" &, T, )“’21@1 .

La fl&che dans (5.7) est encore celle donnée par cup-produit. On peut
donc dire que l'isomorphisme de KUNNETH (5.4) donné par cup-produit reste
valable en supposant seulement les Hj(G,Zi) de type fini, & condition de
négliger les groupes de torsion i.e. de tensoriser par Q . Avec ce grain
de sel, la remarque faite dans 5.1.3 sur les classes de Chern reste en-

core valable,.

5.2. Comme premiéres propriétés triviales, de nullité resp. de torsion
pour les classes de Chern ! -adiques mixtes, il y a celles liées 2 la 1 -
dimension cohomologique du couple (X,G) . Ainsi, on déduit aussitét de la

suite spectrale (2.2) que 1l'on a
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(5.9) cdy(X,6) & cdy(X) + cdy(G)
d'ol les relations
(5.10) ¢, (EX(I) =0 si 2i >cdy(X) + edy(6) .
Par exemple si G =7%" , on trouve que

ci(E)(I) =0 pour 2i> ch(X) + r

De méme, négligeant la partie de torsion de la cohomologie ¥ -adique, et
supposant pour simplifier que G opére trivialement sur X , et que les
Hj(G,ZJ) sont de type fini sur 7, , pour pouvoir utiliser (5.3) , on

trouve

(5.11) c.(E)(Y) de torsion si 2i> cd (X) + cd  (G) ,
i Ql

Q

ol CdQQ(G) est la dimension cohomologique de G relativement aux modules
de coefficients qui sont des Q) -modules, et oi édalr(X) désigne la borne
inférieure des entiers n tels que i> n implique 1'existence d'un entier
8 , tel que 1° Hi(X,F) = 0 pour tout faisceau étale de ¥ -torsion F

sur X ', donc

CdQI(X) < edyx)

On notera que, alors qu'il est tout-a-fait exceptionnel qu'on ait
cdr(G) {+ 00 (si G est fini, ce n'est jamais le cas si I divise
card(G) !), les groupes discrets les plus importants qu'on rencontre en pra-

tique satisfont bien a

ch(G)<+ oo , L

et cette propriété de finitude jouit de propriétés de stabilité agréables
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(notamment par extension de groupes, et passage & un sous-groupe d'indice
fini). A ce titre, la formule (5.11) donne des renseignements effectifs
pour les cas les plus intéressants. Rappelons a ce propos [SGAZ+IX] que

pour un corps k de type fini sur le corps premier P , on a

(5.12) cdl(k) =1 + deg.tr. k/P si car.k = p>0 |,
et
(5.13) cdl(k) = 2 + deg.tr, k/P si car.k =0 ,

sauf pour le cas ot ¥ = 2 et ol la cl8ture algébrique ko de P dans k
n'est pas purement imaginaire (auquel cas la 2 -dimension cohomologique de
k peut &tre infinie) ; mais méme dans ce cas, on voit que l'extension qua-
dratique k' = k(V{ - 1) satisfait a (5.13) , d'ol résulte que (5.13)
reste valable pour k en y remplacant cdl(k) par Cd@}f(k) (les Hi(k,F)

pour i > 2 + deg.tr. k/P étant annulés par 2),

Compte tenu des observations qui précedent, on peut donc dire que
la possibilité de restreindre & k le corps de base d'une représentation
linéaire de G donnée sur une extension K de k , impose des conditions

de la forme

c.(E)(X) de torsion pour 2i > cd 4 (k) + cd__(G)
i QY

@

pour les classes de Chern mixtes dans H™ (spec(X),G, - ) de la représen-
tation, qui imposent donc une minoration sur le degré de transcendance de

k sur le corps premier

(5.14) deg.tr.k/P P 2i - £ - cd p(G)-1,
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ot i désigne le plus grand entier tel que ci(E)(I) ne soit pas de
torsion, et & est égal 2 O ou 1 suivant que K est de caractéristique

non nulle ou nulle.

5.3. Il convient cependant de noter que, contrairement 2 ce qui se
passe dans le cas '"géométrique" envisagé au paragraphe précédent, les clas-
ses de Chern mixtes Y -adiques des représentations linéaires de G ne

sont pas nécessairement des classes de torsion, le corps de définition de la
représentation étant un corps k de type fini sur le corps premier, Exami-

nons par exemple le cas de la classe ¢ , associée d'apreés (1.16) 2a un

1

homomorphisme de groupes
f : G —> k¥ |

Pour que la classe de Chern Y -adique ¢ correspondante soit nulle, il

faut et il suffit donc que pour tout entier VY , 1'homomorphisme précé-
Ry

dent soit de la forme qJI , ol HD : G —> k est un homomorphisme con-

venable. Cela implique en particulier que pour tout gé& G #(g) est un

élément infiniment Y -divisible de k * . Or on vérifie facilement, k é-

tant de type fini sur le corps premier, que les seuls éléments infiniment

! -divisibles de k¥ sont les racines de 1'unité de k d'ordre premier 2
! . Par suite,
(5.15) cl(ﬁ)(l) =0 &&—> P(G) est un sous-groupe fini de k¥ d'or-

dre premier 2 Y ,
et par conséquent

(5.16) cl(ﬁ)(l) de torsion ¢=> #(G) est contenu dans le sous-groupe fini

des racines de 1'unité de k .
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On voit donc que si le corps k (extension de type fini du corps premier)
n'est pas un corps fini, il existe toujours des homomorphismes 7 — k¥
dont les classes de Chern ¥ -adiques mixtes ne sont pas des classes de tor-
sion. Ce résultat reste valable si on prend pour k une extension de type
fini non algébrique d'un corps ko quelconque : tout homomorphisme

¢ : G —> k"‘E dont les valeurs ne sont pas contenues dans la cl8ture algé-
brique de ko dans k donne des classes de Chern Y -adiques qui ne sont

pas des classes de torsionm.

5.3.2. Utilisant cet exémple, on trouve facilement, pour n }» 1 donné;
un cas ol cn(E)(Z) n'est pas une classe de torsion, k = kd(tl’ cees tn)
étant une extension transcendante pure de degré n d'un corps arbitraire-
ment donné ko (le corps premier, par exemple, ou un corps algébriquement

clos), et G= Z " . On posera simplement
E =L, +...+L_ ,

ol Li est de rang 1 et donné par la représentation composée

pPr,

G = zn i Z, i kJi

s ¢i(1) =t .

Utilisant 1'isomorphisme (5.4) , on trouve
¢ n ®n n
c, (BX(1) = (5, ...T Jou € H (k,T," IOH (G,Z) ,
ol u est le générateur canonique de u'(c,Z) , et ot
»
(5.17) Ei =q; (§)e Hl(k,’I‘I) ,

q; : Spec(k) ~=» Spec(ko(t)) étant associé a 1'homomorphisme

k(t) —k = ko(tl, cees tn) qui envoie t sur t, , et

i
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éHl(k (t), T.)
EF o t)s 14
étant défini par la formule
(5.18) ¢ (1) = E®u € Hz(Spec(ko(t)),Z;TI)dHl(k(to),Tl)@Hl(Z,Z)

Ieci L désigne le module de la représentation linéaire de rang 1 de Z4
défini par le caractére Z —» ko(t) envoyant le générateur 1 sur ¢t
Notre assertion que cn(E)(Y) n'est pas une classe de torsion revient donc

a dire que 1'élément cup-produit
. n ASn
(5.19) El ... § eH (k,Tr )

n'est pas un élément de torsion, ce qui résulte du fait plus précis que le

) v 41 4
cup-produit correspondant des classes mod. Y est un élément de

w)
Hn(k,/( QQDH) d'ordre égal 23 I . Ceci se prouve aisément par récurrence
4

sur n , en utilisant le

Lemme 5.3.1. Soient k un corps , K = k(t) une extension pure de degré

de transcendance 1 , n un entier premier & la caractéristique de k

o l B
Sen (K,/ftn) l'image de t & HO(K,GJm) =x* par 1'homomorphisme cobord

de la suite exacte de KUMMER relative a l'entier n , F un faisceau a-

bélien étale sur Spec(k) , annulé par n , Alors 1'homomorphisme

Bk, F) ——s H”l(x,mlzfxn) :

défini par cup-produit avec EE » est injectif,

Indiquons seulement le principe de la démonstration du lemme : on
prouve l'assertion analogue, plus forte a priori, ol on remplace K par le

corps des séries formelles k((t)) . Or cette dernidre assertion se prouve
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aisément par les calculs locaux explicites [g, X n° Z] .

5.4, Remarquons que dans 1l'exemple précédent d'une classe de Chern Y -
adique cn(E)(r) qui n'est pas de torsion, il n'aurait pas été possible de
n m
remplacer le groupe G = Z par un groupe 7, avec m n ., De facgon

précise, supposons que G soit un groupe abélien de type fini sur % ,
de rang n , et considérons le module E d'une représentation linéaire de

G définie sur un corps k . Alors on a
(5.20) ci(E)(l) de torsion pour 1% n = rang G

En effet, lorsqu'on suppose tout d'abord que E admet une suite
de composition dont les quotients Ej sont de rang 1 , la formule d'addi-
tivité des classes de Chern montre que ci(E) est une somme de produits
de i facteurs de la forme cl(Ej) ; d'autre part, comme on a remarqué
dans 5,1.3 , les cl(Ej) sont dans H* (k,Tl)éb H+(G,2Z) . Notant par
(5.5) que 1'idéal H+(G,¢Q) de H¥*(G,R) est de puissance (n+l).&me
nulle (et il en est de méme de H+(G,ZZ) , s1 G est sans torsion), on
conclut (5.,20) dans ce cas. On trouve méme ci(E)(l) =0 pour idMn ,
lorsqu'on suppose G sans torsion, ce qui constitue alors une condition
cohomologique nécessaire pour la possibilité de trouver une filtration de
E & facteurs de rang 1 , plus généralement pour pouvoir écrire E dans

1'anneau de représentations Rk(G) comme une somme de représentations de

rang 1

Dans le cas général, on note que G étant commutatif, il existe
nécessairement une extension finie k' de k au-dessus de laquelle 1'hy-
pothése précédente de dévissage soit réalisée. Or pour une telle extension,

l'argument de trace habituel nous montre que les homomorphismes
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H* (k,6; F) — H* (k',G; F)

sont injectifs modulo éléments annulés par [k':k] . Cela nous raméne donc

au cas déja traité,
Le méme argument essentiellement permet de montrer ceci

Proposition 5.5. Soient G wun groupe discret tel que les Hi(G,QZ) soient

de type fini sur Z , et tel que ch(G) =d{+ o . Soit E le module

d'une représentation linéaire de G sur un corps k . Supposons qu'il

existe une extension finie k' de k telle que E Qbkk' admette une suite

de composition de longueur s . Soient r. » r, > ... % T les rangs des

1 2

facteurs de cette suite de composition, écrits par ordre de grandeur décrois-

sante. §oit
(5.21) r=r, + ,..+r

(ot on convient que r, = 0 pour 1> s) . Alors pour tout nombre premier

1 distinct de la caractéristique de k , on a

(5.22) ci(E)(l) de torsion pour i S>r .

Cet énoncé est de toutes fagons trivial si d» s , puisqu;alors
ona r = rang E , Lorsque d ( s , cet énoncé donne par contre une condi-
tion nécessaire non triviale, en termes des classes de Chern I -adiques
mixtes, pour pouvoir obtenir une filtration de E du type indiqué, aprés
extension finie du corps de base, On remarquera que dans le cas ol le groupe
G est & engendrement fini, cette derni2re hypoth2se est en fait une condi-
tion "purement géométrique", qu'il suffira d'exprimer pour la représentation

correspondante sur n'importe quelle extension algébriquement close k' de
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k (comme on voit par des arguments standards bien connus EEGA v 9.i_l ).

Pour la démonstration de 5.5 , on se ram2ne comme ci-dessus au cas

ot k =%k' , de sorte que ci(E) s'écrit comme une somme de termes de la

forme cil(El) v ciS(Es) , ot les iy sont des entiers » O de somme
égale 2 i ., Or cela exige évidemment que le nombre des  tels que
iy #0 soit >d (s'il était & d , la somme serait (r = it o+,

ce qui, en vertu de 5.7 et de la remarque 5.1.3 implique que le produit

des c, (Eo() est nul modulo torsion.
Ix

5.6. Supposons que nous disposions d'une formule de KUNNETH du type

(5.4) (par exemple G = Z) ou (5.7) . Supposons de plus qu'on ait
(5.23) HO(X,TIG’ ") =0 pour tout i>1 ,

ce qui est le cas, rappelons-le, chaque fois que X est de type fini sur

Spec(Z ) ou sur un corps premier. Alors on aura donc
¢ @i + ® i .
(5.24) B (x,6;1,%) > K (X, 1)@ZH*(G,7L) 1y ,

(resp. la relation analogue avec les coefficients @Q,(i) ,Q)). Posons de
1

plus

d= cdi(X) resp, d = CdQI(X) .

Alors on conclut que le produit de m > d éléments dans le Y de (5.24)

est nul, donc le produit de m» d classes de Chern ci(mi) 1Lz

dans les HZI(X,G;TIGD i

) resp. dans les HZi(X,G;QI(i)) , est nul, Cela
permet de répéter les arguments de 5.4 sous forme symétrique. On obtient

en particulier :

v,
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Proposition 5.7. L'énoncé 5.5 reste valable lorsqu'on remplace 1'hypo-

thése CddQ(G) < + 00 par celle que k est de type fini sur le corps pre-

mier, et qu'on désigne par d 1'entier Cd(Q (k) , égal a & + deg.tr.k/P
Y

ot €=1 si k est decar. p>0 , €& =2 si k est de caractéris-

tique nulle,

Si les hypothéses de 5.5 et 5.7 sont réalisées simultanément,

on pourra donc prendre

d = Inf(cd(&(G) s chI(k)) .

5.8. Dans le présent paragraphe, nous avons '"pour fixer les idées" tra-
vaille surtout sur un corps de base, Signalons cependant qu'il y aura gé-
néralement intér@t 2 travailler plut8t sur des anneaux de base, tels par
exemple que les anneaux d'entiers des corps de nombres, Rappelons & ce pro-
Pos que toute représentation linéaire d'un groupe fini G peut se définir
sur un corps de nombres k , extension finie de @ (et méme sur une ex-
tension cyclotomique de @ ), et méme sur 1l'anneau des entiers A de k
(bien qu'en général la connaissance de la représentation sur k ne déter-
mine pas entidrement, méme & isomorphisme pras, la représentation sur A),
On notera cependant que lorsqu'une représentation est donnée sur un anneau

A , pour définir ses classes de Chern [ -adiques mixtes, il faut commencer

par remplacer A par 1'anneau localisé
" = ry-Le
A= AT,

pour obtenir un anneau dont les caractéristiques résiduelles soient premidres

a 1! . On trouve alors des
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®@i

ci(E®AA')(Y)€ HZi(Spec(A'),G; Ty ) .

L'avantage a priori de ces classes sur celles ol on remplacerait
A' (supposé intégre) par son corps des fractions, c'est qu'elles fournis-
sent évidemment des invariants plus fins, par lesquels (pour Y variable)
on peut éventuellement espérer distinguer entre les différentes fagons de
réduire & A 1'anneau de base de la représentation, initialement donnée
sur le corps des fractions, Comme autre avantage, signalons que les corps
globaux les plus courants (tels que Q » ou les corps de fonctions) ont
généralement une cohomologie galoisienne immense, contrairement aux anneaux
(tels que A , ou des sous-anneaux affines des corps de fonctions) qui

leur donnent naissance, et qui fourniront le plus souvent des modules de type

fini sur ZZY comme groupes de cohomologie Y -adiques mixtes ol les clas-
ses de Chern mixtes prennentﬁleur valeur. Il en est en particulier ainsi
lorsque les groupes d'homologie entidre de G sont de type fini, et que
1'on travaille sur un ouvert d'un Spec(A) , ol A est 1l'anneau des en-
tiers d'un corps de nombres, Pour une étude arithmétique plus poussée de ces
classes de Chern, il faudrait au préalable avoir une bonne connaissance des
groupes de cohomologie de tels ouverts, & coefficients dans les faisceaux
1 -adiques de TATE T1<x>i . I1 ne semble pas d'ailleurs que ces groupes de

cohomologie aient été déterminés, a l'heure ol ces lignes sont écrites,

§ 6. Cas des cohomologies de HODGE et de DE RHAM,

6.1. Soit X un schéma sur un autre., On lui associe canoniquement

un complexe des formes différentielles relatives de X sur S
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*
—=X/s

E
1
(6.1) =/\Q.x,s

3

S
différentiel étant la "différentielle extérieure" habituelle [FGA v 16] .

ol .é; ;/S est le faisceau conormal 2 la diagonale de Xx X |, 1'opérateur

Nous appellerons ce complexe le complexe de DE RHAM de X par rapport 3 S ,

et son hypercohomologie

* * *
(6.2) Hop (X/8) = [H (x,_gx/s)

est appelée la cohomologie de DE RHAM de X sur S . Il est parfois commode

de considérer également le complexe de HODGE de X sur § > qui a méme fais-

ceau gradué sous-jacent que le complexe de DE RHAM, mais dont l'opérateur

différentiel est nul. L'hypercohomologie de ce complexe

(6.3) HagX/8) = > mlx, 27 )
. P>q
sera appelée cohomologie de HODGE de X sur S . On notera que c'est un

groupe non seulement gradué, mais bigradué de facon naturelle, Les relations
entre ces deux espices de cohomologie sont exprimées par la suite spectrale

d'hypercohomologie de (6.2)

¥ P»q _ 4Psq = 4 p
(6.4) Hpp(X/8) &= EP*9 = HHdg(x/s) = 19(x, 'Qx/s) .

Ainsi, le groupe gradué H* (X/S) est muni d'une filtration naturelle, qui
& R

"remplace" la bigraduation qui lui fait dé&faut.

*
La structure multiplicative habituelle de ﬁgz définit sur

X/s
H;%(X/S) et H;;g(X/S) des structures d'anneau gradué filtré resp. d'anneau

bigradué ; ces anneaux sont anticommutatifs.

Notons que les anneaux de cohomologie (gradués filtrés resp. bi-
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¥ * . .
gradués) HDR(X/S) et HHdg(X/S) ont le caractdre contravariant habituel
par rapport au schéma relatif X/S , relatif a des carrés commutatifs, -

caractere fonctoriel qu'on utilisera sans autre mention,

Rappelons enfin [20] que lorsque S est le spectre du corps des
complexes, et que X est lisse sur § (donc si X est une variété algé-
brique non singuli&re sur le corps des complexes), la cohomologie de DE
RHAM H;;(X/S) est canoniquement isomorphe & la cohomologie complexe ordi-

naire de 1l'espace analytique X*" associé a X .

6.2, Supposons maintenant qu'on ait un Module inversible ﬂa sur X ,

d'oll un élément
..l *
(6.5) W EHR (x,(Dx )y,

classe de ce faisceau 3 isomorphisme pr2s. Utilisant 1'homomorphisme "déri-

vée logarithmique"

(6.6) £ oams D(E) = af/f 2 0% — ZN QD O,

i PR . . P,
(o Z& désigne le faisceau des i -cocycles), on trouve un élément

_ . L1,1 _1 1
(6.7) D) = Wy e Hy x/s) =1 (x, 0y,

de degré total deux dans la cohomologie de HODGE. De méme, travaillant en

théorie de DE RHAM, et utilisant 1'homomorphisme canonique
i i 1, ~* 1y i+1 W
g Z O — H M )
-
valable pour tout complexe de faisceaux 4:; sur X , on trouve un élément

(6.8) e, (L) = g'p () € wl (x/s)
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Les éléments (6.7) et (6.8) sont appelés respectivement la pre-

miére classe de Chern de ﬂ: au sens HODGE, et au sens DE RHAM. Dans cette

construction, nous avions sous-entendu un préschéma de base S en dessous
de X , alors que u; est donné sur X ., On notera que l'invariant.le

plus fin sera obtenu en prenant S = Spec(Z) .

Bien entendu, nous avons obtenu ainsi deux homomorphismes

(6.9) Pic(X) = H1<x,®;) —-.'»H.fldg(x/s) et Pic(X) —» H§R<x/s> .

Ces homomorphismes sont fonctoriels par rapport au schéma relatif X/S ,

comme on constate aussitét,

6.3. Supposons maintenant qu'on ait un Moduel localement libre & de
rang r sur X , Désignons pour simplifier par }{*(X/S) la cohomologie
de DE RHAM ou de HODGE de X , étant entendu qu'on travaillera pour le mo-
ment dans l'une ou 1'autre théorie exclusivement. Désignons encore, comme

aux paragraphes 1 et 2, par
P = P(E)
le fibré projectif défini par (£ s, et considérons 1'homomorphisme d'anneaux
B*¥ (x) — 5% (@)

qui permet de regarder HX(P) comme un module 2 gauche (disons) sur H*(X) .

Soit encore
_ 2
g =c (0 ane n*w

défini par (6.8) resp. (6.7) , avec [L = O (1) , X remplacé par P

Le résultat clef (non trivial), démontré par ILLUSIE [?4] , est
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(6.10) Les gi (0 gi ¢r-1) forment une base de u* (p) sur HN(X)

. e Ly r s s P N
Ceci permettra don¢—d'exprimer ¥* comme combinaison linéaire des &

pour 0 i ¢ r-1 , et de définir des classes
(6.11) e, (B) € w*t(x/s)

par la formule habituelle
(6.12) > (BgTr-o
O0gigr

Bien que nous ne l'ayons pas vérifié en détail, il n'y a gudre de
doute (et nous admettrons) que le formalisme habituel (2.3) des classes de
Chern, exprimé par la caractérisation axiomatique bien connue de HIRZEBRUCH,
reste valable dans le contexte DE RHAM et HODGE. Pour ce point et une théorie
plus détaillée de ces classes, ainsi que leur généralisation aux classes ca-
ractéristiques style HODGE et DE RHAM de schémas en groupes autres que gl(r) s

nous renvoyons & l'exposé systématique [}5] .

Ici encore, le préschéma de base S sous X était sous-entendu.
On trouve les classes de Chern les plus fines en faisant S = Spec(Z) ;

celles pour un S quelconque s'en déduiront par 1'homomorphisme canonique
* H#
(6.13) H (X/spec(Z)) ~— H (X/8) .

Mais il n'y a pas lieu de négliger le cas ot S est une base quelconque, si
on désire utiliser les classes de Chern pour le calcul de la structure d'un
anneau de cohomologie If*(P/S) d'un fibré projectif P associé a un Modu-

le localement libre sur S , en termes de 1'anneau H™(X/S) et des classes

de Chern de ([E , en utilisant (6.10) a (6.12)
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6.4, Disons quelques mots sur les relations entre les diverse$ défini-
tions de classes de Chern dont on dispose (transcendante, I -adique, DE
RHAM, HODGE). Pour la relation des classes transcendantes avec les classes

Y -adiques, cf § 1.8 et § 3. Lorsque X est lisse sur § = Spec(@,) , on
trouve de mé&me la compatibilité de la définition style DE RHAM avec la défi-

nition transcendante, compte tenu de 1'homomorphisme
@: i* ", 7)) —a* &, ¢) ~ HD;(X/ o .

De fagon précise, on trouve :

1 DR
_
(2iT)P P

/A =
(6.14) W (cp (E)) E)

Pour le voir, on est ramené, grdce a la caractérisation axiomatique, au cas
d'un Module inversible, oll le résultat est facile [}, Prop. 12] . Enfin, mo-
dulo vérification (sans doute sur le m8me principe) qui, on 1'espere, figurera
dans [15] (*) , 1les relations entre les classes de Chern style DE RHAM et
style HODGE doivent pouvoir s'exprimer de la fagon suivante, en termes de la

suite spectrale (6.4) qui les relie : la classe de Chern CI(EE) style

HODGE est un cocycle universel dans la suite spectrale, donc définit un &lé-

ment de degré total 2i , degré filtrant i dans Eq9 ; d'autre part, la

classe ci((E) style DE RHAM est de filtration )i , et réduite modulo fil-

tration i+l devient égale a 1'élément du Eqg défini par la classe de

Chern style HODGE. Comparer avec l'énoncé analogue de ATIYAH-HIRZEBRUCH tS]

sur la classe de cohomologie associé 2 un cycle analytique d'une variété ana-

lytique complexe, et 1'élément du K(X) topologique associé,.

6.5, Arrivé a ce point, il convient de signaler que tous les développe-

ments précédents gardent un sens dans le contexte général des topos annelés,

(*) et probablement dans [24] en atendant.
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adopté au paragraphe 1 ; inutile d'ailleurs ici de remplacer le topos donné
par le topos étale associé. Ces développements s'appliquent en particulier
encore dans le cas envisagé au § 2 d'un groupe discret G opérant sur un
espace annelé, et plus spécifiquement, sur un préschéma X . Dans ce der-
nier cas, la théorie peut se développer sans utiliser explicitement la théo-
rie des schémas relatifs sur des topos annelés, et sans transposer 3 ce cas
les calculs de ILLUSIE écrits provisoirement dans le cadre des schémas or-
dinaires : il suffira en effet de procéder comme au n° 2 pour constater que
le "résultat clef" de 6.3 reste valable encore pour l'hypercohomologie de
DE RHAM ou de HODGE mixte, faisant intervenir le groupe d'opérateurs. On
trouve ainsi des classes de Chern, pour un Module localement libre E  sur

X , a groupe d'opérateurs G

21 _ i n*
(6.15) c,(E) € H (X/s, G) =M (x,c,gx/s) ,
resp,
ii _ i . i
(6.16) c,(E) € HHdg(X/S, ¢) =nx,c 2 /s

Il est entendu ici que G opére sur X par S -automorphismes ; on pourra
par exemple toujours prendre S = Spec(Z) . Sur X , on garde la topologie

de ZARISKI.

Lorsque X , au lieu d'8tre un schéma, est un espace analytique
complexe, on retrouve comme cas particulier de la définition générale une va-
riante différentielle analytique complexe des classes de Chern, qui est es-
sentiellement connue dans le cas "HODGE" et pour X lisse [}] ; dans le cas
X analytique réelle ou variété c® par contre, G = e , la variante

HODGE n'offre plus d'intér8t, puisque les H;é;(x) = Hl(X,éz:;) = 0 pour
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i > 0 (en prenant comme faisceau de différentielles les faisceaux habi-
tuels, qui sont des quotients du faisceau des différentielles défini 2a la
KAHLER par voie purement algébrique). Quant au cas "DE RHAM", il redonne
essentiellement dans ce cas (via 1'isomorphisme de DE RHAM de la cohomologie
complexe ordinaire et la cohomologie de DE RHAM) les classes de Chern trans-

cendantes ordinaires, mais considérées comme étant 3 coefficients complexes,

6.6, En particulier, si G est un groupe discret, et E le module
d'une représentation linéaire de rang fini de G sur un anneau A , les
considérations de 6.5 nous fournissent des classes de Chern style DE RHAM

et style HODGE

. 24 *
(6.15 bis) ci(m‘ ¢ H (G"QA/%) ,
resp.
(6.16 bis) c,(B) e Hi(G,f_).:/Z)

Lorsque A est un corps k , le complexe resp. groupe de coefficients ne
change pas, quand on remplace l'anneau de base 7. , par rapport auquel on
prend les différentielles, par le corps premier P contenu dans k , ou
méme par la cl8ture algébrique k0 de P dans K ; lorsque k

est de caractéristique p > O , on peut méme remplacer ko par le corps

plus grand k, = P(kP)

1

Lorsque 1l'on a

l -
é:E:A/gZ =0 ,

ce qui est le cas par exemple lorsque A est un corps parfait de caractéris-

tique p >0 , ou une extension algébrique de Gl , ou l'anneau Z ou un
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localisé de Z , alors le complexe de DE RHAM est réduit a sa composaﬁte
A de degré zéro. Par suite les groupes de cohomolagie de HODGE

,___i/s) sont nuls pour i 0 , donc aussi les classes de Chern ci(E)
correspondantes (style HODGE). Quant 3 la cohomologie de DE RHAM, elle est

Hi(G 0

isomorphe 2 n¥ (G,A) , donc n'est pas triviale en général. Cependant, ad-
mettant l'assertion de 6.4 suivant laquelle ci(iE) style DE RHAM est de
filtration i , et notant qu'ici Filtj_ngR(A/ZZ,G) = 0 pour tout j ,
on trouve que dans ce cas, les classes de Chern style DE RHAM sont également
nulles., En particulier, on voit que lorsque A = k est un corps algébrique-
ment clos, la théorie des classes de Chern, style HODGE ou DE RHAM, est vide

si k est de caractéristique p > 0

6.7, Il n'en est plus de méme si k est un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle non algébrique sur @, par exemple le corps C ,
ou un corps non parfait, Considérons par exemple une représentation linéaire

de degré 1, donnée par un caractére

alors la classe de Chern style HODGE
(6.17) e (B) = ¢, () € o2 (k/P,6) o Hom(e, Q1 )
: 1 1 Hyggtk/B,C) == 2Ly /p)
s'identifie par définition 2 1'homomorphisme
(6.18) u:G —» 'l donné par u(g) = dﬁ(g)/ﬁ(g)
—x/P ?

o d ¢(g) désigne la différentielle absolue (i.e. par rapport au corps pre-

mier P) de @(g) . Par suite, on a

(6.19) c (E) =0 &> d ¢(g) = 0 pour tout g€ G ;



292

lorsque k est de caractéristique nulle, cela signifie que ﬂ(g) est

algébrique sur le corps premier ([ pour tout g €G , donc que ¢ est

"définie sur @ ". Lorsque k est de car. P> 0 , cela signifie que

pour tout g€ G , on a @(g) e kP, donc que # est "définie sur kPr,
; 1 : , . P

Si donc .gz:k/P #0 , i,e. k non parfait ou k extension non algébrique

e Q , on peut toujours trouver des représentations de rang 1 de G = Z

sur k , dont le ¢ style HODGE soit # O . D'ailleurs, la suite spec-

1

trale standard montre que chaque fois que le ¢ style HODGE est non nul,

1

(G opérant trivialement sur le corps k) il en est de méme du c. style DE RHAM,

1
son image dans Eigl (cf. 6.4) étant non nulle, (Utiliser le fait que la relation
%¥= dx pour deux éléments d'une extension de corps k/P implique dx=0, dy=0,

fait qui se vérifie sans difficulté).

Procédant comme dans 5.3.,2 , on en conclut également des exem-
ples de classes de Chern ci(E) , style HODGE ou DE RHAM, qui ne sont pas
nulles, pour i donné, tant dans le cas d'un corps de base de type fini sur
le corps premier, que dans le cas d'une extension de type fini d'un corps
arbitrairement donné ko (auquel cas on peut prendre aussi le complexe des
différentielles relatives a ko comme complexe de coefficients). Lorsque
l'on est en caractéristique nulle, on voit aisément qu'une classe non nulle
reste non nulle aprés toute extension k' du corps k (fait valable plus
généralement chaque fois qu'on a une extension séparable d'un corps k ), de
sorte qu'on peut alors dans l'exemple précédent remplacer k par une exten-
sion algébriquement close, par exemple par le corps des complexes, On voit

donc que la théorie des classes de Chern DE RHAM ou HODGE "arithmétique",

pour les représentations complexes des groupes discrets, n'est pas du tout

triviale ; contrairement 2 ce que nous avons vu dans le paragraphe 4 dans le

cas de la théorie 1 -adique, on trouve méme des classes de Chern dans des
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groupes d'hypercohomologie qui sont des espaces vectoriels sur Q (en fait,

méme sur @€ en l'occurence), i.e. les classes non nulles de tous degrés

que nous rencontrons sont également des classes qui ne sont pas de torsion.

6.8. La raison de cette différence, en apparence peu naturelle, avec

la théorie ¥ -adique, c'est que les classes de Chern I -adiques qui ont
vraiment un caractere "arithmétique" sont celles qui se définissent sur des
corps de base de type fini (auquel on peut toujours réduire la représenta-
tion donnée lorsque G est 2 engendrement fini). Dans ce cas, nous avons

vu que les classes de Chern Y -adiques donnent également des invariants
généralement non triviaux dans des espaces de cohomologie qui sont des vec-
toriels sur QRI , donc des invariants qui ne sont pas de torsion. On no-
tera que ces invariants ne se détruisent alors pas non plus par passage 2
une extension du corps de base k , tant qu'on reste dans les corps de type

fini au sens absolu,

I1 n'emp&che que lorsqu'on travaille sur le corps premier (@ 1lui-

méme, et qu'on se borne 3 la considération des ¢ , i1l se peut que les ¢

1 1

1 -adiques ne soient pas des classes de torsion (cf (5.16)) , alors que les
classes de Chern style HODGE ou DE RHAM sont nulles . Il est possible que
cette anomalie puisse &tre exorcisée en travaillant avec une théorie cohomo-
logique plus fine que la théorie de DE RHAM, dont la définition reste & trou-
ver, théorie qui fournirait des groupes de cohomologie s'envoyant dans la
cohomologie de DE RHAM, C'est dans cette direction, inaugurée par les travaux
de MONSKY et WASHNITZER [35] , qu'il convient également de chercher une théo-

rie raisonnable des "classes de Chern p -adiques" pour une représentation

linéaire de G définie sur un corps k parfait de caractéristique p >0 (%),

Si W(k) est l'anneau des vecteurs de WITT construit sur k , ces classes

(*) Pour les principes généraux qui devraient permettre une telle définitionm,
voir dans ce méme volume, A, GROTHENDIECK, Crystals and De Rham Cohomology
of algebraic schemes, 7.4,
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de Chern devraient &tre des
(6.20) ¢, (®) e BN(e, W) (%),

6.9. Restant d'autre part dans le cadre de la cohomologie de. DE RHAM
ou de HODGE, on peut noter que l'on a des résultats de nullité analogues
a ceux du paragraphe 5. Ainsi, on trouve aisément (par considération de la

filtration de la cohomologie de DE RHAM, et en utilisant 6.4), que
i . . . _ .
(6.21) LZ4/g =0 pour i>n implique ci(E) =0 pour isn ,

les classes de Chern étant prises dans la cohomologie de DE RHAM ou de HODGE
relativement & S . Ceci impose donc des restrictions, en particulier, a
la possibilité de restreindre & un sous-corps ko le corps de base d'une
représentation linéaire donnée sur un corps k , en se rappelant que dans
le premier membre de 1'implication (6.21) on peut prendre pour n le de-
gré de transcendance de k, sur le corps premier. Cette majoration (6.21)
est plus simple que celle obtenue dans 5.2 , en ce qu'elle ne fait pas in-

tervenir la dimension cohomologique de G lui-méme.

Comme dans 5.1 (et sans les ennuis techniques de passage a la
limite), on trouve pour la cohomologie de HODGE ou de DE RHAM mixte des for-
mules du type KUNNETH comme (5.3) , pourvu que G opére trivialement sur
X . Cela permet de formuler également pour les classes de Chern style HODGE
ou DE RHAM les résultats de 5,5 et 5.6 . Nous en laissons le détail au

lecteur,

6.10, Nous avons surtout envisagé ici le cas d'un corps de base, mais

comme nous avons déji mentionné dans 5.8 , il y aura sans doute avantage

(%) Du moins si les Hn(G,Lbl) sont finis'(sinon, il convient de remplacer le
deuxiame m?mb?e de (6.20) par £32.H21(G,W(k)/pvw(k))). Notons qu'on devra
avoir (0-p )c'=0, o @ provient’he 1'automorphisme de frobenius de W(k), d'ol
il résulte que les c:.L sont de torsion. Par ailleurs, on devra avoir c1=0,

sauf peutétre pour p=2.
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souvent & travailler sur des anneaux de base plus. généraux, Signalons & ce
propos que si A est l'anneau des entiers d'une extension finie k de Q

distincte de @& , on a

i

(6.22) Ly

. . 1
=0 pour iy 2 , mais Tg}A/Z 0 ,

est un A -module localement

1
=>Al 7

monogéne, fait élémentaire bien connu [?6, p. 68 Prop. 14] , le deuxieéme

la premiére relation signifiant que 0

étant une reformulation du théoreme de MINKOWSKI [29, p. 78] d'aprés lequel
toute extension algébrique finie k de ¢Q de degré > 1 est "ramifiée
sur @ " i.e. donne un anneau d'entiers A qui est ramifié sur Z . Il
s'ensuit que pour des représentations linéaires définies sur A , les

Ci(E) sont nuls pour 132 (6.21) , mais qu'en général il pourra exister
(méme si G est fini) des représentations de rang 1 dont le < est non
nul. Prenant par exemple pour k le corps cyclotomique des racines pn.émes
de 1'unité, on sait que l'anneau des entiers A est engendré par une racine
primitive de 1'unité, ce qui implique que pour une telle racine ¥ , on a
<ig'# 0 . Par suite, la représentation linéaire identique du groupe

G~ Z/p"Z des racines p .emes de l'unité dans A , représentation

définie sur A , a un c¢ qui est non nul en vertu de (6.19)

1

6.11. Pour terminer, signalons que la construction de ATIYAH 37 des
classes de Chern style HODGE en géométrie analytique peut se transporter

sans difficulté au cas général envisagé dans le présent paragraphe, et donne
une construction de ces classes qui est indépendante de la théorie cohomolo-
gique style HODGE des fibrés projectifs. Renvoyant a [}5] pour le détail de
la construction, et la comparaison avec la définition précédente, contentons-

nous de signaler que pour définir la "classe de ATIYAH"
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(6.23) e® entx, ma(Bre L} )

~=X/s

du Module localement libre , donnant naissance aux classes de Chern en

prenant les puissances

(6.24) @ e nlx, sym (End(IIj))@.QX/S
et utilisant 1'homomorphisme

(6.25) ¢, : sy End@)) — O

défini par le "i.2me coefficient du polynSme caractéristique', il convient
d'utiliser le fibré cotangent du fibré principal P associé 2 | , de
groupe structural Gl(r) (r = rang(JE)) , plutét que le fibré tangent com-
me il est d'usage. L'extension de ATIYAH, définie par descente & X du fais-
ceau des 1 -différentielles relatives de P/S (faisceau sur lequel en effet

Gl(r) opere) est alors une extension
Ql i
(6.26) 0 — Ll o — ati(B) — End(B) — o0 ,

dont c(E) est la classe, (Ce sont les splittages de l'extension (6.26)
qu'il convient de désigner sous le nom de "connexions sur . relativement

a s"). pour simplifier les notations, nous n'avons pas écrit de groupe dis-
cret d'opérateurs dans la situation ; c'est d'ailleurs inutile lorsque l'on
convient de travailler encore sur un topos localement annelé quelconque, .com-

me il serait encore loisible (%),

§ 7. Appendice : Généralisation d'un résultat de J. MILNOR.

Nous allons ici prouver le théor2me suivant, que nous avions signa-

(*) Pour une généralisation de cette construction au cas ol E est un complexe
"parfait", et divers compléments, cf. [24].

-
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1é dans 0.9

Théordme 7.1, Soient G le groupe des points rationnels sur € d'un grou-

pe algébrique sur le corps € des complexes, " un groupe discret,

u: [ —> ¢ un homomorphisme, d'ol un morphisme sur les espaces classifiants
: P s P

Bu : Br, — BG (G étant muni de sa topologie habituelle, en faisant un

groupe de Lie complexe), Alors pour tout corps de coefficients k de carac-

téristique nulle, 1'homomorphisme correspondant

i i
H (BG,k) —>H (13r| k)

est nul pour i >0 ,

Bien entendu, le point de vue adopté dans cet énoncé étant le point
de vue homotopique, les groupes de cohomologie envisagés sont les groupes de

cohomologie singulidre, Il est immédiat que 7.1 équivaut au

Corollaire 7.2. Soient X un espace topologique connexe ponctué,

g : Ttl(X) —>G un homomorphisme (oli G est comme dans 7.1 ), d'od un fi-

bré associé principal P sur X , de groupe G . Alors les classes carac-

téristiques de P en dimensions >» O , a coefficients dans un corps k de

caractéristique nulle, sont nulles.

I1 suffit d'ailleurs de vérifier 7.2 lorsque X y est un polyaddre
fini, compte tenu de la définition de la cohomologie singulidre. Dans le cas

ol X est une variété différentiable, 7.2 peut aussi se reformuler ainsi

(cf [3, Prop. 147)

Corollaire 7.3. Soient X wune variété différentiable, P wun fibré princi-

pal sur X A& groupe structural G , muni d'une connexion intégrable inva-
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riante par G . Alors les classes caractéristiques de P en dimensions

> 0 , & coefficients dans un corps k de caractéristique nulle, sont

nulles,

On notera que dans 7,2 et 7.3 , lorsque l'homologie singulidre
entigre de X est de type fini sur 74 en toute dimension, alors la con-
clusion énoncée équivaut encore a dire que les classes caractéristiques en-
tidres de P , en dimensions » O , sont des classes de torsion. Cette con-
clusion peut tomber en défaut lorsqu'on abandonne 1'hypothése de finitude

faite, cf. 4,12 b),

La démonstration de 7.1 se fera en plusieurs pas.

a) Cas oli G est connexe et réductif. C'est le cas traité par

J. MILNOR [32, Th. 3] , dont nous rappelons la démonstration., On prouve le
résultat sous la forme 7.2 , en supposant X un pblyédre fini., Alors X

se plonge dans un espacé RrR" , et comme il est bien connu, X est alors
rétracte par déformation d'un voisinage ouvert convenable dans [ % Cela
nous raméne alors au cas od X est une variété différentiable, donc & prou-
ver 7.3 , Or dans ce cas, ‘G étant complexe réductif, un théoréme bien con-
nu de A, WEIL [9] nous apprend comment calculer les classes éaractéristiques
& coefficients complexes de P en termes du tenseur courbure d'une connexion
de P , en lui appliquant les polynémes invariants {(par l'action adjointe)
sur l'algébre de Lie de G . Lorsqu'il existe une connexion intégrable, i.e.

4 tenseur courbure nul, cela implique la conclusion de 7.3 .

On notera que le théor2me de A, WEIL cité est énoncé le plus souvent
pour un groupe structural de Lie connexe et compact (c'est pourquoi, sans dou-

te, MILNOR n'énonce son résultat que pour un tel C). Mais grice & la théorie
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du groupe complexe associé 2 un groupe de Lie compact [10, Chap. VI] , ce
résultat s'étend aussitSt au cas d'un groupe de Lie complexe réductif connexe
(la connexion étant d'ailleurs également superflue, en fait). D'autre part,
KAMBER [2@] annonce une démonstration purement topologique du résultat de

MILNOR.

b) Cas G connexe commutatif. Alors le résultat 7.1 est valable

sans supposer G algébrique ni méme complexe. En effet, on aura alors un

isomorphisme de groupes topologiques

ce qui nous raméne aussitdt au cas ot G est lui-méme égal a T , le tore
. . . PR N s s X .
réel de dimension 1, ou si on préfére, a son complexifié €~ . Mais ce der-

nier est un groupe complexe réductif, et on est donc dans le cas a) .

¢) Invariance du probléme par passage de G a la composante neutre

O z -~ 3 -~ TN P *
G » ou de G supposé connexe 2 un groupe isogene, La premiére réduction

provient du fait que 1'homomorphisme
H '*(BG,k) — H*(B0,k)

est injectif lorsque k est de caractéristique nulle (car G/Go est un grou-
pe fini ; 1'image du premier membre est alors le sous-espace des invariants
sous G/Go dans le second membre), La deuxidme provient du fait bien connu
qu'ung isogénie de groupes de Lie induit un isomorphisme de la cohomologie des

classifiants, 2 coefficients dans un corps k de caractéristique nulle,

d) Cas général. Il résulte aussitét des points précédents, combiné
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au lemme suivant de la théorie des groupes algébriques

Lemme 7.4, Soit G un schéma en groupes algébrique lisse et connexe sur un

corps parfait. Il existe alors un sous-groupe invariant U , lisse connexe

unipotent (donc isomorphe comme schéma a 1l'espace affine de m&me dimension),

et une isogénie

G/u — H, xH, ,

avec H1 commutatif, et H2 semi-simple.

On notera que lorsque K est le corps @ des complexes, alors le
groupe de Lie complexe U(L) est homéomorphe 2 c” , donc 1'homomorphisme
G —> G/U induit un homotopisme sur les espaces classifiants correspondants,
ce qui nous raméne, pour démontrer 7.1 pour G , a le démontrer pour G/U ,

ou encore pour H1 et pour HZ , justiciables de b) et a) ci-dessus,

Pour &tre complet, donnons une démonstration de 7.4 & coups de
références, D'aprés le théor2dme de structure fondamental de CHEVALLEY, on a

une suite exacte
l —>3L —G—A-—>1 ,

avec A une variété abélienne, et L un groupe algébrique lisse connexe et

affine. On prend pour U 1le radical unipotent [11] de L , c'est un sous-

groupe caractéristique de L donc invariant dans G , et il est lisse con~

nexe unipotent, Alors G' = G/U est une extension de la variété abélienne A
par le groupe L' =1L/U , qui est réductif. On sait qu'il existe une isogénie

L' —>Tx L s
o

avec T wun tore, et L0 un groupe semi-simple 3 centre nul. Il suffit donc
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de prouver que l'extension G" de A par TxLo déduite de G' peut se
mettre sous la forme d'un produit H1 X H2 comme ci-dessus, Or soit Z le
centre de G" . On sait, comme conséquence immédiate de [ﬁB, XII 6.1 et
VIB 11.9] , que le morphisme Z —> A est surjectif, donc un épimorphisme,
donc 1l'extension G" de A par TxL0 est définie par l'extension Z de
A par 2 f\(TxLo) . Ce dernier groupe, étant contenu dans 1é centre de
TxLo s, qui est T , est contenu dans T , de sorte que l'extension G"
apparait comme le produit d'une extension H1 de A par T , et de

H, =L . Enfin on sait (cf démonstration de [ 13, XII 6.4] ) que H) est

commutative, Cela achéve de prouver 7.4 donc 7.1 .

Remarques 7.5.

a) La partie a) de la démonstration, utilisant des méthodes pro-
prement topologiques et de géométrie différentielle, peut &tre remplacée par
une référence a 4,11 , démontré ici par voie arithmétique ; cf commentaires

dans 0.9 .

b) Le théordme 7.1 ne reste pas valable lorsqu'on abandonne 1'hy-
pothése d'algébricité faite sur G , méme si G est connexe et semi-simple,
par exemple G = SI(2,R) ; en fait, d'aprés le résultat de MILNOR cité dans
0.9 , on a alors des contre-exemples a 7.2 (i.e. & 7.3) pour tout X qui
provient d'une courbe algébrique lisse, connexe et propre de genre g > 2 ,
en prenant l'homomorphisme canonique du groupe fondamental de X dans le
groupe des automorphismes de son revétement universel (groupe isomorphe au
quotient de G par son centre % 1), Comme me l'a signalé J.P. SERRE, le
théoréeme 7.1 ne s'étend pas non plus au cas ot G est supposé seulement un

groupe de Lie complexe et connexe. Son exemple est le suivant. Soit G' le

groupe des matrices complexes inversibles triangulaires strictes de degré 3,
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qui est un groupe algébrique nilpotent de dimension 3, r'i le sous-groupe

’
formé des matrices & coefficients entiers, r'o son intersection avec le

]

centre de G' (qui est de dimension 1), de sorte que f1o ~ Z . On prend
) .

G =¢aG'/ F’o , =17 F,o , u: 1 —5¢ 1e plongement canorique. Le

sous-groupe compact maximal de G eést R /Z =T, le cercle, donc la co-

homologie classifiante entidre de G est engendrée par une classe c de
dimension 2, qu'on peut aussi interpréter comme l'obstruction 2 splitter 1'ex-
tension donnée G' de G par %, (cf 2 ce sujet le dernier chapitre du
livre de J. GIRAUD, Cohomologie non abélienne, 3 parattre dans North Holland
Publishing Cie). L'image inverse de cette classe sur B est alors la classe
de l'extension F“ de I par 7, , qui n'est pas de torsion comme on véri-

/
fie facilement (car autrement on trouverait que " , donc G' , serait com-

mutatif),
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Crystals and the De Rham Cohomology of Schemes

A. Grothendieck.

(Notes by I. Coates and O. Jussila).

Introduction.

These notes are a rough summary of five talks given at I.H.E.S
in November and December 1966. The purpose of these talks was to
outline a possible definition of a p-adic cohomology theory, via a
generalization of the de Rham cohomology which was suggested by work

of Monsky-Washnitzer (8) and Manin [7].

The contents of the notes are by no means intended to be a
complete theory. Rather, they outline the start of a program of work which has

55111 not been carried out (*).

(*) For a more detailed exposition and progress in this direction, we refer

to the work of P. Berthelot, to be developped presumably in SGA 8.
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1. De Rham Cohomology.

1.1, Differentiable Manifolds. Let X be a differentiable mani-

fold, and,{! the complex of sheaves of differential forms on X,

Xi€
whose coefficients are complex valued differentiable functions on X.

Theorem 1.1. (De Rham). There is a cenonical isomorphism

H’(X, ) —N—->H*( (X, D:’.X/C))’

where H*(X,C) is the classical cohomology of X with complex coeffi-

cients.

To prove this, one observes that, by Poincaré's lemma, the com-

== xjc
the sheaves -.Q.J/C are fine for J)> 0, so that Hl(X,Q%‘C) = 0 for

plex is a resolution of the constant sheaf C on X, and that

i> 0 and j) 0, whence the assertion.
An analogus result holds for the complex of sheaves of differen-
tial forms on X, whose coefficients are real valued differentiable

functions on X.

1.2 Complex Analytic Manifolds. Let now X be a complex analytic

manifold, and iJ;X'C the complex of sheaves of differential forms on X,

whose coefficients are analytic functions on X, Then it is no longer

true, in general, that the é},% g are fine for j» 0. For this reason,

we consider the hypercohomology H*(X, Q—-X/G) of the complex ‘Q-‘X/C'

Thus we have the standard spectral sequence of hypercohomology

q P q * * ’
B = B(XE () =5 B (XL yy ).
Now Poincaré's lemma holds for X, and thus this spectral sequence

degenerates, thereby showing that there is a canonical isomorphism
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B(X,€) 2, BX(X, 2% o).

On the other hand, we have the second spectral sequence of
hypercohomology
q q .
If X is a Stein manifold, H (X,il ’c) =0 if i>0 and j» 0, and thus
this spectral sequence degenerates, yielding an isomorphism
L ~ L]
B (% Q5 ) 28X (%, Ly je))-

1. 3. The Algebraic De Rham Cohomology. Let £ : X — S be a

morphism of schemes (*), and {)° x)s the complex of sheaves of relative
differential forms on X/S (EGA IV 16). Recall that the differential
operator d of this complex is not Ox-llnear, but only f~ (_S)-linear
(f (+) denotes the inverse image in the sense of topological spaces,
whilst, as usual, £#(,) denotes the inverse image in the sense of
ringed spaces). We define the relative De Rham cohomology of X/S to be
the hyper-cohomology

HX(X/8) = g*(x,&;(/s).
We have the usual spectral sequence of hypercohomology

B - EUX, Q% 5) =—=ug(%/5).
If X is affine, this spectral sequence degenerates, yielding a canonical

isomorphism

B (X/8) DHER( (X, Oy ).

(*) Throughout, we follow the new terminoclogy of gchemes and separated
schemes, instead of preschemes and schemes, respectively, in the old

terminology.
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One can also consider the relative De Rham cohomology sheaf

ER(X/5) = B (Qy ).

We have the spectral sequence

(1) E1pq = qu* (:QL:EX)/S) :ET)R(X/S) .

If £ is quasi-~compact and quasi-separated, one can show that the
Blf*(£!x/s) are quasi-coherent Modules on S by using this speciral

sequence.

If, moreover, X is smooth on S, the De Rham cohomology sheaves

commute with base change, provided we work with derived categories (*).

More precisely, if we are given an arbitrary base change

b

Xe——-—X' = Xx.5'
, 5

. L7

§e————————-S'

)

then, since Q’X S is flat, being locally free over X which is flat,

the Kunneth formula asserts that there is a canonical isomorphism
Le™(® £ (Qy/s)) 2R 24 (¥ (Qy/6))s

whence, since always p*(gyx/s)42§£130/5"

Le*(R £, (Qy/s)) 23 B £ (O, A
which is the assertion that the De Rham cohomology commutes with base
ohange in the sense of derived categories. Note that this does not
imply, in general, that the Eif*(gxx/s) commute with base change, How-

ever, if S is of characteristic O, and f is proper and smooth, then one

can show by transcendental arguments that the Blﬁk(gli/s) are locally

(*) We use the notation for derived categories given in (63,
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free, and hence commute with base change.

If X is proper on S, and S is locally noetherian, then one can
show, by using the spectral sequence (1), and the finiteness theorem
for proper morphisms (EGA III 3), that the Eiﬁ%(f)k/s) are coherent
Modules on S. Hence, in particular, if S is the spectrum of a field k,

the H;R(X/k) are finite dimensional vector spaces over k.

1.4. The Comparison Theorem. Let X be a scheme which is smooth

over the complex numbers €. Let xan

be the analytic manifold correspond-
ing to X{GAG4 [10]), andiglg?n/cthe complex of sheaves of analytic
differential forms on Xan. There is the canonical homomorphism of the

algebraic into the analytic De Rham cohomology

*) X% Qg j6) —EX(X 0 a0 ).

Theorem 1,2. . The homomorphism (#) is an isomorphism.

Corollary. The algebraic De Rham cohomology HBR(X/C) is canonically

isomorphic to H (X*%,€).

The corollary is immediate, since we saw in 1.2 that there is

a canonical isomorphism

p an an ’
B*(x", €) &2 B¥(x*, Q0 #2/6) -
The proof of Theorem 1.2 is given in £57, and so we omit it.
The proof in general requires Hironaka's resolution of singularities.
However, if X is proper on €, it follows immediately from the spectral

sequence
Pa 4 P X .
BT = (505 o)== EXXy o),

together with the analogous spectral sequence for Xan’ since GAGA shows
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that the initial terms of these spectral sequences are isomorphic,

1.5, Criticism of the De Rham Cohomology. Let X be a scheme of

finite type on a field k.

a) If k is of characteristic O, and X is smooth over k, the
De Rham cohomology has all the good properties one could want, since
Theorem 1.2 and Lefschetz principle show that we essentially have the

classical cbmplex cohomology.,

On the other hand, if k is of characteristic p>0, the De Rham
cohomology no longer has good properties. If X is not proper on k,

the ﬁ?x/k) need not be of finite dimension on k., For one always has
(X, G)PCrg, (x/x),

and thus HSR(X/k) is certainly not finite dimensional for an affine
curve, say. Even if X is proper on k, and thus the De Rham cohomology
is finite dimensional, it does not always yield the good Betti numbers.

For one always has (¥*)

. 1 . .
dim Hyp(X/k) > 2 dim Picy i

and there are examples ([5] , p. 103) where one has strict inequality,
At least, the Riemann-Roch theorem shows that the De Rham cohomology does

give the good value for the alternating sum of the Betti numbers,

b) The De Rham cohomology seems too closely bound to the assump-—

tion of smoothness. On the other hand, one should not restrict

(*) At least if X is geometrically normal.
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oneself to the study of smooth schemes only, since the fibers of a

morphism of smooth schemes need not be smooth.

c) The classical analytic De Rham cohomology theory suggests a
number of important problems for the algebraic theory (5]. For example,
if £ ¢+ X——Y is a smooth morphism of schemes smooth over 0, then

there is the topological Leray spectral sequence

592 - BP(Y*", r%2%(c)) = HM(X®%,c).
The end of this spectral sequence has, by theorem 1.2, a purely
algebraic definition as H];*R(x/c). As we shall see in 3, the initial
term can also be given a purely algebraic definition ([5] p 103).
Thus one would like a purely algebraic definition of the spectral
sequence.,

d) For X proper and smooth on k, the usual dvality formalism
holds for the De Rham cohomology, the theory being analogous to that
given for the Hodge cohomology in [4 ]. One also has a Lefschetz
fixed point formula for the De Rham cohomology, but it only yields
the number of fixed points modulo the characteristic of k, since the
H%R(X/k) are vector spaces on k.

It would be convenient to have a more general duality formalism
of the type f! s f! s as developed in [6 ], for the De Rham cohomology.

Such a formalism would give a purely algebraic definition of the

singular homology groups of X/k.

To deal with these problems, one must certainly introduce
& more general category of coefficients than the De Rham complexes.

One of the principal aims of these notes is to propose & definition
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of such a category of coefficients.

But why worry about the De Rham cohomology when one already

has the { -adic cohomology ?

1.6, Criticism of the {-adic cohomology. If X is a scheme

of finite type over an algebraically closed field k, and 4 isany prime
number distinct (*) from the characteristic of k, the 4-adic cohomo-

logy of X is defined to be

-~
i . i eV
HL(X) = %_t_ H(Xet, Z/i” 3)
where Xet is the etale cohomology of X. Thus the HE(X) are modules

over the ring Z£ of +~adic integers.

If k is the field of complex numbers €, the comparison theorem
for the 4-adic cohomology [1 ] shows that there is a canonical
isomorphism

Hj(x) o~ (3P0, )03,
where Hi(Xan,Z) is the classical cohomology of X with integral
coefficients. Thus, for given 4, the knowledge of the Hi(x) is
equivalent to the knowledge of the rank of Hi(Xan, 2) and the 4 -

primary torsion subgroup of Hl(xgn, Z). On the other hand, the full

knowledge of the structure of the Hl(Xan, Z), including all torsion,
is equivalent to the knowledge of the Hi(x) for all 4. The comparison
thecrem shows immediately that the rank of 32(x) ig finite and inde~

pendent of 4, and that the characteristic polynomial of an endomorphism

(*) the 4—adic cohomology is still defined for 4 equal to the
characteristic of k, but it no longer has too many reasonable
properties.
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of Hi(X) induced by a k-morphism X— X has rational integral
coefficients which are independent of 4.

If k is of characteristic p > O, the situation is both
intrinsically and technically not so satisfactory. When X is proper
over k, the rank of Hi(x) is finite, but even when X is projective
and smooth over k, it is not known whether this rank is independent
of ¢ (thus we certainly do not know whether the characteristic poly-
nomial of an endomorphism of Hi(X) induced by a k-morphism X -——X has
coefficients which are independent of £)., If X is not proper on k,
and dim(X) > 2, it is not known whether the rank of Hy(X) is finite.
Further, the cohomological version of the deeper of Lefschetz's classi-
cal theorems [ 13 J on the hyperplane sections of a scheﬁe X pro-
Jective and smooth on k has still not been proven for the 4~adic
cohomology. In addition to our uncapacity at present to prove such basic
facts for the f-adic cohomology, there is the intrinsic fault that the
{-adic cohomology has reasonable properties only if 4 is distinct from
the characteristic of k. Thus it cannot yield information on p-torsion
in the cohomology (see Tate [12 J). Nor will it alone be able to show,
in connection with the conjectures of Weil, that there are not powers
of p in the denominators of the coefficients of the characteristic

polynomial of an endomorphism of Hz(x) induced by a k-morphism X-——X (%),

Thus we seek a p-adic cohomology to complement the 4 -adic

cohomology.

(#¥) Since these notes were written, it has been pointed out by Lubkin thag
the integrality question alluded to do fit into the so-called "standard
conjectures" when using only 4-adic cohomology ; see Kleiman's exposé
in this volume.
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1.7. Needed properties of a p-adic cohomology. Such a cohomology

theory should associate, to each scheme X of finite type over a perfect
field k of characteristic p >0, cohomology groups which are modules

over an integral domain, whose quotient field is of characteristic O,

and which satisfy all the desirable formal properties (functorality,
finite dimensionality, Poincaré duality, Kunneth formula, invariance
under base change,...). This cohomology should also, most importantly,

explain torsion phenomena, and in particular p-torsion.

The natural coefficient ring for the p-adic cohomology seems
to be the ring W(k) of Witt vectors of k. As Serre has pointed out,
one cannot take the coefficient ring to be Zp or not even Qp. For
there exist elliptic curves X such that End(X) is a maximal order of
a quaternion algebra on Z and End(X)8>Qp is a field (Deuring [2]).
Now the existence of a reasonable coliomology of X with coefficients in
Qp would imply that H;(X) is of dimension 2 on Qp, and thaf the mapping
up_.+u1 is a representation of the opposite algebra of End(X) in Hi(x).
Thus we would have a representation of the field of quaternions
End(XXQGE)in a vector space of dimension 2 on Qp, which is obviously
impossible. Hence the coefficient ring for our p-adic cohomology will

have to be some extension of Qp.

1.8. Proposals for a p-adic Cohomology. We only mention two

such proposals, namely Monsky and Washnitzer's method via special
affine liftings (which we discuss in n° 2), and the method using the

fppf (faithfully flat and finite presentation) topology.
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By “analogy with the {-adic cohomology, the essential idea of
the fppf topology approach was to consider the cohomology of X/k,
with respect to the fppf topology, with coefficient groups in the
category c¥ of finite schemes of Z/va-modules, Ixamples of such

schemes of modules are

SV v v
Z/p’2, My = Ker(cm____,cm) '’ ocpva Ker(G=-G,) .
More precisely, one hopes to prove the following conjectural theoren,

with X proper on k, say 3

(Conjectural Theorem). There exists a complex LY in the category

(Y of sheaves of %/pV Z-modules on Spec(k)fppf, with Hi(LY)E cv,

such that for each complex G° in CV :

¥ (- e\ 3¢ Y] .
H (xfppf, G, Extcv (ny,e6") .

v
The homology of X/k in dimension i would then be (Hi(L'))v > o’

which is a "profinite algebraic group scheme" over k.

This apparently works well if X is of dimension 1, and yields,
as it should, the Tate module TP(J) = (1;" Nvs o for the first homo-
logy group of X (J being the Jacobian of X) (#). However, Artin has
remarked that the cohomology of X, with respect to the fppf topology,
and with ccefficients in a scheme cf Z/pv Z-modules, vanishes in
dimension > dim(X)+1. Thus, if dim(X) > 1, Poincaré duality cannot hold
for this homology. Nevertheless, this homology should have interesting
relations with the eventual p-adic cohomology. For it can still be
hoped that, if X is proper, smooth, and connected, say, one can

recover the "good" p-adic cohomology groups H;(X), for i < dim(X)+1,

(*) and "correct" higher cohomology groups.
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as suitable "Dieudonné modules" associated to the profinite groups
(Hi(Lfﬁ),-and hence also all H;(X) if we grant Poincaré duality for

the conjectural p-adic cohomology groups H;(X).

2. The Cohomology of Monsky and Washnitzer.

2.1. Approach via liftings.

Suppose X, is a scheme on a perfect field k of characteristic
p >0, and suppose that there exists a lifting of X,—sk to a scheme

X proper and smooth on § = Spec W(k) (W(k) is the ring of Witt

vectors of k). The essential idea of Monsky and Washnitzer's theory

is perhaps that the De Rham cohomology of the lifting, H;R(X/S), is

determined up to canonical isomorphism by X, alone, and does not

depend on the particular lifting X—o> S of X, . Their idea was then

that the De Rham cohomology H%R(X/S) of a lifting, which are finite
dimensional vector spaces on W(k) since X is proper on S, would be the
p-adic cohomology of X,. This approach yields the right Betti numbers
(namely, the Betti numbers of the generic fiber of a lifting X——8),
since the comparison theorem of n® 1 shows that the De Rham cohomo—

logy of the generic fiber yields the correct Betti numbers.

A first difficulty with this approach is that no such lifting of

Xo— k exists, in general.

If X,/k is affine, we can at least find a lifting of X,/k to

a formal scheme X on S. One might then consider the hypercohomology

B (=, 07, /s)



318

) 1 i
h 0° = 0 S =5 W(k n+ ,b th
vhere Oy /g = Hu By /s, pec(W(k) /T ™) (M, being the

maximal ideal of W(k)), and X = 3€'xs S, + Since 3 is affine, there

is a canonical isomorphism

#* . PO .
E (x, .Qx/s)——)H (P(x) Q.x/s)) o
Now consider the particular case when X, = Spec k [t]. Then 3 =

Specf W {¢} s where wl t} is the ring of all formal power series

n
Za t, a €W(k), such that vm(an)_,\a as n—s e, Thus

B (1 (36, 05 /g)) = Wis Jaw (4],

where d is formal differentiation of power series. But there clearly

exist power series Z'.antn in W{t } such that Zr%_r—;- %1 is not in
n —

W{t }, and hence H1(P (3¢, Q;E/S)) is not zero, nor even finite
dimensional when tensored with the field of fractions K of W. Thus

this cohomology is not satisfactory. However, note that this cohomology
would have been zero, if, instead of considering the ring W{t } of

all convergent power series, we considered the ring wt {t}of all

power series Za.ntn, a €W(k), such that

v,m,(an) 2 pn for n sufficiently large,
for some real number P > 0. This leads us to Monsky and Washnitzer's

method of constructing their liftings,

2.2. Monsky and Washnitzer's liftings.

Monsky and Washnitzer's method was to first 1ift affine schemes.

To this end, they introduced a class of algebras which we shall call
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M-W-algebras ("w.c.f.g. algebras" in their terminology [8]). As
before, let k be a perfect field of characteristic p > 0, and

W = W(k) the ring of Witt vectors on k. Denote by W+{t1, caes tn}

i

the ring of formal power series > e, .1 in , a . € Wk,
lyecol t,eeet i....1
1 n 1 n 1 n
such that
vﬁﬂjai1...in) 2p (11 toaot ln) for i+eeet iy

sufficiently large,
for some real number p > O. Then a M-W-algebra is defined to be any
quotient of such an algebra w*{t1 seess t.}. These l-W-algebras
are similar to the building blocks used by Tate in his theory of rigid

analytic spaces [11].

Then Monsky and Washnitzer prove essentially the following
agsertions (8] :

a) If A, is an algebra of finite type and smooth over k (and

satisfies a further mild, and probably unnecessary condition), then

there exists a M-W-algebra A, which is flat (and hence "smooth") on

W, and a k-isomorphism

?zA%kQL% .

b) If A and B are any two such flat M-W-algebras lifting A,, they

are isomorphic. More generally, if A and B are two M-W-algebras over

W, A being "smooth", then any homomorphism A—B, lifts to a

homomorphism A-—>B.

¢) If A is a M-W-algebra, one defines g!;/w

property for W-derivations of A into separated A-modules, and then

by the universal
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as usual, one defines Oiyw, =/\p(?1/w s thereby obtaining a complex

of M~-W-algebras. Then, if u : A —B is a homomorphism of M-W-

algebras smooth on W, the induced homomorphism

W (0 ) — BT (%)

depends only on the induced homomorphism uo': Ag—3B, .

Thus, if A, is a variable finitely generated smooth k-algebra,
* .
is a well defined "cohomology functor" from the category of such

algebras to the category of modules on W.

By localizing the above functor with respect %o the Zariski
topoiogy, Monsky and Washnitzer construct cohomology sheaves -
ﬁ%ﬁ(xo) for each scheme X, smooth on k. The global sections of these
sheaves yield satisfactory global invariants in dimension O and 1
- for smooth schemes on k., To obtain global invariants in higher

dimensions, Monsky and Washnitzer introduced the site X of

oWM
M-W-1liftings of X,. The underlying category of this site has as
objects all pairs (U,,A), where U, is a Zariski open set of X,, and
4 a M-W-1lifting of the coordinate ring of U,, and its morphisms are
defined in the obvious fashion. The topology is "that of Zariski".
The‘complexes Qk/W’ define a complex of sheaves 53X on this site,

]

and one takes the hypercohomology

%&(Xo) = .I=I*(X°WM’ Q.Xo) .

When X, is affine, this can be shown (as Grothendieck understood from
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Washnitzer) to be just the functor (¥). On the other hand, when X,
is proper and has a proper and smooth lifting X——S5, we should have

a canonical isomorphism
BX (%,) MEk (X/s)

which would establish the invariance property of the H;ﬁ(X/S)

relative to the various liftings X—S of X, considered in (2.1).

2.3. Remarks on Monsky and Washnitzer's method.

Their theory gives a p-adic cohomology theory, their cohomology
groups being modules over the ring W of Witt vectors of k.

According to their published work, they have only proven their
fundamental invariance assertion modulo torsion, i.e. after tensoring
by the quotient field K of W. However in a private communication,
as Grothendieck understood it, Washnitzer indicated that they have
been able to remove this restriction. It is of course of essential
importance to have a theory with coefficients in W, rather than in X.

Their method semms too closely bound to differential forms, which
practically limits its applications to smooth schemes. For this reason
perhaps, they have so far not overcome certain technical difficulties,
and have been unable so far to prove some of the usual properties for
their cohomology : for example, that their cohomology groups are of
finite rank on W, even when X, is projective on k.

Nevertheless, they have been able to utilize their theory to give
a form of the Lefschetz fixed point theorem, using completely continuous

operators; and, by applying this to the frobenius endomorphism of a
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smooth scheme over a finite field, they prove the rationality of the

zeta function of this scheme (in a way similar to that of Dwork).

3. Connections on the De Rham cohomology.

For the definition of a connection and a stratification on a

sheaf, see Appendix I of these notes.

3.1, Consequence of Monsky and Washnitzer's invariance result.

For simplicity, we assume that Monsky and Washnitzer have preven
their invariance assertion in its more precise formulation : namely,
given an X, smooth on a field k of characteristic p > 0, and any
two liftings h : X—~——S and h' : X'"—S of Xo/k to schemes proper
///and smooth on S = Spec W(k), then there is a canonical (in the sense

that it yields a transitive system of isomorphisms between all such

liftings) isomorphism
. ~ ") ®
R b (@y/5) T B o'y, /)

in the derived category of Qs-modules.

We now derive a consequence of this invariance assertion for an

algebraic family of such liftings. Suppose
f:Y—9N

is an algebraic family of liftings of xo/k t0 schemes proper and
smooth on S, in the following sense : we are given a morphism
M—>S of finite type, and a proper and smooth morphism £ : ¥ —M,
Then, for each section g of M on S, passing through a fixed point t,
in the fiber of the closed point of S, the morphism fg 3 Xé-——>S

given by base change by g
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is a lifting of X, = Xt to a proper and smooth scheme on S. Consider
o

the complex of sheaves on M

K= B (8%, -

Then, since f is smooth, the De Rham cohomology coumutes with base

change (in the derived category sense), and thus there is a canonical

isomorphism
. ~n #orore
‘E(fg)*(_xg/s) —Lg (E ) .

But, by Monsky and Washnitzer's invariance result, the various
B(fg(g Xg/s)
are canonically isomorphic to each other for the different sections

g of M on § passing through t,. Hence, the complexes of sheaves

Le*(k') = Lg"(R £ @y )

on 5, for the different sections g of M on S passing through %, are

canonically isomorphic to each other (¥).

This strongly suggests that the complex of sheaves

5 f-)t-(Q.Y/M)

has a stratification, in the derived category of QM—Modules, in a
neighbourhood of t,. However, by considering families of elliptic
curves on k, we shall see in (3.5) that this does not appear to be
so, thereby raising a puzzle. However, we shall first give some in-

dications in the posgitive direction.

(*) in the derived category, of course.

323
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3.2. The transcendental connection. Suppose that S is a scheme

of finite type over the complex field ¢ . Let £ : X —»S be a proper
and smooth scheme above S. Then, by the Comparison Theorem for
algebraic and analytic De Rham cohomology, the coherent analytic
sheaf on 5™ defined by the coherent algebraic sheaf Eif*(_(_)'x/s)

on S is canonically isomorphic to the sheaf
i.an
@
R f, (ann) Zan Cgan
(Where Zxan is the constant sheaf of integers on Xa‘n). Now there
is a canonical absolute integrable connection on this analytic sheaf,
namely the canonical connection on the tensor product, characterized

by the condition that its horizontal sections are those of the

subsheaf

1.an

i an
RL Ta (zxan) ®Zsan Csan -

It will turn out that this transcendental connection comes from a
connection on the algebraic De Rham cohomology sheaf I_ilf‘t_(f_:’_ % /S)'
Moreover, this latter connection can be defined by purely algebraic
means.,

3.3. The algebraic connection of Gauss-Manin. Manin [7],

generalizing an idea of Gauss, gave the following algebraic construc-
tion of this connection. Let k be a field, and X a separable extension
of k., Each derivation O of k extends to a derivation § of K. The
derivation 3 operates in a natural fashion on the De Rham complcx
n{(/k, and co on thc Dec Rham cohomology H%R(K/k), and Manin shows that
the operation of 5 on H;R(K/k) depends only on 2 and not on the

extension © of O . Thus the derivations of k operate on the
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EBR(K/k) in such a fashion (see Appendix I) as to define an absolute
integrable connection on the H;')R(K/k).

If now X is a smooth model of the function field K, Manin shows
that the connection on H;)R(K/k) induces one on H;)R(X/k), by the

. - . 1 1
canonical injection H.DR(X/k) ey HDR(K/k).

We can put Manin's birational construction in a more general

setting. Let us first recall Cartan's homotopy fecrmula.

Let £ : X—>S be a morphism of schemes, and let 2 be an f"1(_(_)_s)_

derivation of Oy , i.e. ° € Homgx (QX/S’ -QX)' Then there is
the _O_X—homomorphism, i(3) : _f_z}lz/s_? ‘—‘-pX_/18 s called inner product, Va
defined by

1(9)(dx,A ... Ade) ==J.LI>§=1(-1)i+1 {ax,, dx, A .../\dﬁ:‘i/\ e A G
Purther, © induces an £ (OS)—homomorphism

() + Bs— By5
which is defined on —Q‘.)X/S = Oy by e @)(x) =¢3d, ax) , and then
extended to -{-)-).(/S by imp»osing that it commutes with d, and that its
action on all products (interior, exterior, and scalar) is given by
the classical formula for the derivative of a product. Cartan's
homotopy formula is then
©(9) = 1(Dd)a + ai(d)
(the proof is immediate since both sides commute with d and agroe on

Q;/S)' Thus the endomorphism € (2 ) of Q° induced by the f—1 (gs)-

x/s

derivation 2 of _C_)_X is homotopic to zero.

Now suppose that £ is formally smooth and affine. Let d be a derivation

of O.. Then one can locally on S 1lift 3 te a derivation of Oy. For it suffices

to show that,
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if A>3 is a formally smooth morphism of rings, then we can extend
a derivation of A to a derivation of B. But this follows immediately

from the standard exact sequence (EGA Opy 20).

O.—-)DerA(B, B) — Derz(B,B) —>DerZ(A,B) —_ ExalcomA(B,B) ~Mees
and the fact that ExalcomA(B,B) = 0, since A —B is formally smooth.
Further, Cartan's homotopy formula immediately shows that the action
of the local lifting on the De Rham complex depends up to homotopy only on
the derivation O , and not on the local lifting. Thus it follows that
one can make the derivations of QS operate on the De Rham cohomology
sheaf g;R(X/S), and one hopes therefore to define an absolute inte-
grable connection on it. Of course, the difficulty with this method,
when f is not affine, is that one cannot in general 1ift the deri-

vations of Og locally on § to derivations of Oy

3.4. Construction of the &absolute ocanonical donnection on

the De Rham cohomology. By using again what is essentially Cartan's

homotopy formula, we now construct an absolute connection, in the

sense of derived categories, on the De Rham cohomology Bf*(fzx/s)

of an arbitrary smooth morphism f : X——-3S, and even a slightly
stronger structure, as we shall see. In the case when the Blf*GZi/s)
are locally free (and therefore commute with base change), our proof

also shows that there is an absolute connection on the 51:*(g;x/s).

To give such a connection is equivalent to constructing, for

each diagram
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where h : S<—8' is a closed immersion defined by an ideal I of
square zero, q1, q2 are two retractions of h, and f"z X' 81,

" 3 X" —3S8' are smooth liftings of £ : X—>3S given by base change
by 445 Qs an isomorphism

I_:{ f;(gxl/sy)u"g f;(gxu/sc)

(satisfying the natural condition of transitivity for a third
a4y : S$!'—S). For, since f is smooth and hence commutes with base
change in the sense of derived categories, this means that we have

given a canonical isomorphism
3* . s V) # .
L 9y (5 f*(g x/s))‘“’& qz(l_} f*(gx/s))’
which is precisely the definition of a connection in the sense of

derived categories. Our construction does not use the two retractions

Qs Aoy and is valid for any two smooth liftings X',X" of f : X—>8,
Let G denote the sheaf of germs of S'-automorphisms of X' which

induce the identity on X, and P the sheaf of germs of S'-isomorphisms

from X' onto X", which induce the identity on X. Then there is a

canonical isomorphism [SGA 1 III]
¢ Y Hom . @'.,,19.,) = Dexa(Qy) & IO
= ==0p S X/87TTXx T =Esx gg[ X"

Further, P is a right "torsor" (=principal homogenous sheaf) under

G. Note also that there are canonical isomorphisms of Qx—modules
iy AN ~
.9. x/_s——)gxl/sl @ 0 .g.x y 1 .Q.xl —1I _O.X" ’
._X!
and we shall identify these canonically isomorphic Modules.

We have the following morphisms. Firstly, there is the canonical
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morphism '
u 2—-)&99_5(?)(_9')(,/5, ’ Q—‘X"/S') (*)

induced by the canonical morphism P —-—;Isom(ﬂ__’x"/s, ’ Q.X"/S')
given by transport of structure. Secondly, there is the canonical

morphism of interior product

s ""1 J
1 3§.-_>_Ii(ﬂél )(.QXI/Sl ’ _Y_Z'X"/S') ’

which is defined by

n X
1(0)(f'axIA ceund'x!) = pf!' & (—1)J+1< 0 ,dx' 1> p ...
1 n 3=1 J *

Pal
A Vot
(d'x1‘/\... d xj/\.,. d'x!)
where d €M (v,0), £'€M( U, Qx')’ and p €EM( U, P). This definition
does not depend on the particular section p€fi (U, P). Finally,

there is the canonical morphism

.X'/S', Q‘xlllsl)

which is defined on -QOX'/S‘ = Oy, by O(d)(£') =(¥,a't'®1> , and

0. G —> Homs(?)(ﬂ

then extended to -Q-).('/S' by imposing that it commutes with d4',d4", and
that its action on all products is given by the classical formula for
the derivative of a product. Then
(*) 0(9) = i(d)ar + 4" i(9).
Further, we have the relations

u(p8) = u(p) + 6()

6(a+d') = B(?) + B(a3") .

Now we can express the fact that P is a principal homogenous

(%)

space under G by giving an extension of G by Z (the constant sheaf
of integers)

0—30 —23C —43y 2 —30

(*) the subscript S' denotes f—l(gs,)—homomorphisms.
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together with a G-isomorphism
~1
P i (1)
',(f_}'x,/s,,g'x,,/s,), and let the complex L® be defined by

o-o-}O%L_l—%LOQO%-..
hoe M
E —> ¢
Then there is a morphism
P: L —E

defined by the conditions
@i 0Pk, a6 .
In the derived category of abelian sheaves on the underlying topo-
logical space of X, there is an isomorphism
Z _{_V__) L,
whence we obtain from ¢ a canonical homomorphism
in the derived category of fZ-Modules
Z~~>H , i.e. an element ¥ e r® rx(g_')
Composing with the canonical morphism
E—R Hong, @7y, /50 » Bxu/g0)
wev obtain a canonical element of Bol"x(g') dHomB(f-l(gS’))(Q{(./su Q;(u/sn) .
This canonical clement is seen to be an isomorphism by observing
that it leads to a transitive system of morphisms betwecn the complexes
oy /s for the different liftings X'/S' of X/S, and that it is the
identity when X' = X", Applying the functor Rf*, we get the desired
isomorphism Gj;(Q'x,/s,):iéﬁf*(g'xn/sn) » which defines our canonical

connection.
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3.5. The non-existence of canonical stratifications on the De Rham

cohomology. One may hope that the connection just constructed can be deduced

from a stronger infinitesimal structure, namely a stratification (cf. Appendix),

We show that this is not so. Let k be a field of characteristic p)0, and M/S
the modular scheme of all elliptic curves defined on k. Then it is not pos-

sible to define a stratification relative to k on the De Rham cohomology sheaf

B (W/s)
with 'reasonable" functorial properties, namely, compatible with
morphisms of elliptic curves and with base change. For, the iterated
frobenius homomorphism M.__aM(pz) induces a homomorphism
(*) e .E.;)R(M/S)(pz)q E;R(M/S) ;
which must be compatible with the stratifications. Now the fiber MS

of M at a point s € S has Hasse invariant zero if and only if the

ﬂ; : H;R(MS/K(S))(p2)__9

Hyp (M /%(s))

induced by (*) is zero. But the existence of stratifications
compatible with 7 would imply that, if (*) induces the zero endo-
morphism on the fiber at s € § of.g£R(M/S), then it would induce the
Zero endomorphism on all fibers of_g%R(M/S) in some neighbourhood of

8 € S, But this is impossible, since, p being fixed, there are only

finitely many elliptic curves of Hasse invariant zero.

4. The infinitesimal topos and stratifying topos.

We now turn to the definition of a more general category of
coefficients for the De Rham cohomology. To this end we introduce two

ringed topos, the infinitesimal topos and the stratifying topos.
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We shall see later that in fact these two topos work well only in
characteristic O, and at the end of these notes we propose the

definition of two more ringed topos, the crystalline topos and

connecting topos, the sheaves of modules of which seem. to define the

good categories of coefficients for the generalized De Rham cohomology

in arbitrary characteristic.

4.1, The infinitesimal topos. Let X be a scheme above the base

S. We first define the infinitesimal site of X/S, Inf(X/S). The under-

lying category of Inf(X/S) has as objects all "nilpotent" S-immersions
UcwnTyi.,e, those defined by a nilpotent ideal on T, U being any open
set of X. The morphisms of this category are defined in the natural
fashion. The topology on the category is generated by the pretopology
defined by taking, as covering families of U —>T, those defined by
Zariski open coverings (Ti) of T, to each Ti being associated the

immersion Uic_e,Ti s Where Ui =T X Ti .

A sheaf of sets on Inf(X/S) (or an infinitesimal sheaf on X/S) can

be identified with o system of cheaves of scts F(U on Ty one for
4

T)
each object U—T of Inf(X/S), together with, for each morphism
(U—7T) — (U'—3T'), a homomorphism of the inverse image of
F(U',T') on T into F(U,T) s such that this homomorphism is an
isomorphism when T —3T' is an open immersion, and that the resulting
system of homomorphisms is transitive, The same description holds for
sheaves of groups, rings etc. Thus, in particular, if for each

object U—T of Inf(X/S), we take the structural sheaf of rings

of T, we obtain a sheaf of iings on Inf(X/S) , which we denote by
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9% . The category of all sheaves of sets on Inf(X/S) is therefore
inf

a ringed topos, which we call the infinitesimal topos of X/S, and

which we denote by (X/S)inf or (if S is understood implicitly) by
Xint.
Note that Inf(X/S) does not have a final object, in general.

4.2, The stratifying topos. As we shall see shortly, the reason

for introducing the stratifying site of X/S, Strat(X/S), is that we

can interpret a Module on X, fortified with a stratification relative
to S, as a "special" sheaf on this site.
Strat(X/S) is defined as follows. Its underlying category is the
full subcategory of Inf(X/S) consisting of those objects U—>T such that
there exists locally a retraction T—3X. The category Strat(X%/s)
is fortified with the induced topology. Note that if X is smooth

on 8, then Strat(X/s) and Inf(X/S) arc the same.

Sheaves on Strat (X/S) can be described in exactly the same way

as sheaves on Inf(X/S). In particular, there is also a canonical sheaf

kY
Xstrat
U-——T of Strat(X/S), the structural sheaf of rings of T. Thus the

of rings on Strat(X/S), obtained by taking, for each object

category of all sheaves on Strat(X/S) is a ringed topos, which we

denote by (X/S) or often just X

strat strat®

We now turn to the interpretation of stratified Modules on X as

"special” lodules on Strat(X/S). Define an O -Nodule F to be

strat

"special” if, for each morphism (U-—»T)— (U'—T'), the homomorphism

of the inverse image (in the sensc of ringed spaces) of F(U' ™) into
?
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F is an isomorphism. Then the category of special 0 -~Modules
(U, 1) =X
strat
is equivalent to the category of Modules on X fortified with a
stratification relative to S. To sce this, recall (see Appendix I)
that, if F' is a Mcdule on X fortified with a stratification relative
to S, then for cach diagram of S-morphisms
b
Q___...__

z,

€ g
&)
N I

where Y <32 is a nilpotent immersion, and f1,f2 are any two

extensions of f, there is a canonical isomorphism
% N o
5 (F) =t (F)
1 2
which yields a transitive system of isomorphisms between the inverse
images of F by the various extensions of f, Now, if F is a Module on
X fortified with a stratification relative to S, we associate the

Module F on Strat(X/S) defined by taking, for each object

Xe———i——DII
| ]
S T

of Strat(X/s), F( to be g*(F), where g is some retraction of T to X (which

u,T)
exists locally). Note that, since F is fortified with a stratification, this
definition does not depend, up to canonical isomorphism, on the particular ex-

tension g of i : UeypX. Further, this Module F on Strat(X/S) is a "special"

Module, For if
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is any morphism of Strat(X/S), then it is clear that g and g'j are
extensions of i, and thus, since F is stratified, there is a canonical

isomorphism
. #*
i* e™(F) 2 & (F)

i.e. the Module F on Strat (X/S) is "special'. Conversely, if F is
a "special" Module on Strat(X/S), it is clear that F(X x) is a Module
t4

on X fortified with a stratification relative to S.

4.3. The fundamental theorem. One principal aim of these notes

is to sketch a proof of the following theorem.

Theorem 4.1. If S is of characteristic O, and X is smooth on S,

there is a canonical isomorphism

T (Xynr0y, ) > Hg(X/5)

The significance of this theorem is clear, It not only gives a
description of the De Rham cohomology without using differential
forms, but it also gives a sufficiently general context in which to
study the De Rham cohomology. Further, we shall deduce that the
canonical connection on the De Rham cohomology in characteristic O
comes from & stratification which has a natural interpretation in
terms of the infinitesimal site. It seems likely that the same theorem
will hold in arbitrary characteristic if we replace the infinitesimal

site by the crystalline site, whose definition will be given at the

end of these notes. Of course, when S is of characteristic 0, the

crystalline site is just the infinitesimal site.

Finally, combining Theorems 4.1 and 1.2, we see that the follow-~

ing conjecture is true when X is smooth on €:

[T S—-
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Conjecture 4.2, If X is locally of finite type (not necessarily

smooth) over € , there are canonical igomorphisms

+*
H (X ,.9. P ~ o Fsoan
strat’=X_ tr&t)—?H (Xinf"qxinf E(x7,0).

A canonical homomorphism

#* *
B (X trarsx ) —7 Hpp(X/6)
strat
which, it is conjectured, is an isomorphism and hence by (1.2) yields
#* *
B (X ,0 ) 258 (x*,¢), is defined in n® 6. A heuristic
strat xstrat

argument in favour of this conjecture is also given in (5.5). The truth
of this conjecture (which seems very plausible) would imply that the
infinitesimal (or stratifying) topos allows, for schemes of finite

type over a field of characteristic O, a reasonable, purely algebraic,
analogue of the classical transcendentally defined complex cohomology.

(Compare with the tentative description of singular homology [5]).

5 c&ch calculations.

We now consider the cohomology of the infinitesimal topos and the

stratifying topos (*).

5.1. The stratifying topos. Let X be a scheme above the base

S. The category Strat(X/S) does not, in general, have a final object.
However, the sheaf of sets X on Strat(X/S), represented by the

1
object x__f_,x of Strat(X/S), covers the final object of the

stratifying topos. Note that this is only true for the stratifying

(*) For a general discussion of the cohomology of atopos, see (SGA4 V).
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site, and is not true, in general, for the infinitesimal site. Thus,

if F is any Module on Strat(X/S), we have the Leray spectral

sequence . .
* ~v+1
H (Xstrat’F)# Elz)q = HP(V*_"Hq(x »F))
~ V1 ~
(X denotes the product of X with itself v + 1 times). The sheaf
E Vi is usually not representable for Y 2 1, But it is an inductive

limit of representable sheaves, namely
. /“‘"-—../

= }__i_il&,(A;/s(i))

where A;/S(i) is the ith infinitesimal neighbourhood of the diagonal

FV+ 1

of X(s) =Xz ... xX (v +1 times) endowed with the diagonal aug-
mentation, the . denoting the sheaf on Strat(X/S) represented by
this object.

In all that follows in n® 5, we suppose that the Module F satisfies
the following two conditions (which could be considerably relaxed) :

(1) For each object U T, F(U,T) is quasi-coherent.

(2) For each morphism

Ve T

W
U'C_,.} T

of Strat(X/S) such that j : TC$T' is an immersion, we have

<

o, = Iy

Now for each object U—3T of Strat(X/S), there is a canonical
isomorphism . .
Hztmt((u__ﬂ'),F) l)H:ar(T,F(U;T)) .
Suppose that X is affine, whence the A;/S(i) are also affine.

Thus
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Egtrat((x_)A;{’/S(i),F) =0 ifq>0 .

Further, by Mlttag—Leffler style arguments, it can be shown that

q_~\)+‘l - gl - Q

HY(X" ,F) = H (11m Ax/s(l) F) 11m H (AX/S(I) F),
whence

; ) .
76 4 JF) =0 i ¢>0,
v+ 1 . v

EXL,F) = 1;m F(Ax/s(i)) .
Hence the Leray spectral sequence degenerates, yielding a canonical
isomorphism
¥ *
() H (X

where X;X denotes the formal scheme liE A;/S(i).

strat’F) 5 (v-->F(x/x)) ’

Now no longer assume that X is affine. Then we introduce, for
each non-negative integer v , the sheaf:F» on xzar defined by
a(v) v . v . .
¥ : U r——vF(U/U) =(1;m F(AU/S(l)) y
. v . .
where U/ denotes the formal scheme linm AU/S(l)' For wvariable v ,
the ,y( )form a cosimplicial sheaf )‘ on X * Taking a covering of X
#*
by affine open sets, and utilising the isomorphism ( ) in the affine

case, we deduce that there is a canonical isomorphism

’P).

In particular, we have then the spectral sequence

.

H*(X F) ...)H “(x

strat?® zar?

H*(Xstr&t,F)cz Eg‘l - Hp(vHHq(Xz&r.,j:( "))) .

giving back the isomorphism (¥ ) when X is affine.

5.2. The infinitesimal topos. It is not usually true that the

1
sheaf X represented by the object X X >X of Inf(X/S) covers the
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final object of the infinitesimal topos. However, let us agsume
that we can find an S-immersion X«>7, with Y formally smooth on
S8 (for example, this is possible if X and S are affine, or if X is
quasi-projective on S and S admits an ample Module). Then consider
the sheaf on Inf(X/S) "represented" (we put " " since X« _5Y may not
be an object of Inf(X/S)) by X—>Y, namely

¥+ (U,T)—sHon((U,T),(X,Y)) .
One can also describe this sheaf by

o~
¥ - Llim, Y(i) ,
i

where Y(i) denotes the ith infinitesimal neighbourhood of X in Y,
and, as usual, ~ denotes the sheaf on Inf(x/S) represented by the
object. Since Y is formally smooth on S,Y covers the final object of
Inf(X/S). Hence, if F is any Module on Inf(X/S), we have the Leray

spectral sequence

H*(Xinf,F)c-s B - B (v—EYTH F)) .

Assume that F satisfies the conditions (1) and (2) given in
(5.1). Then, if X is affine, the same argument as in the stratifying
case shows that this spectral sequence degenerates, yielding a canonical
isomorphism

* s 3 )
") B (X 00 F) DB E (v \-aF(Y/X)) ,

where 'YVX is the formal completion of YFS) =Y xgeeexg Y (v+1 times)
along X.

If we no longer assume X affine, we introduce, for each non-

negative integer vV , the sheaffp(v) on XZar defined by
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(v) v, . v .
G- : U;_..7<1§m F(U—-—wUY(l)) = F(Y/U) ,
where Y;U is the formal completion of YES) along U. For variable
V5 we obtain a cosimplicial sheaf ZF* on Xzar' Taking a covering
of X by affine open sets, and utilizing the isomorphism (w) in the

affine case, we deduce that there is a canonical isomorphism

* e o
i (xinf’F) —E (Xzar’m )

Thus there is the spectral sequence

B (X F)e= % = B (v EY(X ‘9:*)) ,

inf? zap?

yielding back the isomorphism (¥ ) when X is affine.

5.3. Stratification on the De Rham cohomology in characteristic O.
As before, suppose there is an S-immersion X< Y. Assume we are

given a second scheme X, on S, and a nilpotent immersion

XO H X .
Then there is the obvious functor

uy ¢ Inf(X/S) —> Inf(X,/S) .
If F, is a sheaf on Inf(X,/S), we define its “restriction" F to
Inf(X/S) to be its direct image by the functor wu, , namely

F=uwF, : (0T)+—3F (U,e3Uenl) .

Now, for each non-negative integer Vv , and each open set U of X,
there is a canonical isomorphism

v Ny

Y/U —>Y/U° s
where U, is the open set of X, corresponding to U(U and U, are
frog 3
¥,

fortified with their induced structural sheaves). Hence, if and

#* : . .
fF denote the cosimplicial sheaves on xzar = X°zar associated with
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F, and F, respectively, there is a canonical isomorphism
J* o3,
whence a canonical isomorphism
* #*
B ((% /8)5,00F )HE ((X/8), .,F) .
Note that we could remove the assumption that X can be immersed in Y
formally smooth on § by taking an affine open covering of X and
utilizing this isomorphism in the affine case (¥*),

Before turning to the significance of this isomorphism, let us
note that this result is not true if we take the stratifying site
instead of the infinitesimal site, Indeed, let us assume S = Specd,
and that X lies over S, = Spec(4/J). As every object of the
stratifying site of XO/S lies in, fact over S,, it follows that the
sheaf O is a sheaf of Aj-modules, hence its cchomology

~(%/8)g4 rat
groups are A,-modules, i.e. A-modules annihilated by 3 s which is
nerally not true for the cohomolo of O « This shows that
&e J &y ‘-(X/S)strat
if A, is of char. p>0, the cohomology invariants defined by (Xo/s)strat

are also modules over -a ring of char. p > O, contrarily to what can be

achieved using the infinitesimal topos instead.

Now let X be a smooth scheme on S. Suppose that we are given

a nilpotent immersion S, <3S, so that
X =X xg S X

is a nilpotent immersion. If we consider X, as a scheme on S, instead
of S,, then the above shows that, for each iodule F, on Inf(X,/S),

there is a canonical isomorphism

B ((%/5), 00F ) D B'((X/5), ,F) .

inf?

(*) We can get trivially the preceding isomorphism, without restriction on

X nor F, by observing that the functor u, is exact on sheaves of sets,
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Thus the right hand side is independent, up to canonical isomorphism,

of the particular lifting of X,/S, to a smooth scheme on S.

In particular, if we take F, = O s so that F =0

X,. X. . 2
_ inf inf
and assume that S is of characteristic 0, then Theorem 4.1 (which will

be proven in n® 6), shows that there is a canonical isomorphism
+* an
~
H ((X/s)inf,gxinf) SHHEL(X/8) .
Hence the De Rham cohomology groups H;R(X/S) can be identified with

the Hl(xo/s)inf, Xy ¢
in

isomorphism, of the particular lifting of XO/S° to a smooth scheme

)y and hence are independent, up to canonical

on 8,5 being of characteristic 0., This does not directly imply that
the De Rham cohomology sheaf Eif¥(§2}ys) is fortified with an
absolute stratification, as this sheaf does not commute with base
change. However, one could develop the previous considerations for
the relative De Rham cohomology in the sense of derived categories,
and in this way, one could show that

By »
where f : X—3$ S is a smooth morphism and S is of characteristic 0,
is fortified with an absolute stratification, In fact this would show
more, namely that Bf;@}}vs) is an absolute crystal, i.e. it extends cano-
nically to all infinitesimal neighbourhoods of S, and not just those

with retractions onto S.

5.4. Differential operators. We rcte that differential operators

(EGA IV 16) arise naturally in the context of the infinitesimal and

stratifying sites, via the cosimplicial sheaves 97* « For example, let
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#*

ﬂ: be the cosimplicial sheaf on Xzar associated with 0. « Then,
strat
for each positive integer v , there are the v + 1 canonical homo-
morphisms of sheaves of rings
v , Fi(v)

p; ¢ _Qx-éff

- . : . v
(induced by the family of canonical homomorphisms pi(n) : gx—egﬂ;/s(n)
n=0, 1,000 1 = Oyuuey V+ 1). If we choose one of these canonical
homomorphisms, say p: s to giveg:(v)the structure of an Qxfalgebra,

then the remaining morphisms (which are not Qx-linear), or rather their

truncations

v
p;(n) s+ 0 .- 0,v
i X —AX/S(n)
can be interpreted as differential operators from Oy to OXX s(n).

For Vv =1, this truncation is just the "universal differential

operator of order n on O " (EGA IV 16).

v
5.5. MAnalogy with cochains of Cech-Alexander. If X is a topo-

logical space, and A any abelian group, the sheaf of germs of cochdins,

v .
of Cech-Alexander of degree v , with values in A, is defined to be

the sheaf C(v)(X;A) associated with the presheaf
U (U38) .
v+1 . . v+l
where F (U,A) is the group of functions from U into A, modulo

the subgroup of functions which vanish in some neighbourhood of the

diagonal of U >

+ For variable v , we obtain a cosimplicial sheaf
C*(X,A) on X, and, under suitable assumptions on X (¥), it can be shown
that the cohomology ode*(X;A) is in fact the cohomology of X with
coefficients in A,

(*) The complex C¥(X;A) being clearly a resolution of the constant sheaf X, it
is enough that each FY be a sheaf (as it will be necessarily flask).

i
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It is natural to ask if a similar result holds when we take the
"functions" on the formal completion X(i}xof X(v)= X Xg eeeXg X
( v+1 times) along X the diagonal, X being a scheme over S. More
precisely, let X be a proper scheme over the complex field €. Then

we have the spectral sequence for the stratifying cohomology

*
B (X 0 )&= B = BP (v EY(X)., 0.V ) .
strat’=X_, .. 2 /X% =X /x

Since X is proper on €, the Hq( A;(i), 0 v (1) are finite dimensional
= A¥g i
vector spaces on €, and a Hittag-Leffler style argument then shows that
v . R .
Hq(X/X’Q_XV ) “&}E Hq(A}gl)’ QA\’(]-)) ’
/X i X
whence ( )
. 3] V).
qu = !;.m H (vo.-)Hq(AX (i) , _QA}\;(i)) .
Now, by GAGA [10), we can interpret the HY( A\;[(i), 9V (1)) as the
X
cohomology of the corresponding analytic sheaf on the corresponding
analytic manifold. Hence, defining the sheaf
(v)
Q?Xan : IIH"“D(U}U R QU/U)
on X1 (where the formal completion is in the sense of analytic
manifolds), there is a canonical isomorphism

t) o E (X% Fran) .
T &

We are then led to the following conjecture.

H*(X 0
k ety
strat Xst

—
Conjecture 5.1. For any analytic space 3¢ , the complex '735

is a resolution of the constant sheaf €.

There is a heuristic argument in favour of this conjecture.

P
Define the formal fiber 3-;(")1 of(j';(v) at x € % to be
?

Txon = 2 %(1),x
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where A denotes the completion of the local rings on the right hand

side. Then the complex g;mx of formal fibers at x € ¥ is a

b
regolution of the field €.

Note that if the (purely local) conjecture 5.1 were true, then
we would know that, for a scheme X proper on €, there is a canonical

isomorphism

N .
Y%E (x%,6) .

rat

This, together with 1.2, gives some support for conjecture 4.2.

H*
(Xstrat’gx
st

6, Comparison of the Infinitesimal and De Bham Cohomologies.

6.1. The basic Idea. Let X be a scheme above S, and F a guasi-~

coherent Module on X fortified with a stratification relative to S.

Then, as was shown in (4.2), F defines a Module Firat OO Strat(X/s).

In (5.1), it was shown that we could associate with F a complex

strat

of differential operatore of infinite order
3 %
c(m = %

on X where
zar? &

C(V)(F) = (}\"(V) = 1im F(XA;(’/S(l))
i ?
(recall that A;/S(i) denotes the ith infinitesimal neighbourhood of

the diagonal of X(Sy =Xxg ..o xg X ( v+1 times) , and that

F(X, A;/S(i)) is the inverse image of F by any of the v + 1 canonical

v
projections Ax(i)

X, all of these inverse images being canonically
isomorphic because of the stratification on F). It was then shown that
there is a canonical isomorphism
#
2 (X

¥* ' S
strats TV E (X0 (F)) .
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Thus we have shown that the stratifying cohomology of a stratified

sheaf can be interpreted as the Zariski hypercohomology of a complex

of "differential operators of infinite order"., In the following, we
shall show that a converse relation holds, i.e. the Zariski

hypercohomology of any complex of differential operators can be

expressed as the stratifying hypercohomology of a suitable complex

of stratified sheaves. Applying this to the De Rham complex Qi/s

we shall thus prove theorem 4.1.

Our method will be to construct a functor Q°(.) from the
category Dif(X/S) of Modules on X, with morphisms differential
operators relative to S, to the category of Artin-Riesz pro-Modules
on X fortified with a stratification relative to S. The functor Q°(.)

will be called the formalizing functor, and it can be viewed intui-

tively as "linearizing" differential operators.

In the particular case when diagx/s : X—X Xg X is nilpotent,
so that a stratification on F relative to S is a descent on F relative
to S, the functor Q°(.) can be taken to be Q°(F) = £*f,(F), where

f s X >S is the structural morphism of X/S.

6.2. Definition of Q°(.). We first recall the definition of the

category of Artin-Riesz pro-objects of a category C. The objects of

this category are pro-objects (Ai) of C indexed by %, whilst the set
of morphisms between two such objects (Ai) and (Bi) is defined to be
_lli{m> Hom((Ai)k, (Bl)) ’

where (Ai)k denotes the pro-object obtained from (Ai) by shifting k
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places to the right, i.e. its ith component is A (k is any

i+k?
integer). In other words, a morphism from (Ai) to (Bi) is given by
a commutative diagram (suitable k)

A

crr— R — —""Ai+k+1 —> .

| |

ey Bi+1 ﬂéi —->Bi-'1 —_— e e
We next consider the category of Artin-Riesz pro~objects of the

category of sheaves on the underlying space of X.

As before, let A;(i) be the ith infinitesimal neighbourhood
of the diagonal of X\()s)’ and let P’ (i) be the structural sheaf of
A;(i). For variable i, we obtain a pro-object P’ of the category of
sheaves on the underlying space of X, and for variable v , the Pv
form a cosimplicial pro-object P . In particular, P° = QX’ and for
any v , there are the v+ 1 canonical homomorphisms of pro~rings

P. H _O.X—-—ﬁp (j = O,o--’\’) .

J

These YV + 1 homomorphisms are distinct, in general, and hence define

distinct structures of an gx-algebra on P, The Oy—algebra structure
on Pv defined by pr (resp. p: ) will be called the extreme left
(resp. extreme right) structure, and will be written on the left

(resp. right).

#*
We define the cosimplicial pro-object Q@ by
v v 1
QR =P 0.
For each non-negative integer v , there is the canonical homomorphism

of pro-rings uv: Py———oQ? defined by the canonical injection

o :{ 0y, 1,004y vV}=={0y1,000y v,v + 1}, where o (h) = h.

(*¥) More precisely, as a functor on totally ordered finite sets, Q* is défined
as IT+> P (1ufa}), where 1u{a} is deduced from I "by adding a first ele-
ment g",
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In other words, there is a homomorphism of cosimplicial rings

* * *
o ¢+ P—>Q .

Now let M be an Oy-Module. For each non-negative integer v ,
define
v v
Q(M) = Q QOM ’
X

where the tensor product is taken with respect to the extreme right
structure of an QX—Module on Qv « Then QV(M) is clearly a Q?-Module,
hence an Qx—bimodule (the left structure being given by the extreme

v
left structure on @ , and the right structure by the extreme right

structure on Qv ), and a pY-Hodule by restriction of scalars via the

v

v \
canonical homomorphism & s P 3@ . This structure of a Pv—Module

v
on @ (M) commutes with the right structure of an Oy-module on Qv(M).

Let N be a second QX—Module, and D + M——N a differential operator

from M to N, i.e. a homomorphism of sheaves of abelian groups which
factors (uniquely) in the form

M— P1(k) ®, M—N (k some non-negative integer),
where the first morphism is tﬂ;xobvious one, and the second morphism
is an Qfoodule homomorphism with respect to the left structure on

P1(k)590 M. Then, since there is a unique homomorphism of O,-modules
=X

(with respect to the right structures)

H

$(1) ¢ PV (ki) —>p"(4) @, P (k)

X
such that the diagram 1
p311 (k+i) +1
Oy 3P T (k+i)
v+ 1 .
pv+1(k) 5(1)
Pv+1(k) Pv+1(iN&o Pv+1(k)

=X
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is commutative, the differential operator D : M—>N induces, for
each non-negative integer i, a homomorphism

PV )8, M2t T(i)e u
Ox 0. ’

X
i.e. an Artin-Riesz homomorphism QY(D) QV(M)-——an(N) . Purther

it is clear that Q°(D) is linear with respect to the extreme left
structure. Thus Q°(.) is a functor from Diff(X/S), the category
of Modules on X, with differential operators as morphisms, to the

category of Artin-Riesz pro-Modules on.g_X

6.3. Properties of Q°(,). The fundamental property of the

functor Q°(.) is that, for each Module M,Q°(M) is fortified with a

canonical stratification relative to S. We call Q°(M) the formalization

of M,

Further, one can recover M from Q°(M) as the subsheaf of
horizontal sections, this subsheaf being endowed with the structure
induced from the extreme right structure of Q°(M). A differential
operator D : M—>N is recovered from Q°(D) as the morphism induced

on the subsheaf of horizontal sections.

1

Finally, we note that the cosimplicial pro-Module Q (i) on P*

is just the cosimplicial pro~Module associated with the stratified
pro-Module Q°(M), i.e. if n sm, Q'(M) is obtained from Q™(M) by

base change with respect to any of the canonical morphisms PP Pm.

6.4. Interpretation of Zariski hypercohomology of a complex of

differential operators as a dtratifyingIhqpercohomology. Let M* be a
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complex of differential operators on X bounded from below. Then
one checks easily, by looking term by term, that
din Q') -

is a resolution of M°, and thus there is a canonical isomorphism

B (X, M) 25 EN (X Jin Q")) .
Now, since Q°(M°) is a complex of stratified Q*rpro—Modules, it defines,
as described in (4.2) (where, of course, one passes to the limit
after taking the inverse image), a complex of sheaves Q°(M')strat
on Strat(X/S). Then the argument given in (5.1) shows that there is
a canonical isomorphism

* . o~ #* * 4
E (xstrax’Qo(M )strax)'"—9§ (xzar’C (QO(M )strat)) ’

where d*(QO(M.strat) is the Zariski complex of differential operators

asgociated with the stratifying complex QO(M.)strat' But, by
construction
C* ° Mo) . * -
(@ strat) =dim o () ,

and thus there is a canonical isomorphism

* . ) * [

— o >
E (Xzar’M )=H (Xstrat’Q (4 )strat)
Hence, in particular, there is the spectral sequence

(%) qu = Hp(xstrat’E_Iq(Qo(M.)strat))ﬁ’g%(xzar’n.) )

6.5. Proof of theorem 4.1. Let F be a module on X, endowed with

a stratification relative to S, and Fstrat the associated Module on
Strat(X/S). Then it is well known that the differential operators of the

De Rham complex SZ%/S extend to differential operators on

G /so_ T



thereby making this latter a complex of differential operators.
Thus, interpreting the Zariski hypercohomology of this complex in
terms of stratifying hypercohomology, we have
*

E (Fyars Bi/s B0 PE (K@ B/ )y prad)
Now there is always a canonical homomorphism

Fstrat"—9Q°(Qi/S?QXF)strat ’
and hence a canonical homomorphism
) H%(}‘s;1:£za.t’Fsrt:ra.t)"—-'7 Xjar X/S%O F) -
We would have liked ( ) to be an isomorphism, but unfortunately, this
is not always true, as will be explained shortly. However, this is

so if we assume that § is of characteristic O and X is smooth on S,

because under these conditions a formal variant of Poincaré's lemma

shows that

H4(Qo(Qy /o ® F)

=x/s strat)

* L s
The spectral sequence ( ) then degenerates, showing that (¢ ) is an

isomorphism, as asserted. Teking F = 0. , we have therefore proven

X
Theorem 4.1,

The following example shows that (**) is not an isomorphism, in
general, Let X/S be an abelian scheme, where S is the spectrum of a
local artinian ring with residue field of characteristic p > 0, and
G the formal group associated with X/S. Then the spectral segquence

of the end of (5.1) yields :

T D
ng =H (G,Hq(X zar’ X)) =;H (J( trat’ox trat) [
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and if G is a formal torus, Y - 0 if p > 0, so that the spectral

2
sequence degenerates, yielding an isomorphism
i v i
H(X )0 )SEN (X ,05)
strat Xstrat zar’—X
and hence .
i PR .
H (Xstrat’gx ) =0 if i > dim X
gstrat

But the De Rham cohomology of X/S is certainly not zero in dimension

2 dim X

7. The crystalline topos and connecting topos.

T.1. Inadequacy of infinitesimal topos. Let X, be a scheme

above a perfect field k of characteristic p > O. Then, regarding
X, as being above S = SpecW(k) instead of k, the infinitesimal
cohomology
B ((X/5) jpp » O )

is a graded module on W(k). One might hope that it would be a
good p=-adic cohomology, at least for X, proper over k. However, this
is not so, For example, if X,/k is an abelian scheme, which from the
formal point of view is a torus, then one finds, using the example
given in the last section, that

BH((X, /s)inf,_qxo) =0 if 1> dim X (instead of i > 2dim¥k, ),

contrarily to what wo expecct from p-adic cohomology.

7.2. The erystalline topos and connecting topos. Let X be a

scheme on any base S. We modify the definition of the infinitesimal

site Inf(X/S) to obtain the crystalline site Cris(X/S) as follows. The

underlying category of Cris(X/S) has as objects all nilpotent S-

immersions U<«T, U being an open set of X, and the ideal on T
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defining this jmmersion being endowed with a nilpotent divided power
structure [9] (*). We again take the topology on Cris(X/S) to be that
of Zariski. If S is of characteristic 0, Cris(X/S) and Inf(X/S) are

the same, since every ideal admits a unique divided power structure.

In complete analogy with the relation between the infinitesimal

site and the stratifying site, we define the connecting site Conn(X/S)

of X on S as follows., The underlying category of Conn(X/S) is the
full subcategory of Cris(X/S) consisting of those objects U——sT
"for which there exists" an extension of Uc—sX to an S-morphism

T——X, Thus, if X is smooth on S, Cris(X/S) and Conn(X/S) are equal.

1t seems likely that the theory given in these notes for Inf(X/S)
and Strat(X/S) will hold for Cris(X/S) and Conn(X/S), without the
hypothesis that S be of characteristic O. The principal points to be

proven are the following.

a) If we are given X/S and X,/S, and a nilpotent immersion

X,<—>X, there is a canonical isomorphism

* ~
H (X ) —>H (X°cris’gx ) .

. 40
crig?=X . P
cris eris

b) If X is smooth on S, there is a canonical isomorphism
* *
[a%)
H (Xcris 12}( . )—-—7 HDR(X/S) .
cris

Once these two results have been established, we would know

that we have a good definition of p-adic cohomology, at least far

(#¥) A divided power structure (Yn) is called nilpotent, if

n>1

= = . r .

Y, (Xl)...yn (xr) 0 for Aj,...x, € J and = n, = n large
1 T

(*#*) This statement is not correct as given, a slightly more sophisticated
form turns out to be correet. Since these notes were written, P, Berthelot
has proved b) and the correet version of a),
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algebraic schemes in characteristic p 20, which are proper.
Nemely, if X, is a scheme on a perfect field k of characteristic

p =0, the p-adic cohomology of X would be
H“((X°/S)cris SQX ) ?
o

where, as usual, S = Spec W(k) (*). This p-adic cohomology would then
satisfy the following crucial test. If Xo/k 1lifts to a proper and

smooth scheme X/S, then there is a canonical isomorphism

5 ((%, /5) ) D2 E(R/S) -

crls’—X

This can be deduced from a) and b) as follows. Let 8, = Spec Wn(k),

and X.n = X Xg S +» Then there is a canonical isomorphism

' ((X o/S) "’,11m " ((x /s.) ) .

crls’—X n crls*—X

Applying a), we obtain a canonical isomorphism

11m H((X/S) 0r ) >11m H((X/

. 0
crig? crls’—X )’

and applying b), a canonical isomorphism

#*
11m H ((X /Sn)crls’gxn)izsélig HDR(Xn/Sn) ’

and since there is a canonical isomorphism (EGA III 4)
JLim I-IDR(X /s) HDR(X/S)
the assertion follows. Of course, a) would also allow us (in analogy
to 5.3) to give an intrinsic interpretation of the canonical connection

on the De BRham cohomology, etc.

(*) We would get essentially the same crystalline site if we took
S = Spec %, so that the crystalline cohomology is defined without
any reference to such a thing as the ring of Witt vectors !
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7.3. Once a) and b) have been verified, it will easily follow
that all requirements for a reasonable p-adic cohomology theory will be
satisfied, for proper and smooth schemes X, over k which "1lift" to
W, and the need of systematically developping the formal properties
of the crystalline cohomology of an arbitrary scheme X/S, modelled on
those proven for the 4-adic cohomology, will be quite clear. It can
be hoped it will yield good invariants (and correct Betti numbers)

even if X, does not 1lift, or is not smooth,

T.4. Motivation for definition of orystalline site. Finally,

we note that introduction of divided powers in the definition of the
crystalline site was practically imposed by the need to define the

first Chern class c¢(L) € HZ(X ) of an invertible sheaf L

. 40
cris? "X .
cris

on Xzar in arbitrary characteristic, by analogy with the classical
definition in characteristic O. There is an obvious "forgetful" functor
*
u ¢ Cris(X/S) —> Zar(X/s)

and thus an exact sequence

0 —33 —0, —>u,0 —>0
cris zar
and similarly an exact sequence of multiplicative groups

0 14+3) —0_" 0. >0
—> ( 1+ )'_’—X > Uslx 2o
ceris zar
If (UeT, ©®) is any object of Cris(X/S), where © denotes the divided
power structure on the ideal defining the immersion Uc._,T, then
ZS(UQ—QT) = global sections of the ideal defining the immersion

Uc.»T. Utilizing the divided power structure & (which, more explicitely,

consists of the family of mappings x}-—;x(n) for n.p1) on this
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ideal, we can define the logarithmic and exponential homomorphisms

onDresp1+3 by

exp(x) = 1+ L x(n), log(1 + x) =% (n=1)3(-1)" x(n) R
nyl nal
and these homomorphisms establish isomorphisms

(*) (1+3) % 3 .
To the invertible sheaf L on xzar’ there corresponds the canonical

element of H (x 9_* ) and so a canonical element of

zar’ =X
H (Xcris,u*gx ). Utilizing the isomorphism ( ), and the exact sequences
zar

of cohomology, one immediately obtains a canonical element in

3 ) and hence an element c(L) € H?(Xcris,gxcris), which is

the required Chern class of L., It can be thus viewed as an obstruction to

2
i (Xcris,

lifting L to an inversible sheaf on the crystallin site.

7.5. Remarks on the non proper case. If X, is a non proper

(an affine, say) scheme over a perfect field k of char. p> 0, and
S = Spec(W), then the calculation of De Rham cohomology made in 2.1
in the case of the formal affine line shows that the crystalline

*
cohomology E ((X,/S) ) is no longer reasonable, as it gives

%°cris
modules of infinite rank over the ring W(k) = W of Witt vectors. This

cris’gx

seems to give clear evidence that some approach making use of Monsky-
Washnitzer's liftings, together with the underlying idea of the
crystalline topos, has to be worked out,.whether we like it or not.

A possible first approach is to attach to X, the ringed site whose
objects are triples (U, = Spec(4,), U = Spec(4),D) of an affine

open subset U, of X,, a Monsky-Washnitzer algebra A over W, endowed

with a surjective W~homomorphism A —>A, (the augmentation), this A
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(or rather its spectrum in a suitable sense) playing the part of the
infinitesimal thickenings in the definition of the crystalline site,
and of a (topologically nilpotent) divided power structure D on

the augmentation ideal J of A. Morphisms between objects are defined
in an evident way, and as topology one may take tentatively the one
deduced from Zariski topology on X,, as in the definition of the
infinitesimal site (4.1). The corresponding topos could be called

the Monsky-Washnitzer topos cf X, over k, say (X°/k)WM’ and one may

expect that the cohomology of this topos, with coefficients in its
canonical sheaf of local rings, yields the correct Betti numbers of X,
(namely the same as the 4-adic theories for 4+ # p, when k is
algebraically closed). One regrettable feature of such a theory, in
comparison 1o the theory of crystalline cohomology, which works also
for unequal characteristic schemes, is that it seems so closely tied

up with the assumption of a perfect groundfield of char. p > O.

Appendix

Let X be a scheme above the base S, and F a Module on X. For
each positive integer n, let A1(n) be the nth infinitesimal neighbour-
hood of the diagonal of X Xg X, and Az(n) the nth infinitesimal neigh-
bourhood of the diagonal of X Xg X Xg X. Then there is the usual diagram

of canonical projections

(n)
py(n) . L3 ,
X 4'(n) py(n)  A%(n) .
po(n) 2

P21(n)
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An n-counection on F relative to S is an isomorphism
* #
Y: py(n) (F) —'9->p2(n) (F)
satisfying the cocycle condition
#* 3# #*
P31 (\P) = P32(\‘P) Psq (\P) .

A stratification on F relative to S is a system of an n-connection

for each positive integer n, in such a fashion that these various
n~connections are compatille or glue together, i.e. if n' = n, the
n'-connection induced by the given n-connection is the given

n'-~connection.

If X is smooth on &, a 1-connection on F relative to S is
equivalent to a mapping
p ¢ Dorg(0y) —v Endg (F)

satisfying the following condition

p(a3) = agld)

p(3+3) = p3@) + p(d')

p(@) (ar) =3(aw)f + o p(d)(£) .
where o € T7(U,0;) , @ € I (U,Derg(04)), £ € V' (U,F) .
We say that this 1-connection is integrable if

p(33'-33) = p(d)p(I) - p(3') p(J) -

There are various other ways of expressing the fact that a sheaf
F has a connection or stratification relative to S, but we do not give
these., We only mention that the classical definition of a connection
on a vector bundle is a particular case of the above, and that, if

X is of characteristic O and smooth over S, a stratification is

equivalent to an integrable 1~connection. Needless to say, this last

assertion is false in non-zero characteristic.
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