EXPOSE VI

GENERALITES SUR LES PRESCHEMAS EN GROUPES
par J.E. BERTIN

Cet exposé, qui ne correspond a aucun exposé oral du séminaire, est destiné a
regrouper un certain nombre de résultats techniques couramment utilisés concernant
les préschémas en groupes *).

1. Morphismes de groupes localement de type fini sur un corps

1.1. Soient A un anneau local artinien, G et H deux A-groupes () et v : G — H
un morphisme de A-groupes. Alors v induit un homomorphisme de groupes u(A) :
G(A) — H(A). Comme H(A) opere sur H par translation & droite, w(A) définit par
restriction une opération de G(A) sur H. Cette opération est compatible avec le mor-
phisme u et I'opération de G(A) sur G définie par translation a droite. Comme G(A)
opére transitivement sur les points strictement rationnels de G (voir VI5 0.4 pour la
définition), on voit que ces points « se comportent tous de la méme maniere a I’égard
de u »; de la sourdent les propriétés suivantes :

Proposition 1.2. — Soit u : G — H un morphisme quasi-compact entre A-groupes
localement de type fini sur A. Alors Uensemble u(G) est fermé dans H et on a dim G =
dim u(G) + dim Ker u.

Comme u commute avec les symétries de G et H, I'image u(G) est invariante par
la symétrie de H; il en est donc de méme de u(G), son adhérence dans H. Soit d’autre
part L 'ensemble des points de H x5 H dont les deux projections appartiennent a
u(G); il est clair que L est I'image du morphisme u xa u : G xpa G — H x H; donc

() version du 21/10/09 (modifs récentes dans 8.1-2, 9.3, 11.3.1, 11.6-11.10.1, 11.15-16, 12.5; sections
5, 10, 11 et 12 & terminer).

(*) Cet exposé a été assez sérieusement remanié depuis son édition multigraphiée, notamment les §§ 10
et 11 ont été entierement rerédigés.

(UN.D.E. : Rappelons la convention adoptée au début de VI, : un A-groupe est un A-préschéma en
groupes.
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le morphisme de multiplication de H envoie L dans u(G), autrement dit u(G)-u(G) =
u(G). D’autre part le lemme 1.2.1 ci-dessous montre que L, adhérence de L dans H,
est ’ensemble des points de H x o H dont les deux projections appartiennent a m;
donc u(G)-u(G) = u(G) de sorte que le sous-préschéma réduit de H qui a pour espace
sous-jacent m est muni naturellement d’une structure de groupe dans la catégorie
(Schyp)réa, ol k est le corps résiduel de A (cf. VI 0.2).

Montrons la premiere assertion de 1.2. @) Quitte a remplacer u par uyeq : Greg —
H,¢q, on peut supposer A = k et G, H réduits. Soit k' une cloture algébrique de
k: notons v’ : G’ — H’ le morphisme déduit de u par changement de base, et 7 la
projection H" — H. 1l est clair que u'(G’) C 7= (u(G)); réciproquement, si h’ € H’
vérifie w(h') € u(QG) alors, comme le groupe Autg (k') agit transitivement sur la fibre
7= L(mw(h)), il existe g’ € G’ tel que v/(¢’) = I’. On a donc 1'égalité

u'(G') =77 (u(G)).

Or, comme 7 est (fideélement) plat et quasi-compact, u(G) est fermé dans H si et
seulement si 7~ (u(G)) est fermé dans H', d’aprés EGA IVy, 2.3.12. On peut donc
supposer k algébriquement clos.

Comme 4(G), muni de la structure de sous-préschéma fermé réduit, est un groupe
dans la catégorie (Schy), c’est donc, dans ce cas, un k-préschéma en groupes, d’apres

VI4.0.2. Donc, remplagant H par u(G), nous pouvons supposer v dominant.

Alors G(k) opeére transitivement dans ’ensemble des composantes connexes de H
et il suffit de montrer que u(G) N HY est fermé. On est ainsi ramené au cas ou H
est connexe, donc irréductible et de type fini (VIn 2.4). Alors u est de type fini
puisque quasi-compact et localement de type fini; comme H est noethérien, u(G) est
constructible (EGA IVy, 1.8.5), donc contient un ouvert V de H (EGA Ory, 9.2.3), et
alors, d’apres VI5.0.5,ona H=V -V C u(G) - u(G) = u(G).

Montrons la seconde assertion. Rappelons tout d’abord que le foncteur Kerw (cf. I,
2.3.6.1) est représentable par u~!(e), olt e désigne 1’élément neutre de H. Lorsque
u est localement de type fini, Keru est donc localement de type fini sur A. On se
rameéne comme précédemment, grace cette fois-ci & EGA IVy, 4.1.4, au cas ou A est
un corps algébriquement clos k. On peut de plus supposer G et H irréductibles et
de type fini et u dominant : en effet, k étant algébriquement clos, il est clair que les
composantes connexes de G, sur I’ensemble desquelles G(k) opere transitivement, ont
toutes méme dimension, et que si u’ est la restriction de u & G, alors (Keru)? C
Keru, et dimKeru? = dimKeru. On voit de méme qu’alors u est de type fini sur
k. Si h désigne le point générique de H, on a dimu~!(h) = dimG — dimH (EGA
IVs, 10.6.1 (ii)). D’apres EGA IV3, 9.2.3 et 9.2.6, ensemble des y € H tels que
dimu~!(y) = dimu~1(h) contient un ouvert non vide V. Puisque u est dominant,
U = u~1(V) est alors un ouvert non vide de G, et contient un point fermé z de G,
puisque G est un préschéma de Jacobson (EGA IV3, 10.4.6). Alors la translation a

(DIN.D.E. : Dans ce qui suit, on a détaillé la réduction au cas ol A est un corps algébriquement clos.
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droite r, est un isomorphisme de Keru sur u=!(u(x)), si bien que :
dim Ker v = dim v~ *(u(z)) = dimu~'(h) = dim G — dim H.
C.Q.F.D.

Lemme 1.2.1. — Soient [ : X! — X et g:Y' — Y deux morphismes quasi-compacts et
dominants de préschémas sur un anneau local artinien A ; alors f xa g: X' xA Y —
X xAY est dominant (et quasi-compact).

En effet, on a fxag = (idx xag) o (f xa idys). Il suffit donc de montrer que
fxaidys et idx xa g sont dominants. On peut pour cela remplacer A par son
corps résiduel k. Dans ce cas, X et Y’ sont plats sur A = k, et comme f XA idy/
(resp. idx x4 g) est déduit de f (resp. g) par le changement de base plat Y — A
(resp. X — A), il est dominant (et quasi-compact), d’apres EGA IVa, 2.3.7.

Contre-exemple 1.2.2. — Soient k un corps de caractéristique 0, G le k-groupe
constant Z et H le k-groupe additif G, . Soit u : G — H un morphisme de k-groupes.
Si u # 0, u(G) n’est pas fermé dans H.

Proposition 1.3. — @) Soient A un anneau local artinien, G un A-groupe localement
de type fini, u : G — H un morphisme de A-groupes, x un point de G.

a) Siu est quasi-fini (resp. non ramifié) au point x, alors u est localement quasi-
fini ), (resp. non ramifié).

b) Supposons de plus G plat sur A. Pour que u soit plat (resp. lisse, étale), il faut
et il suffit qu’il le soit au point x.

Démonstration. On suppose que u posseéde en x 1'une des propriétés ci-dessus.
Notons que u est localement de type fini, puisque G — Spec(A) lest. Démontrons
d’abord a) et b) en supposant G plat sur A.

Soit K une cloture algébrique de x(x). D’apres le lemme V.4.1.1, il existe une
A-algebre plate Aq, locale, de corps résiduel K. Alors G; = G ®4 Ay possede un

(3IN.D.E. : Dans Doriginal, 1.3, 1.3.1 et 1.3.1.1 sont énoncés pour A un corps. Pour étre complet, on
a traité le cas d’un anneau local artinien arbitraire; ceci utilise VIp 1.2 et met en évidence le réle
joué par I'hypotheése de platitude dans ces énoncés. Par exemple, soient k un corps, A = k[d], ou
62 =0, H le A-groupe constant (Z/2Z)a, et G le sous-A-groupe fermé de H dont la composante non
neutre est réduite; alors v : G < H est un isomorphisme local au point unité e, mais n’est pas plat
au point g # e (et il en est de méme pour le morphisme structural 7q).

(4N.D.E. : Rappelons quun morphisme de préschémas f : X — Y est dit de type fini (resp. de
présentation finie, resp. quasi-fini) en z, s’il existe des ouverts affines : V contenant f(z), et U conte-
nant z, tels que f(U) CV et que Ox(U) soit une Oy (V)-algebre de type fini (resp. de présentation
finie, resp. et si de plus f~1(f(z)) est fini sur x(z'), pour tout ' € U (voir aussi la N.D.E. (39) de
IExp. V)). On dit que f est localement quasi-fini (resp. de type fini, de présentation finie) s’il I’est
en tout point z. D’autre part, on dit que f est lisse (resp. non-ramifié, resp. étale) en x s’il existe un
voisinage ouvert U de « tel que le morphisme f|y : U — Y soit lisse (resp. non-ramifié, resp. étale).
Au vu de ces définitions, il est clair que I’ensemble des points ol f est de présentation finie, resp. de
type fini, quasi-fini, lisse, non-ramifié, étale, est un ouvert de X. De plus, comme le lieu de platitude
d’un morphisme localement de présentation finie est ouvert (EGA IV3, 11.3.1), alors I’ensemble des
points de X ou f est de présentation finie et plat est aussi ouvert dans X. Tout ceci sera utilisé & de
nombreuses reprises dans la suite.
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point rationnel z1 au-dessus de x. Soit u; : G; — H; le morphisme déduit de u par le
changement de base fideélement plat et quasi-compact A — A;. Il suffit de montrer que
uy est plat, resp. localement quasi-fini, resp. non-ramifié, lisse ou étale, car alors il en
sera de méme de u : pour « plat » et « localement quasi-fini », cela résulte du Lemme
7.4 de I'Exp. V (voir aussi EGA IV,, 2.2.10 et 2.7.1 (xvi), ou 'on peut remplacer
« quasi-fini » par «localement quasi-fini » ); pour les trois autres propriétés, cela
résulte de EGA IV, 17.7.3 (ii).

Comme G est un schéma de Jacobson (cf. EGA IV3, 10.4.7) et comme l’ensemble
Wi des points de G; o uy est plat (resp. quasi-fini, non ramifié, lisse, ou étale), est
stable par générisation (resp. ouvert), il suffit de montrer que tout point fermé y; de
G appartient a Wy .

D’apres la démonstration de VI, 1.2, Panneau local de Gy au point x; (resp. y1)
possede un quotient artinien B (resp. B}) qui est fini et libre sur A;; alors A’ =

1 ®a, B est une Aj-algebre A’ locale, finie et libre, G’ = G®a, A’ posséde un unique
point x’ (resp. y’) au-dessus de 1 (resp. y1), et =,y sont strictement rationnels sur
A

Notons v’ : G’ — H’ le morphisme déduit de u; par le changement de base fini
et libre A1 — A’. Puisque les propriétés considérées sont préservées par changement
de base, u’ vérifie la propriété en question au point z’. Comme z’,y’ € G'(A’), on
peut considérer 'automorphisme 7, or;,1 de G’, qui envoie z’ sur g’ ; par conséquent,
u’ posséde en 3’ la propriété en question. Alors, comme le morphisme A; — A’ est
fidelement plat et de présentation finie, u; vérifie en x; la propriété en question : pour
« plat » et « localement quasi-fini », cela résulte, & nouveau, de V.7.4; pour les trois
autres propriétés, cela résulte de EGA TVy, 17.7.4. Ceci prouve 'assertion b), et aussi
lassertion a) sous ’hypothese que G soit plat sur A.

Démontrons maintenant a) en général. Soit y un point arbitraire de G, et soit
ug : Gy — Hg le morphisme déduit de u par le changement de base A — k. D’apres
ce qui précede, ug est quasi-fini (resp. non ramifié) au point y € Gg. On en déduit
qu’il existe un ouvert affine V = SpecB de H contenant u(y), et un ouvert affine
U = SpecC de G contenant y, tels que u(U) C V et que, notant v la restriction de
u a U, le morphisme v, : Uy — Vj obtenu par changement de base, soit quasi-fini
(resp. non ramifié). De plus, puisque G est localement de type fini sur A, on peut
supposer que C est une algebre de type fini sur A, donc a fortiori sur B.

Comme, pour tout 2’ € U, le x(v(z'))-préschéma v=1(v(z’)) est fini (resp. non
ramifié), ceci entraine que v est quasi-fini (resp. que v est non ramifié, pourvu que
Pon vérifie qu’il est de présentation finie).

Or, dans le cas ou vy est non ramifié, C, = C®4 k est une algebre de présentation
finie sur By, = B ®4 k, et il résulte du point (ii) du lemme 1.3.1.2 plus bas que C est
une B-algebre de présentation finie. Ceci achéve la démonstration de 1.3, modulo le
lemme 1.3.1.2 plus bas. C.Q.F.D.

Corollaire 1.3.1. — Soient A un anneau local artinien et G un A-groupe.

a) G est localement quasi-fini (resp. non ramifié) sur A si, et seulement si, il est
quasi-fini (resp. non ramifié) sur A en un point.
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b) Supposons de plus G plat sur A. Alors G est lisse (resp. étale) sur A si et
seulement si, il I’est en un point.

En effet, si G vérifie 'une des conditions de a) ou b) en un point z, il existe un
voisinage ouvert U de x qui est de type fini sur A. Par conséquent, il suffit d’appliquer
1.3 au cas ou H est le A-groupe unité, compte-tenu du lemme suivant :

Lemme 1.3.1.1. — Soient A un anneau local artinien et G un A-groupe. S’il existe un
ouvert non vide de G de type fini sur A, alors G est localement de type fini sur A.

Soit k le corps résiduel de A. D’apres le lemme 1.3.1.2 ci-dessous, on peut supposer
A=k

Soit V l'ouvert de G formé des points ou G est de type fini sur k; par hypothese,
V # @. Comme G est un préschéma de Jacobson, alors V contient un point fermé y
et, pour montrer que V = G, il suffit de montrer que tout point fermé de G appartient
aVv.

Soit U un ouvert affine contenant y et de type fini sur k, et soit x un point fermé
de G. Soit k' une extension de k composée des extensions x(x) et x(y). Alors, il existe
un point =’ (resp. y') de G’ = G ®y &/, rationnel sur k', se projetant sur = (resp. y).
Posons U’ = U ®y, k. Alors W = 2y’ - U’ est un ouvert de G/ contenant 2’ et de
type fini sur k’. La projection G’ — G étant surjective et finie localement libre, donc
ouverte (EGA IVa, 2.4.6), la projection de W’ sur G est un ouvert W de G contenant
x et de type fini sur k, d’apres EGA IV3, 11.3.16 (voir aussi Exp. V, Prop.9.1) ©®).
Ceci prouve 1.3.1.1, et donc 1.3.1, modulo le point (i) du lemme ci-dessous.

Lemme 1.3.1.2. — Soient B un anneau, n un idéal nilpotent et de type fini de B, et
C une B-algébre. On suppose que C/nC est une (B/n)-algébre de type fini.

(i) Alors, C est une B-algébre de type fini.

(ii) Si de plus C/nC est de présentation finie sur (B/n), alors C est de présentation
finie sur B.

On peut supposer n? = 0. Alors nC est un C/nC-module, engendré par un nombre
fini d’éléments &;1,...,& € n. Si x1,...,x, sont des éléments de C dont les images
engendrent C/nC comme (B/n)-algebre, on voit facilement que les x; engendrent C
comme B-algebre. Ceci prouve (i).

Notons ¢ le morphisme surjectif B[Xy,...,X,] — C ainsi obtenu, et supposons de
plus que C/nC soit de présentation finie sur B/nB. Alors, d’aprés EGA 1V, 1.4.4, le
noyau du morphisme @ : (B/n)[Xy,...,X,] — C/nC est un idéal de type fini. Soient
Py,..., Py des éléments de B[X;,...,X,] dont les images engendrent cet idéal. Alors,
on voit facilement que Ker ¢ est engendré par Py,..., P et &1,...,&.. Ceci prouve
(ii), et acheve la démonstration de 1.3 a), 1.3.1.1 et 1.3.1.

()N.D.E. : On a substitué ces références, qui suffisent pour le résultat voulu, & la référence dans
Poriginal & EGA 1Vy, 17.7.5.
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Corollaire 1.3.2. — Soient A un anneau local artinien, u : G — H un morphisme entre
A-groupes localement de type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes : (©)

(i) w est universellement ouvert,
ii) u est ouvert,

ili) u est ouvert en un point de G,

(
(
(iv) le morphisme u® : G® — H° déduit de u est dominant,
(iv') u® est surjectif,
(v) il existe une composante connexe G~ de G telle que, si H™ désigne la compo-
sante connexe de H contenant u(G™), le morphisme v~ : G~ — H™ déduit de u soit

dominant.

Les implications (i) = (ii) = (iii) et (iv') = (iv) = (v) sont claires, et comme G°
est de type fini sur A (VI5 2.4), alors u°(GP) est fermé dans H°, d’apres 1.2, donc
(iv) = (iv'). D’autre part, puisque G® (resp. G™) est ouvert dans G (VI 2.3) et que
HO (resp. H™) est irréductible (VI 2.4.1), on voit que (ii) entraine (iv) (resp. que (iii)
entraine (v)). Reste donc & montrer que (v) implique (i).

L’ouvert G (resp. H") de G (resp. H) sera muni de sa structure de préschéma
induit, et u~ désignera le morphisme G~ — H™ déduit de u. Soit k le corps résiduel de
A. Comme le changement de base Spec k — Spec A est un homéomorphisme universel,
on peut supposer A = k. Puisque G~ est quasi-compact sur k (VI5 2.4.1) et H™ séparé
sur k (VIa 0.2), alors u” est quasi-compact et dominant ; d’aprées EGA IV, 2.3.7, il
en est donc de méme de u”~ ®y k, ol k désigne une cloture algébrique de k. Alors,
puisque G~ ®; k est réunion de composantes connexes de G ®;, k, le morphisme
u®pk: Gk — H®y k vérifie I'assertion (v). Nous sommes ainsi ramenés au cas
ou A = k est un corps algébriquement clos, compte tenu de EGA 1V,, 2.6.4.

Dans ce cas, nous pouvons de plus remplacer u par u.sq, €t nous sommes ramenés
au cas ou H est réduit. Alors H™ est réduit, et le théoreme de platitude générique
(EGA 1Vq, 6.9.1) affirme que, puisque v~ est dominant, «~ (donc aussi u) est plat au

point générique de G™, si bien que u est plat (1.3), donc universellement ouvert (EGA
IV, 2.4.6).

Proposition 1.4. — Soient A un anneau local artinien, et v : G — H un morphisme
quasi-compact entre A-groupes localement de type fini. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) u est propre,

(i) il existe h € H tel que la fibre u=t(h) soit non vide et propre sur (h),

(iii) Keru est propre sur A.

1l est clair que (i) entraine (iii), et que (iii) entraine (ii). D’autre part, il résulte des
hypotheses que u est de type fini et, puisque G est séparé (VIa 0.3), u l'est aussi (EGA

I, 5.5.1). Il reste donc & montrer que l’assertion (ii) entraine que u est universellement
fermé, si bien que nous pouvons supposer A égal & son corps résiduel k. Soient &’ une

(6)N.D.E. : On pourrait ajouter la condition : « u est plat ».
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cloture algébrique de x(h), v’ : G' — H’ le morphisme déduit de u par changement de
base, h’ 'unique point de H' au-dessus de h; alors la fibre u'~1(h') = u=t(h) P OLE
est non-vide et propre, et il suffit de montrer que v’ est propre (EGA IVa, 2.6.4). On
peut donc supposer que k est algébriquement clos et h € H(k).

Nous avons vu (1.2) qu’alors u(G) est I’ensemble sous-jacent & un sous-préschéma
en groupes réduit fermé de H; toute immersion fermée étant propre (EGA 1I, 5.4.2),
nous pouvons supposer que u est surjectif, et que H est réduit. Puisque u est surjectif,
le groupe G(k) opere transitivement sur ’ensemble des points fermés de H; quel que
soit le point fermé y de H, u=!(y) est donc propre sur x(y). D’apres EGA 1V3, 9.6.1,
I'ensemble des y € H tels que u~!(y) ne soit pas propre sur x(y) est localement
constructible ; puisqu’il ne contient aucun point fermé, il est vide (EGA 1Vy, 10.1.2).

(7) Considérons alors le point générique n de H?; d’apres ce qui précede, la fibre
u~t(n) = G xu Speck(n) est propre sur k(n). De plus, on a les carrés cartésiens
ci-dessous :

G xu Spec k() — " > Gxy Spec Oy ———> G
Spec k(1) Spec O, 5o

ou 7 (et donc aussi 7¢) est fini et surjectif. Alors, 7o u” est propre, et comme 7¢ est
surjectif, u’ est universellement fermé. Or, on a vu que u est séparé et de type fini,
donc u’ l'est aussi. Par conséquent, u’ est propre.

Comme Oy, est la limitive inductive des anneaux Oy (V), pour V parcourant les
ouverts non vides de H?, il résulte de EGA IV3, 8.1.2 a) et 8.10.5 (xii), qu’il existe
un ouvert non vide V de H° tel que la restriction de u au-dessus de I'ouvert V soit
propre. Il est clair alors que les gV, pour g € G(k), forment un recouvrement ouvert
de H tel que, pour tout g € G(k), la restriction de u au-dessus de l'ouvert g -V soit
propre; on en déduit que u est propre (EGA IVy, 2.4.3 (vii)).

Corollaire 1.4.1. — Soient A un anneau local artinien, et u : G — H un morphisme
entre A-groupes localement de type fini. Les assertion suivantes sont équivalentes :

(i) u est localement quasi-fini,

(ii) u est quasi-fini en un point,

(iii) Keru est discret,

(iv) la restriction de u & chaque composante connexe de G est finie.

Enfin, si u est quasi-compact, ces assertions sont équivalentes a la suivante :

(v) u est fini.

(DN.D.E. : On a détaillé Pargument dans ce qui suit.
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11 est clair que (iv) entraine (iii), que (iii) entraine (ii) (EGA I, 6.4.4), et que dans
le cas oll u est quasi-compact, les assertions (iv) et (v) sont équivalentes. On a déja
vu en 1.3 que les assertions (i) et (ii) sont équivalentes.

Montrons enfin que (i) entraine (iv). Soit G~ une composante connexe de G;
puisque G~ est de type fini sur A (VI 2.4.1) et que G et H sont séparés (VIp
0.2), alors, d’apres EGA I, 5.5.1 et 6.3.4, la restriction v~ de u & G™ est séparée et de
type fini.

1l suffit donc de montrer que u~ est universellement fermé; nous pouvons donc
supposer que A est égal a son corps résiduel k, et méme que k est algébriquement
clos (EGA IVs, 2.6.4), car G~ ®4 k, oll k désigne une cloture algébrique de k, est la
somme d’un nombre fini de composantes connexes de G ®4 k. Soit alors g un point
fermé de G, si u® : GO — H est la restriction de v & G% on a v~ = Tu(g—1) © u’ ory,
ou ry désigne la translation & droite par g, et pour montrer que w” est propre, il suffit
de montrer que u® est propre. Par hypothese, u est localement quasi-fini, donc la fibre
Ker u est discréte (et non vide) ; nous avons vu que u” est de type fini, donc la fibre
Keru est finie (EGA II, 6.2.2), donc propre, et non vide; donc u” est propre (1.4),
donc fini (EGA 1114, 4.4.2) puisqu’il est quasi-fini.

Corollaire 1.4.2. — Soient A un anneau local artinien, et u : G — H un morphisme
quasi-compact entre A-groupes localement de type fini. Les assertions suivantes sont
équivalentes : (®)

(i) w est une immersion fermée,
(ii) u est un monomorphisme,
(iii) Keru est trivial, c.-a-d., isomorphe au k-groupe unité.

En particulier, tout sous-préschéma ) en groupes de H est fermé.

11 est clair que (i) entraine (ii), et si 'on considére les foncteurs que représentent
respectivement G et H, il est immédiat que les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes.
Enfin, si Ker u est le k-groupe unité, Ker u est une fibre propre et non vide, donc (1.4)
u est un monomorphisme propre, et de présentation finie puisque H est localement
noethérien (EGA TVy, 1.6.1), donc est une immersion fermée (EGA IV3, 8.11.5).

La derniere assertion résulte de ce que, puisque H est localement noethérien, toute
immersion G — H est quasi-compacte (EGA I, 6.6.4).

Contre-exemple 1.4.3. — Soient k un corps de caractéristique 0, G le k-groupe
constant Z et H le k-groupe G, . Soit v : G — H un morphisme de k-groupes.
Si u # 0, Keru = 0, mais u n’est pas une immersion fermée (cf. 1.2.2).

(®)N.D.E. : L’hypotheése que G et H soient localement de type fini peut étre enlevée, car d’apres
[Per76, 4.2.4] : tout monomorphisme quasi-compact u : G — H entre préschémas en groupes sur un
corps k est une immersion fermée ; voir aussi [DGT70, I11.3.7.2 b)] pour le cas ou G et H sont affines
(auquel cas tout morphisme G — H est affine (EGA II, 1.6.2 (v)), donc quasi-compact).

(9N.D.E. : On rappelle que, par définition (EGA I, 4.1.3), un sous-préschéma a pour espace sous-
jacent un sous-espace localement fermé. D’autre part, pour ce cas particulier, voir aussi VI, 0.6.1,
valable sans hypotheses de finitude.
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Nous utiliserons plus loin les deux résultats suivants qui auraient da figurer dans
I’Exposé Vy :

Lemme 1.5. — (19 Soient k un corps et G un k-groupe localement de type fini. Alors :
(i) Toute composante irréductible de G a méme dimension que G,

(ii) quel que soit g € G, on a dim, G = dim G.

Montrons (i), en reprenant la démonstration de VI, 2.4.1. Soit G™ une composante
irréductible de G. Si G™ contient un point rationnel sur k, elle se déduit de G° par
translation, donc dim G~ = dim GP.

Sinon, soit & un point arbitraire de G~ et soit k' une extension normale de k
contenant x(z). Posons G’ = G ®;, k’. D’apres VIx 2.4, G ®;, k' est la composante
neutre G’° de G/, et on a vu dans la démonstration de VI 2.4.1, que G~ ®;, k' est
réunion de composantes irréductibles Cy,...,C, de G’ qui contiennent chacune un
point rationnel sur &’. Par conséquent, dim G’° = dim C; = dim G ®;k’, et, puisque la
dimension est invariante par extension du corps de base (EGA IVy, 4.1.4), on obtient

dim G = dim G~ @, k' = dim G® @ ¥’ = dim G°.
Ceci prouve (i).

L’assertion (ii) en découle. En effet, soient g un point de G et C la composante
connexe de G contenant g. Par définition (EGA Ory, 14.1.2), dim, G est la borne
inférieure des entiers dim U, pour U parcourant les voisinages ouverts de g ; on a donc
dimy G = dim Uy pour un certain Ug. Puisque dimV < dimU si V C U, on peut
supposer Ug C C. Alors, comme C est irréductible et de type fini sur k (VIu, 2.4.1),
on a dim Uy = dim C (= deg. tr), k(§), o £ est le point générique de C), d’aprées EGA
IV, 5.2.1. On a donc dimy; G = dim C = dim G. C.Q.F.D.

Proposition 1.6. — (V) Soient S un préschéma de caractéristique zéro et G un S-
préschéma en groupes, localement de présentation finie sur S en tout point de la
section unité £(S). Pour que G soit lisse sur S en tout point de la section unité, il faut
et il suffit que le Os-module wq /s = s*(Qé/S), (appelé module conormal a la section
unité de G), soit localement libre.

Rappelons qu’un préschéma S est dit de caractéristique zéro si pour tout point
fermé x de S, le corps k(x) est de caractéristique zéro.

Rappelons aussi (IT 4.11) que, si 7w désigne le morphisme structural G — S, on a
Qé/s = m"(wq/s), si bien qu'il revient au méme de dire que le Os-module wg /g est
localement libre, ou que le &g-module Qé /s est localement libre.

(10)N.D.E. : L’implication (ii) = (i) est un fait général (cf. EGA Oy, 14.1.6), et (i) = (ii) découle
du fait que si X est un préschéma irréductible de type fini sur un corps, on a dim X = dim U pour
tout ouvert non vide U de X ; le point essentiel ici est donc d’établir I’assertion (i). En conséquence,
on a légérement modifié ’énoncé et la démonstration du lemme.

(IDN.D.E. : Dans I’énoncé, on a remplacé « le long de la section unité » par « en tout point de la
section unité » ; d’autre part, a la fin de la démonstration, on a explicité les résultats de EGA IV,
cités en référence.
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S’il existe un voisinage ouvert U de £(S) qui soit lisse sur S, alors, d’apres EGA
IV, 17.12.3 et 16.10.1, U est différentiellement lisse sur S et donc Q%/S est localement
libre, ainsi que wq /g = €* (Q%J/S).

Réciproquement, si wg/g est localement libre, il en est de méme de Qé /s =
7*(wgs). Comme S est de caractéristique 0, le critere jacobien (EGA IVy, 16.12.2)
entraine donc que G est différentiellement lisse sur S. Alors, il résulte de EGA TV,
17.12.5, que G est lisse sur S en tout point de la section unité.

Corollaire 1.6.1 (Cartier). — Etant donné un corps k de caractéristique zéro, tout k-
groupe localement de type fini sur k est lisse sur k.

En effet, il est alors clair que le k-module wg /. est localement libre, donc, d’apres
1.6, G est lisse sur k au point unité e, et donc lisse sur k (1.3.1).

2. « Propriétés ouvertes » des groupes et des morphismes de groupes lo-
calement de présentation finie

2.0. Dans tout ce qui suit, S désignera un préschéma quelconque; un S-préschéma
en groupes sera appelé un S-groupe. Etant donné un S-groupe G, nous noterons € la
section unité, ¢ la symétrie et p le morphisme de multiplication G xg G — G. Pour
tout S-préschéma X, nous noterons 7 ou mx le morphisme structural X — S.

Etant donnée une propriété &2 (u) pour un morphisme de S-préschémas v : X — Y,
nous dirons que & (u) est stable par changement de base si, chaque fois que u vérifie
P(u), il en est de méme du morphisme u(y+y, quel que soit le S-morphisme Y' — Y.
On dit que Z(u) est de nature locale pour la topologie T (cf. Exp.IV, §§4 et 6) si
P (u) vérifie les deux conditions suivantes :

a) Z(u) est stable par changement de base,

b) chaque fois qu’il existe une famille de S-morphismes Y; — Y couvrante pour
la topologie 7 et telle que chacun des morphismes wu(y,) vérifie &?(u), alors u vérifie

Proposition 2.1. — Soit & (u) une propriété pour un morphisme de S-préschémas, de
nature locale pour la topologie (fpqc). Soit w : G — H un morphisme de S-groupes.
Supposons G plat et universellement ouvert sur S.

Soit W le plus grand ouvert de H au-dessus duquel u vérifie la propriété P(u) et
soit V.= u~Y(W). Alors U = 7g(V) est un ouvert de S et V est un sous-préschéma
en groupes ouvert de Gly.

L’existence d’un plus grand ouvert W de H au-dessus duquel u vérifie & (u) résulte
de ce que #(u) est de nature locale pour la topologie de Zariski. Puisque mg est
universellement ouvert, 7g (V) est un ouvert U de S. Il suffit de montrer que V est un
sous-préschéma en groupes de G|y. Nous pouvons donc supposer que U = S.

Posons alors

G'=GxV, H=HxV, V=VxV, W=WxV et o =unw;
S S S S V)
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soit W1 le plus grand ouvert de H' au-dessus duquel v’ vérifie & (u); puisque V est
plat et universellement ouvert sur S, il en est de méme de H’ sur H, et le lemme 2.1.1 ci-
dessous montre que W} = W’. Considérons alors ’automorphisme de V-préschémas a
(resp. b) de G’ (resp. H'), translation & droite par le symétrique de la section diagonale
0 (resp. par le symétrique de u(6)), défini par

a(g,v) = (g-v~"v),  (vesp. (h,v) = (h-u(v™?),v)),
quels que soient le morphisme T — S, g € G(T), v € V(T) et h € H(T). Il est clair

que ¢’ oa = bow', ce qui montre que W’ est stable par b, donc que V' est stable par
a, si bien que V est un sous-préschéma en groupes de G.

Lemme 2.1.1. — Soit & (u) une propriété pour un S-morphisme u, de nature lo-
cale pour la topologie (fpqc). Considérons un carré cartésien de morphismes de S-
préschémas :

X/ fHY/

)

X——Y

)

ot g est plat et ouvert. Soit W (resp. W}) le plus grand ouwvert de Y (resp. Y') au-
dessus duquel f (resp. f' = fryr)) vérifie P(u). Alors W) = W xy Y'.

Posons W = W xv Y’; puisque & (u) est stable par changement de base, on a
W' C Wi. Comme g est ouvert, W; = g(W}) est un ouvert de Y. Posons V; =
F7HWy) et Vi = Vi xw, Wi il est clair que Vi = f/~1(W}). Puisque g est plat et
ouvert, le morphisme W} — W; = g(W/) déduit de g est surjectif, plat et ouvert, donc
couvrant pour la topologie (fpqc) (cf. IV.6.3.1 (iv)). Puisque le morphisme V| — W/
déduit de f’ vérifie & (u), il en est de méme du morphisme V; — Wy déduit de f,
donc W1 C W, et W) C g7 1(W;) C g1 (W)=W’; donc W = WJ. C.Q.F.D.

Remarque 2.1.2. — Un grand nombre de propriétés pour un morphisme sont de nature
locale pour la topologie (fpqc); citons celles d’étre plat, (universellement) ouvert,
(localement) de type fini, de présentation finie, quasi-fini (cf. EGA IVy, 2.5.1, 2.6.1 et
2.7.1), lisse, étale, non-ramifié (EGA IV, 17.7.3).

La démonstration de 2.1 n’utilise en fait que des changements de base par des mor-
phismes plats ; la proposition s’appliquera donc a une propriété vérifiant la condition
b) de 2.0 relativement a la topologie (fpqc), et stable par changements de base par
des morphismes plats (exemple : celle d’étre quasi-compact et dominant).

Bien entendu, on peut énoncer une proposition analogue concernant les propriétés
de nature locale pour une topologie 7 plus fine que la topologie de Zariski, la condition
a vérifier sur G étant alors que 7@ soit universellement ouvert et couvrant pour la
topologie 7.

En particulier, si G est plat et localement de présentation finie sur S, on a un énoncé
analogue pour les propriétés stables par changements de base par des morphismes plats
et localement de présentation finie, et vérifiant la condition b) de 2.0 relativement & la
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topologie (fpqc) (par exemple, celles d’étre régulier, réduit, de Cohen-Macaulay, etc.
(EGA 1Vo, 6.8)).

(12) On rappelle que, si X est un S-préschéma, on note 7x : X — S son morphisme
structural.

Proposition 2.2. — Soient G et H deux S-groupes et uw : G — H un morphisme de
S-groupes. Alors :

(i) Supposons G ou H plat sur S, et G ou H localement de présentation finie sur
S, et soit V le plus grand ouvert de G tel que la restriction de u a V soit plate
et localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale). Alors U = my (V) est un
ouvert de S, et V est un sous-préschéma en groupes ouvert de Gly.

(ii) Supposons G ou H universellement ouvert sur S, et soit V le plus grand ouvert
de G tel que la restriction de u a V soit universellement ouverte. Alors U = my (V)
est un ouvert de S, et V est un sous-préschéma en groupes ouvert de Gly.

Montrons d’abord (i). Montrons que la restriction my de g & V est plate et loca-
lement de présentation finie :

a) Simg est plat (resp. localement de présentation finie), il en est de méme de 7y.

b) Si my est plat (resp. localement de présentation finie), il en est de méme de 7y,
comme composé de la restriction de u a V et de 7y.

Donc, dans les quatre cas envisagés dans ’énoncé, my est plat et localement de
présentation finie, donc universellement ouvert (EGA IVy, 2.4.6). Posons U = 7y (V) ;
U est donc un ouvert de S. Il suffit alors de montrer que V est un sous-préschéma en
groupes ouvert de G|y ; nous pouvons donc supposer que U = S.

Posons alors G’ = GxgV, H = HxgV, V! = VxgV et v’ = wu). Alors, V
étant plat et localement de présentation finie sur S, il en est de méme de H' sur H.
D’apres EGA IVy, 17.7.4, V' est alors le plus grand ouvert de G’ tel que la restriction
de u' & V' soit plate et localement de présentation finie (resp. lisse, resp. étale). Les
automorphismes a et b étant définis comme dans la démonstration de 2.1, il est alors
clair que V' est stable par a, donc que V est un sous-préschéma en groupes de G.

Montrons (ii). La restriction 7y de mg & V est un morphisme universellement
ouvert, soit parce qu’il en est de méme de 7, soit comme composé de la restriction
de u &V et de my dans le cas olt Ty est universellement ouvert. Posons U = 7y (V) ; U
est alors un ouvert de S. Il suffit de montrer que V est un sous-préschéma en groupes
ouvert de G|y. Nous pouvons donc supposer que U = S.

Posons comme précédemment G’ = GxgV, H = HxgV, V. = VxgVetu =
uy). Alors Ty : V. — S est surjectif et universellement ouvert, il en est de méme

(I2)ND.E.:Ona ajouté ce rappel, afin de préciser dans la proposition 2.2 que U = 7y (V). D’autre
part, signalons que, dans le cas (i) de la proposition, 'ouvert V est formé de tous les points de G
en lesquels u est lisse, resp. étale, resp. de présentation finie et plat, cf. la N.D.E. (4). Par contre,
dans le cas (ii), V est le plus grand ouvert contenu dans I’ensemble E des points de G en lesquels
u est universellement ouvert, mais E n’est pas nécessairement ouvert, comme le montre ’exemple
suivant (EGA IV3, 14.1.3 (i)) : soient k un corps, H = S = SpecA, ol A = k[z], et G le S-groupe
Spec Aly]/(zy) ; alors le lieu E égale la section unité de G, qui n’est pas ouverte.
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de G’ — @G, si bien que V'’ est le plus grand ouvert de G’ tel que la restriction de
u’ & V' soit universellement ouverte, en vertu de (EGA IVs, 14.3.4 (i) et (ii)). Les
automorphismes a et b étant définis comme précédemment, il est alors clair que V'
est stable par a, donc que V est un sous-préschéma en groupes de G.

Corollaire 2.3. — Soient G un S-groupe et V le plus grand ouvert de G qui soit plat
et localement de présentation finie (resp. lisse, étale, universellement ouvert) sur S.

Alors U = 7y (V) est un ouvert de S, et V est un sous-préschéma en groupes ouvert
de G|U

Il suffit d’appliquer 2.2 au cas ou H est le S-groupe unité et ol w est 'unique
morphisme de S-groupes G — H, car alors my est un morphisme et mg = 7y o u.

Corollaire 2.4. — Soit G un S-groupe ; s’il existe un voisinage X de la section unité
ayant une (ou plusieurs) des propriétés suivantes :

X est plat et localement de présentation finie (resp. lisse, étale, universel-
lement ouvert) sur S,

alors il existe un sous-préschéma en groupes ouvert de G ayant les mémes propriétés.

11 suffit d’appliquer 2.3 en remarquant qu’ici avec les notations de 2.2, on a &(S) C
V, donc U =S.

Proposition 2.5. — (13) Soit u: G — H un morphisme de S-groupes.
(i) Supposons que G (resp. H) soit de présentation finie et plat (resp. de type fini)
sur S aux points de sa section unité. Alors, les ensembles :
Uplat ) Ulisse 2 Uét.a
formés des points s € S tels que us soit plat (resp. lisse, étale), sont ouverts dans S.

Si de plus G (resp. H) est localement de présentation finie et plat (resp. localement
de type fini) sur S, alors l'ensemble Vpiay (resp. Viisse, Vi) des points de G ot u est
plat (resp. lisse, resp. étale) est l'image inverse par mg de Uplag (1esp. Uligse, Uss.)-

(ii) Supposons que, pour tout s € S, Gy soit localement de type fini sur x(s)
(condition vérifiée si G est de type fini sur S auz points de la section unité (1.3.1.1)),
et que u soit localement de type fini (resp. localement de présentation finie) aux points
de la section unité de G. Alors, les ensembles :

Ul.q.f. 2 Un.r.

formés des s € S tels que us soit localement quasi-fini (resp. non ramifié) sont ouverts

dans S.

Si de plus u est localement de type fini (resp. localement de présentation finie),
alors lensemble Vi g+ (resp. Vin..) des points de G ot u est quasi-fini (resp. non ra-
mifié) est l'image inverse par mq de Upqs (resp. Un.y.).

(13)N.D.E. : On a détaillé ’énoncé et la démonstration, et dans (i) on a affaibli ’hypotheése sur H,
en remplacant « de présentation finie » par « de type fini ».
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Montrons (i). Notons d’abord (1.3.1.1) que, pour tout s € S, G4 est localement de
type fini sur x(s). Soit Y Pouvert de H formé des points olt 7y est de type fini, et soit
X; l'ouvert de u=1(Y) formé des points oul mg est de présentation finie. D’aprés EGA
IV3, 11.3.1, ’'ensemble X des points de X; ou g est de présentation finie et plat est
ouvert dans Xy, donc dans G.

Soit ux : X — Y le morphisme déduit de u. Puisque Y (resp. X) contient la section
unité de H (resp. G), la restriction mx de mg a X est surjective, et le morphisme S — X
déduit de eg est une S-section de X.

Considérons les ensembles : Wpiat 2 Wiigse 2 Wet., formés des points de X ot ux
est plat (resp. lisse, resp. étale). Il est clair que Wiigse et Wei. sont ouverts dans X,
cf. la N.D.E. (4). D’autre part, comme 7y est localement de type fini et 7x = my o ux
localement de présentation finie, alors, d’apres EGA TVy, 1.4.3 (v), ux est localement
de présentation finie. Par conséquent, le lieu de platitude Wx de ux est ouvert dans
X (EGA 1vs, 11.3.1).

Soit © € X et posons s = wx(x); alors d’apres EGA IVy, 11.3.10, (combiné avec
EGAIVy, 17.5.1, resp. 17.6.1), x appartient & Wpat (resp. Wiisse, Wet.) si et seulement
si ug est plat (resp. lisse, étale) au point z, ou, ce qui revient au méme d’apres 1.3, si
et seulement si ug est plat (resp. lisse, étale).

Par conséquent, pour « b = plat, lisse ou étale », on a U, = sél(Wb) et W, =
wil(Ub). Comme W, est ouvert dans X, donc dans G, la premiére égalité montre que
U, est ouvert dans S.

La seconde assertion de (i) résulte de ce qu’on vient de voir, car alors, Y = H,
X =G, et W, =V}, donc V, = 75" (Uy).

Montrons lassertion (ii). Soient Vi 2 Viqr les ouverts de G formés des points
en lesquels u est de type fini (resp. quasi-fini). Posons X = V) et notons ux la
restriction de u & X. Par hypothese, X contient (S). Soit € X et posons s = mx (z).

Si w est quasi-fini en z alors, par changement de base, us est quasi-fini en z, et
donc, comme Gy est supposé localement de type fini, us est localement quasi-fini,
d’apres 1.3.1.

Réciproquement, si us est localement quasi-fini, alors uy ' (ux(x)) C uy ' (us(z))
est un ensemble fini. Comme ux : X — H est localement de type fini, il résulte du
théoreme de semi-continuité de Chevalley (EGA IV3, 13.1.3) qu’il existe un voisinage
ouvert W de = dans X tel que la fibre uy ' (ux(z')) soit discréte, pour tout z’ € W.
Donc, d’apres EGA 11, 6.2.2 (et EGA Iy, Errypr 20), ux est quasi-fini en x.

Par conséquent, on a Uy qr = Eal(Vl,q,f,) et Viqr = ﬂil(Ul,q,f,), et la premicre
égalité montre que Uj ¢ est ouvert dans S.

Si de plus G est localement de type fini sur S, alors X = G, et donc Vi o ¢ est I'image
inverse par mq de Uypqs. Ceci prouve la premiére moitié de (ii).

Considérons maintenant les ouverts Vi, ¢ 2 Vy .., formés des points oll u est de
présentation finie (resp. non ramifié), et supposons que Z = V), . contienne la section
unité de G. Soit z € Z; posons s = 7mz(2) et h = uz(2).
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Si u est non-ramifié en z alors, par changement de base, us est non-ramifié en z,
et donc, comme Gy est supposé localement de type fini, ug est non-ramifié, d’apres
1.3.1.

Réciproquement, si us est non ramifié au point z, alors la fibre u;'(h) = u=1(h)
est non ramifiée sur x(h) au point z. Comme Z est un ouvert de G, alors la fibre
u, ' (h) = u;'(h) N Z est non ramifiée sur £(h) au point z. Comme uz est localement
de présentation finie, ceci entraine, d’apres EGA IVy, 17.4.1, que uy est non ramifié
au point z.

On a donc U, , = Eal(Vm,) et Vo, = 7TZ_1(UM,)7 et la premiere égalité montre
que U, .. est ouvert dans S.

Si de plus G est localement de présentation finie sur S, alors Z = G, et donc V.
est I'image inverse par mg de Uy .. Ceci achéve la preuve de lassertion (ii).

Corollaire 2.6. — Soit u : G — H un morphisme de S-groupes qui soit un morphisme
radiciel (ce qui est le cas si u est un monomorphisme (EGA 1, 3.5.4)). On suppose G
(resp. H) localement de présentation finie et plat (resp. localement de type fini) sur
S. Alors l’ensemble U des s € S tels que us soit une immersion ouverte est ouvert
dans S, et la restriction de u au-dessus de U est une immersion ouverte.

D’apres 2.5 (i), I’ensemble U’ des points s € S tels que us soit étale est ouvert dans
S. Puisque u est radiciel, il en est de méme de ug, quel que soit s € S, donc d’apres
EGA 1Vy, 17.9.1, on a U = U’, ce qui montre que U est ouvert. Enfin, d’apres 2.5 (i),
la restriction de u au-dessus de U est étale; puisque w est radiciel, cette restriction
est une immersion ouverte (EGA IVy, 17.9.1).

Proposition 2.7. — Soit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est non ramifié sur S aux points de la section unité,
(i) la section unité est une immersion ouverte,

(iii) G est de présentation finie sur S aux points de la section unité, et quel que
soit s € S, G, est non ramifié sur k(s).

Si, de plus, on suppose G localement de présentation finie sur S, alors chacune des
trois conditions précédentes est équivalente a la suivante :

(iv) G est non ramifié sur S.

L’équivalence des assertions (i) et (ii) résulte du lemme plus général 2.7.1 ci-dessous.
Remarquons (1.3.1.1) que 'une ou autre des conditions (i) ou (iii) entraine que, quel
que soit s € S, Gy est localement de type fini sur x(s). Alors (EGA IVy, 17.4.1),
Passertion (i) équivaut au fait que, quel que soit s € S, G, est non ramifié sur x(s) au
point e;, unité de Gg, ou encore (1.3.1), au fait que Gy est non ramifié sur £(s), donc
les assertions (i) et (iii) sont équivalentes. Enfin, si G est localement de présentation
finie sur S, les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes (EGA IVy, 17.4.1).

Lemme 2.7.1. — Soit G un S-préschéma muni d’une section €. Pour que G soit non
ramifié sur S aux points de cette section, il faut et il suffit que € soit une immersion
ouverte.
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La condition est nécessaire, d’apres EGA TVy, 17.4.1 a) = b”). Réciproquement,
si € est une immersion ouverte, alors la restriction & £(S) du morphisme structural
G — S est un isomorphisme, donc G est non ramifié sur S aux points de £(S).

Corollaire 2.8. — Soit u : G — H un morphisme de S-groupes. Supposons que, pour
tout s € S, G, soit localement de type fini sur k(s).

a) Siu est localement de type fini, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u est localement quasi-fini,
(ii) quel que soit s € S, us : Gy — Hy est localement quasi-fini,
(iii) Keru est localement quasi-fini sur S,
(iv) les fibres de Keru sont discretes.
b) Si u est localement de présentation finie, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
v) u est non ramifié,

(
(vi) quel que soit s € S, ugs : Gy — Hy est non ramifié,
(vii) Keru est non ramifié

(

viii) la section unité S — Keru est une immersion ouverte.

Les équivalences (i) < (ii) et (v) < (vi) résultent de 2.5 (ii), et le rappel 2.8.1
ci-dessous montre que (i) = (iii) et (v) = (vii).
Pour tout s € S, notons es 1’élément unité de H,. Alors (iii) (resp. (vii)) entraine
que, pour tout s € S,
(Keru), = Keru, = u; ' (e)

est localement quasi-fini (resp. non ramifié) sur x(s) = k(es), donc que us est quasi-
fini (resp. non ramifié) au point unité de Gy, donc, d’apres 1.3, que u; est localement
quasi-fini (resp. non ramifié). Donc (iii) =) (ii) et (vii) = (vi). Enfin, (iii) < (iv)
d’apres 1.4.1, et (vii) & (viii) d’apres 2.7.

Rappel 2.8.1. — Rappelons (I, 2.3.6.1) qu’étant donné un morphisme v : G — H de

S-groupes, on appelle noyau de u, et on note Ker u, le sous-foncteur en groupes de G
défini en posant, quel que soit le morphisme f: T — S

(Keru)(T) ={a € G(T) |uoca=eno f}.

Il est clair (EGA I, 4.4.1) que ce foncteur est représentable par le S-groupe G xS =
u~1(en(S)), noté simplement Ker u. En particulier, le morphisme structural Keru — S
se déduit de u par changement de base.

Lemme 2.9. — Soit m : X — S un morphisme admettant une S-section ¢.

(i) Si 7 est injectif, il est entier *).

(*)C’est aussi un cas particulier de EGA IV, 18.12.11, car 7 est évidemment un homéomorphisme
universel.
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(ii) Si7 est localement de type fini, et si, pour tout s € S, w4 est un isomorphisme,
alors m est un isomorphisme (*).

Remarquons tout d’abord que, d’apres le lemme 2.9.1 ci-dessous, 7, étant un ho-
méomorphisme, est un morphisme affine.

Si 7 est injectif, € est surjectif. Puisque € est une immersion surjective, £(S) est
isomorphe au sous-préschéma fermé de X défini par un nilidéal 4 J de &x. Puisque
€ est une S-section du morphisme 7, on a une décomposition en somme directe :
Ox = Os ® T de Os-modules. Puisque J est un nilidéal de Ox, J est évidemment
entier sur Og, donc Ox est entier sur Og, et 7 est entier.

Supposons maintenant que 7 soit localement de type fini. Comme 7oe = idg, alors
€ est localement de présentation finie (EGA IVy, 1.4.3 (v)), donc J est un idéal de
type fini de Ox (EGA IV, 1.4.1). Quel que soit s € S, on a Ox_ = k(s)® (I ®g £(s)).
Par hypothese, € est un isomorphisme, donc J ®g¢, £(s) = 0, pour tout s € S, donc
a fortiori J ®gy k(z) = 0 pour tout z € X, ce qui entraine, d’apres le lemme de
Nakayama, que J = 0, donc que 7 est un isomorphisme.

Lemme 2.9.1. — Soit f : X — Y un morphisme de préschémas qui soit un homéo-
morphisme ; alors f est un morphisme affine **)

Il suffit de montrer que tout point y € Y possede un voisinage ouvert W tel que la
restriction de f au-dessus de W soit un morphisme affine. Soit donc y € Y, et soit V
un voisinage ouvert affine de y dans Y. Soit V/ = f~1(V). Alors V' est un voisinage
ouvert de * = f~!(y) dans X. Il existe un voisinage ouvert affine W’ de z dans X
contenu dans V’. Posons alors W = f(W’). Alors W est un voisinage ouvert de y
dans Y contenu dans le schéma affine V, donc W est un schéma. Puisque W’ est un
schéma affine, la restriction de f au-dessus de W est alors un morphisme affine (EGA
I1, 1.2.3).

Corollaire 2.10. — Soit G un S-groupe localement de type fini. Supposons que, quel
soit s € S, Gy soit le k(s)-groupe unité, alors G est le S-groupe unité.

Plus généralement :

Corollaire 2.11. — Soit f : X — Y un S-morphisme localement de type fini. Pour
que f soit un monomorphisme, il faut et il suffit que pour tout s € S, fs soit un
monomorphisme.

Il est clair que la condition est nécessaire ; montrons qu’elle est suffisante. Si, pour
tout s € S, f, est un monomorphisme, a fortiori pour tout y € Y, f, est un mono-
morphisme ; nous pouvons donc supposer que Y = S.

(*)Cest aussi une conséquence immédiate de EGA 1Vy, 18.12.6.
(¥)cf. EGA TV, 18.12.7.1 pour un résultat un peu plus général, se prouvant par la méme démons-
tration.

(I4)N.D.E. : c.-a-d., un idéal formé d’éléments nilpotents.
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D’apres EGA 1, 5.3.8, pour montrer que f est un monomorphisme, il suffit de
montrer que Ay : X — X xgX est un isomorphisme, ou, ce qui revient au méme,
que la premiere projection p : X xg X — X est un isomorphisme. Mais, si fs est
un monomorphisme, il résulte de méme de EGA 1, 5.3.8, que la premieére projection
Xs X o(s) Xs — X, (qui s’identifie a p,) est un isomorphisme. Or p possede la S-section
Ay, donc le lemme 2.9 affirme que si pour tout s € S, p, est un isomorphisme, alors
il en est de méme de p. C.Q.F.D.

Corollaire 2.12. — Soit G un S-préschéma possédant une S-section . Supposons que
le morphisme structural m : G — S soit fermé. Soit s € S tel que w soit de présentation
finie au point e(s), et que €5 : Spec(k(s)) — Gy soit un isomorphisme (ou, ce qui
revient au méme, que w5 : Gy — Spec £(s) soit un isomorphisme). Alors il existe un
voisinage ouvert U de s dans S tel que € Xg U : U — G xg U soit un isomorphisme.

Soit V I’ensemble des points de G ou 7 est non ramifié ; on sait que V est ouvert
(cf. N.D.E. (4)) et contient £(s). Donc W = £71(V) est un ouvert de S contenant s, et
tel que pour tout t € W, 7 soit non ramifié en €(¢). On vérifie aisément que si 7 est
fermé, il en est de méme de m xg W, donc nous pouvons supposer que W = S.

Alors G \ £(S) est une partie fermée X de G (2.7.1), ne rencontrant pas G, donc,
puisque 7 est fermé, m(X) est une partie fermée F de S ne rencontrant pas s; posons
U =S\ F; alors U est un ouvert de S tel que & xg U soit un isomorphisme de U sur

Glu.

3. Composante neutre d’un groupe localement de présentation finie

3.0. Etant donnée une partie A (resp. B) d’un S-préschéma X (resp. Y), par abus
de notation, A xg B désignera la partie de X xgY formée des points dont la premiere
projection appartient a A et la deuxieme a B.

Etant donnée une partie A d’un S-groupe G, nous dirons que A est stable pour la
loi de groupe de G sion a: ¢c(A) C A et u(AxgA) CA.
Définition 3.1. — Soit G un S-foncteur en groupes vérifiant la condition suivante :
(+) quel que soit s € S, le foncteur Gy = G ®g k(s) est représentable.

On notera alors (ig la composante connexe de 1'élément neutre du k(s)-groupe Gy
(15), On définit un sous-S-foncteur en groupes de G, appelé composante neutre de G,

noté G, en posant quel que soit le morphisme T — S :
GUT)={uec G(T)|VseS, usT,)C (ig}
On a ainsi défini le foncteur G — G° de (S/ch/S)—gr. dans (S/al/s)—gr.
(I15N.D.E. : C’est une notation légérement abusive, mais qui est compatible avec les notations de

VIj, 2.3 lorsque cette composante connexe est I’espace topologique sous-jacent & un sous-préschéma
en groupes ouvert GO de G, cf. VIa, 2.2.bis.
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Remarque 3.2. — (i) Soit G un S-foncteur en groupes vérifiant la condition (+), alors
Lie (G°/S) = Lie (G/S), en vertu de I'exposé I1. (16)

(ii) Soient G et G’ deux S-foncteurs en groupes vérifiant (+), alors :

a) si G C G/, alors GY C G0,

b) si G C G’ et G’° C G, alors G = G'°,

c) si pour tout s € S, Gy est localement de type fini sur k(s), alors GO satisfait la
propriété (+), d’apres VIA.2.3, et on a (GY) = G°.

Proposition 3.3. — Soit G un S-foncteur en groupes vérifiant la condition (+) et soit
S" un S-préschéma. Alors (G xsS')? = G® xg ', autrement dit le foncteur G — G°
commute aux changements de base, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

o — GHGO —

(Sch/g)-gr. ———— (Sch/g)-gr.

— o —

(Sch/g/)-gr. ——— (Sch g/ )-gr.

11 suffit en effet de vérifier que, pour tout s’ € S’, dont on désigne par s I'image
dans S, on a : GY ®,(s) k(s") = ((G x5 8") ®s K(s'))?, ce qui résulte de VI, 2.1.1, car
(G xg9) ®s k(s') =Gy Rr(s) k(s).

Cas particulier 3.4. — Soit G un S-préschéma en groupes ; notons G° le sous-ensemble
de G réunion des gg lorsque s parcourt S. Alors G° est une partie de G stable pour
la loi de groupe de G (cf. 3.0), et quel que soit le morphisme S’ — S on a :

G(S") = {u e G(8) | u(8) c G°}.

Lorsque G est une partie ouverte de G, il est clair que G° est représentable par le
sous-préschéma de G induit sur 'ouvert G°.

Proposition 3.5. — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, et G un
S-groupe a fibres localement de type fini. Il existe alors un ouvert quasi-compact U
de G contenant G°.

La section unité € étant une immersion, €(S) est un sous-espace quasi-compact de
G, donc il existe un ouvert quasi-compact V de G qui contient £(S). Puisque S est
quasi-séparé, et que V est quasi-compact, V est quasi-compact sur S (EGA IV, 1.2.4),
donc V xgV est quasi-compact sur S, donc quasi-compact. Alors V-V = p(V xg V)
est quasi-compact. Posons Vg = VN Gg et VO = VN G Alors VY est un ouvert de
GY, dense dans GY puisque G? est irréductible (VI 2.4), donc VY- V? = GO (VI
0.5), ce qui montre que V- Vg 2 GY, donc que V-V D G°. Enfin, puisque V - V est
quasi-compact, il existe un ouvert quasi-compact U de G contenant V -V et a fortiori
GO.

(16)N.D.E. : préciser ce point. ..
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Corollaire 3.6. — Soit G un S-groupe a fibres localement de type fini et connexes.
Alors G est quasi-compact sur S.

Notre assertion étant locale sur S (EGA I, 6.6.1), on est ramené au cas ol S est
affine ; d’apres 3.5, il existe alors un ouvert quasi-compact U de G contenant G° = G,
donc G est quasi-compact, donc quasi-compact sur le schéma affine S (EGA I, 6.6.1).

Proposition 3.7. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie; alors :

(i) G est ind-constructible 17 dans G.

(ii) Si de plus G est quasi-séparé sur S, et S quasi-compact et quasi-séparé, alors
GO est constructible.

iii) Par conséquent, si G est quasi-séparé sur S, G° est localement constructible.
q ) q P )

Montrons d’abord la premiere assertion. Puisque 7 est localement de présentation
finie, étant donné s € S, il existe un ouvert U de G contenant £(s) et un ouvert
V de S contenant s tels que 7(U) C V et que le morphisme 7’ : U — V déduit
de 7 soit de présentation finie. Posons alors T = e~ *(U) et W = 7/~ (T). Alors le
morphisme 7" : W — T déduit de 7’ est de présentation finie, et admet comme section
le morphisme ¢” : T — W déduit de e.

Pour tout ¢ € T, comme G? est irréductible (VIx 2.4), W N GY est dense dans
GY, donc irréductible, donc connexe : c’est donc la composante connexe de 7~ (t)
contenant ¢’ (t). Il résulte alors de EGA 1V3, 9.7.12, que la réunion W° des W N GY?,
pour t € T, est localement constructible dans W. D’autre part, il résulte de VI 0.5,
que WY - W0 = GO 7=1(T). Or, puisque 7 est localement de présentation finie, il en
est de méme de p (VI 0.1), donc du morphisme p” : W xp W — 7= 1(T) déduit de
L.

Comme WO est localement constructible dans W, alors W9 x1 W? est locale-
ment constructible dans W xt W, et donc G® N 7= 1(T) = p”/ (W% x1 W?) est ind-
constructible dans m=!(T), d’apres EGA IVy, 1.9.5 (viii). Ceci montre que G° est
ind-constructible dans G.

Supposons maintenant S quasi-compact et quasi-séparé et G quasi-séparé sur S;
alors (3.5), il existe un ouvert quasi-compact U de G contenant G°. Puisque G est
quasi-séparé sur S, G est quasi-séparé, donc 'ouvert U est rétrocompact (EGA IV,
1.2.7), et il suffit de montrer que G est constructible dans U (EGA Op, 9.1.8). De
plus, U étant quasi-compact, donc quasi-compact sur S (EGA IV, 1.2.4), et quasi-
séparé sur S, la restriction de g a U est de présentation finie, et d’apres (EGA IVg,
9.7.12), GY est localement constructible dans U, donc constructible dans U, puisque
U est quasi-compact et quasi-séparé (EGA IV, 1.8.1).

Corollaire 3.8. — Soient Sy un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, I un en-
semble préordonné filtrant croissant, (%;)ic1 un systéme inductif de Og,-algébres com-
mutatives et quasi-cohérentes, &/ = HLQM, S; = Spec «; pour i € 1, et S = Spec &/
(cf. EGA II, 1.3.1). Soit G un So-préschéma en groupes localement de présentation
finie. Alors Uapplication canonique Ti)nGO(Si) — GO(S) est bijective.

(I7)N.D.E. : Pour la définition, voir EGA IV1, 1.9.3.
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Puisque G est localement de présentation finie sur S, I'application canonique
lim G(S;) — G(S) est bijective, d’apres EGA 1V, 8.14.2 ¢). Il s’ensuit immédiate-
ment que 'application canonique Hi>nG0(Si) — GY(S) est injective. Montrons qu’elle
est surjective. Soit s € G(S) C G(S). Il existe i € I tel que s se factorise au moyen
de s; € G(S;) a travers S — S;; par hypothese, s71(GY) = S. Mais, d’apres 3.7, G°
est ind-constructible dans S, donc 5;1(G70) I’est dans S;. Il résulte alors de EGA IV,,
8.3.4, qu’il existe un indice 5 > i tel que 851(G70) = S;, ol s; est 'application déduite
de s; par le changement de base S; — S;. Cela montre que s; € G°(S;), donc que s
provient d’un élément de lii)nGO(SZ-).

Proposition 3.9. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie. Supposons
que GO soit représentable ; alors le morphisme canonique i : G° — G est une immer-
sion ouverte ; de plus, GO est quasi-compact sur S.

Puisque G° est un sous-foncteur du foncteur G, le morphisme i est un monomor-
phisme, donc est radiciel. D’apres la définition du foncteur G, on vérifie immédiate-
ment sur la définition (EGA IV3, 17.1.1) que ¢ est un morphisme formellement étale
(en remarquant que G est 'image de i dans G). Enfin, il résulte de la caractérisation
(EGA 1V3, 8.14.2 ¢)) des S-préschémas localement de présentation finie & l'aide du
foncteur qu’ils représentent, et de 3.8, que, puisque G est localement de présentation
finie sur S, il en est de méme de G°. Donc i est localement de présentation finie ; c’est
donc un morphisme radiciel et étale ; donc une immersion ouverte (EGA IVy, 17.9.1).

D’autre part, la derniére assertion résulte de 3.6.

Théoréme 3.10. — Soit G un S-groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est lisse sur S aux points de la section unité.

(ii) G est plat et localement de présentation finie sur S aux points de la section
unité, et pour tout s € S, G, est lisse sur k(s).

(iii) Il existe un sous-préschéma en groupes ouvert G’ de G, lisse sur S.

(iv) GO est représentable par un sous-préschéma ouvert de G, lisse sur S.

Il est clair que (iv) = (iii) = (i), et, d’apres 1.3.1 et 2.4, (i) entraine (ii) et (iii).
De plus, (ii) = (i) d’aprés EGA IVy, 17.5.1.

Montrons enfin que (iii) entraine (iv). Le lemme 3.10.1 ci-dessous montre que G’
contient G, et que G’° = G°. Il suffit donc de montrer que G° est ouvert dans G, car
on a déja vu (3.4) qu’alors GO sera représentable par le sous-préschéma en groupes
lisse induit par G’ sur 'ouvert G’° = G°. On peut donc supposer que G’ = G.

Pour montrer que G° est ouvert, il suffit de montrer que tout s € S possede un
voisinage T dans S tel que G® N 7=1(T) soit ouvert dans 7= 1(T). Soit s € S. Puisque
G = @/, alors 7 est localement de présentation finie, donc on peut construire, comme
dans la démonstration de 3.7, un ouvert T de S contenant s, et un ouvert W de G
contenant ¢(s), tels que le morphisme 7/ : W — T déduit de 7 soit de présentation
finie et admette comme section le morphisme ¢’ : T — W déduit de . Pour tout
t €T, WN GY est alors la composante connexe de 7~ (t) contenant £ (t). Puisque
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7 est lisse, il en est de méme de 7" qui est donc réduit et de présentation finie. Alors,
d’apres EGA V3, 15.6.5, la réunion W° des W N GY pour t € T est ouverte dans W.

D’autre part, d’apres VI, 0.5, on a WO W0 = GO N7 ~=1(T), et il faut montrer que
ceci est ouvert dans 7~!(T). Nous pouvons donc supposer désormais que T = S; il
reste & montrer que W°- WO est ouvert dans G. Puisque 7 est universellement ouvert,
il en est de méme de p (VI 0.1). Donc, puisque W? est ouvert dans G, il en est de
méme de WO - WO = (W9 xg W?). C.Q.F.D.

Ce résultat sera amélioré en 4.4.

Lemme 3.10.1. — Soit G un S-groupe a fibres localement de type fini. Alors tout sous-
préschéma en groupes ouvert G' de G contient G°, et vérifie : G = G'°.

Soit s € S; posons G” = G, N GY; alors G” est un ouvert de GY, qui est dense
dans G? puisque G? est irréductible (VIo 2.4), donc G” - G” = G? (VIA 0.5), ce qui
montre que G? = G -G C G, - G, = G/, donc que G° C G'.

Alors GY est un sous-foncteur du foncteur G/, et il résulte de 3.2 (ii) ¢) que G’° = GO,
donc G’9 = GO,

Proposition 3.11. — Soit w : G — H un morphisme entre S-groupes localement de
présentation finie. Siu est plat, lapplication u® : G° — H° déduite de u est surjective ;
la réciproque est vraie si G est plat sur S et si H est a fibres réduites. (1%)

Supposons u plat ; alors pour tout s € S, us est plat et localement de présentation
finie, donc ouvert (EGA IVy, 2.4.6), donc le morphisme u? : GY — HY est dominant.
Puisque G? est de type fini sur x(s) (VIa 2.4) et que H, est séparé sur x(s) (VI
0.2), u? est quasi-compact (EGA I, 6.6.4) donc surjectif (1.2). Donc I'application
u® : G — HO est surjective.

Réciproquement, supposons u? : G® — HO surjective, G plat sur S et H & fibres
réduites. Alors, pour tout s € S, u? est surjectif, et Hy est réduit; donc HY est
localement noethérien et intégre, et u? est de type fini, donc plat au point générique
de Gs (EGA 1Vg, 6.9.1), donc us est plat (1.3), si bien que u est plat, d’apres le
« critére de platitude par fibres » (EGA IV, 11.3.11).

4. Dimension des fibres des groupes localement de présentation finie

Proposition 4.1. — Soit G un S-préschéma localement de type fini, muni d’une S-
section ¢, et tel que pour tout s € S, on ait dim G, = dim.(s) G, (ce qui est le cas si
G est un S-groupe (1.5)).

(i) La fonction s — dim G, est semi-continue supérieurement dans S.

(ii) Si de plus, G est localement de présentation finie sur S, cette fonction est
localement constructible.

(18)N.D.E. : comparer avec VIa, 5.6.
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Soit 7 : G — S le morphisme structural. Le théoreme de semi-continuité de Cheval-
ley (EGA 1V3, 13.1.3) affirme que la fonction x — dim, 7~*(7(x)) est semi-continue
supérieurement dans G. Or, pour tout s € S, on a

dim G, = dim 7' (s) = dim. (5 7 (7 (e(s)));

et puisque la fonction s — &(s) est continue dans S, la fonction composée s — dim Gg
est semi-continue supérieurement dans S.

Supposons G localement de présentation finie sur S. Pour montrer que la fonction
s — dim G, est localement constructible, on voit en raisonnant comme précédemment

qu’il suffit de montrer que la fonction & + dim, 7~ (7 (z)) est localement constructible
dans G, ce qui résulte de EGA 1V3, 9.9.1.

Proposition 4.2. — Soit G un S-préschéma localement de présentation finie, muni
d’une S-section ¢ et vérifiant les deux conditions suivantes (qui sont vérifiées si G
est un S-groupe, d’apres 1.5 et VIp 2.4.1) :

a) Pour tout s € S et tout € Gg, on a dim G, = dim, G (ou, ce qui revient au
méme (1.5), pour tout s € S, toutes les composantes irréductibles de G, ont méme
dimension).

b) Pour tout s € S, si on note GY la composante conneze de Gs contenant (s),
GY est gbométriquement irréductible.

Soit s € S. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est universellement ouvert sur S aux points de GY.

(i bis) G est universellement ouvert sur S en tout point d’un voisinage de €(s) dans
Q. (1)

(ii) La fonction t — dim G est constante dans un voisinage de s dans S.

Evidemment (i) = (i bis). D’aprés EGA IV3, 14.3.3.1 (ii), I'ensemble des points
de GY ou g est universellement ouvert est fermé dans GY. Donc, comme G? est
irréductible, on a (i bis) = (i).

Montrons que (i) entraine (ii). Soit T Pensemble des ¢ € S tels que dim G; = dim Gg.
D’apres 4.1, T est localement constructible, donc (EGA IV, 1.10.1) pour montrer que
T est un voisinage de s, il suffit de montrer que toute générisation s’ de s appartient
aT.

Soient z le point générique de G? et U un ouvert de G contenant x. Comme g est
universellement ouvert en x, alors, d’apres EGA IV3, 14.3.13, pour toute générisation
s’ de s, on a : dim(U N Gy) > dim, (U N G;). Compte-tenu de notre hypothese a),
ceci entraine dim Gy > dim Gg. Or, la fonction s — dim G, étant semi-continue
supérieurement, d’aprés 4.1, on a aussi dim Gy < dim G, d’ott 8" € T. C.Q.F.D.

Montrons que (ii) entraine (i). Puisque 7 est localement de présentation finie, il
existe un ouvert U de G contenant e(s) et un ouvert V de S contenant s tels que
m(U) C V et que le morphisme 7’ : U — V déduit de 7 soit de présentation finie.

(19)N.D.E. : On trouve dans l'original : «en les points de e(s) »; il n’est pas suffisant de supposer que
G soit universellement ouvert sur S en €(s), comme le montre ’exemple donné dans la N.D.E. (12).
On a corrigé la preuve en conséquence.
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Posons alors T = ¢~ 1(U) et W = 7/~ '(T) = Una(T). Alors le morphisme 7" :
W — T déduit de 7’ est de présentation finie et admet comme section le morphisme
g’ : T — W déduit de e. De plus, pour tout ¢t € T, GY étant irréductible, W N GY est
dense dans GY, donc irréductible, donc connexe : c’est donc la composante connexe
de 77! (t) contenant & (t).

Comme W N GY est un ouvert dense de GY, on a, d’aprés 1.5 et EGA 1V, 5.2.1,
dim(W N GY) = dim GY = dim Gy, donc la fonction ¢ — dim W N GY est constante
dans un voisinage de s dans T. Montrons enfin que, quel que soit t € T, W N G? est
géométriquement irréductible. Soit K une extension de £(t), alors (WNGY) @, K =
(W @) K) N (GY @ (1) K) est un ouvert non vide de G ®,,;) K, donc est irréductible
puisque G? @ty K Test.

Nous sommes alors dans les conditions d’application de EGA IVs, 15.6.6 (ii), qui
affirme que 7" (donc 7) est universellement ouvert aux points de W N GY. Mais,
d’aprés EGA TVj, 14.3.3.1 (ii), le sous-ensemble de G formé des points ol 7 est
universellement ouvert est fermé dans G ; puisqu’il contient W N GY, il contient donc
son adhérence GY. C.Q.F.D.

Corollaire 4.3. — Soit G un S-groupe plat et localement de présentation finie. Alors
la fonction s — dim Gy est localement constante sur S.

Cela résulte immédiatement de 4.2, car tout morphisme plat et localement de
présentation finie est universellement ouvert (EGA IVa, 2.4.6).

Corollaire 4.4. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie sur S aux points
de la section unité. Considérons les conditions :

(i) G est lisse sur S aux points de la section unité (cf. 3.10).

(ii) Pourtouts € S, G est lisse sur k(s), et la fonction s — dim G, est localement
constante sur S.

(iii) Pour tout s € S, G, est lisse sur k(s), et il existe un voisinage V de la section
unité tel que my : V — S soit universellement ouvert.

(iv) Pour tout s € S, G? est lisse sur k(s), et G° est représentable par un sous-
préschéma en groupes ouvert de G, universellement ouvert sur S.

Alors on a les implications suivantes : (1) = (i) < (iii) < (iv).
Si on suppose de plus S réduit, alors les conditions (i) 4 (iv) sont équivalentes, et
impliquent que GO est lisse sur S. (20)

Montrons que (i) entraine (ii). Pour tout = € G, on a dim, 7 !(n(z)) =
dim 7 ~Y(7(x)), d’apreés 1.5. Par conséquent, d’apres EGA 1Vy, 17.10.2, la fonction

x s dim, 7 (n(x)) = dim 7~ (7(z))
(20)N.D.E. : Bien entendu, on ne peut se dispenser ici de hypothése que S soit réduit : si k est un

corps et S = Speck[d], o1 §2 = 0, le k-groupe trivial G = Speck est un S-groupe vérifiant (ii)—(iv),
mais n’est pas plat, donc pas lisse, sur A.
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est continue au voisinage de la section unité ; donc la fonction s — dim G est continue
dans S, donc localement constante dans S. D’autre part, pour tout s € S, G, est lisse
sur k(s), d’apres 1.3.1.

Montrons que (ii) entraine (iv). Il suffit de montrer que G est ouvert dans G, car
alors (3.4) GO sera représentable par le sous-préschéma en groupes induit sur G°, et
les propriétés de GO citées dans 1’énoncé résulteront de 2.4 et 4.2. Etant donné s € S,
construisons comme dans la démonstration de 3.10, W, T, 7, ¢/ et WO. Alors, d’apres
EGA 1V3, 15.6.7, WO est ouvert dans W. D’autre part, sous ’hypothese 4.4 (ii), il
résulte de 4.2 que 7 est universellement ouvert en tout point de WY, donc (VI 0.1)
p est universellement ouvert en tout point de W% xg W, ce qui montre que W° . W0
est ouvert, et on termine comme dans la démonstration du théoreme 3.10.

11 est clair que (iv) = (iii), et (iii) = (ii) résulte de 4.2 appliqué a V.

Enfin, supposons (ii)—(iv) vérifiés et montrons que G° est lisse sur S, si S est
réduit. Pour cela, on peut supposer G = G°. Alors G est de présentation finie sur S en
vertu de 5.4 ci-dessous. Ainsi, mg est de présentation finie, a fibres géométriquement
integres, de dimension localement constante sur S. Alors, d’apres EGA IV3, 15.6.7, le
morphisme G Xg S;¢q — Sreqa déduit de wg est plat, donc wg est plat si S est réduit.
Dans ce cas, G = GY est lisse sur S, d’apres le théoreme 3.10.

5. Séparation des groupes et espaces homogenes

Proposition 5.1. — Pour qu’un S-groupe G soit séparé, il faut et il suffit que la section
unité de G soit une immersion fermée.

La condition est nécessaire (EGA I, 5.4.6) ; elle est suffisante en vertu du diagramme
cartésien suivant (VIa 0.3) :

o(idg x
G x5 G po(idg xc) G
Agys €
G = S
Proposition 5.2. — Si S est discret, tout S-groupe est séparé.

En effet, S est alors égal a J], g Spec s s, et, d’apres EGA 1, 5.5.5, il suffit de
montrer que pour tout s € S, G xg Spec Ug 5 est séparé, ce qui résulte de VI, 0.2,
puisque Jg s est un anneau local artinien.

5.2.0. — @Y Soient G un S-préschéma en groupes, X un S-préschéma & groupe d’opé-
rateurs (a gauche) G, et
P:GxX —XxX
S S

(2ZN.D.E. : On a ajouté les numéros 5.2.0 & 5.2.x.
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le morphisme de S-préschémas défini ensemblistement par (g,x) — (g, 2). Rappelons
(cf. TIT.0.1 et IV.5.1.0) qu’on dit que X est un espace formellement principal homogeéne
sous G si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout T — S, I'ensemble X(T) est vide ou principal homogene sous G(T),

(ii) @ est un isomorphisme de S-foncteurs,

(iii) @ est un isomorphisme de S-préschémas.

(L’équivalence (i) < (ii) est claire, et I'on a (ii) < (iii) puisque ¢ = (Sch/g) est une

sous-catégorie pleine de Cg)

La définition d’espace formellement homogéne (pas nécessairement principal ho-
mogene) s’obtient en demandant que ® soit un épimorphisme dans la catégorie des
faisceaux pour une topologie T appropriée. En effet, la condition que ® soit un épi-
morphisme de S-foncteurs équivaut a ce que, pour tout T — S, ’ensemble X(T) soit
vide ou bien homogéne (pas nécessairement principal homogene) sous G(T), mais
cette condition est trop restrictive, comme le montre 'exemple simple suivant. Soient
S = SpecR, G = G, g et X = G, g sur lequel G agit via t -z = t2z. Alors le
morphisme @ est étale, fini, et surjectif, donc un épimorphisme dans la catégorie des
faisceaux pour la topologie (étf) (a fortiori, un épimorphisme de S-préschémas); par
contre, les points 1 et —1 de X(R) ne sont pas conjugués par un élément de G(R), de
sorte que le morphisme G(R) x X(R) — X(R) x X(R) n’est pas surjectif (?2). On est
donc conduit a poser la définition suivante :

Définition 5.2.1. — Soient G un S-groupe, X un S-préschéma a groupe d’opérateurs G,
et 7 une topologie sur (Sch/g), moins fine que la topologie canonique. On dit que X
est un espace formellement homogéne sous G si les conditions équivalentes suivantes
sont satisfaites :

(i) le morphisme @ : G xg X — X xg X est un épimorphisme dans la catégorie des
faisceaux pour la topologie 7T,

(ii) pour tout T — S, et z,y € X(T), il existe un morphisme T/ — T couvrant
pour la topologie 7, et g € G(T'), tels que y = g - 2.

Remarque 5.2.2. — La condition (i) implique, en particulier, que ® est un épimor-
phisme effectif universel dans (Sch/g) (cf. IV, 4.4.3). Ceci entraine, comme on le voit
facilement, que @ est surjectif (cf. IV, N.D.E. (3)).

Proposition 5.2.3. — Soient k un corps, G un k-groupe localement de type fini, X
un k-préschéma géométriquement réduit, muni d’une action de G telle que le mor-
phisme :

() D : G xp X — X xp X est surjectif.

(22)N.D.E. : Evidemment, cette difficulté provient du fait que si ¢’ est une sous-catégorie pleine de
¢ contenant ¢, par exemple, la catégorie €7 des faisceaux sur € pour une topologie 7 moins fine
que la topologie canonique, et si f : X — Y est un morphisme dans ¥, alors les implications :

f épimorphisme de ¢ = f épimorphisme de ¥’ = f épimorphisme de €

sont en général strictes.
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a) Si G est de type fini sur k, il en est de méme de X.
b) Si X est localement de type fini sur k, alors :

(i) @ est fidelement plat et localement de présentation finie.
(ii) Les composantes connezes de X sont irréductibles, et de type fini sur k.

Remarques 5.2.4. — Soient k un corps, G un k-groupe localement de type fini, X un
k-préschéma & groupe d’opérateurs G vérifiant la condition (%) suivante :

(%) le morphisme @ : G xg X — X xg X est surjectif.

On verra plus bas (Cor. 5.4) que si X est localement de type fini sur k, et connexe,
alors X est séparé. Notons toutefois que la condition (%) n’entraine pas que X soit
localement de type fini sur k.

Théoréeme 5.3. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes localement
de présentation finie sur S et universellement ouvert sur S au voisinage de la section
unité, X un S-préschéma sur lequel G opére de facon que le morphisme :

®:GxX— XxX, (g,2) — (g, x)
S S

soit surjectif. On suppose que, pour tout s € S :

a) la fibre X, est localement de type fini sur (s) ; (23)

b) il existe un sous-préschéma ouvert U de X, séparé sur S, tel que Uy soit dense
dans X,.

Alors X est séparé sur S.

Corollaire 5.4. — Soient S, G, X comme ci-dessus et supposons de plus X a fibres
connexes, alors X est séparé sur S et quasi-compact sur S.

En effet, comme X, est connexe, X, est aussi irréductible (34 (s’il n’est pas vide)
de sorte que si U est un ouvert affine de X tel que Uy soit non vide, Uy est dense dans
X, et le théoreme s’applique.

Corollaire 5.5. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, localement
de présentation finie, d fibres connexes, et universellement ouvert sur S. Alors G est
séparé et de présentation finie sur S.

(23N.D.E. : On a ajouté cette hypothese; voir XX plus loin pour des exemples diis a O. Gabber,
qui montrent que la conclusion de 5.3 (et aussi de 5.4) est en défaut sans hypotheses additionnelles.
D’autre part, signalons que le th. 5.3 est une version remaniée du th. 5.3A ci-dessous, qui figure dans
I’édition 1965 de SGAD, et est dii & M. Raynaud, cf. les Notes (x) dans IX, 8.5 et 8.8.

Théoréme 5.3A (Raynaud). — Soient G un S-groupe localement de présentation finie, universelle-
ment ouvert sur S, et a fibres connexes. Alors G est séparé sur S.

Plus généralement, tout S-préschéma X localement de présentation finie sur S, muni d’une action
de G telle que le morphisme ® : G Xg X — X xg X, (g,z) — (gz,x) soit surjectif, est séparé sur S.

(249)N.D.E. : Préciser ce point : sur un corps, un espace homogene connexe non vide est irréductible.
Ajouter ceci dans VIa, apres 2.4.1, ou dans Vg, 1.37
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En effet, on vient de voir que G est séparé sur S, donc quasi-séparé. D’autre part
G est quasi-compact sur S d’apres 3.6.

5.6. Démonstration du théoréme 5.3. Avant d’établir 5.3, prouvons quelques lemmes.

Lemme 5.6.0. — (5 (i) Soient A C B des anneauz intégres, avec B entier sur A, et
soit q € Spec(B) tel que A soit unibranche au point p = q N A. Alors le morphisme
7 : Spec(B) — Spec(A) est ouvert au point q.

(ii) Soient X,Y deux préschémas irréductibles, f : X — Y un morphisme domi-
nant, x un point de X tel que f soit quasi-fini en x et que y = f(x) soit un point
unibranche de Y. Alors f est ouvert au point x. En particulier, si’ Y = Spec(COy )
est un préschéma local de point fermé y, alors f(U) =Y pour tout voisinage U de x.

(i) Soient K et L les corps de fractions de A et B, respectivement, A’ le normalisé
de A, et B’ le sous-anneau de L engendré par A’ et B. Alors B’ est entier sur A’.
Posons Y = Spec(A), X = Spec(B), Y’ = Spec(A’), X’ = Spec(B’), de sorte qu'on a
un diagramme commutatif

X/ LYI
X——=Y

dans lequel tous les morphismes sont entiers et surjectifs.

Comme A est unibranche en p, Y’ posseéde un unique point p’ au-dessus de p; par
conséquent, si U est un voisinage ouvert de p’ dans Y, alors ¢(Y’ \ U) est un fermé
ne contenant pas p, de sorte que 'ouvert complémentaire est contenu dans ¢(U). Ceci
montre que ¢ : Y — Y est ouvert en p’, et il suffit donc de montrer que 7’ est ouvert.
On est ainsi ramené au cas o A = A’ est normal. B N

Soit N une extension quasi-galoisienne de K contenant L, soit X = Spec(B), ou
B est la cloture intégrale de B dans N, et soit G = Aut(N/K). 1l suffit de montrer

que 7 : X — Y est ouvert. Soient U un ouvert de X et U’ = J,cq gU’. Comme G
agit transitivement sur les fibres de XY (cf. [ BAC], Chap.V, §2, Prop. 6), alors
7(U) = 7(U’), et ce dernier est égal & 'ouvert compléntaire du fermé 7(X \ U’). Ceci
prouve (i).

(ii) On peut supposer Y et X réduits. D’apres le « théoréme principal de Zariski »
(cf. EGA 1IV3, 8.12.9), il existe des voisinages ouverts affines U de z, et V = Spec(A)

(25 N.D.E. : On a ajouté ce lemme, signalé par O. Gabber, qui précise EGA IV3, Lemmes 14.4.1.2
et 14.4.1.3, ainsi que l'erratum (Errpy, 38) dans EGA IVy.
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de y, tels que f(U) CV, et une factorisation :

U(—j> AV

A .

ol j est une immersion ouverte et u est fini. Remplagant V' par ’adhérence de j(U),
on peut supposer V' irréductible, donc V' = Spec(B), ot B est une A-algebre integre,
finie sur A. De plus, comme f est dominant, u ’est aussi, de sorte que le morphisme
A — B est injectif. Comme, par hypothese, A est unibranche au point y, il résulte
de (i) que u est ouvert au point j(z), et donc f = w o j est ouvert au point z.
Ceci prouve la premiere assertion de (ii). La seconde en découle, car si Y est un
préschéma local de point fermé y, tout ouvert contenant y égale Y. (Dans le cas ou
Y = Spec(0y ), on peut aussi utiliser, au lieu de EGA 1V3, 8.12.9, la forme locale du
théoréme principal de Zariski, qu’on trouve par exemple dans [Pes66], ou [Ray70b,
Ch.1V, Th.1].) C.Q.F.D.

Lemme 5.6.0.1. — *% Soient f : X — S un morphisme localement de présentation
finie, s € S, et © un point fermé de X,. Soit n = dim,(Xs) et soit g le morphisme
structural A — S.

Supposons donné un morphisme u : X — Ag quasi-fini tel que f = qou, et sup-
posons f universellement ouvert au point générique z d’une composante irréductible
3 de X, contenant x et de dimension n. Alors u est universellement ouvert au point
r e X.

D’apres EGA 1Vs, 14.3.3.1 (i), il suffit de prouver que, pour tout entier r > 0 et
tout point z’ de X’ = X[T4y,...,T,] au-dessus de z, le morphisme v’ : X’ — Y’ =
AZ[Ty,...,T,] est ouvert au point z’. Notons S’ = S[T4,...,T,| et ©’ la projection
Y = A% — S'. Alors 7’ o« est le morphisme f’ : X’ — S’ déduit de f par le
changement de base S — S et, posant s' = f'(2'), I'on a X|, = X, ®,) k(s).
Donc, d’aprés EGA 1Vq, 2.3.4 (i) et 4.2.7 (iv), o’ est contenu dans une composante
irréductible 3’ de X.,, de dimension n, dont le point générique 2’ est au-dessus de
z. Comme | est universellement ouvert en z, alors f’ est universellement ouvert en
z'. On est donc ramené & montrer que u est ouvert au point z. Posons Y = AZ et
y = u(x).

Il est clair que u est localement de présentation finie, donc, d’apres EGA IV, 1.10.3,
il suffit de montrer que u(Spec Ox ) = Spec(Oy ). Pour cela, on peut supposer S
affine et integre. Soient alors 7 : ' — S sa normalisation, Y =Y xg S’ = Ag,, et
X' =X xg 8. Comme le morphisme 7y : Y — Y est entier et surjectif, on a

Spec(ﬁy,y) = U Wy(spec(ﬁy/7y/)),

y/

(26)N.D.E. : On a explicité ce lemme, utilisé dans la démonstration du lemme 5.6.1



352

320 EXPOSE VI. GENERALITES SUR LES PRESCHEMAS EN GROUPES

la réunion étant prise sur tous les points de Y’ au-dessus de y ; il suffit donc de montrer
que, pour chaque y" au-dessus de y, il existe 2’ € X" au-dessus de x, tel que v'(z') = ¢/
et u/(Spec Ox o) = Spec Oy . Fixons un tel ¢ et soit s’ son image dans S'.

Comme 7y (y') = y = u(x), il existe au moins un point 2’ de X’ = X xy Y’
au-dessus de z et de y'. Alors o' € X|, = X, ®,(s) £(s"), donc, par relevement des
générisations et invariance de la dimension par extension de corps (EGA IV, 2.3.4 (i)
et 4.2.7 (iv)), il existe une composante irréductible 3 de X/, contenant z’, dominant
3, et de dimension n = dim, X/,.

Comme f est universellement ouvert au point z, alors f’ : X’ — S’ est universelle-
ment ouvert au point 2’. Donc, d’apres EGA 1V3, 14.3.13, il existe une composante
irréductible Z de X’ contenant z’ (et donc '), dominant S’ et telle que

dim,/ (Zy) = n = dim(Z,),

ol 77 est le point générique de S’. Soit £ le point générique de Z. Comme u% 12y — AY
est quasi-fini, alors u; (§) = u’(§) est le point générique de A}, qui est aussi le point
générique de Y’ = A%,. Par conséquent, notant g la restriction de v’ & Z, le morphisme
g :7Z — Y est quasi-fini et dominant. Comme Y’ est normale, il résulte du lemme
5.6.0 que g est ouvert, de sorte que u’ est ouvert en tout point de Z, en particulier
au point z’. Par conséquent, on a u/(Spec Ox/ o) = Spec Oy, et ceci acheve la

démonstration du lemme 5.6.0.1. C.Q.F.D.
Le lemme suivant remplace avantageusement EGA IVg, 14.5.10 7) | en ce qu’il est

indépendant d’hypotheses noethériennes.

Lemme 5.6.1. — Soient S un préschéma, f : X — S un S-préschéma localement de

présentation finie, s un point de S, x un point fermé de X;. On suppose que f est
universellement ouvert au point générique z d’une composante irréductible 3 de X,
contenant x et telle que dim,(X,) = dim 3.

Alors, il existe un diagramme commutatif :

X S
h g w
g T g/

ou 7 est un morphisme fini surjectif, de présentation finie, w un morphisme étale
affine, et g='(s) est réduit a un point s", tel que h(s") = x. (28

Démonstration. D’abord, on peut supposer S = Spec A et X = SpecB, ou B est
une A-algebre de présentation finie. Soient p et g les idéaux premiers de A et B
correspondant a s et x, respectivement, de sorte que p = A N q. Posons n = dim,, Xg,
et soient t1,...,t, des éléments de B dont les images dans Ox_ , = Bq/pBy forment
un systeme de parametres. Alors, Ox, ,/(t1,...,ty) est de dimension finie sur x(z) et

2TN.D.E.: On a corrigé 'original, qui indiquait 19.5.10.
(28)N.D.E. : Par conséquent, h induit une section ¢ de X xg S” — S” telle que o(s") soit au-dessus
de x; comparer avec EGA 1V3, 14.5.10.
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donc aussi sur k(s), puisque x est un point fermé du x(s)-préschéma algébrique X.
Par conséquent, le S-morphisme

u: X — Ag = Spec(A[Tq,...,T,]),

défini par T; — t;, est de présentation finie,  est isolé dans sa fibre u =1 (u(x)), et 'on
a u(zr) =19(s), ot 79 : S — AZ désigne la « section nulle » de A§ — S, correspondant
au morphisme de A-algeébres A[Ty,...,T,] — A qui envoie chaque T; sur 0. Comme
I’ensemble des points de X qui sont isolés dans leur fibre au-dessus de Ag est ouvert
(EGA IV3, 13.1.4), on peut supposer, quitte a rétrécir X, que u est quasi-fini et que
u™(u(x)) = {x}. D’apres le lemme 5.6.0.1, u est universellement ouvert au point z.

Soit Bg = B/(t1,...,tn) et soient Xo = X xan 79(S) = SpecBg et ug : Xo — S le
morphisme déduit de u par le changement de base 7 : S < Ag. Alors ug est quasi-fini
et de présentation finie, universellement ouvert au point z, et x est 'unique point de
X au-dessus de s.

Soit A’ le hensélisé de I'anneau local A, = Og g, et soient S" = Spec(A’), By =
Bo ®a A’ et X{, = Xg xg S’ = Spec(By). Alors le point fermé s’ de S’ est I'unique
point de S’ au-dessus de s, et X{, possede un unique point z’ au-dessus de s, qui
est aussi 'unique point de X, au-dessus de s et de z. Comme A’ est hensélien alors,
d’aprés EGA TV, 18.5.11, X{, est somme disjointe de deux parties ouvertes et fermées :

(%) b =VUW, ot 'V = Spec(0x; 4);

et I'anneau local Ox; .+ est fini et de présentation finie sur A’. La restriction v de ug
& V est donc finie et de présentation finie. De plus, puisque uy : X — S est ouvert
en z’, on a uy(V) = Spec(Oy ) = ', de sorte que v est surjectif.

Ceci prouve le résultat voulu lorsque S = S’. Dans le cas général, A’ est limite
inductive filtrante de sous-algebres A; étales sur A, et telles que S; = Spec(A;) possede
un unique point au-dessus de s. Alors, B = limB;, ou B; = B ®a A;. Posons
X; = Spec(B;) = Xo x5 S; et C = Ox; o. D’apres (*) plus haut, on a C = Bf/ fB,
pour un certain idempotent f € By, et il existe un indice i et f; € B; tel que f soit
I'image de f; dans Bj,. Posons C; = B;/f;B; et V; = Spec(C;). Alors C = C; ®4, A/,
d’out V = V; xg, S, et C; est une A;-algebre de présentation finie (puisqu’il en est
ainsi de B;). Par conséquent, les morphismes :

li ué /
X)) —2—

’

\Y
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proviennent par le changement de base S’ — S; de morphismes de présentation finie :

X1L>Sz

17

Vi

Pour tout j > 4, soit V; = V; xg,S; et soit v; : V; — S; le morphisme (de présentation
finie) déduit de v; par changement de base. Comme v : V — S’ est fini et surjectif,
alors, d’apres EGA IV,, 8.10.5, il existe un indice j tel que v; : V; — S; soit fini et
surjectif. Alors, w : S; — S est étale affine, S; a un unique point s; au-dessus de s, et
V; a un unique point z; au-dessus de s; (car 2’ est 'unique point de V' au-dessus de
s"). Donc, x; est I'unique point de V; au-dessus de s, et son image par le morphisme
V; = X; — Xest x. C.Q.F.D.

Lemme 5.6.2.0. — Soient G un S-préschéma en groupes localement de présentation
finie sur S et universellement ouvert sur S en tout point de G°, X un S-préschéma
sur lequel G opere de facon que le morphisme

<I>:G>S<X—>X>S<X, (g,2) — (g, x)

soit surjectif. Soient s € S, U un ouvert de X tel que Uy soit dense dans X, et
A ={aop,...,an} une partie finie de Xs. Alors, sous l'une des hypothéses suivantes :

a) X est localement de type fini sur S,
b) G est quasi-compact sur S, donc de type fini sur S,
il existe un point fermé g € Gy tel que gA C Us.
Corollaire 5.6.2. — Soient S, G, X, s, U, A comme dans le lemme 5.6.2.0. Alors il
existe des morphismes :
S// L SI i} S
ot w est étale affine (donc ouvert) et w fini et surjectif, et un élément b € G(S")

tels que louvert b- U de X xg S” contienne l’image inverse de A par le morphisme
X X S" — X.

Lemme 5.6.3. — Soit X un S-préschéma. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est séparé sur S.
(ii) Pour tout S-préschéma T, toute section h : T — X est une immersion fermée.
(iii) Pour tout S-préschéma réduit T, deux S-morphismes f1 et fo : T — X qui
coincident sur un ouvert dense U de T coincident.

(iv) Pour tout S-préschéma T, tout point t € T et tout couple de points rationnels
x1, o de Xy = X xgSpeck(t), il existe un morphisme g : T — T/ — T et un
sous-préschéma ouvert V. de X, séparé sur T”, tels que :

a) T — T est ouvert, et T” — T’ fermé surjectif,
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b) g7 1(t) # @ et, si l’'on note gx le morphisme X xs g~ *(t) — X xgSpec k(t)
obtenu par changement de base, V contient gy ' (1) et gx'(z2).

(ii) = (i). On prend T = X et pour % la section diagonale. (2%

(iii) = (ii). Soient T un S-préschéma et h une section de pr : Xt — T. Comme
pr oh =idr, alors (EGA 1, 5.3.13) h est une immersion, c.-a-d., un isomorphisme de
T sur un sous-préschéma localement fermé E de X. Pour montrer que E est fermé,
on peut supposer T et E réduits. Soit E le sous-préschéma fermé réduit de X1 ayant
I’adhérence de E pour espace sous-jacent, de sorte que E est un sous-préschéma ouvert
dense de E. Notons px la projection X xg T — X. Alors l'inclusion i : E — X xg T a
pour composantes px o4 et pt oi. D’autre part, les morphismes px oi et pxohoproi
coincident sur E, donc sur E, d’apres ’hypothese (iii). Il en résulte que i se factorise
a travers h, d’ott E = E. Ceci prouve (iii) = (ii).

(iv) = (iii). Soient T un S-préschéma réduit et fi, fo deux S-morphismes T — X
qui coincident sur un ouvert dense U. Comme T est réduit, pour voir que f; = fo, il
suffit de voir que f; = fo ensemblistement. En effet, supposons ceci établi, et soient
t € T, V un ouvert affine de X contenant fi(t) = f2(t), et W le voisinage ouvert de
t égal a I'image inverse de V par l'application continue sous-jacente a f1 et fo; alors
les morphismes f;|w : W — V coincident sur 'ouvert dense UN'W de W. Comme V
est séparé et W réduit, ceci entraine que fi|lw = falw, d’ou f1 = fa.

Soit donc ¢t € T et montrons que fi(t) = fa(t). Soient g : T — T/ — T et V un
ouvert de X xg T” comme dans (iv). Comme U est dense dans T et que T/ — T est
ouvert, I'image réciproque U’ de U dans T’ est dense dans T’ (car I'ouvert T’ \ U’ est
vide). Soit U” I'image réciproque de U’ dans T” et soit F le sous-préschéma réduit de
T ayant U” pour espace sous-jacent. Comme T” — T’ est surjectif et fermé, I'image
de F contient U’ et est fermée, donc égale T’. Par conséquent, F N g~1(¢) contient un
point wu.

Soit ¢’ la restriction de g & F et, pour i = 1, 2, soit h; le morphisme F — Xp = XxgF
de composantes idg et f; o g’. Alors, h;(u) est un point de X au-dessus de f;(t) = x;
donc appartient & Vg =V xp~ F, puisque V contient I'image inverse de {1, 22} par
la projection X xg T — X.

Alors, W = hy*(Vg) N hy ' (VE) est un ouvert de F, contenant u, et les F-mor-
phismes h;|w : W — VF coincident sur 'ouvert dense U" N'W de W. Comme Vg
est séparé sur F, on a hi|w = ha|w, d’olt hy(u) = ha(u), et donc fi(t) = f2(t). Ceci
prouve (iv) = (iii).

(i) = (iv) : on prend T” = T et V = Xr. C.Q.F.D.

On peut maintenant démontrer le théoreme 5.3. Soient T un S-préschéma, t € T,
et 21, xo deux points rationnels de X; = X1 X Speck(t). Soit s 'image de ¢t dans
S. D’apres 'hypothese du théoreme 5.3, il existe un ouvert U de X, séparé sur S, tel
que Uy soit dense dans X,. Alors Ut est un ouvert de X, séparé sur T, et U; =
Us ®4(s) k(1) est dense dans Xy = X, ®,(s) k(t). Ainsi, le quintuplet (T, G, X,t, Ur)

(29)N.D.E. : On a changé lordre (i) = (iv) = (iii) = (ii) = (i) en : (i) < (i) < (iii) < (iv) < (i),

et Pon a détaillé la démonstration des implications (iii) = (ii) et (iv) = (iii).
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vérifie les hypotheses du théoreme 5.3. Donc, d’aprées le corollaire 5.6.2 appliqué a ce
quintuplet, il existe un morphisme ¢ : T — T comme dans le lemme 5.6.3 (iv) et un
élément b € G(T”) tel que <b;(1(x1) et (;5;(1(332) appartiennent & l'ouvert b - Utr, qui
est séparé sur T”. Ceci montre que X vérifie 5.6.3 (iv), donc est séparé. Ceci prouve
le théoreme 5.3. C.Q.F.D.

ORIGINAL = preuve Corollaire 5.6.2

Quitte a restreindre S, on peut supposer qu’il existe un voisinage ouvert V de la
section unité de G qui est de présentation finie et universellement ouvert sur S. On va
construire b dans V(S”). On voit alors que I'on peut encore remplacer S par le spectre
d’un hensélisé strict de O 5.

Comme X, est localement de type fini sur x(s) (30) on peut supposer que A est
formé de points ag, . . ., a, fermés dans X, 4. Alors, les corps résiduels r(a;) sont de
degré fini sur k(s), et, si certains d’entre eux sont des extensions non triviales de k(s),
ce sont des extensions radicielles finies, puisqu’on a supposé Og , strictement hensélien.
Donc, quitte a faire une suite finie d’extensions plates, finies, de présentation finie,
du type Os s — Os s[T]/(TP — x) (x € Oss), on voit que on peut supposer les a;
rationnels.

L’hypothese faite sur X entraine qu’il existe, pour ¢ =0, 1,...,n, des points fermés
b de Gs x X4 qui s’en vont, par le morphisme canonique, sur les points (a;, ag) de
X, x Xg. Procédant comme plus haut, on peut supposer les b} rationnels, donc de la
forme (b, ap), ot b; € G4(k(s)) est tel que a; = b; - ap.

Soit alors W 'ouvert de G, image réciproque de U, par le morphisme : b — b- ag.
L’hypothese faite sur Ug entraine que W, est dense dans G,. Si by est un point
rationnel arbitraire de Gy, on a alors les équivalences suivantes :

a; €by- Uy <= b 'b; -ag € Uy <= b;'b; € W, <= b, € bW, 1.

Comme W est dense dans Gy, il en est de méme des b;W; ! et de leur intersection. On
peut donc trouver un point fermé = de V,N (), b;W ). Quitte & faire une extension
finie surjective, de présentation finie, on peut supposer, d’apres le lemme 5.6.1, qu’il
existe une section b de G passant par z. Il est clair que la section b répond a la
question.

Contre-exemple 5.6.4. — Tout S-groupe G n’est pas séparé. Soit S un préschéma ayant
un point fermé non isolé s; soit G le préschéma obtenu en recollant deux exemplaires
de S le long de l'ouvert S\ {s}, on voit aisément que G n’est pas séparé sur S, et qu’il
est muni d’une structure naturelle de groupe dont toutes les fibres sont neutres, sauf
la fibre G5 qui est isomorphe au groupe & deux éléments Z/27Z.

Corollaire 5.6.5. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie, a fibres
connexes, et universellement ouvert sur S; alors G est de présentation finie sur S.

Cela résulte de 5.3 et 3.6.

(39N.D.E. : faut-il ajouter cette hypothése, ou bien découle-t-elle de celles de 5.3 7

(BN.D.E. : détailler cette réduction, cf. Exp. V.
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Remarque 5.7. — Une démonstration analogue a celle du théoreme 5.3, mais utilisant
4.7 32) permet d’établir le résultat suivant :

Soit G un S-groupe localement de présentation finie et universellement ouvert sur
S auz points de G°. Soient o et 7 deux S-sections de G° (i.e. o, 7 € G%(S)). Alors le
sous-préschéma de S des coincidences de o et 7 (cf. EGA IV, 17.4.5) est fermé.

6. Sous-foncteurs et sous-préschémas en groupes (*)

Définition 6.1. — (i) Soient X un S-foncteur (c’est-a-dire un foncteur de (Sch/g)°
dans (Ens)), G un S-foncteur en groupes, u et v deux S-morphismes de X dans G.
On appelle transporteur de u dans v et on note Transp(u,v) le sous S-foncteur de G
défini comme suit :

Transp(u, v)(S') = {g € G(Y') | (int g) o ugs = vs' }
={g € G(S) | gsrugr()gs) = vsr(z), Ve X(S"),S" — S}

En particulier, Transp(u,u) est un sous-S-foncteur en groupes de G; on I'appelle
centralisateur de u et on le note Centr(u).

(ii) Soient G un S-foncteur en groupes, X et Y deux sous-S-foncteurs de G; on
appelle transporteur de X dans Y (resp. transporteur strict de X dans Y) et on note
Transp, (X, Y) (resp. Transpstr , (X, Y)) les sous-S-foncteurs de G définis comme suit :

Transp, (X, Y)(8) = {g € G(Y) | (int g)(Xs) € Y}
= {g c Q(S’ | gqu S//)ggl} C Y(S//)7 Vs S/}

(S') (
resp. Transpstr, (X, Y)(S") = {g € G(Y') | (int 9)(Xs') = Ys'}
={g € G(Y) | gs»X(8")gg = Y(S"), VS"— S}
Notons qu’on a

Transpstr (X,Y) = Transp (X, Y)n c(TranspG (Y, X)),

ot1 ¢ désigne la symétrie de G. (33)

(*)Sur ce méme théme, voir également les résultats de XI 6, dont la place naturelle serait dans
le présent exposé VIg. On y trouvera en particulier des critéres de représentabilité pour certains
sous-foncteurs en groupes d’un schéma en groupes donné.

(32)N.D.E. : Ce No. n’existe pas, référence & corriger.

(B3INDE.:Siu:X — Getv:Y — G sont deux morphismes arbitraires de S-foncteurs, soit u(X)
le foncteur-image de u, défini par w(X)(S') = u(S')(X(S")) C G(S'), c’est un sous-foncteur de G,
de méme que le foncteur-image v(Y); on peut alors considérer le transporteur de l’image de u dans
image de v, Transp , (u(X), v(Y)). On voit ainsi que, dans la définition (ii), il n’est pas nécessaire de
se restreindre a des sous-foncteurs, i.e. au cas ou u et v sont des monomorphismes. Cette restriction
imposait parfois dans l'original des répétitions dans les hypotheses, telles que : « Soient u,v : X — G
des morphismes de S-foncteurs, w : H — G et w’ : K — G des monomorphismes, alors Transp(u,v),
Centrg (w) = Centr H et Transp , (H,K) vérifient ... », qui peuvent étre évitées en considérant
Transp , (w(X),v(Y)). On a fait de telles modifications dans 6.2 et, plus loin, dans 10.11.
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(iii) Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-foncteur de G, ¢ le S-morphis-
me canonique H — G on appelle centralisateur et normalisateur de H dans G les
sous-S-foncteurs en groupes de G suivants :

Centr, H = Centr(:) = Transp(i, 1) , Normg, H = Transpstr , (H, H).

Enfin, on appelle centre de G le S-foncteur en groupes Centr(idg) = Centr G; on le
notera Centr G.

Remarque 6.1.1. — % 11 résulte des définitions que les foncteurs Transp(u,v) et
Transp, (X, Y) (et donc aussi Transpstr, (X, Y)) commutent au changement de base :
pour tout 8" — S, si G/, X/, Y’, v/, v’ sont déduits de G,X,Y,u,v par changement de
base, on a :

Transp(u,v)ss = Transp(u’,v’) et Transp(X,Y)s = Transp(X',Y’).

Proposition 6.2. — (3°) Soit G un S-groupe et soient u,w : X — G etv:Y — G des
morphismes de S-préschémas. Considérons pour un sous-foncteur T du foncteur G,
la propriété suivante :

(+¢) pour tout s € S, T est représentable par un sous-préschéma fermé de Gg.
(i) Transp(u,w) et Centr(u) = Transp(u, u) vérifient la condition (+¢).

(ii) Transp, (u(X),v(Y)) et Normg v(Y) vérifient la condition (+¢) si, pour tout
s € S, vs est une immersion fermée),

iii) Transpstr (X,Y) vérifie la condition (+¢) si, pour tout s € S, us et vs sont
=g
des immersions fermées.

Ceci découle de la remarque 6.1.1 et du corollaire 6.2.5 (= corollaire VIII.6.7)
ci-dessous. (36)

Définition 6.2.1. — Soit f : X — S un morphisme de préschémas. On dit que f est essentielle-
ment libre, ou encore que X est essentiellement libre sur S, si on peut trouver un recouvrement
de S par des ouverts affines S;, pour tout i un S;-préschéma S, affine et fidelement plat sur
Si, et un recouvrement (Xj;); de X} = X xg S} par des ouverts affines X}, tels que pour tout
(,4), anneau de X}; soit un module libre sur Panneau de Sj. 47
Proposition 6.2.2. — a) Si X est essentiellement libre sur S, il est plat sur S, la réciproque
étant vraie si S est artinien.

b) Si S est le spectre d’un corps, tout S-préschéma est essentiellement libre sur S.

c) Si X est essentiellement libre sur S, alors X' = X x5S’ est essentiellement libre sur S’,
pour tout S — S. La réciproque est vraie si S’ — S est fidélement plat et quasi-compact.

BGYINDE.:Ona ajouté cette remarque, utilisée implicitement dans la proposition 6.2.

(35)N.D.E. : On a modifié ’énoncé, comme indiqué dans la N.D.E. (33).

(36)N.D.E. : L’original faisait référence aux résultats de 'Exp. VIIL, § 6. Pour la commodité du lecteur,
on a reproduit ces résultats (& 1’exception de VIII, 6.3 et 6.8) dans les n° 6.2.1 & 6.2.5 ci-dessous.
D’ailleurs, ceci était suggéré par A. Grothendieck dans une Note au début de VIIL.6 : « Le présent
numéro est indépendant de la théorie des groupes diagonalisables; sa place naturelle serait dans
Vig. ».

(37)N.D.E. : Cette notion a été reprise et développée dans I’article [RG71]. Voir la N.D.E. au § VIIL.6.
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La démonstration est immédiate, en utilisant pour la réciproque dans a) le fait qu’un

module plat sur un anneau local artinien est libre. (38)

L’introduction de la définition 6.2.1 est justifiée par le

Théoréme 6.2.3. — Soient S un préschéma, Z un S-préschéma essentiellement libre, Y un
sous-préschéma fermé de Z. Considérons le foncteur ¥ =[], s Y/Z: (Sch)jg — (Ens) (39)
défini par la condition : F(S') = @ lorsque Ysr # Zs:, F(S') est réduit a un élément dans le
cas contraire. Ce foncteur est représentable par un sous-préschéma fermé de S.

Notons d’abord que le foncteur envisagé est un faisceau pour la topologie fidélement plate
et quasi-compacte, ce qui nous permet de nous borner avec les notations de 6.2.1 au cas ou
S = S;. (Noter qu’en vertu de SGA 1, VIII, les morphismes fidelement plats et quasi-compacts
sont de descente effective pour la catégorie fibrée des fleches d’immersion fermée).

Soit (Z;) un recouvrement de Z par des ouverts affines tels que ¢'(Z;) soit un module libre
sur A = 0(8), et solent Y; = Y NZ; et F; : (Sch)js — (Ens) le foncteur défini en termes
de (Zj,Y;) comme F en termes de (Z,Y). C’est un sous-foncteur du foncteur final, et on a
évidemment F = j F;, ce qui nous ramene a prouver que chaque F; est représentable par
un sous-schéma fermé T, de S (car alors F sera représentable par le sous-schéma fermé T
intersection des T;). On peut donc supposer Z également affine, Z = Spec(B), ou B est un
A-module libre. Soit J une partie de B définissant le sous-schéma Y de Z, et soit I I'idéal dans
A engendré par les u;(J) C A, ol les u; : B — A sont les formes coordonnées par rapport a
la base de B choisie. On constate aussitét que T = #'(I) = Spec(A/I) satisfait & la condition
voulue, ce qui acheéve la démonstration.

Exemples 6.2.4. — Donnons des exemples importants de foncteurs qui se rameénent & des
foncteurs Hz/s Y /S du type envisagé dans 6.2.1 et pour lesquels il est utile par la suite
d’avoir des critéres de représentabilité. On désigne par S un préschéma, par X, Y, Z etc. des
préschémas sur S.

a) Donnons-nous un S-morphisme
(X) q:X_)I_IOJS(Y7Z)a
(« X opere sur Y, & valeurs dans Z » ), i.e. un morphisme :

(xx) r:XxY — Z
s

Considérons un sous-préschéma Z’ de Z, d’olt un monomorphisme
Homyg(Y,Z") — Homg(Y, Z)

qui fait du premier foncteur un sous-foncteur du second, soit X’ I'image inverse de ce sous-
foncteur par (x), c’est le sous-foncteur de X tel que X’(T) soit ’'ensemble des z € X(T) tels
que q(z) : YT — Zr se factorise par Z/r. Ce foncteur X’ peut se décrire de la fagon suivante :

(33)N.D.E. : En effet, soient (A, m) un anneau local artinien, k son corps résiduel, M un A-module
arbitraire, (x;);er des éléments de M dont les images forment une base de M/mM sur k. Soient
F le A-module libre de base (e;)icr, et ¢ : F — M le A-morphisme défini par ¢(e;) = x;. Alors
Q = Coker ¢ vérifie Q@ = mQ, d’ou, puisque m est nilpotent, Q = 0. Supposons de plus M plat sur
A ; alors K = Ker ¢ vérifie K®a k=0, i.e. K=mK, d’ou K = 0.

(BIN.D.E. : cf. IL.1, ol ce foncteur est noté [1z,sY; pour tout 8’ — S, F(S") =T'(Yss/Zg/), qui ici
égale {idz, } si Yg = Zg/, et est vide sinon.
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on pose P = X xgY, soit P’ I'image inverse de Z’ par r : P — Z, alors on a un isomorphisme
évident

(xxx) X'~ H P'/P.

P/X

On obtient donc : si Y est essentiellement libre sur S et Z' fermé dans Z, le sous-foncteur
X' de X est représentable par un sous-préschéma fermé de X.

b) Donnons-nous deux fagons de faire opérer X sur Y & valeurs dans Z, i.e. deux mor-
phismes

q1,q2 X H@S(Yy Z)7

et posons X' = Ker(q1,g2) : c’est le sous-foncteur de X tel que X'(T) soit I’ensemble des
z € X(T) tels que les deux morphismes q1(x), g2(z) : YT = Z1 soient égaux. Or la donnée
de ¢q1, g2 équivaut a la donnée d’un morphisme

q: X — Homg(Y,Z xZ),
s

ou encore, d’'un morphisme r : X xgY — ZxgZ; posons alors U = Z xgZ, soit U’ le
sous-préschéma diagonal de Z xg Z, alors X’ n’est autre que 'image inverse du sous-foncteur
Homg(Y,U’) de Homg(Y,U) par ¢, donc peut se mettre sous la forme (xxx), avec P =
1
X x5Y, et P’ = image inverse de la diagonale par r, i.e. noyau de X xgY = Z. On est donc
T2
sous les conditions de (a).
On voit par suite que : si Y est essentiellement libre sur S et Z séparé sur S, alors le
sous-foncteur X' de X est représentable par un sous-préschéma fermé de X.

¢) Donnons-nous un morphisme
q: X — Homg(Y,Y),
i.e. « X opere sur Y ». Soit X’ le « noyau » de ce morphisme, i.e. le sous-foncteur X’ de X tel

que X'(T) soit I’ensemble des = € X(T) tels que g(z) : YT — Y soit I'identité. Ce foncteur
est justiciable de b), comme on voit en introduisant un deuxiéme homomorphisme

q : X — Homg(Y,Y)

«en faisant opérer X trivialement sur Y ». Donc : si Y est essentiellement libre et séparé sur
S, le sous-foncteur noyau de q est représentable par un sous-préschéma fermé de X.

d) Sous les conditions de c), considérons le sous-foncteur Y’ de Y « des invariants sous
X », donc Y'(T) est I’ensemble des y € Y(T) tels que le morphisme correspondant g(y) :
X1 — Y7 soit « le T-morphisme constant de valeur y ». Introduisant ¢’ comme dans c), et
les homomorphismes correspondants & q et ¢’ :

67? Y HI_IOJS(XyY)7

on voit que Y’ est précisément Ker(q, ¢’), et est donc justiciable encore de b) (avec les roles
de X, Y renversés et Z=7Y).

Par suite, si X est essentiellement libre sur S, Y séparé sur S, alors le sous-foncteur Y’
de Y des invariants sous X est représentable par un sous-préschéma fermé de Y.

e) Des constructions du type explicité dans les exemples précédents sont surtout fré-
quentes en théorie des groupes. Ainsi, lorsque G est un préschéma en groupes opérant sur le
S-préschéma X :

g:G — Autg(X),
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le noyau de ¢ (« le sous-groupe de G opérant trivialement » ) est un sous-schéma fermé de G
pourvu que X soit essentiellement libre et séparé sur S (exemple ¢)), et le sous-objet X des
invariants est un sous-préschéma fermé de X, pourvu que G soit essentiellement libre sur S,
et X séparé sur S (exemple d)).

Soient Y et Z des sous-préschémas de X, et considérons le sous-foncteur Transp (Y, Z)
de G (« transporteur de Y en Z » ), dont les points & valeurs dans un T sur S sont les
g € G(T) tels que "automorphisme correspondant de Xt satisfasse g(Yr) C Zr, i.e. induise
un morphisme Yt — X7 se factorisant en Y1 — Zr. Donc : si Y est essentiellement libre
sur S, et Z fermé dans X, alors TramspG (Y,Z) est un sous-préschéma fermé de G (exemple
a)).

On peut aussi considérer le transporteur strict de Y en 7, %) dont les points & valeurs
dans un T sur S sont les g € G(T) tels que g(Yr) = Zr, qui n’est autre que Transp (Y, Z)N

a(TTanspG(Z, Y)), ol o est la symétrie de G. Par suite, si Y et Z sont essentiellement libres
sur S et fermés dans X, le transporteur strict de Y en Z est un sous-préschéma fermé de G.

Un cas important est celui ou X = G, G opérant sur lui-méme par automorphismes
intérieurs. Si H est un sous-préschéma de G, le transporteur strict de H en H est aussi appelé
le normalisateur de H dans G, et noté Norm, H. Donc : si H est un sous-préschéma en
groupes fermé de G, essentiellement libre sur S, alors Normq H est représentable par un
sous-préschéma en groupes fermé de G.

Soit enfin Z un sous-préschéma de G, alors son centralisateur Centr(Z) dans G est le
sous-foncteur en groupes de G défini par le procédé de d), quand on consideére que « Z opere
sur G » par les opérations induites par celles de G ; donc si Z est essentiellement libre sur S et
G est séparé sur S, Centrg (Z) est un sous-préschéma en groupes fermé de G. En particulier,
si G est essentiellement libre et séparé sur S, alors le centre C de G, qui n’est aulre que
Centrg (G), est un sous-préschéma en groupes fermé de G.

Lorsque S est le spectre d’un corps, 6.2.2 b) montre que dans les exemples a) & €) ci-
dessus, les conditions « essentiellement libre » sont automatiquement satisfaites, il ne reste
que des conditions de séparation. Se rappelant qu'un préschéma en groupes sur un corps est
nécessairement séparé (VIa, 0.2), on trouve par exemple :

Corollaire 6.2.5. — Soit G un préschéma en groupes sur un corps k. Alors :

— Pour tout sous-préschéma Z de G, le centralisateur de Z dans G est un sous-préschéma
en groupes fermé de G ; c’est en particulier le cas pour le centre Centr (G) de G.

— Plus généralement, siu, v: X — G sont des morphismes de préschémas, TranspG(u, v)
est représentable par un sous-préschéma fermé de G.

— Pour deux sous-préschémas Y, Z de G, avec Z fermé, le transporteur TranspG(Y, 7Z)

est un sous-préschéma fermé de G. Si Y est également fermé, on a la méme conclusion pour
Transpstr (Y, Z).

— Pour tout sous-préschéma en groupes “) H de G, le normalisateur Norm, (H) est un
sous-schéma en groupes fermé de G.

Remarque 6.3. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe et H un sous-

préschéma en groupes de G; supposons G et H de type fini sur k et réduits; alors

(40)N.D.E. : noté Transpstr, (Y, Z).
(4DN.D.E. : En effet, sur un corps k, tout sous-préschéma en groupes de G est fermé, cf. VI, 0.6.1.
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Normg H (resp. Centr H) est représentable par un sous-préschéma en groupes de
G, dont le sous-préschéma réduit associé n’est autre que le normalisateur (resp. le
centralisateur) de H dans G au sens de Bible.

Proposition 6.4. — Soient G un S-groupe, et u : X — G un monomorphisme de S-
préschémas. Posons T = TmnspG (X, X). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est un sous-foncteur en groupes de G.
(ii) T = Transpstr (X, X) = Normg X.

Ces conditions sont vérifiées dans chacun des deux cas suivants :
a) X est de présentation finie sur S.
b) T est représentable par un préschéma de présentation finie sur S.

L’équivalence des conditions (i) et (ii) résulte de ce que, quel que soit le morphisme
S" — S, quels que soient ¢, t' € T(S'), on a tt’ € T(S'), et de ce que Transpstr (X, X) =
T Ne(T) (cf. 6.1 (ii)).

Plagons-nous dans le cas a). Soit t € T(S), alors int(¢) est un monomorphisme de X
dans X, donc un S-automorphisme de X (EGA IVy, 17.9.6), si bien que ¢ appartient
a Transpstr (X, X), d’ot a).

Dans le cas b), il est clair que pu(T xgT) C T, et lassertion résulte du lemme
suivant :

Lemme 6.4.2. — Soit G un S-préschéma de présentation finie, muni d’une loi asso-
ciative (au sens de EGA Orrr 8.2.5). Supposons que pour tout S-préschéma S’ et tout
g € G(S), les translations a droite et a gauche par g dans ensemble G(S') soient
injectives et que G(S) # @. Alors G est un S-groupe.

Il suffit de montrer que, quel que soit le S-préschéma S’, 'ensemble G(S’) est un
groupe; or, de I’hypothese résulte aussitot que les translations a droite et a gauche
par tout élément g € G(S’) dans Gg sont des S-monomorphismes de Gg: dans Gg.
Ce sont donc des S-automorphismes, puisque G est de présentation finie sur S (EGA
IVy, 17.9.5), si bien que les translations & droite et & gauche par g dans I’ensemble
G(S') sont bijectives, et on est ramené au lemme suivant :

Lemme 6.4.3. — Soit G un ensemble non vide muni d’une loi associative telle que les
translations a droite et a gauche soient bijectives. Alors G est un groupe.

La démonstration est laissée au lecteur.
Définition 6.5. — Soient G un S-groupe, H un S-foncteur, et v : H — G un monomor-

phisme.

(i) On appelle centralisateur connexe de H dans G et on note Centr H la compo-
sante neutre du foncteur Centre H (cf. 3.1 et 6.2 (iii)).

(i) Pour tout morphisme u : X — G, on définit de méme le foncteur Centr’(u)
(cf. 6.2 (iv)).

(ii) Lorsque pour tout s € S, us est une immersion fermée, on appelle normalisateur
conneze de H dans G, et on note m% H la composante neutre du foncteur Norm H.
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N.B. D’aprés 1.4.2, ’hypotheése de (ii) est vérifiée lorsque H un S-préschéma en
groupes, que G et H sont localement de type fini sur S et que u est un morphisme de
S-groupes quasi-compact.

Proposition 6.5.1. — Soit G un S-groupe localement de présentation finie et quasi-
séparé sur S, H un S-groupe lisse a fibres connexes et v : H — G un monomorphisme.
Soit N le normalisateur de H dans G (cf. 6.1). On verra (XI 6.11) ) que N est
représentable par un sous-préschéma en groupes fermé de G et de présentation finie
sur G. Ceci étant, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le morphisme canonique H — N est une immersion ouverte.
(ii) N® =H (cf. 3.10).
(iii) Pour tout s € S, on a Hy = (Ny)°.

La condition (i) entraine (ii) d’apreés le lemme 3.10.1, puisque H® = H. D’autre
part, il est clair que (ii) entraine (iii), car Hy = (N9)g = (N,)°.

Montrons enfin que (iii) entraine (i). Puisque Hy = (N°),, quel que soit s € S, alors
H, — Ny est une immersion ouverte. De plus, H et N sont localement de présentation
finie sur S, et H est plat sur S, donc (EGA 1V, 17.9.5), H — N est une immersion
ouverte.

Définition 6.6. — Soient G un S-foncteur en groupes, H un sous-S-foncteur en
groupes; on dit que H est invariant (resp. central, resp. caractéristique) dans G si
Norm H = G (resp. si Centrs H = G, resp. si, quels que soient le S-préschéma T
et Pautomorphisme a € Autrg. (Gr) on a : a(Hr) € Hr), autrement dit, si, quel
que soit le S-préschéma T, le sous-groupe H(T) de G(T) est invariant dans G(T)
(resp. central dans G(T), resp. invariant par tout automorphisme de Gr).

N. B. Si H est central (resp. caractéristique), il est invariant.

Remarque 6.7. — Soient G et H deux S-groupes et u : H — G un monomorphisme.
Pour que H soit invariant (resp. central, resp. caractéristique) dans G, il faut et il
suffit que le morphisme

uo((coprQ),(,uo(uxidg)):H>§G—>G

(défini par (h,g) — g 'hg quels que soient g € G(S') et h € H(S')), se factorise
& travers u (resp. soit égal & u o pry, resp. que pour tout S-préschéma T et tout T-
automorphisme de groupe a de G, a o u(T) se factorise & travers u(T)).

Exemple 6.8. — Soit G un S-foncteur en groupes. Alors Centr G est caractéristique et
central. Si, pour tout s € S, G, est représentable, alors G? est caractéristique. Cela
résulte des définitions et de 3.3.

() Voir la note (*) de la page précédente.
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7. Sous-groupes engendrés ; groupe des commutateurs

Dans ce numéro, k désigne un corps fixé.

Proposition 7.1. — Soient G un k-groupe, (X;);cr une famille de k-préschémas géo-
métriquement réduits *2) ; pour tout i € 1, soit f; : X; — G un k-morphisme.

(i) Il existe un plus petit sous-k-préschéma en groupes fermé de G majorant chacun
des fi, noté T'a((fi)ier). C’est un k-préschéma géométriquement réduit, donc lisse
dans le cas ot G est supposé localement de type fini sur k (1.3.1).

(ii) Posons X = [[;¢c; X, et soit f: X — G le morphisme dont la restriction a X;
est fi, pour tout i € 1. Posons X! = X[[X, soit f' : X! — G le morphisme dont les
restrictions a X sont respectivement f et co f. Pour tout n > 1, posons

X" = X! x xn! et ff=po(ffxfMmhH: X" — Q.
k k
Alors Ta((fi)ie1) est le sous-préschéma réduit de G ayant pour espace sous-jacent
Uadhérence de la réunion des f™(X™), pour n > 1.

(iii) Pour tout k-préschéma S, T ((fi)ie1)s est le plus petit sous-préschéma en
groupes fermé de Gg majorant chacun des f; s : Xg — Gg.

(iii") Si de plus G est localement de type fini sur k, alors Tc((fi)ic1)s est le plus
petit sous-préschéma en groupes de Gg majorant chacun des f;s.

Remarquons tout d’abord que, pour démontrer (i) et (iii), en définissant X et f
comme dans (ii), on est ramené au cas ol I est réduit & un élément.

Soit H le sous-préschéma réduit de G d’ensemble sous-jacent [, f"(X"). Comme
les X™ sont (géométriquement) réduits, alors, d’apres EGA IV3, 11.10.4 et 11.10.7,
la famille f : X™ — G est schématiquement dominante et H est (géométriquement)
réduit. Il est clair que tout sous-préschéma fermé de G qui domine les f™ domine aussi
H. Donc pour montrer (i) et (ii), il suffit de montrer que H est un sous-préschéma
en groupes de G, donc que la restriction de ¢ a H et la restriction de p a H x; H se
factorisent a travers 'injection H — G.

Puisque H est géométriquement réduit, H x; H est réduit, et il suffit de vérifier que
¢(H) C H et que u(H x;, H) C H (ensemblistement). Mais d’aprés EGA IV3, 11.10.6,
la réunion des f("H) (X™ x i H) est schématiquement dense dans H x; H. De méme, quel
que soit n > 1, la réunion des f&n)(X” X X™), pour m > 1, est schématiquement
dense dans X" x; H. Donc il suffit de montrer que 1i(f{j;)(f{%n) (X" xx X™))) € H et
que ¢(f™(X™)) C H. Or

By ey (X7 2 X)) = (7 5 )X 5 X)) = 47 () € T
et, puisque c(f1(X1)) C f1(X1), on a, quel que soit n, c(f*(X")) C f*(X") C H. Ceci

démontre (i) et (ii).

(42)NDE. : On a remplacé, ici et dans la suite, la terminologie peu usitée « séparable » par la
terminologie usuelle « géométriquement réduit », cf. EGA 1Va, 4.6.2.
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Montrons maintenant (iii). Soit G’ un sous-préschéma en groupes fermé de Gg
majorant fg; il s’agit de montrer que G’ majore Hg, ou, ce qui revient au méme, que
Hg = Hg xgg G'. Posons Hy = Hg xgs G’ = G'NHg. Puisque G’ et Hg majorent tous
deux les f&, il en est de méme de Hg. Or (EGA IV3, 11.10.6), puisque la famille des
fm : X™ — H est schématiquement dominante, il en est de méme de la famille des
f& + X¢ — Hg, si bien que Hg, qui majore chacun des f&, est égal & Hg (EGA IV3,
11.10.1 ¢)).

Supposons maintenant G localement de type fini sur k& et montrons que, dans ce
cas, Hg est le plus petit sous-préschéma en groupes (non nécessairement fermé) de Gg
majorant fg.

Soit G’ un sous-préschéma en groupes de Gg majorant fs. Il s’agit de méme de
montrer que, si on pose Hy = Hg x4 G', on a Hg = Hg. Il suffit pour cela de montrer
que H{ est fermé dans Hg et d’appliquer le raisonnement précédent. Il suffit donc de
montrer que Hg et Hg ont méme ensemble sous-jacent, a fortiori il suffit de montrer
que, pour tout s € S, Hy égale

H. := Hy x x(s) = Hy, x G..
s SS () G. s

Or, comme G est localement de type fini sur k(s), le sous-x(s)-préschéma en groupes
G/, est fermé dans G, d’apres 1.4. Donc H., est fermé dans Hy, et alors le raisonnement
précédent, appliqué & H.,, & Hy et aux f7, montre que H/, = H,. C.Q.F.D.

Définitions et remarques 7.2. — *3) (i) Etant donné un k-groupe G, une famille (X, );e;
de k-préschémas géométriquement réduits, et pour chaque ¢ € I, un k-morphisme
fi : X; — G, on appelle sous-préschéma en groupes fermé de G engendré par la famille
(fi)ie1, et nous noterons dans ce numéro I'g((fi)icr), le plus petit sous-préschéma
en groupes fermé de G majorant chacun des f;. Si X est un sous-préschéma de G,
géométriquement réduit sur k, et si f est 'immersion X «— G, on écrira I'g(X) au
lieu de T (f).

(i) Avec les notations de 7.1 (ii), il nous arrivera de poser I'g (f) = U,,5; f™(X").
Notons que I';(f) est une partie de G stable pour la loi de groupe (au sens de 3.0).

(ii) 11 est clair que si X; et Xg sont deux k-préschémas géométriquement réduits
et f1:X; — Get fo: Xy — G deux k-morphismes tels que les ensembles f;(X;) et
f2(X3) soient égaux, alors I'g(f1) = Ta(f2).

(iii) Soit E une partie de G telle que le sous-préschéma réduit E de G soit géo-
métriquement réduit. On appelle sous-préschéma en groupes fermé de G engendré
par E, et on note I'q(E) le sous-préschéma en groupes I'g (i), olt ¢ est I'injection du
sous-préschéma réduit E de G dans G.

(iv) Dans le cas ou G est localement de type fini sur k, tout sous-préschéma en
groupes de G étant alors fermé (1.4.2) (44) on parlera de « sous-préschéma en groupes
engendré » au lieu de « sous-préschéma en groupes fermé engendré ».

(43)N.D.E. : On a mis en (i’) le point (viii) de 'original, et ’on a mis en évidence les points (vi) et
(vii) sous la forme du corollaire 7.2.1 et de la définition 7.2.2 ci-dessous.
(49)N.D.E. : L’hypothése que G soit localement de type fini sur k peut étre omise, d’aprés VIa, 0.6.1.
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(v) Soit X un k-préschéma géométriquement réduit et f : X — G un k-morphisme.
Supposons que f(X) contienne l’élément unité e de G. Posons X'! = X x; X et
f't=po (fxx(co f)), et pour n > 1,

X/nlelxx/nfl et fanILLO(f/1Xf,n71).
k k

Alors T (f) est le sous-préschéma réduit de G dont I’espace sous-jacent est 'adhérence
de la réunion des f/™(X'™), pour n > 1.

En effet, rappelant la notation de 7.1 (i) : X! = X UX et X" = X! x;, X", pour
n > 2, on a les inclusions suivantes, ol la premiere résulte de 'hypothese e € f(X) :

fn(Xn> c f/n(Xln) - f2n(X2n)7 pour tout n > 1.

Ceci montre de plus que, pour qu'il existe un entier n tel que f™(X") = T'g(f), il faut
et il suffit qu’il existe un entier m tel que f'™(X'™) =Tq(f).

On déduit de la remarque 7.2 (v) le

Corollaire 7.2.1. — Soient X un k-préschéma géométriquement réduit et géométri-
quement connexe, et f : X — G un k-morphisme tel que f(X) contienne ’élément
neutre de G.

a) Alors, le k-groupe T'c(f) est connexe.

b) Si de plus G est localement de type fini sur k, alors T'c(f) Uest aussi, donc est
irréductible. (49

En effet, chacun des X'™ est alors connexe, donc la réunion des f'"™(X'") (qui
contiennent tous 1’élément neutre), est connexe, et il en est de méme de son adhérence
I'c(f). Ceci prouve a).

Si de plus G est localement de type fini sur k, alors I'g(f) lest aussi, donc est
irréductible, d’apres VIy, 2.4.1. (45

Définition 7.2.2. — Soit G un k-groupe.

a) Soient A et B deux sous-k-préschémas en groupes géométriquement réduits de G.
On appelle sous-préschéma en groupes des commutateurs de A et B dans G et on note
(A, B)g ou simplement (A, B), le sous-préschéma en groupes fermé de G engendré par
le morphisme v : A x;, B — G défini par : (a,b) — aba='b~!, pour tout k-préschéma
S et a € A(S), b € B(S).

b) Supposons G géométriquement réduit sur k. On appelle groupe dérivé de G, et
on note D(G) %) le groupe (G, G).

N. B. Pour que G soit commutatif, il faut et il suffit que D(G) soit le k-groupe
unité.

(45)N.D.E. : L’hypothése que G soit localement de type fini sur k est superflue, d’aprés un argument
d’O. Gabber (& insérer dans VIa... ).

(46)N.D.E. : On a changé la notation Der(G) de I’original, afin d’éviter tout risque de confusion avec
un espace de dérivations.
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(47) On rappelle que si f : X — Y est un morphisme de S-préschémas, le préfaisceau
image f(X) est le S-foncteur qui & tout S" au-dessus de S associe I'ensemble f(X(S")).

On rappelle aussi que, si H est un sous-k-préschéma en groupes fermé de G, alors,
d’apres 6.3 (iii), Centry H et Norm, H sont représentables par des sous-k-préschémas
en groupes fermés de G.

Corollaire 7.3. — Soient G un k-groupe, X un k-préschéma géométriquement réduit,
f: X — G un k-morphisme. Soit S un k-préschéma.

(i) Soit u € Endg g (Gg) tel que l'on ait l'inclusion de préfaisceaux :

u(fs(Xs)) € fs(Xs),
c.-a-d., tel qu’on ait u(f(X(S"))) C f(X(S)), pour tout S — S. Alors, le morphisme
u:Ta(f)s — G se factorise a travers T'g(f)s, c.-d-d., on a :

u(Ta(f)s) € Ta(f)s.

(i bis) Soit u € Autg.gr (Gs) tel qu'on ait u(fs(Xs)) = fs(Xs) (en tant que pré-
faisceaux) ; alors on a :

U(Fg(f)s) = Fg(f)s, c.-a-d. u e NormG(Fg(f)s).

(ii) Soit v € Endg.g. (Gg) tel que la restriction de u au préfaisceau fs(Xs) soit
I’identité, c.-a-d., tel que, pour tout S — S et x € Xg(8') = X(S), on ait u(f(x)) =
f(x) ; alors la restriction de u au préschéma T (f)s est ’identité.

(iii) Soient Y wun k-préschéma géométriquement réduit et g : Y — G un k-
morphisme. Supposons que, quel que soit le k-préschéma S, pour tout a € X(Y)
etbeY(S), on ait

f coa=go b, resp. (int(f o a))(gs/(Ys/)) = gS/(YS’)-
Alors, Ti(f) est contenu dans Centr; ' (g), resp. Normg I'c(g).
(iv) Soit © un point de G rationnel sur k. Alors le k-groupe T'c({z}) est commu-
tatif.
(v) Soient A et B deux sous-préschémas en groupes de G géométriquement réduits
surk. Si A et B sont invariants (resp. caractéristiques), il en est de méme de (A, B).

Montrons (i). Posons H = T'q(f)s et H' = u~'(H). Alors H’' est un sous-S-
préschéma en groupes fermé de Gg donc, d’apreés 7.1 (iii), il suffit de montrer que
fs se factorise a travers H'. Or, uo fg = u(fs(idx,)) appartient & u(fs(Xs))(X), donc,
d’apres Uhypothese, & (fs(Xg))(X), donc a fortiori & H(X), ce qui signifie que u o fg
se factorise a travers I'injection canonique de H dans Gg, donc que fs se factorise a
travers H'.

Il est clair que (i bis) est une conséquence de (i), appliqué & u et u=!.

Montrons (ii). Puisque G est séparé sur k (VI5 0.2), Gg est séparé sur S, donc la
section unité de Gg est une immersion fermée (5.1), si bien que Ker(p o (u,c)) est
un sous-préschéma en groupes fermé de Gg (on rappelle que p (resp. ¢) désigne la

(7)N.D.E. : On a ajouté ces rappels, et modifié légérement 'énoncé de 7.3.
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multiplication (resp. la symétrie) de Gg). Par hypothese, Ker(u o (u,c)) majore fs,
donc il contient ' (f)s, d’apres 7.1 (iii).

Montrons (iii). Par hypothese, compte-tenu de (ii) (resp. (i bis)), Centry I'c(g)
(resp. Normg, ' (g)) majore f, donc il contient donc ' (f), d’apres 7.1 (i).

L’assertion (iv) est un cas particulier de (iii), ot ’on prend pour f et g l'injection
du préschéma réduit de G ayant pour espace sous-jacent le point fermé {z} dans G.
Ce sous-préschéma est géométriquement réduit sur k puisque k(z) = k.

Montrons enfin (v). Soient S un k-préschéma, et u un automorphisme intérieur
(resp. un automorphisme de S-groupes) de Gg. Par hypothese, u(Ag) = Ag, et
u(Bg) = Bg; on en déduit aisément, avec les notations de 7.2.2, Iégalité de pré-
faisceaux : u(vs(Ag xsBs)) = vs(Ag Xg Bs) ; done, d’apres (i bis), on a u((A,B)) =
(A,B). C.QF.D.

Proposition 7.4. — Soient G un k-groupe localement de type fini, X un k-préschéma
de type fini, géométriquement réduit et géométriquement connexe, et f : X — G un
k-morphisme tel que f(X) contienne ’élément neutre e de G. Alors (notations de 7.1
(ii)), il existe un entier N tel qu’on ait :

ANENY =Tq(f) (ensemblistement ).

D’apres 7.1 (iii) et EGA IV, 2.6.1, nous pouvons supposer k algébriquement clos.
D’apres le corollaire 7.2.1, nous pouvons supposer que G = GY; enfin, il suffit de
montrer qu’il existe un entier N tel que 'on ait : f/N(X'N) = I'q(f), avec les notations
de 7.2 (v).

Premier cas. Supposons X irréductible. Alors les f/™(X’™) forment une suite crois-
sante de fermés irréductibles dans ’espace G, qui est noethérien, puisque G = G° est
de type fini sur k (VI 2.4). Donc cette suite est stationnaire, et il existe un entier m
tel que f/™m(X’'m) =Tq(f).

De plus, puisque X et G sont de type fini sur k, les f/™ sont de type fini sur k. Par
conséquent, f'™(X'™) est constructible dans G (EGA IVy, 1.8.5), donc contient un
ouvert U de son adhérence I'g(f) (EGA Ory, 9.2.3). Alors, d’aprés VI, 0.5, on a :

La(f) SU-UC f2™(X"*™) C Lal(f),

d’ou f/2m(X/2m) — FG(f)

Deuxiéme cas. Supposons que X ait exactement deur composantes irréductibles A
et Ao. Alors, puisque X est connexe, et k algébriquement clos, il existe a € (A1NA2) (k).
Donc les quatre parties irréductibles A; xi A; (i,j = 1,2) recouvrent X x; X, et
I'image de chacune d’entre elles par le morphisme f’* = po (f xj (co f)) contient e.
Si f;} désigne la restriction de f'" au sous-préschéma réduit A; xj Aj, posons

Y:(A1XAl)X(A1XA2)X(A2XA2)X(A2XA1) et
k k k k k k k

g=so (o Gt 1) x (e (1 1) )
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Alors Y est irréductible, réduit et de type fini, donc on vient de voir qu’il existe un
entier m tel que ¢'™(Y'™) = T'c(g). Or, pour tout n > 1, ona f/™(X'™) C ¢'"(Y") C
framXam), don Ta(f) = Talg) et f*™(X'*™) = Ta(f).

Cas général. Raisonnons par récurrence sur le nombre des composantes irréductibles
de X (ce nombre est fini puisque X, étant de type fini sur k, est noethérien). Supposons
la proposition démontrée dans le cas ou1 X a au plus r— 1 composantes irréductibles, et
supposons qu'il en ait r, & savoir Aq,...,A,. Alors e appartient a 'image de I'un des
A; ; supposons par exemple que e € f(A1). Posons alors Y = T'g(f;), ou f, désigne
la restriction de f au sous-préschéma réduit X, = Ay U--- U A,_1 (nous supposons
la numérotation des A; choisie de fagon que ce préschéma soit connexe, ce qui est
toujours possible). Alors Y est un sous-groupe de G, fermé, réduit, et irréductible,
d’apres le corollaire 7.2.1.

Posons Z = f(A,), et solent T =Y U Z, muni de la structure de sous-préschéma
fermé réduit, et 7 'injection de T dans G. Il est clair (7.2 (ii)) que I'g (i) = T'c(f) et
que T est connexe (car puisque X est connexe, A; U---UA,_; et A, ont en commun
un point a, et Y et Z ont en commun le point f(a)). De plus, e € T, et T a au plus
deux composantes irréductibles, puisque Y et Z sont irréductibles. D’apres ’hypothese
de récurrence, il existe un entier m tel qu'on ait : f/™(X!™) = T'g(fr) = Y. Donc,
puisque X, C X et Z C f(X), on a

f(X)SYUZC frm(Xm).
D’autre part, puisque T a au plus deux composantes irréductibles, on a déja vu qu’il
existe un entier p tel que i'?(T'?) = T'g(i) = Ta(f). Or, T C f'™m(X’'™), donc

frme(X!'mP) = T'g(f), et on montre, comme dans le premier cas, que cette derniere
égalité entraine f/2mP(X'2mP) = Tqg(f). C.QF.D.

Lemme 7.5. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, X un S-pré-
schéma, f : X — G un S-morphisme. On suppose que X et G sont localement de
présentation finie sur S, et que pour tout s € S et tout point maximal g de Gg, il
existe un point x de X tel que f(x) = g et que f soit plat en x. Alors le morphisme
po (f Xs f): XxgX — G est couvrant pour la topologie (fppf).

(48) D’aprés EGA IVs, 11.3.1, I'ensemble V des points de X en lesquels f est plat
est ouvert et f|y est un morphisme ouvert, donc U = f(V) est un ouvert de G; de
plus, d’apres I’hypothese, U N G4 est dense dans Gg, pour tout s € S. Notons ¢ la
restriction & V xg V de po (f xgs f).

11 suffit de montrer que ¢ est couvrant pour la topologie (fppf), et pour cela il suffit
de montrer que ¢ est fideélement plat et de présentation finie (cf. IV, 6.3.1 (iv)). Comme

¢ est égal au composé V xgV Shvxilv, UxsU £ G, ot le premier morphisme est

fidelement plat et localement de présentation finie, puisque f|v Uest; il suffira donc
de prouver qu’il en est de méme de la restriction de p a U xg U.

Or, G — S étant localement de présentation finie et plat, il en est de méme de
i G xg G — G (qui est isomorphe au morphisme déduit de G — S par le changement

(48)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a ajouté quelques détails.
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de base G — S, cf. VI, 0.1), donc aussi du morphisme induit UxgU — G. Pour
prouver que ce dernier est surjectif, il suffit de regarder fibre par fibre, ou cela résulte
de VIA 0.5, puisque U N Gg est un ouvert dense de Gy, pour tout s € S.

Définition 7.6.0. — 9 Soient G un k-groupe, X un k-préschéma, et f : X — G un
k-morphisme. On rappelle que le préfaisceau image de f est le sous-k-foncteur de G
qui & tout k-préschéma S associe le sous-ensemble f(X(S)) de G(S). On définit alors
le sous-préfaisceau en groupes de G engendré par l'image de f, et Uon note (Im f), le
sous-k-foncteur en groupes de G qui a tout k-préschéma S associe le sous-groupe de
G(S) engendré par f(X(S)).

Supposons X géométriquement réduit et soient f* : X" — G les morphismes intro-
duits en 7.1 (i). Posons X* =[], X", et soit f>° : X** — I'c(f) le morphisme dont
la restriction & chacun des X™ est le morphisme X" — T'q(f) déduit de f™. Alors, le

sous-préfaisceau en groupes de G engendré par l'image de f est le préfaisceau image
de f°°.

Proposition 7.6. — Soient G un k-groupe localement de type fini, X un k-préschéma
géométriquement réduit et localement de type fini, et f : X — G un k-morphisme.
Pour que le k-groupe T (f) représente le faisceau pour la topologie (fppf) (ou (fpqc))
associé au sous-préfaisceau en groupes de G engendré par 'image de f, il faut et il
suffit que l'on ait :

U /(X" = Ta(f).

n=1
Lorsque G est de type fini sur k, cette condition implique déja qu’il existe un entier
n tel que f* : X" — Tq(f) soit couvrant pour la topologie (fppf) °0) (et a fortiori
surjectif).

Le faisceau considéré dans 1’énoncé est le faisceau image de X par f*°; donc
d’apreés IV 4.4.3, dire que le foncteur T (f) est le faisceau considéré revient a dire
que f°° est couvrant. Montrons que, pour que f° soit couvrant, il faut et il suffit que
f°° soit surjectif. La condition est évidemment nécessaire ; réciproquement, supposons
f°° surjectif.

G Comme T'g(f) est réduit et localement de type fini sur k, chacune de ses
composantes connexes est intégre et de type fini sur k (VIa, 2.4.1), donc il résulte du
théoréme de platitude générique (EGA IVy, 6.9.1), que f*° : X — Tg(f) est plat
au-dessus du point générique de chaque composante connexe de I'g(f). Donc, d’apres
le lemme 7.5, le morphisme

po (fxfr): X®xX*® —Ta(f)
k k

est couvrant pour la topologie (fppf). Or, puisque X™ x; X" est canoniquement iso-
morphe & X" ™ et que, dans cet isomorphisme, p o (f™ xj f™) correspond a fm+m,

(9N.D.E. : On a ajouté cette définition, qui dans Poriginal était contenue dans I’énoncé de la
proposition 7.6, et I’'on a modifié en conséquence 1’énoncé de 7.6.

(30)N.D.E. : On a remplacé (fpqc) par (fppf), et ajouté des détails & la fin de la démonstration.
(31)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit, ainsi que 'argument analogue 2 la fin de la démonstration.
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il est clair que p o (f°° xj f°°) se factorise & travers f°°, si bien que f™ est cou-
vrant pour la topologie (fppf). Enfin, dire que f°° est surjectif revient & dire que
Ups1 f*(X") =Ta(f). Ceci prouve la premitre assertion

Notons de plus que, puisque X et G sont localement de type fini sur k, alors
f: X — G est localement de présentation finie (EGA IV, 1.4.3 (v)), de méme que
chaque morphisme f” : X™ — G. Donc, d’apres EGA TVy, 1.9.5 (viii), les f™(X"™) sont
des parties ind-constructibles de T'c(f).

Supposons de plus G de type fini sur k, donc quasi-compact. Alors T (f) est aussi,
et d’apres EGA IVy, 1.9.9, on conclut qu'il existe n tel que f*(X"™) = T'g(f). Alors,
comme précédemment, il résulte du théoreme de platitude générique et du lemme 7.5,
que le morphisme g o (f™ X5 f) : X" x X" — T'q(f) est couvrant pour la topologie
(fppf) ; comme ce morphisme égale f2" : X?" — T'g(f), cela achéve de prouver 7.6.

Remarque 7.6.1. — Evidemment les conditions équivalentes de 7.6 impliquent que le
faisceau F envisagé est représentable. La réciproque est fausse en général (prendre
X réduit & un point!). Noter cependant qu’il résulte de EGAs, IV 8.14.2 que si F
est représentable, il est localement de présentation finie sur k, donc la question est
alors si le monomorphisme dominant F — I'(f) est un isomorphisme, ou encore, une
immersion fermée. Ce sera le cas, en vertu de 1.4.2, si F est quasi-compact, et, d’apres
3.6, ceci sera vérifié si F est conneze, donc, en particulier (7.2.1), si X est connexe et
si f(X) contient 1’élément unité de G.

Lemme 7.7. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe localement de
type fini, X un k-préschéma géométriquement réduit et localement de type fini, f :
X — G un k-morphisme et H un sous-préschéma en groupes de G tel que H C f(X).
Posons
=[x, b =T"NG(k),  Hy=H(k).
n>1

Supposons Hy d’indice fini dans T',. Alors il existe un entier m tel que f™(X™) =
T (f) (cf. 7.6), et T'g(f) est réunion d’un nombre fini de translatés de H.

Quel que soit n > 1, f™(X"™) est une partie ind-constructible de G (EGA IV, 1.9.5
(viii)), il en est donc de méme de I, si bien que, puisque G est un préschéma de
Jacobson, T’y est dense dans I'". Par hypothese, il existe une suite finie a1, ..., a, de
points de T} telle que T'y = a;Ho U -+ - U a, Hg, d’ott

Fg(f):ﬁ:ﬁg:alHOU-nUa?«Ho:a1H0U~~UaTH0:a1H70U~~~UarH70,

la derniere égalité résultant du fait que la translation par a; est un homéomorphisme
de G sur G. On a donc T'g(f) = a1HU - - Ua,H. 1l est d’autre part clair qu’il existe
un entier p tel que chacun des a; (1 < ¢ < r) appartienne & fP(XP). Enfin, puisque
H C f(X), on a, pour tout i : a;H C fPHH(XPF1) si bien que fPH1(XPHL) = Tg(f).

Proposition 7.8. — Soient G un k-groupe localement de type fini, A et B deuzx sous-
k-préschémas en groupes géométriquement réduits (donc lisses aux points génériques
de leurs composantes irréductibles, donc lisses d’aprés 1.3) de G. Supposons remplie
lune des conditions a) ou b) suivantes :
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a) A et B sont invariants et de type fini sur k.
b) A est connexe et B est de type fini sur k.

Alors (A, B) est de type fini sur k, et représente le faisceau associé pour la topologie
(fppf) (ou (fpqc)) au préfaisceau en groupes des commutateurs de A et B dans G. De
plus, ©2) les k-groupes (A, B°) et (A, B) sont connexes, et 'on a

(A,B) = (A,B%) - (A%, B).

D’apres 7.6, pour montrer que (A,B) est le faisceau associé désiré, il suffit de
montrer qu’il existe un entier n tel que v™((A x; B)") = (A, B) (notations de 7.2.2).
Pour montrer cela, ainsi que pour montrer les deux autres assertions, on peut supposer
k algébriquement clos. En effet, soit k& une cloture algébrique de k. D’apres 7.1 (iii) et
VI 2.1.1, on a, avec des notations évidentes :

(A,B); = (A Bp),  ((A,B))r=(Az,Bp)",  (AB%)p=(Ag,BY), et

Par conséquent, si on montre que (A, Bf) est de type fini sur k (resp. que (A, B%)
et (A2, By) sont connexes, et que le morphisme (Ag, BY) xz (Az, BY) — (Ag, By)” est
surjectif), alors les assertions analogues seront vraies sur k, d’apres EGA IV,, 2.7.1
et 2.6.1.

Soient alors B, ..., BP les composantes connexes de B et A%, ..., A9 celles de A (53)
(ces composantes sont en nombre fini puisque A et B sont supposés de type fini sur k,
donc noethériens). Soit v;; la restriction de v & A’ x;, BJ. Alors chacun des A et des
BJ est irréductible (VI 2.4.1), il en est donc de méme de A x;, BY et de A? x; BC.
Puisque 1’élément neutre de G appartient & A et & B, il appartient a v (A% x;, BY)
et & v;0(A" x;, BY). Alors chacun des I'c(1;) et des ' (vi0) est connexe (7.2.1). De
méme, si ug; (resp. u,0) désigne U'injection de I'g(1v;) (resp. I'c(vi0)) dans G, alors

(A°,B) = Da((ugj)f_y) et (A,B%) =D ((uio)l)

sont connexes. De plus, on déduit aisément de 7.4 et des constructions précédentes,
quil existe un indice n tel que (A", B) et (A,B?) soient inclus dans v"((A x; B)").
Dans le cas b), on a (A, B) = (A%, B), et on a terminé.

Plagons-nous maintenant dans le cas a). Soit H le sous-préschéma en groupes de G
engendré par la réunion de (A, B?) et de (A°, B); toujours d’apres 7.4, H est connexe,
et il existe un entier m tel que v™((A X, B)™) 2 H. Donc lensemble sous-jacent & H
n’est autre que (A, BY) - (A, B).

Etant donnée une partiec X de G stable pour la loi de groupe (cf. 3.0), nous
noterons X le groupe des points fermés de G appartenant & X. Posons IV =
Ugs1 74((A x5 B)?). Alors, d’apres la proposition 7.9 ci-dessous, on a :

0 0 0 0
(A ’B)O = <A07B0)7 (A;B )0 = (AO7B0) et IO = (A07B0)a
(G2N.D.E.: On a précisé ce qui suit et, dans la démonstration, on a détaillé la réduction au cas ou

k est algébriquement clos.
(33)N.D.E. : ott B?, resp. A9, désigne la composante neutre de B (resp. A).
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si bien que Hy = (A9, Bo)- (A, BY) est d’indice fini dans T'}y (Bible, Exp. 3, Appendice)
puisque Ag et By sont invariants, et que A (resp. BY) est d’indice fini dans A (resp. B).
Nous sommes alors dans les conditions du lemme 7.7 : puisque v™((A x; B)™) D H,
il existe un entier p tel que v™P((A x; B)™P) = (A,B), et il existe une suite finie
ai,...,a, de points fermés de G telle que : (A,B) = a1 HU--- Ua,H. Alors, puisque
H est de type fini sur k, chacun des a;H est quasi-compact, donc leur réunion (A, B)
est quasi-compacte, donc de type fini sur k. Puisque H est irréductible, il en est de
méme de chacun des a;H et puisque e € H, il est clair que H = (A, B)°. C.Q.F.D.

Proposition 7.9. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe localement
de type fini.

(i) Soient A et B deux parties ind-constructibles de G. Notons Ag = A(k) C G(k)
Uensemble des points fermés de G appartenant a A. Alors (A-B)g = Ag-Bo, le second
produit étant pris dans le groupe Go = G(k).

(ii) Soient X un k-préschéma géométriquement réduit et localement de type fini,
et f: X — G un k-morphisme. Posons I'(f) = U, >, f"(X"). Alors T (f)o est le
sous-groupe de Go = G(k) engendré par f(X)o.

(iii) En particulier, soient A et B deux sous-préschémas en groupes lisses de G ;
posons I = J,,5; V" (A x;; B)" (notations de 7.2.2). Alors I'y est le groupe des com-
mutateurs de Ay et Bg dans Gg.

Montrons d’abord la premiere assertion. Il est clair que Ag-Bg C (A -B)g. Récipro-
quement, soit z € (A-B)g. Alors u~1(2) est un fermé de G x;, G, et A x;, B (cf. 3.0) est
une partie ind-constructible de G xj, G, si bien que u~1(2) N (A x;, B) est une partie
ind-constructible non vide de G x; G ; elle contient donc un point fermé de G x; G
(EGA TV 10.1.2) dont les projections x et y sont des points fermés de G (EGA IV
10.4.7) tels que x € A, y € B et x -y = z, si bien que (A,B)g = Ay - Bo.

Pour montrer la seconde assertion, remarquons que, f™ étant localement de type
fini, f™(X™) est une partie ind-constructible de G (EGA IV4, 1.9.5). La premiere
assertion permet alors de montrer par récurrence que, si on pose A = f(X)o, on a :
fr(X™)o = (AUAH", et par conséquent,

Ta(fo=J r&Ee=JAuvahr,
n>=1 n=1
qui est le sous-groupe de Gg engendré par A = f(X).
La troisieme assertion résulte de la seconde et des définitions.

Corollaire 7.10. — Sous les conditions de 7.8, si k est algébriquement clos, alors
(A,B)(k) est le sous-groupe des commutateurs de A(k) et B(k) dans G(k).

En effet, il suffit d’appliquer 7.9 (iii), 7.8 et 7.6.

8. Préschémas en groupes résolubles et nilpotents

8.1. Soit ¥ une catégorie munie d’une topologie 7 (cf. IV §4). Pour tout préfaisceau
P sur %, on notera P° le faisceau associé.
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Soient G un préfaisceau en groupes sur %, A et B deux sous-préfaisceaux en groupes
de G, et soit Comm(A, B) le préfaisceau en groupes des commutateurs de A et B dans
G; c.-a-d., pour tout S € Ob %, Comm(A, B)(S) est le sous-groupe de G(S) engendré
par les commutateurs aba 1671, avec a € A(S) et b € B(S). On note

Comm (A, B) = Comm(A, B)’.
On aura besoin, dans la démonstration de 8.2, des résultats suivants. (°4)

Lemme 8.1.1. — Soient A C G des faisceaux en groupes, avec A invariant dans G.
(i) Comm (G, A) est le plus petit sous-faisceau en groupes invariant C de G tel que
le faisceau (A/C)°, associé au préfaisceau quotient A/C, soit central dans (G/C)°.
(ii) En particulier, Comm (G, G) est le plus petit sous-faisceau en groupes inva-
riant C de G tel que le faisceau quotient (G/C)?, soit commutatif.

Evidemment, (i) est le cas particulier A = G de (i), donc il suffit de montrer (i). Soit
C un sous-faisceau en groupes de A, invariant dans G, et tel que le faisceau quotient
(A/C)° soit central dans (G/C)°. D’apres le lemme TV.4.4.8.1, les préfaisceaux A/C et
G/C sont séparés, et donc, d’apreés IV.4.3.11, tous les morphismes dans le diagramme
ci-dessous sont des monomorphismes :

A/CC—> G/C

| |

(A/C) —— (G/C)

Comme (A/C)’ est central dans (G/C)°, alors A/C est central dans G/C, d’ott
Comm(G, A) C C, et donc C contient Comm (G, A), d’apres IV.4.3.12.

Réciproquement, Comm(G, A) est un sous-préfaisceau en groupes de A, invariant
dans G, et séparé (cf. IV.4.3.1, N.D.E. (23)), donc, d’apres IV.4.4.8.2 (i) et IV.4.3.11,
C = Comm (G, A) est un sous-faisceau en groupes de A, invariant dans G et conte-
nant Comm(G, A). Par conséquent, le préfaisceau A/C est central dans G/C et donc,
d’apres 1V.4.4.8.2 (ii), (A/C)" est central dans (G/C)°. Ceci prouve le lemme 8.1.1.

Lemme 8.1.2. — Soient G un faisceau en groupes, A,B deux sous-préfaisceauzr en
groupes de G.

(i) Le morphisme 7 : Comm(A,B) — Comm(A®, B") est un monomorphisme cou-
vrant.

(ii) Par conséquent, on a un isomorphisme

Comm (A, B) = Comm(A”,B’).

(349)N.D.E. : Ces résultats sont signalés sans démonstration dans l'original ; on les a mis en évidence
sous la forme des lemmes 8.1.1 et 8.1.2, et I’on a détaillé les démonstrations.
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Démonstration. (i) Comme A (resp. B) est un sous-préfaisceau de G, alors A’
(resp. B®) est un sous-préfaisceau de G contenant A (resp. B), et il en résulte que
7 est un monomorphisme.

Montrons que 7 est couvrant. Soient S € Ob% et g € Comm(A”, B®)(S). Alors, il
existe un entier n > 1 et, pour i = 1,...,n, des éléments a; € A°(S), b; € B*(S), et
g; € {£1}, tels que

9= (aID bll)el T (a;w b%)ana

N

ott (a,b) désigne le commutateur aba=1b~1, et il existe un raffinement R de S tel que
/

a; € A(R) et b, € B(R) pour tout i. Alors, g est le morphisme composé

7

a',...,b:L €1,..,€ n
R By 2 Comm(A,B),

ou ® = Pc1:En est le morphisme défini ensemblistement par :
(I)(ala bla <oy Qny bn) = (ala bl)e1 e (ana bn)sna

pour tout T € Ob¥ et a; € A(T), b; € B(T). Ceci montre que g € Comm(A, B)(R)
et il en résulte, comme dans la démonstration de IV.4.3.11 (i), que Comm(A,B) —
Comm(A”, B°) est couvrant.

Comme Comm(A®, B”) — Comm(A”, B”)" est aussi un monomorphisme couvrant
(IV.4.3.11 (iv)), il en est de méme de Comm(A, B) — Comm(A®, B*)° et donc, d’aprés
IV.4.3.12, on obtient un isomorphisme :

Comm(A,B)” = Comm(A”, B°)’.

Ceci prouve le lemme 8.1.2.

Proposition 8.2. — Soient € une catégorie, T une topologie sur €, G un faisceau en
groupes sur €, n un entier positif ou nul. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Si on pose : Ko = G, et pour p > 1, K, = Comm(K,_1 K,_1) (resp. K, =
Comm(G,K,_1)), alors K,, est le préfaisceau en groupes unité.
(ii) Si on pose Ky = G, et pour p > 1, K}, = Comm (K

Comm(G,Kj,_1)), alors K, est le faisceau en groupes unité.

;9—1aK;;—1) (resp. K; =

(iii) Il existe une suite G = Hy D Hy D --- D H,, de sous-faisceaur invariants de G,
telle que, quel que soit i, le faisceau quotient H;/H; 1 soit commutatif (resp. central
dans G/H;11), et que H,, soit le faisceau unité.

Il est clair que K,, C K/, ; par conséquent (ii) entraine (i). Montrons que (i) entraine
(ii). On a K} = Comm (G, G) = K}, et on déduit par récurrence du lemme 8.1.2 que
K; = K; pour tout p. Par conséquent, si K,, est le préfaisceau unité, alors K/, = K'jl
est le faisceau unité.

Enfin les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes d’apres le lemme 8.1.1.

Définition 8.2.1. — Lorsque ces conditions sont satisfaites, le faisceau G est dit réso-
luble de classe n (resp. nilpotent de classe n). Lorsqu’il existe un entier n tel que ces
conditions soient satisfaites, on dit que G est résoluble (resp. nilpotent).

On notera que, d’apres la condition (i), ceci ne dépend pas de la topologie 7.

375



376

344 EXPOSE VI. GENERALITES SUR LES PRESCHEMAS EN GROUPES

Proposition 8.3. — Soient k un corps, S un k-préschéma non vide, Q) une extension
algébriquement close de k, G un k-groupe lisse de type fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).
(ii) G xS est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).
(iii) Le groupe G(2) est résoluble de classe n (resp. nilpotent de classe n).

(iv) Si on pose Ko = G et si on considére, pour p > 1, les k-groupes K, =
(Kp—1,Kp—1) (resp. K, = (G, Kp_1)) (¢f. 7.2.2), alors K,, est le k-groupe unité.

L’équivalence des conditions (i) et (ii) résulte de la définition 8.2, étant donné que
la formation du préfaisceau en groupes des commutateurs commute aux changements
de base (IV 4.1.3).

L’équivalence (i) < (iv) résulte de ce que, d’apreés 7.8, le k-groupe K, =
(Kp—1,Kp—1) (resp. K, = (G,K,_1)) représente le faisceau Comm(K,_1,Kp_1)
(resp. Comm (G, Kp,_1)), out 7 est la topologie (fppf) (ou (fpqc)).

Pour montrer que les conditions (iii) et (iv) sont équivalentes, on peut supposer
que k = Q, et alors Péquivalence des conditions (iii) et (iv) résulte de 7.10.

Proposition 8.4. — Soit G un S-groupe de présentation finie, tel que pour tout s €
S, Gs soit lisse sur k(s). Soit T lensemble des s € S tels que Gy soit résoluble
(resp. nilpotent).

(i) Alors T est localement constructible dans S.

(ii) Si on suppose de plus G plat et séparé sur S (i.e. lorsque G est lisse, quasi-
compact et séparé sur S), alors T est fermé dans S.

11 est clair qu’on peut supposer S affine d’anneau A. Il existe alors (10.1 et 10.10
b)) *) un sous-anneau noethérien A’ de A et un A’-groupe de type fini G’ tel que
G’ ®as A soit isomorphe & G. D’apres EGA IV3, 11.2.6 et 8.10.5 %), si G est plat
et séparé sur S, on peut supposer G’ plat et séparé sur S’ = SpecA’. (®9) Comme
G est de présentation finie sur S, alors (EGA IV3, 9.7.7) I'ensemble des s € S tels
que G soit géométriquement réduit (ou, ce qui revient au méme, lisse sur k(s)) est
localement constructible. Donc, d’apres EGA 1V3, 9.3.3, on peut supposer que, pour
tout s’ € §', G/, est lisse sur k(s’). D’autre part, si s’ désigne 'image de s dans ', on
a: Gl ®p(s)k(s) = Gs. Donc, d’apres 8.3, pour que Gy soit résoluble (resp. nilpotent),
il faut et il suffit qu’il en soit de méme de G’,. Nous somme donc ramenés au cas ol
S est un schéma affine noethérien.

Montrons alors que T est constructible. En appliquant le critere (EGA 0Opg, 9.2.3),
on voit, en raisonnant comme précédemment, qu’on est ramené & montrer que, dans
le cas ol S est noethérien et intégre, T ou S\ T contient un ouvert non vide de S.

(*)Nous nous servirons au cours de cette démonstration de résultats établis au numéro 10 qui ne
dépendent, pas plus que le numéro 9, du présent n°8.

(35)N.D.E. : on a corrigé 10.8.5 en 8.10.5
(56)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.



8. PRESCHEMAS EN GROUPES RESOLUBLES ET NILPOTENTS 345

Supposons donc S integre et noethérien, de point générique 7. Posons, quel que soit
s €8S, KY = Gy, et K = (KP~1 KP~1) (resp. K? = (G,KE™1)). Montrons d’abord
que la suite des sous-préschémas fermés KI est stationnaire. Il résulte de 7.3 (v) que
chacun des K¥ est invariant, donc la suite des K est décroissante; cette suite est
alors stationnaire puisque G,, est noethérien; il existe donc un entier n tel que, pour
tout p > n, on ait : Kf, = K’,;

D’autre part, nous verrons en 10.12 et 10.13 qu’il existe un ouvert non vide S’ de
S et un S’-groupe de présentation finie D tel que pour tout s € S, on ait Dy = K et
(Ds,Dg) = Dy (resp. (Gs,Ds) = Dy). Nous pouvons supposer que S’ = S. Alors, quel
que soit s € S, et quel que soit p > n, on a Dy = KP, si bien que Gy est résoluble
(resp. nilpotent) si et seulement si D est isomorphe au x(s)-groupe unité.

Mais d’aprées EGA IV3, 9.6.1 (xi), ’ensemble des s € S tels que le morphisme
structural Dy — Spec k(s) soit un isomorphisme est constructible, donc ou bien est
rare, ou bien contient un ouvert non vide de S. On a donc obtenu que T est localement
constructible.

Montrons que si, de plus, G est plat et séparé sur S, alors T est fermé. Puisque
T est localement constructible, pour que T soit fermé, il faut et il suffit que T soit
stable par spécialisation (EGA IVy, 1.10.1).

Soient donc s € S et s’ une spécialisation de s dans S. Puisqu’on s’est ramené au
cas ol S est noethérien, alors, d’apres EGA II, 7.1.9, il existe un anneau de valuation
discréte A et un morphisme A — S tel que s (resp. s’) soit I'image du point générique
a (resp. du point fermé a) de A. Il suffit alors de montrer que si on pose Gf = G®gA,
et si G, est résoluble (resp. nilpotent), il en est de méme de G¥. Remarquons que,
puisque G est plat et séparé sur S, G¥, est plat et séparé sur A, de sorte qu’on est
ramené au cas ou S est le spectre d’'un anneau de valuation discrete A.

Alors, puisque G, est supposé résoluble (resp. nilpotent), il existe un entier ¢ tel
que K2 (avec les notations introduites précédemment) soit isomorphe au x(a)-groupe
unité. Pour tout n, notons K” Padhérence schématique (au sens de EGA 1Vy, 2.8.5)
de K” dans G. Montrons, par récurrence sur p, que (K%), 2 K2. Notons d’abord que,
puisque G est plat sur A, alors G, est égal & G (EGA IV,, 2.8.5), donc (K?), = K.

Soit p > 0. Supposons avoir établi que KP C (K%),, et notons v,, vy, 7, U, les
morphismes suivants, définis comme dans 7.2.2 :

cas résoluble cas nilpotent
Vo KB X y0) KB — Gg, resp. Ga Xu(a) Kb — G,
Vo : KB Xoa) KB — Gq resp. Ga Xp(a) KB, — Ga,
v:fngngG, resp. GxAKiﬁﬂG,

(KB a %(a)(KR)a — Ga, resp. Ga %p(a)(KB)a — Ga.

N
IS

. . N _ . N 1 .
Puisque v, se factorise & travers KET! alors ¥ se factorise & travers K&, qui est

. L 1 . — N
évidemment un sous-préschéma en groupes de G, donc K& contient I'e (7). D’apres
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7.1 (iii), on a 'q(¥)q = Tg, (Ta) ; et, d’apres hypothese de récurrence, on a :

KP x Kb C(KR)o x (KR)a  tesp.  Ga x KB CG, x (KB),,
r(a) k(a) r(a) r(a)

si bien que KE+ = T'g, (va) € T, (7a) = Ta(P)a € (K&

Mais puisque K¢ est isomorphe au x(a)-groupe unité, et que le A-groupe unité
est plat sur A et est isomorphe & un sous-préschéma fermé de G (puisque G est
séparé sur A, cf. 5.1), il résulte de EGA IV,, 2.8.5 que 'adhérence schématique KL
est isomorphe au A-groupe unité. Comme on vient de voir que K¢ C (fg)a, ceci

entraine que K¢ est isomorphe au x(a)-groupe unité, si bien que G, est résoluble
(resp. nilpotent). C.Q.F.D.

9. Faisceaux quotients

Le présent numéro se borne pour l’essentiel a un rappel dans le cas particulier
d’espaces homogenes de groupes, de faits généraux bien connus sur le passage au
quotient par des relations d’équivalences plates (cf. IV).

Définition 9.1. — Etant donné un monomorphisme u : G — G de S-groupes, on note
G/G’ (resp. G'\G) et on appelle faisceau quotient & droite (resp. & gauche) de G par
G’ le faisceau (pour la topologie (fpqc)) quotient de G par la relation d’équivalence
définie par le monomorphisme :

(idg xXu)
—

Gxa 2
S

yo(uxidg)
_— 7

GxG (resp. G' x G G x G),
s s s

o 0 (resp.~y) désigne lautomorphisme de G xgG défini par (g,h) — (g,gh)
(resp. (h,g) — (hg,g)) pour g,h € G(T).
Proposition 9.2. — Soit u : G’ — G un monomorphisme de S-groupes. Supposons que
G/G’ soit représentable par un S-préschéma G”. Alors :
(i) Le morphisme canonique p : G — G” est couvrant pour la topologie (fpqc).
(ii) Si on pose €’ = p oe (ce morphisme s’appelle section unité de G”), les dia-

grammes suivants sont cartésiens :

po(idg xXu) G u

GxsG ———= G —G
PHl lp TI'/\L lp
G p G// ) S e’ G//

En particulier, u est une immersion.

(iii) Il existe sur G une structure unique de S-préschéma & groupe d’opérateurs
a gauche G, telle que p soit un morphisme de S-préschémas a groupe d’opérateurs G.

(iv) Si on suppose de plus que G’ est invariant dans G, il existe sur G" une struc-
ture unique de S-groupe telle que p soit un morphisme de S-groupes.
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(v) Soit Sg un S-préschéma; posons Go = G xg So, et G = G’ xg Sy ; alors Gy /Gy
est représentable par G = G” xgSg. °7)

(vi) Soit & une propriété pour un S-morphisme. Supposons & stable par chan-
gement de base; alors si p : G — G vérifie &, il en est de méme du morphisme
structural ' : G’ — S.

(vil) Soit &2 une propriété pour un S-morphisme. Supposons & de nature locale
pour la topologie (fpqc) (cf. 2.0). Alors, pour que le morphisme p : G — G vérifie
2, il faut et il suffit qu’il en soit de méme de ' : G' — §'.

(viii) Soit & une propriété pour un S-morphisme; supposons & de nature locale
pour la topologie (fpqc), et stable par composition ; alors, si les morphismes struc-

turauz G — S et G’ — S wérifient P, il en est de méme du morphisme structural
G —S.

(ix) Supposons G réduit ; alors G est réduit.

(x) Pour que G” soit séparé sur S, il faut et il suffit que u (ou, ce qui revient au
méme, €") soit une immersion fermée.

(xi) Pour que G’ soit plat sur S, il faut et il suffit que p soit un morphisme plat
(ou, ce qui revient au méme, fidélement plat).

Dans ce cas, pour que G” soit plat sur S, il faut et il suffit que G soit plat sur S.

(xii) Pour que G’ soit plat et localement de présentation finie sur S, il faut et il
suffit que p: G — G” soit fidélement plat et localement de présentation finie.

Dans ce cas, pour que G” soit localement de présentation finie (resp. localement
de type fini, de type fini, lisse, étale, non ramifié, localement quasi-fini, quasi-fini) sur
S, il suffit qu’il en soit de méme de G sur S, (et la condition est également nécessaire
dans les deux premiers cas, cf. (viii)).

(xiii) Supposons G’ plat et de présentation finie sur S.
a) Alors p est de présentation finie et fidelement plat ;

b) de plus, pour que G soit de présentation finie sur S, il faut et il suffit qu’il
en soit de méme de G”.

Rappelons que la relation d’équivalence considérée est effective universelle (IV
4.4.9). Alors les assertions (i), (iii), (iv), (v) et la premiere assertion de (ii) résultent
de IV 4.4.3, 5.2.2, 5.2.4, 3.4.5 et 3.3.2 (iii). La seconde assertion de (ii) résulte de la
premiére, comme le montre le diagramme cartésien suivant, puisque (G xgG’) xg S
est isomorphe & G’ :

((eom’), idgr) po(idag Xu)

G —————GxsG ————=G

S = G G”

(GTN.D.E. : c.-a-d., le quotient est universel, cf. Exp. IV §3.
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Enfin, il est clair que £” est une S-section de G”, donc une immersion (EGA T,
5.3.13) ; d’apres le diagramme cartésien précédent, il en est de méme de u, ce qui achéve
de montrer (ii). De plus, (vi) est une conséquence immédiate du second diagramme
cartésien de (ii).

Montrons (vii). D’apres (i), p est couvrant pour la topologie (fpqc) ; donc, d’apres
(ii), pour montrer que p vérifie &2, il suffit de montrer que la premiére projection
pry : G xg G’ — G vérifie &, ce qui résulte de ce que & est stable par changement
de base, puisque pr; provient de ' par changement de base.

1l est clair que (viii) résulte de (vii), car m = 7" o p, ou 7 : G’ — S désigne le
morphisme structural.

Montrons (ix). D’apres (i), p est un épimorphisme; puisque G est réduit, p se
factorise & travers I'immersion G/,; — G, qui est donc aussi un épimorphisme, donc
un isomorphisme (IV 4.4.4).

Montrons (x). Si G” est séparé sur S, alors ¢” est une immersion fermée, d’apres
EGA 1, 5.4.6. D’autre part, on a vu en (ii) que ¢” est une immersion fermée si et
seulement si u en est une. Enfin, si v est une immersion fermée, il en est de méme
de d o (idg xu) : G xs G’ — G x5 G; donc, d’apres le lemme 9.2.1 ci-dessous, G” est
séparé sur S.

L’assertion (xi) résulte de (vii) et de EGA IVy, 2.2.13.

L’assertion (xii) résulte de (vii), et de EGA IVy, 17.7.5 et 17.7.7, et de ce que,
p étant universellement ouvert, quel que soit s € S, si I’espace sous-jacent a G est
discret, il en est de méme de 1’espace sous-jacent a G .

Enfin, assertion (xiii) résulte de (vii), (viii), et de EGA TV, 17.7.5.

Lemme 9.2.1. — Soient X un S-préschéma et R une relation d’équivalence définie sur
X par le monomorphisme v : R — X xg X. Supposons R effective. Alors :

(i) v est une immersion.
(ii) Pour que Y = X/R soit séparé sur S, il faut et il suffit que v soit une immersion
fermée.

Rappelons (IV 3.3.2) que par définition le morphisme naturel R — X xv X est un
isomorphisme. On en déduit (EGA 1, 5.3.5) le diagramme cartésien suivant :

v

R X xgX

.

Y —— > Y xgY

Alors, puisque Ay /g est une immersion (EGA I, 5.3.9), il en est de méme de v. De
méme, si Y est séparé sur S, Ay /g est une immersion fermée, donc il en est de méme
de v. Réciproquement, puisque p est couvrant pour la topologie (fpqc) (IV 4.4.3),
que la propriété pour un morphisme d’étre une immersion fermée est de nature locale
pour la topologie (fpqc) (EGA IV, 2.7.1) et que p Xgp est aussi couvrant pour la
topologie (fpqc) (IV 4.2.3), si v est une immersion fermée, il en est de méme de Ay /g,
donc Y est séparé sur S.
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Remarque 9.2.2. Sous les hypotheses générales de 9.2, si on suppose G’ plat et
localement de présentation finie sur S, alors p est couvrant pour la topologie (fppf)
(58) d’apres 9.2 (vii), donc les assertions (vii) et (viii) de 9.2 peuvent étre étendues
aux propriétés & de nature locale pour la topologie (fppf).

Remarque 9.3. — a) La question de savoir si un quotient G/G’ est ou non représen-
table est souvent délicate ; dans ce séminaire nous démontrons la représentabilité de
certains quotients particuliers.

En général, pour pouvoir affirmer que le quotient G/G’ est représentable, il ne
suffit pas de supposer G et G’ de présentation finie sur S et G’ plat sur S. En effet,
supposons de plus G lisse & fibres connexes. Dans ce cas, si G/G’ est un préschéma,
il est séparé, d’apres le corollaire 5.4, et donc G’ — G est une immersion fermée,
d’aprés 9.2 (x); par conséquent, si G’ n’est pas fermé dans G, alors G/G’ n’est pas
représentable. Pour obtenir un tel contre-exemple, on peut prendre pour S le spectre
d’un anneau de valuation discrete, et poser G = G, 5. Considérons d’autre part un
entier n > 1, inversible sur S; alors w,, = Ker(G 2 G) est un sous-groupe fermé de
G étale sur S (cf. VI, ©©9). Soit G’ le sous-groupe ouvert de p,, obtenu en 6tant de
W, la partie fermée de la fibre fermée de p,, complémentaire de l'origine. Alors G’
n’est pas fermé dans G, donc G/G’ n’est pas représentable. (On peut aussi fabriquer
de tels exemples ot G’ est lisse a fibres connexes.)

b) Il n’est pas exclu que G/G’ soit représentable en revanche, lorsque G et G’ sont
de présentation finie sur S, et que G’ est plat sur S et fermé dans G ) (60 Sous ces
hypothéses, on sait que G/G’ est représentable dans les cas particuliers suivants :

1° — S est le spectre d’un anneau artinien (VIa, 3.2 et 3.3.2).
2° — G’ est propre sur S et G quasi-projectif sur S (V, 7.1).
3° — S est localement noethérien de dimension 1 (cf. [An73], Th. 4C)

10. Passage a la limite projective dans les préschémas en groupes et
les préschémas a groupe d’opérateurs

10.0. Rappelons le résultat essentiel de EGA IV3, §8.8. Etant donnée la situation
suivante : Sg un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, I un ensemble préordonné
filtrant croissant, (% );c1 un systéme inductif de Og,-algébres commutatives quasi-
cohérentes, &/ = lim 7, S; = Spec#; pour i € I, et S = Spec o/ 61) " alors la
catégorie des S-préschémas de présentation finie est déterminée a équivalence pres
par la donnée des catégories des S;-préschémas de présentation finie, des foncteurs

(*)Cest trop optimiste, comme le montre M. Raynaud dans sa these (loc. cit. X 14).

(53)N.D.E. : On a corrigé (fpqc) en (fppf).

(59)N.D.E. : voir VII4, 8.4 ou VIII, 2.1.

(60)N.D.E. : La remarque () se référe au contre-exemple X.14 dans [Ray70a]. La base y est réguliére
locale de dimension 2.

(61)N.D.E. : Noter que S, étant affine sur Sg, est donc quasi-compact et quasi-séparé, cf. la N.D.E. (63)
plus loin.
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entre ces catégories pj; : X; — X; xg, S; pour ¢ < j, et isomorphismes de transitivité
Pkj © Pji = pri. Précisons. Etant donné j € I, et un S;j-préschéma de présentation
finie X, nous poserons, pour tout i € I tel que i > j, X; = X; Xg, S, et X = X xg, S.
Alors (EGA 1V, 8.8.2) :

(i) Etant donné j €1, et deux S;-préschémas de présentation finie X; et Y, 'ap-
plication canonique de lim Homs, (X;,Y;) dans Homg(X,Y) est bijective.
127
(ii) Pour tout S-préschéma de présentation finie X, il existe un indice j € I, un
S;j-préschéma de présentation finie X; et un S-isomorphisme X = X; Xs; S.

On en conclut (EGA IVj, 8.8.3) que, chaque fois qu’on aura un diagramme D
portant sur un nombre fini d’objets et de fleches de la catégorie des S-préschémas
de présentation finie, on peut trouver un indice i € I et un diagramme D; dans la
catégorie des S;-préschémas de présentation finie, tels que le diagramme D provienne
a isomorphisme pres du diagramme D; par changement de base S — S;. On peut
méme trouver i et D; tels que tout carré cartésien de D provienne d’un carré cartésien
de Dz

10.1. De plus, un grand nombre de propriétés courantes pour un morphisme, stables
par changement de base, possedent la propriété suivante :

soit u : X — Y un S-morphisme entre S-préschémas de présentation fi-
nie, d’apres 10.0 (ii) et (i), v provient par changement de base d'un S;-
morphisme u; : X; — Y, entre S;-préschémas de présentation finie; alors,
pour que u ait la propriété 22, il faut et il suffit qu’il existe i > j tel que
u; = uj Xg, S; ait la propriété &.

Il en est ainsi dans le cas ou &2 est 'une des propriétés suivantes pour un mor-
phisme : étre séparé, surjectif, radiciel, affine, quasi-affine, fini, quasi-fini, propre,
projectif, quasi-projectif, un isomorphisme, un monomorphisme, une immersion, une
immersion ouverte, une immersion fermée (EGA IV3, 8.10.5), plat (EGA IV3, 11.2.6),
lisse, non ramifié ou étale (EGA IVy, 17.7.8). (62)

Remarquons qu’il en est encore ainsi dans le cas ou & est la propriété d’étre
couvrant pour la topologie (fppf); en effet, étant donnés deux S-préschémas de pré-
sentation finie X et Y, et un S-morphisme u : X — Y, il résulte de IV, 6.3.1 (i) (63)
que, pour que u soit couvrant pour la topologie (fppf), il faut et il suffit qu’il existe
un S-préschéma Z et un S-morphisme v : Z — Y fidélement plat et de présentation
finie qui se factorise & travers u.

Le but de ce numéro est de donner des variantes de ce genre de résultats pour la
catégorie des S-groupes de présentation finie, celle des S-préschémas a groupe d’opé-
rateurs, et pour certaines propriétés pour des monomorphismes de groupes (étre in-
variant, central & faisceau quotient représentable, etc.).

(62)N.D.E. : On a rajouté le mot « plat », et corrigé 17.7.6 en 17.7.8.
(63)N.D.E. : et du fait que Y, étant de présentation finie sur S, est quasi-compact
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Les deux résultats préliminaires de ce type sont les suivants. (Dans les n° 10.2 &
10.9 ci-dessous, on conserve les notations introduites en 10.0.)

Lemme 10.2. — Soient G; et H; deux S;-groupes de présentation finie; posons, pour
tout i > j, G; = Gj Xs,8;, G = Gj xg,; S, et définissons de méme H; et H. Alors
Uapplication canonique ci-dessous est bijective :

lii)n Homsg,.r.(Gi, H;) — Homg g, (G, H).

2]
Lemme 10.3. — Soit G un S-groupe de présentation finie; alors il existe j € 1, un
Sj-groupe de présentation finie G;, et un isomorphisme de S-groupes G = G; xg; S.

Les assertions 10.2 et 10.3 sont des conséquences faciles de 10.0 et 10.1, compte
tenu de linterprétation (¢4 de la structure de S-groupe donnée en EGA Opyp, 8.2.5 et
8.2.6.

Lemme 10.4. — Soit u : G — H un morphisme de S-groupes entre S-groupes de pré-
sentation finie. D’apres 10.3 et 10.2, u provient par changement de base d’un mor-
phisme u; : G; — H; entre S;-groupes de présentation finie. Alors, pour que u soit un
monomorphisme central (resp. un monomorphisme invariant), il faut et il suffit qu’il
eviste i > j tel que u; = uj Xs; S; ait la méme propriété.

C’est une conséquence immédiate de 10.0 et 10.1, compte-tenu de la caractérisation
donnée en 6.7 des monomorphismes de groupes centraux ou invariants.

Corollaire 10.5. — Soit G; un Sj-groupe de présentation finie. Pour que G; Xs; S soit
commutatif, il faut et il suffit qu’il existe 1 > j, tel que G; xs; S; le soit.

En effet, il revient au méme de dire qu’un S-groupe est commutatif, ou que, consi-
déré comme sous-préschéma en groupes de lui-méme, il est central.

Proposition 10.6. — Soit G; un S;-groupe de présentation finie, G; un sous-préschéma
en groupes de G plat et de présentation finie sur S;. Pour que (G; xs; S)/(G} s, S)
soit représentable pour la topologie (fpqc), il faut et il suffit qu’il existe i > j tel que
(GJ‘ ij Sl)/(G; ij SZ) le soit.

C’est une conséquence du lemme plus général suivant :

Lemme 10.7. — Soient X; un S;-préschéma de présentation finie, et R; une relation
d’équivalence sur X; plate et de présentation finie (65) " Pour que le faisceau quotient
(X; xs, 8)/(Rj xs, S) pour la topologie T = (fppf) ou fpqc) soit représentable, il faut
et il suffit qu’il existe i > j, tel que le faisceau quotient (X; xs; S;)/(R; xs; Si) pour
la topologie T le soit.

Compte tenu des énoncés de EGA 1V,, 8.8.2, 8.8.3, 8.10.5 et 11.2.6 rappelés en
10.0, ce lemme est conséquence du résultat suivant :

(6(YN.D.E. : (en termes de diagrammes commutatifs de S-morphismes)

(65N.D.E. : c.-a-d., telle que le composé R; — X; xs; X; 21, X soit plat et de présentation finie.
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Lemme 10.8. — Soit T la topologie (fppf) ou (fpqc); soient X un S-préschéma de
présentation finie (resp. localement de présentation finie), R une relation d’équivalence
sur X définie par un monomorphisme v : R — X xg X tel que pry o v soit plat et de
présentation finie (resp. plat et localement de présentation finie). Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) Le faisceau quotient X /R pour la topologie T est représentable.
(ii) Il existe un S-préschéma de présentation finie (resp. localement de présentation
finie) Y et un morphisme fidelement plat p : X — Y tel que le diagramme

priov

R X

(D) pryov P

soit cartésien.

Notons d’abord que d’apres IV, 3.3.2 et 4.4.3, pour que le faisceau X/R pour la
topologie 7 soit représentable par Y, il faut et il suffit que le diagramme (D) soit
cartésien et que p soit couvrant pour la topologie 7.

Montrons que (i) entraine (ii). L’hypothese (i) implique que le diagramme (D) est
cartésien, donc que pr; o v se déduit de p par changement de base par p, et que p
est couvrant pour la topologie (fpqc). Donc, par descente (fpqc) (EGA IV, 2.7.1),
puisque pry o v est fidelement plat et (localement) de présentation finie, il en est de
méme de p. Alors, d’aprés EGA IV, 17.7.5, comme X est (localement) de présentation
finie sur S, il en est de méme de Y.

Montrons que (ii) entraine (i). Il suffit de montrer que p est couvrant pour la topo-
logie (fppf) ; or p est fidelement plat par hypothese, et est localement de présentation
finie car X et Y sont localement de présentation finie sur S (EGA IV, 1.4.3 (v)).

Lemme 10.9. — Soit G; un S;-groupe de présentation finie, et G = G; X, S. Pour que
GO soit représentable, il faut et il suffit qu’il existe i > j tel que (G;)° = (G; Xs; S;)°
le soit.

La condition est suffisante, puisque le foncteur G +— G° commute au changement
de base, d’apres 3.3.

Réciproquement, supposons G° représentable. Alors, d’apres 3.9, GO est ouvert
dans G et quasi-compact sur S, donc de présentation finie sur S, puisque G lest.
Alors, d’apres 10.3 et 10.1, il existe 7 > j et un sous-préschéma en groupes ouvert
H; de G; tel que H; x5, S = G°. Le morphisme structural G® — S est connexe, i.e. &
fibres géométriquement connexes (VIa 2.1.1), donc, d’apres EGA IV3, 9.3.3 et 9.7.7,
quitte a augmenter i, on peut supposer que le morphisme structural H; — S est
connexe. Alors, d’apres 3.10.1, 'espace sous-jacent & H; n’est autre que (G;)°, et donc

H; représente (G;)°.
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10.10. Rappelons deux cas particuliers tres utiles de la situation énoncée en 10.0
(cf. EGA IV3, 8.1.2 a) et ¢)) :

a) Etant donné un point  d’un préschéma X, on pose So = SpecZ et on considere
le systeme projectif filtrant décroissant (S;);e1 des voisinages ouverts affines de z;
alors S = Spec Ox . En particulier, si x est le point générique d’un schéma integre
X, on trouve S = Spec k().

b) On pose Sg = SpecZ, et on considere la famille (7% );c1 préordonnée par inclu-
sion des sous-Z-algebres de type fini de 'anneau d’un schéma affine S. Etant donné
que les @7 sont des anneaux noethériens, cela permet dans de nombreux cas de passer
du cas noethérien au cas général.

Nous allons donner deux résultats concernant le cas particulier envisagé en a).

Proposition 10.11. — (5 Sojent S un préschéma integre de point générique n, G
(resp. X,Y,Z) un S-groupe (resp. des S-préschémas) de présentation finie, u,v :
X—>Gei:Y — G, j:7Z — G des morphismes de S-préschémas. On suppose
que iy 1 Yy, — Gy et j, 1 Zy — Gy, sont des immersions fermées. Alors, il existe un
ouvert non vide S’ de S tel que si on note G', X', v, v, etc. la restriction des objets
précédents au-dessus de S, les foncteurs :

Transp(u’,v’) ,  Transp,, (u'(X'),i'(Y')) , Transpstr,(j'(2'),7(Y"))

resp.
Centr(u') = Centrg, u'(X") , Normg,, ' (Y')

soient représentables par des sous-S’-préschémas (resp. sous-S’-groupes) fermés de
G’, de présentation finie sur S'.

On est dans la situation de 10.10 a), et 'on va appliquer dans ce cas les résultats de
10.1. Puisque G,, X,;, H,), K,, sont plats sur le corps k(n), que G,, est séparé sur x(n)
(VIA 0.2), et que iy, j, sont des immersions fermées, alors, d’apres 10.1, il existe un
ouvert affine S’ de S tel que G’ soit un S’-groupe de présentation finie, plat et séparé
sur ', que X', Y',Z’ soit plats et de présentation finie sur S’, et que 7, 7 soient des
immersions fermées. D’aprés EGA IV3, 11.3.15, quitte & remplacer S’ par un ouvert
affine de S’, on peut supposer que G, X', Y’, Z’ sont essentiellement libres sur S’ (au
sens de 6.2.1). (67) 11 résulte alors de 6.2.4 b) et e) que, sous les hypotheses de I’énoncé,
les foncteurs considérés sont représentables par des sous-S’-préschémas fermés, donc
de présentation finie sur S’, de G’; et ce sont des sous-S’-groupes de G’ dans le cas
de Centr(u’) et Normg ' (Y’).

(66)N.D.E.: On a simplifié I’énoncé, et traité a part, dans le corollaire 10.11.1, le cas des sous-groupes.
(6T)N.D.E. : Plus précisément, comme G’ — S’ est plat et de présentation finie, il existe des ouverts
affines S, ..., S}, recouvrant S’ et, pour chaque i, un recouvrement fini de G; = G’|g, par des ouverts
affines G;j, tels que ﬁ(G;j) soit une 0(S])-algebre plate et de présentation finie; al(;rs7 d’aprées EGA
IVs, 11.3.15, il existe fi; € O(S’) tel que O(Gy;)y,; soit un module libre sur &(S})y, .. On peut alors
remplacer S’ par 'ouvert affine D(f), ot f est le produit des f;;.
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Corollaire 10.11.1. — Soient S un préschéma integre de point générique n, G, H, K
des S-groupes de présentation finie, i : H — G et j : K — G deur monomorphismes
quasi-compacts de S-groupes. Alors, il existe un ouvert non vide S’ de S tel que, notant

G')i', 5, ..., la restriction au-dessus de S’ de G,i,j, ..., i,j’ sont des immersions
fermées, et les foncteurs :
Transp,, (H,K") Transpstr,, (H,K’) resp. Centrq,H , Normg H

sont représentables par des sous-S'-préschémas (resp. sous-S’-groupes) fermés de G',
de présentation finie sur S’.

Ceci découle de la proposition précédente car, d’apres 1.4.2, les hypotheses en-
trainent que %, et j, sont des immersions fermées.

Proposition 10.12. — Soient S un préschéma integre, G un S-groupe de présentation
finie, A et B deux sous-préschémas en groupes de présentation finie de G, a fibre
générique lisse. Supposons de plus vérifice l'une des conditions suivantes :

a) A est a fibre générique connexe,

b) A et B sont invariants dans G.

Alors, il existe un ouvert non vide S’ de S et un sous-préschéma en groupes fermé D’
de G' = Glg/, de présentation finie sur S, & fibres lisses, qui représente le faisceau
(fppf) associé au préfaisceau en groupes des commutateurs de A et B dans G, et D’
est & fibres connexes dans le cas a), et invariant dans G’ dans le cas b).

En particulier, pour tout s € S, on a D, = (A, Bs) avec les notations de 7.2.2.

Soit 1 le point générique de S; posons H, = (A,,B,). Comme A, et B,, sont lisses,
alors, d’apres 7.8 dans le cas a), et 7.3 v) dans le cas b), H,, est connexe (resp. invariant
dans G,)).

On est dans la situation de 10.0 correspondant & 10.10 a); donc, d’apres 10.3 et
10.1, il existe un ouvert non vide S’ de S et un sous-S’-préschéma en groupes D’
de présentation finie et fermé dans G', tel que D] = D" ®g/ k() égale H,). De plus,
d’apres EGA TV3, 9.7.7 et 9.3.3, on peut supposer que D’ est a fibres géométriquement
réduites. Dans le cas a), on peut supposer, d’apres EGA IV3, 9.7.7 et 9.3.3, & nouveau,
que D’ est & fibres connexes, donc géométriquement connexes (VI,, 2.1.1). Dans le
cas b), on peut supposer, d’apres 10.4, que D’ est invariant dans G’.

De plus, nous avons vu, au cours de la démonstration de 7.8, qu’il existe un entier
n tel que v ((Ay X k() By)™) = D}, ot vy, et v} sont définis comme en 7.2.2 a) et 7.1
(ii). Nous pouvons définir par les mémes formules les morphismes

VA xB — G et V(AT x B — G
S’ S’

on a bien v'" ®g k(n) = vy

Par conséquent, d’apreés 10.1, on peut choisir S’ tel que le morphisme v'™ soit plat
et se factorise a travers D’ et que le morphisme f : (A’ xg B')® — D’ ainsi obtenu
soit surjectif. Alors, d’apres 7.5, le morphisme

po(fxs f): (A" xB)" — D,
S/
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qui est déduit de v'"*1 est couvrant pour la topologie (fppf). Donc D’ représente le

faisceau (fppf) associé au préfaisceau des commutateurs de A et B dans G.

ZZ Par changement de base, D/, représente le faisceau (fppf) associé au préfaisceau
des commutateurs de A et B, dans Gg.

MALIS comme A et By sont lisses (< géom réduits) on a défini en 7.2.2 un k-groupe
(As, B;) et il coincide avec D;. OUF....

De plus, pour tout s € S', le morphisme (A, X5y Bs)" — D{ déduit de v} est
surjectif; donc d’apres 7.6, le x(s)-groupe (Ag, Bs) représente le faisceau (fppf) des
commutateurs de Ay et B, dans Gy, d’ou D/, = (Ag, B;).

Corollaire 10.13. — Soit S un préschéma intégre de point générique n, et soient G
un S-groupe de présentation finie, D un sous-S-préschéma en groupes de présentation
finie de G a fibres lisses et invariant dans G. Supposons qu’on ait (D,,D,) = D,
(resp. (Gy,Dy) = D). Il existe alors un ouvert non vide S’ de S tel que pour tout
s €5, on ait (Dg,Ds) = Dy (resp. (Gs,Ds) = D).

Cela résulte immédiatement de 10.12 et de EGA IV3, 8.8.2.5. A DETAILLER :
légalite D = (D, D) ou = (G, D) a lieu sur un voisinage de 7...

10.14. Les énoncés 10.2 et 10.3 concernant la catégorie des S-groupes de présentation
finie s’étendent a la catégorie des couples formés d’un S-groupe de présentation finie
et d’un S-préschéma de présentation finie a groupe d’opérateurs G. De facon précise,
dans la situation rappelée au début de 10.0 :

(i) soient j € I et G; et G deux Sj-groupes de présentation finie, H; (resp. H)
un S;-préschéma de présentation finie & groupe d’opérateurs G; (resp. G;) Posons,
pour i € I, i > j, Gy = Gj xg,S; et G = Gj xg; S, et définissons de méme G}, G,
H;, H, H] et H'. Notons Dihomg_ 4, ((G, H), (G’,H’)) I'ensemble des di-morphismes de
S-groupes et de S-préschémas & groupe d’opérateurs du couple (G, H) dans le couple
(G',H'). Alors l'application canonique

li_n}Dihomsi_gr_((Gi, H,), (G}, H})) — Dihomg_ 4 ((G, H), (G',H"))
12
est bijective.

(ii) soient G un S-groupe de présentation finie et H un S-préschéma de présenta-
tion finie a groupe d’opérateurs G il existe alors un indice j € J, un Sj;-groupe de
présentation finie G, un S;-préschéma de présentation finie H; a groupe d’opérateurs
G; et un di-isomorphisme de S-groupes et de S-préschémas a groupes d’opérateurs de
(Gj XS, S, Hj X8, S) sur (G,H)

Définition 10.15. — Etant donné un S-foncteur en groupes G et un S-foncteur H a
groupes d’opérateurs G, on dit que H est un S-foncteur en espaces homogenes sous G
pour la topologie T , si le morphisme canonique G xg H — H xg H (défini par (g, h) —
(g-h,h) pour g € G(T), h € H(T)) est un épimorphisme de faisceaux pour la topologie
7.

Si G est un S-groupe et si H est un S-préschéma a groupe d’opérateurs G, dire que
H est un S-préschéma en espaces homogenes sous G pour la topologie 7 revient donc
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a dire que le morphisme canonique G xgH — H xgH défini comme précédemment
est couvrant pour la topologie 7 (IV 4.4.3).

De méme, dire qu'un S-préschéma H a groupe d’opérateurs un S-groupe G est un
fibré principal homogene sous G pour la topologie 7 (IV 5.1.5) revient a dire (IV
5.1.6 (ii)) que le morphisme canonique G xg H — H x g H est un isomorphisme et que
le morphisme structural H — S est couvrant pour la topologie 7.

Proposition 10.16. — Dans la situation rappelée au début de 10.0, soient j € I, G; un
S;j-groupe de présentation finie, H; un S;-préschéma de présentation finie a groupe
d’opérateurs Gj. Pour que H = Hj xg; S soit un S-préschéma en espaces homogenes
sous G = Gj xg,; S (resp. un fibré principal homogene sous G) pour la topologie fide-
lement plate localement de présentation finie, il faut et il suffit qu’il existe un indice
i€1,i>7, tel que H; = Hj Xg, S; soit un S;-préschéma en espaces homogeénes sous
G; = Gj xg,; S; (resp. un fibré principal homogene sous Gy).

Compte tenu de 10.14 et de EGA 1V3, 8.8.2, 8.8.3 et 8.10.5, I’énoncé résulte de la
propriété concernant les morphismes couvrants pour la topologie (fppf) rappelée en
10.1. (68)

11. Préschémas en groupes affines

11.0. Notations. — Soient S un préschéma, X un S-préschéma, f : X — S le
morphisme structural ; on pose o7 (X) = f.(0x).

Lemme 11.1. — Soient X et Y deux S-préschémas quasi-compacts et quasi-séparés
surS, f: X —=Setg:Y — S les morphismes structurauz. Alors I’homomorphisme
canonique
v (X)®Rps F(Y) *mzf(Xg(Y)

est un isomorphisme dans chacun des cas suivants :

a) [ et g sont affines,

b) g (ou f) est plat et affine,

c) g est plat et f.(Ox) est un Og-module plat.

On supposera, dans le cas b), que c’est g qui est plat et affine. Posons alors S’ =
Spec Z(X), Y =Y xg5, ¢ = g xg S’ et notons v le morphisme S' — S :

Y’ Y
‘| lg
Spec o (X) =S ——§
Dans les cas a) et b), g est affine et donc, d’apres EGA 11, 1.5.2, on a :
(1) 9.(0%) = v"g.(Oy) = A (Y) ®gs Os

(68)N.D.E. : Pour les propriétés de passage a la limite pour les torseurs en termes de cohomologie de
Cech, voir aussi SGA 4, VIL5.7 et ses corollaires. Ceci a été détaillé dans I'article [Ma07].
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On a la méme égalité dans le cas c¢), d’apres EGA 111, 1.4.15 et EGA TV, 1.7.21,
puisque S’ est plat sur S et Y est quasi-compact et quasi-séparé sur S.

D’autre part (EGA II 1.2.7), f se factorise a travers v au moyen d’un morphisme
p: X — 8 et Von ap,(0x) =0y et XxsY =X xg Y. Puisque f est quasi-séparé,
p Pest aussi (EGA 1V, 1.2.2), et puisque f est quasi-compact et v et quasi-séparé, p
est aussi quasi-compact (EGA IVy, 1.2.4). Considérons alors le carré cartésien :

X xgY ——Y'

|, b

X—r >g

Dans les cas b) et ¢), Y est plat sur S, donc Y’ est plat sur S’ ; appliquant de nouveau
EGA III, 1.4.15 et EGA IVq, 1.7.21, on obtient :

(2) p;(ﬁx ><SY) = QI*P*(@)X) = g/*(ﬁS’) =0y ,

et Uon a la méme égalité dans le cas a), car dans ce cas p et p’ sont des isomorphismes.

Enfin, v étant affine, on a, ’apres EGA 11, 1.4.7, v.(.F Q¢ Os) = F Qe o (X)
pour tout ¥s-module quasi-cohérent .#. Combiné avec (2) et (1), ceci donne :

A (X XY) = 0egipu(Ox x5 Y) = 0:0,(Ov') = v (Y) @05 Os) = A (Y) @5 o (X).

Corollaire 11.2. — Le foncteur X — Spec </ (X), de la sous-catégorie pleine de Sch g
formée des S-préschémas X plats quasi-compacts et quasi-séparés sur S, et tels que
o (X) soit un Os-module plat, dans celle des S-préschémas plats et affines sur S,
commute aux produits finis, donc transforme S-groupes en S-groupes.

Définition 11.3. — Etant donné un S-groupe G plat, quasi-compact et quasi-séparé sur
S, tel que &7 (QG) soit plat sur &g, nous noterons G,¢, et nous appellerons enveloppe
affine de G, le S-groupe G, = Spec 7 (G).

Proposition 11.3.1. — 9 Le morphisme canonique 7 : G — Gar est un morphisme
de S-groupes. De plus, Gur vérifie la propriété universelle suivante : tout morphisme
de S-groupes ¢ : G — H, ou H est affine sur S, se factorise de facon unique a travers

Gat-

11.4. Soient & et .# deux Os-modules quasi-cohérents, on note Homg(V(.%), V(£))
(cf. 1.7) le S-foncteur des morphismes de S-foncteurs de V(%) dans V(&), et I'on
note Homg (V(F),V(&)) (70) le sous-S-foncteur de Homg(V(.F),V(&)) formé des
Og-homomorphismes de Og-foncteurs en modules (cf. I, §§3.1 et 4.6).

(69)N.D.E. : On a ajouté cette proposition ; voir aussi le paragraphe additionnel 11.18 plus loin pour
une étude / les propriétés du morphisme G — G,¢ et de son noyau.

(TON.D.E. : ici, le S-préschéma V(%) est identifié au foncteur en Og-modules V(%) qu’il représente,
cf. 1, §4.6

396
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Soit f : X — S un S-préschéma. D’une part, d’apres I, 3.1 et 4.6.2, et la formule
d’adjonction, on a :
Homg, (V(F),V(€))(X) = Homoy (V(F)x, V(€)x)
(1) = Homepy (€ ®g, Ox,F Q¢ Ox) (™
= Homgy (&, fu f*(F)).

D’autre part, soit S(F) l'algebre symétrique du Os-module % . D’apres EGA 11, 1.5.1,
X xg V(F) est affine sur X et correspond a la Ox-algebre f*S(.F) = S(F) ®e, Ox.
Donc, d’apres la définition du foncteur Homg (cf. 1.7) et EGA II, 1.7.13, on a :
Homg(V(#),V(&£))(X) = Homg(X xs V(.7),V(&))

(2) = Homg (&, f:(f*S(F))),

et l'inclusion Homg (V(.F),V(&))(X) — Homg(V(F),V(&))(X) correspond a I'in-
clusion f, f*(%F) — f.f*(S(F)).

Comme, pour tout Og-module .#, on a un morphisme canonique de f.(0x)-
modules f,.(Ox) ®ps M — fof* (M), on obtient donc un diagramme commutatif

Homﬁs (éar f*(ﬁx) X5 54\)(—> Homﬁs (57 f*(ﬁx) X5 S(g\))

3)
Homg, (V(F), V(£))(X) ——— Homg (V(.F), V(¢))(X)

Proposition 11.5. — Soient X un S-préschéma quasi-compact et quasi-séparé sur S,
f : X — S le morphisme structural, & et F deux Os-modules quasi-cohérents. On
suppose vérifiée l'une des deux conditions suivantes :

a) [ est affine
b) F est plat sur Os.

(i) Alors, les morphismes canoniques, donnés par les fléches verticales dans le dia-
gramme commutatif ci-dessous, sont des isomorphismes :

fu(Ox) ®oy F— [fi(Ox) @05 S(F)

:l lg

Ff'(F) = £ f5(S(F))

(TUN.D.E. : Rappelons ici I'égalité Homg (V(F),V(&)) = Homg (W(&), W(F)) (cf. 1, 4.6.3) , qui
sera utilisée dans 11.6.
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(ii) Par conséquent, posant o/ (X) = f.(Ox), on a des isomorphismes :

Homg (&, 7 (X) ®ps F)— Homg (&, o (X) ®os S(F))

ui lz

Homo, (V(F),V(£))(X) ——— Homg(V(F7),V(£))(X)

(72) D’abord, (ii) découle de (i), d’apres 11.4 (1) et (2). Dans le cas a), (i) résulte
de 11.1 a). Enfin, pour montrer (i) dans le cas b), il suffit de montrer, d’apres 11.1 b),
que si Z est plat sur Os, alors V(%) est plat sur S. D’apres EGA 111, 1.4.15.5, il suffit
de voir que si & est plat sur O, il en est de méme de S(F), ce qui est un corollaire
d’un résultat dit a Daniel Lazard, suivant lequel tout module plat sur un anneau est
une limite inductive filtrante de modules libres de type fini (73). 398

11.6. (™) Soient G un S-groupe, & un @s-module quasi-cohérent, et
p: G — Endg (W(€))
un morphisme de S-foncteurs. D’apres 1.4.6.3 et 11.4 (2), on a
Endo (W(£))(G) = Endo (V(£))(G) = Homs (G x V(£), V(£)).

Donc p correspond, de fagon biunivoque, a un morphisme de S-préschémas

6:Gx V(&) — V(&).

Alors (cf. I, 4.7.1), p définit une opération Og-linéaire de G sur & (i.e. p est un
morphisme de S-foncteurs en groupes G — Autg, (W (&))), si et seulement si 6 vérifie
les deux conditions suivantes :

1) Sim: G xgG — G désigne la multiplication, le diagramme

idg x0

G xsGxg V(&) G xs V(&)
mxidy(g) )
G x5 V(&) ’ V(&)
est commutatif.
2) Sie: S — G est la section unité de G, le diagramme 399

("2)N.D.E. : On a simplifié¢ la démonstration, en tirant profit des ajouts faits dans 11.4.

("3)N.D.E. : Voir [La69], ou bien : N. Bourbaki, Algébre, Chap. 10, §1.6, Th. 1.

("9)N.D.E. : On a détaillé 11.6, et mis en évidence les résultats obtenus sous la forme de la Proposition
11.6.1.
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EXidv(g)

Sxs V(&) G xsV(&)

IR
ES

V(&)

est commutatif.

Si 0 provient, via 11.4 (3), d’un morphisme de fg-modules pg : & — 7 (G) Rp, &,
ces conditions seront vérifiées si u = pg vérifie les deux axiomes suivants :

(CM1)SiA: & - oA = (G xsG) est 'homomorphisme «7(0), le dia-
gramme

id
AOARE L g0E

A®idg 12

g RE &

est commutatif.

(CM 2) Sin: o — Os est 'homomorphisme 7 (¢), le diagramme

id
Os® & neids A RE

N

Ceci revient & dire que p munit & d’une structure de &7 (G)-comodule.

est commutatif.

Supposons maintenant que G soit plat, quasi-compact et quasi-séparé sur S, et que
& = /(G) soit un Os-module plat. Notons qu’alors, d’apres 11.1 c), le morphisme
canonique &7 (G) Qg 7 (G) — (G xg G) est un isomorphisme.

D’aprés 11.5 a) (voir aussi I, 4.7.2), toute opération Og-linéaire de G,¢ sur &
provient d’une unique structure de &7 (G)-comodule sur &.

Si de plus & est plat, alors, d’aprés 11.5 b), toute opération Og-linéaire de G sur
& provient d’une unique structure de &/ (G)-comodule sur &

En résumé, on a obtenu :

Proposition 11.6.1. — Soit G un S-groupe plat, quasi-compact et quasi-séparé sur S,
tel que o7 (G) soit un Os-module plat, et soit & un Os-module quasi-cohérent.

(i) Il revient au méme de se donner une structure de </ (G)-comodule 1 : & —
A (G) ®ps & ou une opération Og-linéaire p : Gup — Autg (&) de Gae sur &. Par
composition avec le morphisme de S-groupes G — Gug, ceci définit une opération
Og-linéaire de G sur &.
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(ii) Si de plus & est plat, toute opération Og-linéaire de G sur & se factorise a
travers Gur et correspond a une unique structure de </ (G)-comodule sur & .

Lemme 11.7. — Soient & un Os-module quasi-cohérent, G un S-groupe plat, quasi-
compact et quasi-séparé sur S, tel que o = o/ (G) soit un Og-module plat. Soient
p:& — o ®E une structure de < -comodule, et p: G — Autg (W (&)) Uopération
de G sur & associée.

Soit &y un sous-Os-module quasi-cohérent de & tel que la restriction pg de p a &y
se factorise a travers &y — o ® &y, i.e. tel qu’on ait un diagramme commutatif :

S &

A RE— A RE Y

Alors o fait de & un o/ (G)-comodule, donc définit une opération pg de G sur &
(qu’on appellera opération induite sur &y par p, et on dira que & est stable sous p).

Cela résulte immédiatement des définitions et de 11.6. On remarquera cependant
qu’en général application canonique W (&) — W (&) n’est pas un monomorphisme.

Définition 11.8.0. — (™® Soit S un préschéma. Une Os-cogébre est un Og-module €
muni de deux morphismes de Os-modules A : € — € @ € et n: € — COs, vérifiant
les deux axiomes suivants (cf. 1.4.2) :

(CO 1) A est co-associatif : le diagramme suivant est commutatif

CRFC

€

CRECRC

CRFE

(CO 2) : n est une cotinité : les deux composés suivants sont l'identité
A id ®n ~
C—CREC—CR0s—=F

¢ L0 b0 s

Un €-comodule est un Og-module & muni d’'un morphisme de &s-modules i : & —
€ ® & vérifiant les axiomes (CM 1) et (CM 2) de 11.6.

On dira que € (resp. &) est une cogebre quasi-cohérente (resp. un comodule quasi-
cohérent) si ¢’est un Os-module quasi-cohérent.

("N.D.E. : L’homomorphisme &7 ® & — o ® & est injectif, grace au fait que <7 est plat.
(T8)N.D.E. : Les énoncés 11.8 et 11.9 portant uniquement sur la notion de comodule sur une cogebre,
on a introduit la définition 11.8.0 et reformulé 11.8 et 11.9 en conséquence.
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Soient A un anneau commutatif et C une A-cogebre, alors C¥ = Homa (C, A) est
une A-algebre. On notera ev I'application naturelle d’évaluation C¥Y @ C — A.

Lemme 11.8. — (™) Soient C une A-cogébre, V un C-comodule, M un sous-A-module
de V. On suppose que C est un A-module projectif. Soit ¢(M) "image du morphisme
de A-modules 0 :

OV @A M 22 oV gy Cap V22 v

Alors, ¢(M) est le plus petit sous-comodule de V contenant M, et est un A-module
de type fini si M [’est. De plus, pour tout morphisme d’anneauz A — A’, si on note
M’ l'image de M ®@a A’ dans V! =V @a A’ alors ¢(M’) est l'image de ¢(M) @5 A’
dans V' ; donc : « la formation de ¢(M) commute au changement de base ».

D’abord, M C ¢(M) d’apres (CO 2), et si N est un sous-comodule de V contenant
M, on a u(M) € C® N et donc ¢(M) C N.

Par hypothese, C est facteur direct d’un A-module libre L, de base (e;);e1. Notons
fi la restriction & C de la forme linéaire e, définie par e} (e;) = d;;. Soit € M. On
peut écrire de facon unique :

pa) = e @,
=
ou z; € V et J est un sous-ensemble fini de I. Alors x; = 0(f; ® x) appartient a c(Ax),
et 'on a donc c¢(Ax) = . _; Az;. Comme C est facteur direct de L, disons L = C®R,
dounLeV=(C®V)ae (R®V), on obtient que
(L®c(Az))N(C® V) =C®c(Ax).
Par conséquent, u(x) peut aussi s’écrire sous la forme
p(x) = ij s,
Jj€d
avec b; € C. On peut écrire A(b;) = >
(CM 1), on a, pour tout ¢ € J :

w(x;) = Zbij ®z; € C®c(Ax).
JjEJ

ic1 €i®bij, avec b;; € C. Alors, d’apres I'axiome

Ceci montre que ¢(M) est un sous-comodule de V, et c’est donc le plus petit sous-
comodule de V contenant M.

Tl est clair que ¢(M) est un A-module de type fini si M Uest : si M = Azy+- - -+ Ax,,
et p(xy) = >, ei ® xik, alors ¢(M) est engendré par les z;, pour k = 1,...,n et i
parcourant un sous-ensemble fini de I.

("9N.D.E. : Dans Doriginal, 11.8 est énoncé sous I’hypothése que C soit un A-module libre, et la
généralisation au cas ou C est un A-module projectif, signalée par J.-P. Serre, est mentionnée dans
la remarque 11.10.1. On a inclus cette généralisation dans les énoncés 11.8 et 11.9.
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Enfin, soit A — A’ un morphisme d’anneaux et soit M’ I'image de M ® A’ dans
V' =V®A’. Alors ¢(M’) (resp. I'image de ¢(M)®A’ dans V') est I'image du morphisme
0" ci-dessous (resp. du composé 6’ o 7) :

CV@M® A’ — = Homy (C,A") @ M AN v

Or, ces deux morphismes ont méme image. En effet, soient ¢ € Homa (C, A’) et z € M.
Posons pu(z) = ;i ® z;. Alors

(@)= vl
ieJ
est I'image par 6’ o 7 de 'élément Y, _; fi @ x ® 1(e;) de CY @ M ® A’. Ceci prouve
le lemme 11.8 C.Q.F.D.

Proposition 11.8.1. — (8% Soient C une A-cogébre, V un C-comodule, M un sous-A-
module M de V, et f: A — A’ un morphisme d’anneauz fidélement plat. On suppose
que C'=C ® A’ est un A’-module projectif.

(i) Il ewiste un plus petit sous-comodule ¢(M) de V contenant M, et t(M) est
un A-module de type fini si M l'est. De plus, « la formation de ¢(M) commute au
changement de base ».

(ii) Plus précisément, C est un A-module projectif, et l'on a t(M) = c¢(M).

Démonstration. (ii) D’aprés un théoréeme de M. Raynaud et L. Gruson, ([RG71],
Th. 3.1.3 et Exemple 3.1.4.1), f « descend la projectivité » : C est un A-module pro-
jectif. On peut donc appliquer le lemme 11.8 : ¢(M) est le plus petit sous-comodule de
V contenant M, c¢’est un A-module de type fini si M ’est, et sa formation commute
au changement de base.

Pour éviter un anachronisme ([RGT71] étant postérieur & SGA3), esquissons une
démonstration directe du point (i). Comme A — A’ est plat, M’ = M® A’ est un sous-
A’-module de V! = V®A’, et, puisque C’ est un A’-module projectif, ¢(M’) est le plus
petit sous-comodule de V' contenant M’. Notons V' ® A’ et A’ @V’ les deux structures
de A’ ® A’-comodule sur V' = V' @4/ (A’ ® A’) obtenues par les deux changements
de base A 2 A/QA",d —d ®@1eta — 1®d. Le A'-comodule V' est muni d’un
isomorphisme de A’®A’-comodules ¢ : V@A’ —= A’@V’, (z@d ) @b — b @(zd),
qui est une donnée de descente, i.e. , qui vérifie ¢31 = P33 0 Po1.

Comme M/ = M ® A’, alors ¢ envoie M’ ® A’ sur A’ ® M/, et donc ¢(M’' @ A’)
sur ¢(A’ ® M'). Comme la formation de ¢(M’) commute au changement de base, on a
(M @A) =c(M)®@A" et c(A'@M') =A"®c¢(M’). On a donc

Pe(M) ® A') = A" ® c(M')

et il en résulte que ¢ munit ¢(M’) d’une donnée de descente. Par descente (fpqc), il
existe un unique sous-comodule (M) de V tel que ¢(M’) = t(M)®A’, et t(M) contient
M puisque ¢(M) ® A’ contient M'. De plus, si N est un sous-comodule de V contenant

(8ON.D.E. : On a ajouté cette proposition, dont le point (i) est utilisé dans la proposition 11.9.
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M, alors N contient ¢(M), puisque N ® A’ contient ¢(M’) = t(M) ® A’. Donc ¢(M) est
le plus petit sous-comodule de V contenant M.

Enfin, soit A — B un morphisme d’anneaux. Soit B’ = B®A’ et soit Mg (resp. My, )
I'image de M®B dans Vg = V@B (resp. de M/ ®4, B’ dans V®@B’) ; alors Mg @B’ =
- D’une part, la construction précédente, appliquée & Cp et au morphisme B — B/,
donne :
C(MB XB B/) = t(MB) Xp B = t(MB) QA

D’autre part, comme la formation de ¢(M’) commute au changement de base, ¢(Mg,)
est 'image dans V' ®a B'=V®B® A’ de

c(M)@a B =t(M)@ B A'.
Il en résulte que t(Mp) est I'image dans Vg de ¢(M) @ B. C.Q.F.D.

Proposition 11.9. — Soient € une Os-cogébre, & un €-comodule, F un sous-Os-
module de &, tous quasi-cohérents. On suppose donné un recouvrement (Uy) de S par
des ouverts affines, et pour chaque o, un morphisme d’anneauz A, = Os(U,) — Al
fidélement plat tel que T'(Uy, %) @a, A’, soit un A’,-module projectif. *)

Il existe alors un plus petit sous-comodule quasi-cohérent ¢(F#) de & contenant F,
et t(F) est un Os-module de type fini si F lest. De plus, pour tout changement de
base S' — S, si on note F' limage de .F ® Os dans &' = & ® Oss, alors t(F') est
Uimage de t(F) ® Og dans &' : « la formation de ¢(.#) commute au changement de
base ».

Pour chaque a, le &y _-module 7, associé au A,-module ¢(I'(U,, %)) est, d’apres
11.8.1 (i), le plus petit sous-comodule quasi-cohérent de &y, contenant .Z|y_, et est
un Oy,-module de type fini si F |y, Dest.

Pour a # 3, posons U,g = Uy N Ug. Comme la construction de t(M) commute au
changement de base, on a pour a # 3 un isomorphisme de Oy, ,-modules

t(I'(Uq, F)) ®a, Ov,, 2t (Ug, F)) @4, Ov,,-

Par conséquent, les 7, se recollent en un sous-comodule quasi-cohérent (%) de &
contenant .%. On laisse au lecteur le soin de vérifier que (%) est le plus petit sous-
comodule quasi-cohérent de & contenant .%, et que sa formation commute au chan-
gemet de base.

Définition 11.9.1. — Soient S un préschéma et & un Og-module quasi-cohérent.
D’apres le théoreme de Raynaud et Gruson cité en 11.8.1, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Pour tout ouvert affine U de S, I'(U, &) est un 0g(U)-module projectif.

(ii) 11 existe un un recouvrement (U,) de S par des ouverts affines, tel que chaque
I'(U,, &) soit un Os(U,)-module projectif.

(*)C’est le cas par exemple lorsque € = 2 (G), ot G est un S-groupe réductif, comme nous le verrons
dans ’Exp. XXV.
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(iii) Il existe un recouvrement (U,) de S par des ouverts affines, et des mor-
phisme d’anneaux A, = Os(U,) — Al fidélement plats, tels que, pour chaque «,
I'Ug, &) ®@a,, AL soit un A/ -module projectif.

En effet, il est clair que (i) = (ii) = (iii). Réciproquement, si (iii) est vérifié, le
théoreme précité entraine que chaque I'(U,, &) est un s (U, )-module projectif, d’ot
(ii). Soit V un ouvert affine arbitraire; il est recouvert par un nombre fini d’ouverts
affines Vi,...,V,, ou chaque V; est contenu dans au moins un V N U,. Soient A =
Os(V) et A" =[], Os(V;), alors A — A’ est fidelement plat et I'(V, &) ®a A’ est
un A’-module projectif. Donc, d’apres le théoréme précité, T'(V, &) est un A-module
projectif.

Lorsque ces conditions équivalentes sont vérifiées, on dit que & est un Os-module
localement projectif. (8

Corollaire 11.10. — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, G un S-
groupe, et p une opération de G sur un Os-module quasi-cohérent &. On suppose :

(i) G vérifie l'une des conditions suivantes :

a) G est affine et plat sur S,

b) G est plat, quasi-compact et quasi-séparé sur S, et & est plat ;
(ii) /(G) est un Og-module localement projectif.

Alors & est limite inductive d’une famille filtrante croissante de sous-Os-modules
quasi-cohérents de type fini de &, stables sous G.

D’apres I'hypothese (i) et 11.6.1, & est muni d’une structure de &7 (G)-comodule.
D’autre part, comme S est quasi-compact et quasi-séparé, & est limite inductive de
ses sous-modules quasi-cohérents de type fini (EGA I, 9.4.9 et EGA IVy, 1.7.7). Par
conséquent, le corollaire découle de la proposition 11.9, appliquée & la cogebre o (G).

Remarque 11.10.1. — 2 Dans 11.8, il n’est pas suffisant de supposer que C soit un
A-module plat, méme si A est un anneau principal. En effet, on a le contre-exemple
suivant, di a J.-P. Serre. Soient A un anneau integre, distinct de son corps des fractions
K, et soit G le A-groupe affine et plat correspondant & l’algebre de Hopf

(G) = {P € K[T] [ P(0) € A},

la comultiplication, resp. la coiinité et antipode, étant définies par A(T) =T ® 1+
1® T, resp. (T) = 0 et 7(T) = —T. Alors C = A @ KT est une sous-cogebre de
27 (G), plate sur A.

Soit V le A-module libre Ae; @ Aes, et soit v ’endomorphisme de V défini par
u(er) = ea, u(ez) = 0, de sorte que u? = 0. Alors V est muni d’un structure de
C-comodule (donc a fortiori de o7 (G)-comodule), définie par

u(m) =10 m+ T u(m).

(8)N.D.E. : Ainsi, dans la proposition 11.9, 'hypothése est que la cogdbre € soit un @s-module
localement projectif. On a utilisé cette terminologie dans le corollaire 11.10.

(82)N.D.E. : On a incorporé dans 11.8 et 11.9 la premiere partie de la remarque 11.10.1 originelle;
le contre-exemple qui suit corrige la seconde partie.

402
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Les sous-comodules de V contenant e; sont exactement les sous-A-modules de la forme
Aey®Aaes, pour a € A\{0}; leur intersection est Aey, qui n’est pas un sous-comodule.
Par conséquent, il n’existe pas de plus petit sous-C-comodule de V contenant e;. De
méme, G opére sur V, mais il n’existe pas de plus petit sous-A-module stable sous G,
contenant ej.

Ceci s’applique, par exemple, & A = Z, K = Q. D’autre part, si A est un anneau
de valuation discrete, d’uniformisante m, alors G est la limite projective du systeme
projectif ci-dessous, considéré dans ’exemple 12.4 plus loin :

X7 X7

Ga, A Ga, A Ga, A

Proposition 11.11. — Soient A un anneau local artinien et G un A-groupe plat de
type fini, tel que O(G) soit un A-module plat ®3). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) G est affine.

(ii) G est quasi-affine.

(iii) G opére fidelement sur un A-préschéma X plat et quasi-affine. (4

(iv) G opére fidelement sur un A-module libre (pas nécessairement de rang fini).

(

v) G est isomorphe & un sous-groupe fermé d’un groupe GL(n)a.

Démonstration. On a (v) = (i) = (ii) trivialement, et (ii) = (iii), car G opere
fidelement sur lui-méme par translations a gauche.

Montrons (iii) = (iv). Soit Xa¢ = Spec €(X) I'enveloppe affine de X. Alors, G opere
sur W(0 (X)) et sur Xaf, et le morphisme canonique X — X,¢ est G-équivariant.

Soit € le morphisme 6 : G x X — X. Notons que G opeére sur

7777 A COMPLETER!!!! Z7777

Le morphisme 6 : G x X — X induit un morphisme de A-algebres :

p: OX) — O(G x X).
Puisque X et X x X sont plats et quasi-affines sur A, et que (G) est un A-module
plat, on a, d’apres 11.1 ¢) :
O0(GxX)=0(G)® 0(X) et OGxXxX)=0(G)® 0X)® 0(X).

Par conséquent, la commutativité des diagrammes ci-dessous (ot m et ¢ sont la mul-
tiplication et la section unité de G)

GxGxX— gxx X=X
mXidi i& ll TQ
GxX f X (SpecA) x X 25 G x X

(83)N.D.E. : et donc libre, d’apres le « Lemme de Nakayama nilpotent », cf. N.D.E. (38).
(89)N.D.E. : Rappelons qu'un A-préschéma X est dit quasi-affine s’il est isomorphe & un ouvert
quasi-compact d’un A-préschéma affine (EGA II, 5.1.1).
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entraine la commutativité des diagrammes ci-dessous (ol 'on a posé & = 0(G)) :

A @A OX) 2 o @ O(X) O(X) ——— 6(X)
A@idT T ZT i
oI ®OX)~—L O(X) Ao o(X) <" 7 0 0(X)

donc le morphisme de A-algebres p : 0(X) — €0(GxX) munit €(X) d’une structure de
&7 (G)-comodules. Par conséquent, G opére aussi sur ’enveloppe affine X’ = Spec 0(X)
de X, et le morphisme canonique X — X’ est évidemment compatible avec I’action de
G.

Comme X est quasi-affine, X — X’ est une immersion ouverte (EGA II, 5.1.2),
donc a fortiori un monomorphisme. Par conséquent, comme G opere fidelement sur
X, il opere fidelement sur X’. Il en résulte que G opere fidelement sur la A-algebre
O(X') ) qui est un A-module libre. Ceci prouve I'implication (iii) = (iv).

Supposons maintenant (iv), i.e. que G opére fideélement sur un k-espace vectoriel
V. Alors, en vertu de 11.10, V est limite inductive de sous-espaces vectoriels V; de
dimension finie, stables sous 'action de G. Si K; est le noyau de l'action induite
de G sur V;, i.e. de G — Aut(V;), alors K; est un sous-préschéma fermé de G, et
I’hypothese que G opere fidelement s’exprime par le fait que 'intersection des K; est
le sous-groupe unité de G. Comme G est noethérien, il s’ensuit que 'un des K; est
déja réduit au groupe unité, donc que G — Aut(V;) est un monomorphisme. C’est
donc une immersion fermée en vertu de 1.4.2, ce qui prouve que (iv) = (v).

Remarque 11.11.1. — On peut généraliser 11.11 comme suit. Soit S un préschéma
localement noethérien régulier (89) de dimension < 1, et soit G un préschéma en
groupes plat, quasi-compact et quasi-séparé G sur S. (Dans ce cas, & (G) est un Og-

module sans torsion, donc plat). On a alors I’équivalence des conditions suivantes :
(87)

(i) G est affine sur S.

(85)N.D.E. : En effet, soient S un A-préschéma, g € G(S), et g¢ : /(G) — €(S) le morphisme de
A-algeébres associé a g. Pour tout T — S et tout
¢ € X'(T) = Homa.alg. (0(X'), 6(T))

on a

(1) gt fo=mro (¢} @ ¢)op,

ol ggf est le composé de g% et de 0(S) — O(T), et mp désigne la multiplication de &(T). Supposons

que g € K(S), ou K désigne le noyau du morphisme G — Aut(W(&(X’)). Alors, pour tout f € 0(X'),
on a dans
O0(X')®a 0(T) CI(T,0(X") ® O1) = W(O(X))(T)
EST-CE =7 'égalité
gr-(A®f)=mr(A®1,

(86)N.D.E. : Peut-on supprimer ’hypothése que S soit régulier ?
(8)N.D.E. : Ce résultat est démontré dans la section additionnelle 12.
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(ii) G est quasi-affine sur S.
(iii) On peut faire opérer G fidelement sur un S-schéma quasi-affine et plat.
(iv) On peut faire opérer G fidelement sur un Os-module quasi-cohérent plat.

(v) (Si G est de type fini sur S et S noethérien), G est isomorphe & un sous-groupe
fermé d'un Aut(&), o & est un Os-module localement libre de type fini.

Lemme 11.12. — Soient k un corps, G un k-groupe quasi-compact. Posons A =
A (G). Etant donné z € A, il existe une sous-k-algebre de type fini V de A telle
que x €'V, que A(V) CV Vet u(V) CV, ot u désigne linvolution de A corres-
pondant & la symétrie de G.

D’apres 11.3, on peut remplacer G par Gy, donc on peut supposer G affine.

Soit (;) une base de A sur k. Posons

laxiome (HA 1) de I, 4.2 montre que

Z% ® Aa;) = ZA(%’) ®aj; = Z%’ ® (Z bij ® aj),

d'ott A(a;) =37 bij ® a;. Soit alors V la sous-k-algebre de A engendrée par les b;; et
les u(b;;), pour les indices i tels que a; # 0.

Il est clair que V est une k-algebre de type fini. L’axiome (HA 1) montre aussi que
Y A(pj) @bji =3 v @ A(bj;), et on en déduit que

A(bij) = Z birk @b et Alu(by)) = Z u(br;) @ u(bir).

Puisque A est un homomorphisme d’algebres, on en déduit que A(V) C VR,V
et u(V) C V. Enfin Paxiome (HA 2) de (I, 4.2) montre que a; = > n(a;)b;; et que
x =Y n(p;)a;, si bien que z € V.

(88)

Proposition 11.13. — 9 Soient k un corps et G un k-groupe affine d’algébre A. Alors
G est limite projective d’un systéme filtrant croissant de k-groupes affines de type fini,
dont les morphismes de transition sont fidélement plats.

Comme 'ensemble des sous-k-algebres de type fini de A stables par A et u est stable
par engendrement, A est limite inductive d’une famille filtrante croissante (B;);c1 de
sous-k-algebres de type fini stables par A et u. Alors, chaque algebre B;, munie de
I’homomorphisme B; — B; ®; B; déduit de A et de la restriction de u a B;, est
munie d’une structure d’hyperalgebre associative augmentée involutive, donc (I, 4.2)
est la k-algebre d’'un k-groupe affine G;, de type fini sur k. Enfin, puisque A = lim V5,

(88)N.D.E. : Clarifier ce point.

(89)N.D.E. : D’une part, ce résultat est le point de départ du formalisme tannakien, qui s’appuie
sur le fait qu'un k-groupe affine G est déterminé par la catégorie tensorielle des <7 (G)-comodules de
dimension finie, cf. les références [SR72, DM82, De90].

D’autre part, ce résultat a été étendu par D. Perrin [Per76] & tout k-groupe quasi-compact (non
nécessairement affine).
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G = limG; (EGA TV 8.2.3). Les morphismes de transition sont fidelement plats
d’apres le lemme suivant :

Lemme 11.14. — Soient k un corps, G et H deux k-groupes affines de type fini, u :
G — H un morphisme de k-groupes, et u' : B — A 99 ’homomorphisme de k-
algébres correspondant. Pour que u soit fidélement plat, il faut et il suffit que u? soit
ingjectif.

La condition est évidemment nécessaire (EGA IV 2.2.3 et Oy 6.6.1). Montrons
qu’elle est suffisante. Posons K = Kerwu. Alors G/K est un k-groupe de type fini
(VI 5.2), et u se factorise en G 2, G/K % H, ot p est fidelement plat (VI 3.2) et
ol v est un monomorphisme de k-groupes de type fini, donc une immersion fermée
(1.4.2). Puisque H est un schéma affine, et que v est une immersion fermée, G/K est
un schéma affine (EGA I 4.2.3), et, si on note C 'algebre de G/K, 'homomorphisme
v : B — C est surjectif (loc. cit. ). Or, puisque u? est injectif, et que uf = pfov?, alors
v? est aussi injectif : ¢’est un isomorphisme, donc v est un isomorphisme, et, puisque
p est fidelement plat, il en est de méme de wu.

Définition 11.15. — OV Soient k un corps, G un k-groupe quasi-compact, A = o/ (Q),
et V un k-espace vectoriel muni d’une action k-linéaire de G; comme G est supposé
quasi-compact, cette action est donnée, d’apreés 11.6.1, par une structure de <7 (G)-
comodule p1: V-V ® . (G).

Soit v € V non nul. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe A € &(G) (nécessairement unique) tel que p(v) = A Q@ v.

(ii) Pour tout k-préschéma S et tout g € G(S),on a g-v € O(S)v (c.-a-d., il existe
f € O(8S), nécessairement unique, tel qu’on ait dans O (S) @ V légalité g-v = f @ v).
En effet, il est clair que (i) = (ii). Réciproquement, si (ii) vérifié et si on l'applique a
S =G et g = idg, on obtient qu’il existe un unique A € &7 (G) tel que pu(v) = A ® v.

Si v vérifie ces conditions, on dit que v est vecteur semi-invariant sous G, et que
A est le poids de v; on dira aussi que « v est un semi-invariant de poids \.

Notons A la comultiplication de &7 (G); alors 1’égalité
AR A v = (idou)(p)) = (A®id)(u(v)) = AN) @
que A(N\) = A ® \. Par conséquent, A définit un morphisme d’algebres de Hopf
A (Gmp) = k[T, T7!] — (G), T A
et donc un morphisme de k-groupes A : G — Gy, 1, i.e. X est un caractére de G, appelé

caractére associé a I’élément semi-invariant v.

Théoréme 11.16 (Chevalley). — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique affine,
H un sous-préschéma en groupes fermé 2 de G. Alors il existe un nombre fini

(9O)N.D.E. : On a noté u? (au lieu de u°) le morphisme B — A correspondant & u : Spec(A) —
Spec(B).

(OUN.D.E. : On a récrit la définition 11.15, en rajoutant ’hypothése que G soit quasi-compact.
(92)N.D.E. : Rappelons que tout sous-préschéma en groupes de G est fermé, d’apres 1.4.2.
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d’éléments a; linéairement indépendants o/ (G), tels que H soit le plus grand sous-
préschéma en groupes fermé de G sous lequel les a; soient semi-invariants; on peut
de plus supposer que tous les a; ont méme poids sous H.

Posons A = &7(G). Puisque G est affine, et H un sous-préschéma fermé de G, il
existe un unique idéal I de A tel que H = Spec(A/I) (cf. EGA I, 4.2.3).

Soit A Dapplication diagonale A — A ®; A (cf. Exp.1, 4.2 et 4.7.2). Puisque G est
de type fini sur k, A est de type fini sur &, donc I admet un systéme fini de générateurs
(z1,...,2). D’apres 11.9, les z; sont contenus dans un sous-espace vectoriel V de A,
de dimension finie, stable sous G. Posons alors W = V N1, c’est un espace vectoriel
sur k de dimension finie, dont nous noterons d la dimension. Puisque V contient tous
les x;, W engendre l'idéal 1. Notons p : A — A/I = B l’application canonique, et
g=p®ida : A®r A — (A/T) ®; A. Alors l'action de H sur A est déterminée par
qgoA: A — By A. Puisque H est un sous-préschéma en groupes de G, 'application
diagonale A/ — (A/I) ®; (A/I) = ((A/T) @, A)/((A/I) @ I) se déduit de g o A par
passage au quotient, ce qui montre que (go A)(I) C (A/I) ® I, autrement dit, T est
stable sous H. Puisque V est stable sous G, donc sous H, on voit que W est stable
sous H.

Posons E = A"V, soit (w1, ..., wy) une base de W sur k, et soit (e, ..., e,) une
base de E sur k contenant eg = wy A ... A wg. L'opération de G sur V détermine
canoniquement une opération de G sur /\d V, qui définit une application linéaire
p:E— A®;E. Posons p(e;) = aé- ®@ej, et a; = aY. Puisque W est stable sous H, si
onpose 0 = (p®idg)op: E — (A/I) @ E, il est clair que o(eg) est proportionnel a
€o, autrement dit, pour 1 < i < n, on a a; € I. L’axiome (CM 1) de (I, 4.7.2) appliqué
apleo) = Y- a; ®e; montre que Y Aa;) ®e; = Y a;@ple;) = Y a;®a; @ej, d’olt on
déduit que A(a;) = a0®ai+zj>1aj®ag ; donc, puisque pour j > 1, a; € 1, on voit que
goA(a;) = p(ag) ®a;, si bien que pour 1 < 7 < n, a; est semi-invariant sous H de poids
p(ag), indépendant de i. Extrayons du systéme (aq,...,a,) un systéme maximal de
vecteurs linéairement indépendants, dont on peut supposer qu'il se note (ay, ..., am).
Alors les a;, i = 1,...,m, sont linéairement indépendants, semi-invariants sous H, et
de méme poids.

Réciproquement, soit H' un sous-préschéma en groupes fermé de G sous lequel
chacun des a; (1 < ¢ < m) est semi-invariant. Montrons que H' = H. Il existe de méme
un idéal I’ de A tel que I’algeébre B’ de H' soit isomorphe & A /T ; notons p’ : A — A/T’
I'application canonique, et ¢’ = p’ ® ida. Par hypothese, pour 1 < i < m, il existe
i € B’ tel que ¢’ o A(a;) = > p'(aj) ® a] = \; ® a;. Or Paxiome (CM 2) de (I,
4.7.2) montre que ¢; = Y 7(a})e;, donc que n(a}) = d;; (symbole de Kronecker);
Pégalité Y p'(a;) ® n(al) = A\j @ n(a;) s’éerit done p'(a;) = 0 pour 1 < i < m, car
n(a;) = n(a?) = 0 pour 1 < i < m; par conséquent, on a a; € I’ pour 1 < i < m,
si bien que a; € I' pour 1 € i < n. Donc, si on pose ¢/ = (p' ® idg) o A, alors
o'(e0) = > p'(a;) ® e; est proportionnel & ey, de sorte que ¢’ o A(W) C (A/T) @, W,
autrement dit que W est stable sous H'. Puisque W engendre I'idéal I, I est stable
sous H', donc ¢’ o A(I) C (A/T) ® 1, et ¢’ o A définit par passage au quotient une
application linéaire A/I — (A/I') ®% (A/I) = ((A/T) ®; A)/((A/T") ®; I) donc la
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restriction & H' x; H du morphisme de multiplication de G se factorise & travers H,
ce qui implique que H' est un sous-préschéma en groupes de H. C.Q.F.D.

Théoréme 11.17 (Chevalley). — Soient k un corps, G un k-groupe affine (non néces-
sairement algébrique), et H un sous-préschéma en groupes fermé de G invariant dans
G ; alors le faisceau quotient (pour la topologie (fpqc)) G/H est représentable par un
k-groupe affine.

Premier cas : Supposons d’abord G algébrique. D’apres (VI 3.2), le conoyau K de
I'injection H — G est représentable, le morphisme canonique p : G — K est couvrant
pour la topologie (fpqc), et K représente le faisceau quotient G/H pour la topologie
(fpqc) ; il s’agit donc de montrer que K est affine. (93)

Supposons d’abord k algébriquement clos, G réduit et connexe et H réduit. D’apres
(Bible, Exp. 4, cor. du th. 1), il existe une représentation linéaire de dimension fi-
nie p : G — GL(V) telle que (Kerp)q = H. Par 11.11, G/ Ker p est affine donc
(G/H)/(Ker p/H) est affine, donc aussi G/H, le groupe Ker p/H étant fini.

Si k est algébriquement clos, et G et H réduits, alors (G/H)/(G?/HN G°) est fini,
comme quotient de G/GY, et G°/H N G° est affine, donc G/H est affine.

Dans le cas ol k est algébriquement clos, et G et H quelconques, (G X H)ygq est
isomorphe & (Gyred) X (Hysa), done (Grsa)/(Hrsa) est isomorphe & (G/H),eq. Puisque
(Gréa)/(Hysq) est affine, il en est de méme de G/H (EGA 1 5.1.10), car, puisque G/H
est de type fini su k, son nilradical est nilpotent.

Dans le cas ol k est quelconque, (G ®y, k)/(H ® k) est isomorphe a (G/H) @4 k
(9.2 v)), donc puisque le premier est affine, il en est de méme du second, donc G/H
est affine.

Deuxiéme cas : Cas général. D’apres (11.13), Palgebre A de G est limite inductive
d’une famille filtrante croissante (A;);cr de sous-algebres de type fini de A stables
par I'application diagonale et I'involution. D’aprés (EGA T 4.2.3), H est affine, et si
on note B 'algebre de H, 'homomorphisme A — B déduit de I'injection H — G est
surjectif. Posons I = Ker(A — B), I, = INA; et B; = A;/I;; puisque la structure
d’hyperalgebre associative augmentée involutive de A passe au quotient & travers
I, on vérifie aisément que celle de A; passe au quotient & travers I;, si bien que
B; est l'algebre d'un k-groupe affine de type fini H;; il est clair que B = hL)nBz
D’aprés (EGA T 4.2.3), H; est isomorphe & un sous-préschéma en groupes fermé de
G;. D’apres (6.7) le fait que H soit invariant dans G s’exprime en disant qu’un certain
morphisme H x; G — G se factorise a travers l'injection H — G, autrement dit que
I’homomorphisme correspondant A — B ®; A se factorise & travers ’homomorphisme
canonique A — B; on vérifie aisément que I’homomorphisme A; — B; ®; A; défini
de maniére analogue se factorise a travers A; — B;, donc que H; est invariant dans
G;. D’apres ce qui a été vu précédemment, G; étant de type fini sur k, G;/H; est
représentable par un k-groupe affine K;, dont nous noterons C; I’algebre. Posons alors
C =1lim C;, et soit K =1limK; le k-préschéma affine d’algebre K (EGA IV 8.2.3).

(93)N.D.E. : Remplacer la démonstration qui suit par un corollaire de 11.11...
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Montrons que K représente G/H; pour cela, il suffit de vérifier que H x;, G —
G Xk G, et que le morphisme G — K est couvrant pour la topologie (fpqc) (IV,
4.4.3). Or pour chaque i, on a H; xx G; — G; xk, G;, donc il en est de méme du
morphisme obtenu en passant a la limite projective; enfin chacun des morphismes
G; — K; est fidélement plat (9.2 (xi)), autrement dit C; est fidélement plat sur A;;
puisque A = lim A; et C = lim C;, on en déduit que C est fidélement plat sur A, si
bien que G — K est un morphisme fidélement plat. Puisque ce morphisme est affine,
il est quasi-compact, donc couvrant pour la topologie (fpqc). C.Q.F.D.

11.18. Compléments. — Cette sous-section, ainsi que la section 12 qui suit, a été
ajoutée en 2006.

Le théoreme précédent 11.17 a été généralisé par D. Perrin, dans l'article : « Ap-
proximation des schémas en groupes, quasi-compacts sur un corps », Bulletin de la
Société Mathématique de France 104 (1976), 323-335. Soient k un corps et G un k-
schéma en groupes quasi-compact. Soit H un sous-schéma en groupes fermé de G.
Alors le faisceau (fpqc) G/H est un schéma dans les deux cas suivants : (i) H est
défini par un idéal de type fini; (ii) H est invariant dans G. Les corollaires suivants
figurent a la fin de cet article :

(1) Soient G et H deux k-schémas en groupes, u : G — H un homomorphisme
quasi-compact. Soit N = Ker(u). Alors le faisceau (fpqc) G/N est un schéma, et le
monomorphisme canonique G/N — H est une immersion fermée.

(2) Un monomorphisme quasi-compact de k-schémas en groupes est une immersion
fermée.

(3) Soit u : G — H un homomorphisme de k-schémas en groupes quasi-compacts.
Alors u est fidelement plat si et seulement si u est schématiquement dominant.

L’assertion (1) a pour sous-corollaire :

(4) Soient G un k-groupe algébrique et H un k-groupe affine. Soient u : G — H un
homomorphisme et N = Ker(u). On suppose que H°(H, 0y) s’injecte dans H(G, 0¢).
Alors on a un isomorphisme G/N = H.

Le résultat (4) ci-dessus permet de préciser I’enveloppe affine d’un groupe algé-
brique. On a le résultat suivant, qui se trouve également dans le livre Groupes algé-
brigues de P. Gabriel et M. Demazure : Chap. III, no. 3.8, Théoreme de 'affinisé 8.2
et Corollaire 8.3.

Proposition 11.18.1. — Soit G un k-groupe algébrique. On note N le noyau de I’homo-
morphisme canonique G — Ggg.

a) G/N = Ggys.

b) HY(N, Ox) = k.

¢) N est lisse et conneze.
d) N est commutatif.

Pour la démonstration, il est loisible de supposer k algébriquement clos. L’isomor-
phisme G/N = G,¢ est donné par (4), d’ou (a). L’assertion (b) revient & voir que
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N.t = 1. On pose N = ker(N — N,¢), c’est un sous-groupe caractéristique de G
donc normal. D’aprés le théoreme VI, 3.2, et VIp 5.2 et 5.3.2, le quotient G/N’
est représentable, et le noyau de 'homomorphisme G/N’ — G/N est isomorphe a
N/N’. Comme N, étant un sous-groupe fermé de G, est algébrique, on a N/N" = N,¢
d’apres le point (a). Ainsi, le groupe G/N’ est extension de G,¢ par Ny¢ ; par descente
fidelement plate, G/N’ est donc un k-groupe affine. Par conséquent, le morphisme
G/N’ — Gyt est un isomorphisme, d’olt No¢ = 1.

Le morphisme de k-schémas G/N,gq — G/N = Gur est une fibration de fibre
N/N,¢q. Par descente fidelement plate, le k-schéma G/N,¢q est affine. Le morphisme
G/Nyea — G/N = G, admet donc une section G-équivariante. On en déduit que
Ny¢a = N; le k-groupe N est donc lisse (1.3.1). Le méme argument avec la composante
neutre N° C N montre que N est connexe.

Suivant Rosenlicht (Some basic theorems on algebraic groups, Amer. J. Math. 78
(1956), 401-443, théoreme 13 et son corollaire 1), il existe un sous-groupe central
connexe Ng de N tel que Ny := N/Nj est un k-groupe algébrique linéaire. Le mor-
phisme G/Nyg — G/N = G, est un torseur sous Ny. Par descente fidélement plate,
G/Nj est affine (1), La maximalité de Gu¢ montre que Ny = 1; le groupe N est donc
commutatif.

Le dévissage suivant est plus connu.

Théoreme 11.18.2 (Chevalley). — Soit G un k-groupe algébrique défini sur un corps
parfait k. Il existe un unique k-sous-groupe invariant affine H de G tel que le quotient
G/H soit une variété abélienne.

Il s’agit de l'article « Une démonstration d’un théoréeme sur les groupes algé-
briques », J. Math. Pures Appl. 39 (1960), 307-317. Cette démonstration est écrite
dans le langage de Weil ; pour une démonstration dans le langage des schémas, voir
B. Conrad, « A modern proof of Chevalley’s theorem on algebraic groups », J. Rama-
nujan Math. Soc. 17 (2002), 1-18.

12. Schémas en groupes affines plats sur une base de dimension 1

Soit A un anneau noethérien régulier de dimension < 1. Dans le cas d’un schéma
en groupes affine plat sur A, on dispose du procédé suivant pour plonger un groupe
donné dans le groupe d’automorphismes d’un module de type fini. Ceci figure dans
le §1.4.5 de l’article : F. Bruhat et J. Tits, Groupes algébriques sur un corps local II,
Schémas en groupes, Existence d’une donnée radicielle valuée, Publ. Math. THES 60
(1984), 197-376.

Lemme 12.1. — Soit G un A-schéma en groupes affine de type fini. Soit M un sous-
module de type fini de A[G] vérifiant A(M) C M ®a A[G], u(M) C M et engendrant
la A-algebre A[G]. On note p : G — Auty; le morphisme défini par le lemme 11.7.
Alors p est une immersion fermée.

MPpp, 19/6/08 : dans cette preuve, il semble que Ng soit supposé normal dans G...
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Noter que M est localement libre, et ainsi Aut,; est représentable.

Proposition 12.2. — Soit G/A un schéma en groupes affine plat de type fini. Alors il
existe un A-module projectif M de type fini et une immersion fermée G — Auty;.

En effet, la remarque (11.10.1) montre qu’il existe un sous-module M de type fini
engendrant A et vérifiant A(M) C M ®4 A[G] et u(M) C M. Alors M est projectif et
le lemme s’applique.

La proposition suivante généralise (11.13); c’est un premier pas vers le formalisme
tannakien dans ce cadre (cf. T. Wedhorn, On Tannakian duality over valuation rings,
J. Algebra 282 (2004), 575-609).

Proposition 12.3. — Soit G/A un schéma en groupes affine et plat. Alors G est limite
projective d’un systeme filtrant de A-schémas en groupes affine de type fini.

On a vu que Pensemble des sous-A-algebres de type fini (donc plates sur A) de
A[G] stables par A et u est stable par engendrement, donc A[G] est limite inductive
d’une famille filtrante croissante (B;);e1 de sous-A-algebres de type fini stables par A
et u. Alors, chaque algebre B;, munie de ’homomorphisme B; — B; ®a B; déduit de
A et de la restriction de u a B;, est munie d’une structure d’hyperalgebre associative
augmentée involutive, donc (I, 4.2) est la A-algebre d’un A-groupe affine G;, de type
fini sur A. Enfin, puisque A =limV;, on a G =1lim G, (EGA IV 8.2.3).

Exemple 12.4. — De telles limites donnent lieu a des objets « exotiques ». Supposons
A de valuation discrete, d’uniformisante 7 et de corps des fractions K. On considere
le systeme

I — Ga,A ﬁ’ Ga,A ﬂ’ Ga,A
Alors la limite projective G est un A-schéma en groupes plat affine, non de type fini,
dont la fibre spéciale est triviale et dont la fibre générique est isomorphe au groupe

additif. De plus, H°(G, 0¢g) est le sous-anneau de K[T] formé des polynémes dont le
coefficient constant appartient & A.

Théoréme 12.5 (Raynaud). — Soit G un A-préschéma en groupes de type fini et et
plat, G = SpecT'(G, 0g), u: G — G le morphisme canonique. Alors :

(1) G est de facon naturelle un A-schéma en groupes et u est un homomorphisme.

(i) Ker(u) est plat surS et (G,u) est un quotient fpqc de G par Ker(u), de sorte

que G est le plus grand quotient affine de G.
(iii) Si G est affine aux points génériques de Spec(A), Ker(u) est un groupe étale
sur A, égal au groupe unité si et seulement si G est séparé sur A.

On peut supposer que A est un anneau de valuation discrete de corps des fractions
K. Le (1) résulte immédiatement du corollaire 11.2. Soit m une uniformisante de
A; pour tout n > 0, posons A, = A/7" A et soit i, : Spec(A,) — Spec(A) le
morphisme associé. Le schéma en groupes G/A = Spec(H%(G, 6g)) est affine et plat
(puisque sans torsion), mais a priori non nécessairement de type fini. Nous allons
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montrer que N = Ker(u) est plat. Vu que G est séparé, N est un sous-schéma en
groupes fermé de G.
Le changement de base i,, donne lieu & un morphisme de A, -schémas en groupes
Uy : Gy — én, de noyau N,,. La suite exacte de faisceaux
0— Og X7, Og — i07*(ﬁ(}0) —0
produit une injection H(G, 0g)/7H(G, Og) — H°(Gy, Og,) ; en d’autres termes,
uy s HO(Go, 0, ) = HO(G, 0g) /7HO(G, ) — H(Go, )
est injective. L’extension (4) du théoréme 11.17 montre que v induit un isomorphisme
ug : Go/Ng — (~}0. Donc u est surjectif.

En particulier, (~}0 est un Ag-groupe affine algébrique. On fixe un entier n > 1,
nous allons montrer que u, est plat. Tout d’abord, le lemme de Nakayama nilpotent
implique que én est de type fini sur A,,, donc de présentation finie. Le morphisme u,,
est donc un morphisme de présentation finie. Vu que ug est plat, le critere de platitude
par fibres (EGA IV, Corollaire 11.3.11, (a) = (b)) montre que u,, est plat. Par suite
N, = Ker(uy,) est plat sur A,, pour tout n > 0. Ceci entraine que N est plat sur A.
On a déja signalé en 9.3 que le quotient G/N est représentable par un A—schéma en
groupes plat de type fini sur A. Il vient un monomorphisme de A-schémas en groupes
j:G/N — G. Le lemme 11.1.b appliqué & S = Spec(A), X = G et Y = Spec(K)
indique que Gk = SpecI'(Gk, Og, ). La proposition 11.18.1 montre que jk est un
isomorphisme. Ainsi, jk et jo sont plats et le critére de platitude par fibres (EGA4
11.3.11) implique que j est plat. C’est donc une immersion ouverte (EGA4 17.9.1) et,
Jj est surjectif, on conclut que G/N & G.

On suppose maintenant que Ggk est affine. Alors Ny = 1. Par ailleurs, vu que
Go/Ng = (N}O, la proposition 11.18.1 indique que Ny est lisse sur Ag. Le critere de
lissité par fibres (EGA4, 17.8.2) montre que N est lisse sur A. Ainsi Qll\I/A est un A—
module libre de rang n (SGA1 I1.4.4). Mais Qi = Q) @4 K =0, donc O, =0

et N est étale sur A. Si N = 1, alors G =2 G est affine donc en particulier séparé.
Réciproquement, si G est séparé, alors N est séparé. Vu que N est plat sur A, on
conclut que N =1 (suivant EGA III, 1.4.15).

Corollaire 12.5.1. — Y Soit G un A-schéma en groupes de type fini plat sur A. Si
G est affine auz points génériques de Spec(A), alors G est affine sur Spec(A) si et
seulement si G est séparé sur Spec(A).

PARAG OBSOLETE A SUPPRIMER

On peut supposer que A est un anneau de valuation discrete de corps des fractions
K. Soit 7 une uniformisante de A ; pour tout n > 0, posons A, = A/7" 1A et soit
in : Spec(A,) — Spec(A) le morphisme associé. On note H/A = Spec(H°(G, 0g));
c’est un A-schéma en groupes affine et plat (puisque sans torsion), mais a priori

(99N.D.E. : Pour une autre démonstration de ce corollaire, le lecteur pourra consulter [An73,
Prop. 2.3.1] et [PY06, Prop. 3.1].
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non nécessairement de type fini. On note v : G — H le morphisme canonique et
N = Ker(u) son noyau. Nous allons montrer que N est plat. Vu que H est séparé, N
est un sous-schéma en groupes fermé de G.

Le changement de base i, donne lieu & un morphisme de A,,-schémas en groupes
Uy : G, — H,, de noyau N,,. La suite exacte de faisceaux

0— Oc =5 Og — o .(Oc,) — 0
produit une injection H(G, 0g)/7H(G, Og) — H°(Gy, Og,) ; en d’autres termes,
ug « H'(Ho, Oy,) = H°(H, Oy) /7H"(H, Ox) — H%(Go, Oc,)

est injective. L’extension (4) du théoréme 11.17 montre que l'on a un isomorphisme
Go/No = Hy. En particulier, Hy est un Ag-groupe affine algébrique. On fixe un entier
n > 1, nous allons montrer que u,, est plat. Tout d’abord, le lemme de Nakayama
nilpotent implique que H,, est de type fini sur A,, donc de présentation finie. Le
morphisme u,, est donc un morphisme de présentation finie. Vu que ug est plat, le
critére de platitude par fibres (EGA IV, Corollaire 11.3.11, (a) = (b)) montre que
u, est plat. Par suite N,, = Ker(u,,) est plat sur A,, pour tout n > 0. Ceci entraine
que N est plat sur A. Vu que G est séparé de type fini sur A, on sait alors que la
formation de ’enveloppe affine commute aux changements de base plats (EGA III
1.4.15). Par suite Gk = Hk et Nx = 1. Vu que N est fermé dans G séparé sur A, on
conclut que N =1 et G = H.

On montre alors la proposition suivante (Remarque 11.11.1).

Proposition 12.6. — Soient S un schéma localement noethérien régulier de dimension
< 1, G un S-préschéma en groupes plat, quasi-séparé et quasi-compact sur S. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est affine sur S.

(ii) G est quasi-affine sur S.

(iii) On peut faire opérer G fidélement sur un S-schéma quasi-affine.

(iv) On peut faire opérer G fidélement sur un module quasi-cohérent plat sur S.

Si de plus G/S est de type fini sur S noethérien, ces conditions sont aussi équivalentes

\

a

(v) G est isomorphe & un sous-schéma en groupes fermé d’un Auty,, ot V est un
module localement libre de type fini sur S.

Comme dans le cas d'un corps, on a (i) = (ii) trivialement, et (ii) = (iii), car
G opere fidélement sur lui-méme par translations & gauche. Montrons (iii) = (i), en
supposant donc que G opere fidelement sur X quasi-affine sur S. L’adhérence de la
section unité de G est alors fermée dans G, donc G est séparé. Le cas des corps (11.11)
montre que G est génériquement affine et le théoréme 12.5 montre que G/S est affine,
c’est-a-dire assertion (i). Il reste a voir que (i) < (iv). Si G/S est affine et plat,
le groupe G opere fideélement sur &/ (G) qui est un Os-module quasi-cohérent plat,
c’est-a-dire (iv). Réciproquement, supposons que G agisse fidelement sur un module
quasi-cohérent M plat sur S. Montrons tout d’abord que G est séparé. Notons Gog C G
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I’adhérence schématique de la section unité de G. Suivant (VIL7.1), ) Gy est un
sous-schéma fermé invariant de G, donc plat sur S. Le corollaire 11.10 montre que M
est limite inductive d’une famille filtrante croissante de sous-Os-modules M; de M de
type finis munis d'une action de G. La restriction de G — Auty;, a Go est triviale,
donc Gy agit trivialement sur M. Par suite, Gg = 1g, G est donc séparé sur S. Le
théoreme 12.5 permet de conclure que G est affine sur S.

Supposons maintenant que G/S soit de type fini sur S noethérien et satisfasse les
conditions précédentes. En particulier, G est affine et opere fidelement sur lui-méme.
Alors, en vertu de la remarque 11.10.1, la Os-algebre &7 (G) est engendrée par un
sous-Og module quasi-cohérent de type fini V de &/(G) qui est stable par G. Vu les
hypotheses sur G/S, V est localement libre. La proposition (12.2) entraine alors que
le morphisme G — Auty, est une immersion fermée, ce qui prouve que (iv) = (v).
Enfin, on a (v) = (i) de fagon triviale.

13. Espaces homogénes

13.1.
Lemme 13.1.1. — blabla

Théoreme 13.1.2. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes plat et
localement de présentation finie sur S (resp. lisse sur S), X un G-espace homogéne
pour la topologie (fppf). On suppose de plus vérifiée l'une des conditions suivantes :

a) X est un G-torseur.
b) S est localement noethérien.
c) X est localement de type fini sur S.

d) X est, localement pour la topologie (fppf), quotient de G par un sous-schéma en
groupes H, localement de présentation finie sur S.

Alors X est plat et localement de présentation finie sur S (resp. lisse sur S) et, loca-
lement pour la topologie (fppf), est isomorphe au quotient de G par un sous-schéma
en groupes H, localement de présentation finie sur S.

De plus, X est de présentation finie sur S dans chacun des cas suivants :

A X =G/H et G et H sont de présentation finie sur S.
B G est a fibres connezes.
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