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Résumeé. Soit % un corps de caractéristique p > 0. Par des méthodes analogues a celles de [3],
nous établissons la dualité de Poincaré et la formule de Kiinneth pour la cohomologie
rigide des variétés algébriques sur k.

Poincaré duality and Kiinneth formula for rigid cohomology.

Abstract. Let & be a field of characteristic p > 0. Using methods analog to those of [3], we prove that
Poincaré duality and the Kiinneth formula hold for the rigid cohomology of algebraic
varieties over k.

Abridged English Version

1. The trace morphism

Let % be a field of characteristic p > 0, W a Cohen ring of £, K = Frac(W). If X is a separated
k-scheme of finite type and n = dimX, the rigid cohomology groups with proper support
Hé,rig(X) vanish for i > 2n. One can therefore define a trace morphism Try : HZ';ig(X) — K as
follows. We first reduce to the case where X is affine and smooth and choose a smooth affine
W-scheme X’ lifting X and a compactification » : X’ — Spec(W) of X'. Then ox, = WK is a
dualizing complex on the generic fiber Xy of X', whose restriction to X is isomorphic to
Q}lq{[n]. Using the usual trace morphism and GAGA on the analytic space associated to )_(}{,

we get a morphism
Hiy (X", Q% an) =5 Hix (X", ox0) — HOXE", o)) =5 HY(Xy, 05) — K.

1 an n—1
)

One shows that this morphism vanishes on H'y (X QX}{an), can be factored through a

morphism Try : H z';ig(X ) = K, and that this morphism is independant of the choice of X'.

When X is proper and smooth over k, Try can be identified with the trace morphism for crys-
talline cohomology (via [3, 1.9]). If f : Y — X is a finite étale morphism between smooth affine
(Y) - H> (X) (cf. [3, 3.6] and 1.4

k-schemes, there exists a trace morphism T]rfC cH? o vig
below), and the morphisms Try and Try commute with Trfc. If Z/ =— X' is a closed

¢, rig
immersion between smooth and quasi-projective W-schemes, with reduction Z = X, then the
construction of the Gysin map given in [3, 5.2-5.4] has an analog G,y . for rigid cohomology
with compact supports, and G, 5 ., commutes with Tr, and Try.



2. Poincaré duality

Let X be as above, and Z c X a closed subscheme. The basic constructions of rigid cohomo-
logy allow us to define pairings

R, . (X) ® RT, ; (Z) —— RT, ; (X).
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Using the trace map Try, we get the duality morphism

Nzx + BRIz (X)) —— RHomg(RI ,;,(2), K)[-2n].
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These morphisms are compatible with the distinguished triangles relating the cohomologies
of X, Z and U = X \ Z. When X is proper and smooth, the morphism Nx x can be identified with
the Poincaré duality morphism in crystalline cohomology. If f: X — Y is a finite étale mor-
phism between affine smooth k-schemes, Nyy and Nx x are compatible with the functoriality
maps and the trace maps between Hﬁg(X) and Hj;g(Y) on the one hand, H:jrig(X) and
H;< rig(Y) on the other hand. When Z' «— X' is a closed immersion between smooth quasi-
projective W-schemes, with reduction Z < X, the morphisms Nz.2 and ny y are compatible
with the Gysin map GZ,7 X

To show that the morphism Nz.x is an isomorphism, we argue as in the proof of the finite-
ness theorem [3, th. 3.1]. Using the above properties and de Jong’s theorem [5, th. 4.1], we
prove by induction on n the following two assertions:

(a), For any smooth separated k-scheme X such that dimX < n, ny is an isomorphism.

(b), For any k-scheme Z such that dimZ < n, and any closed immersion Z = X into a
smooth separated k-scheme, Nz x is an isomorphism.

3. Kinneth formula

A similar induction can be used to prove that the Kiinneth formula holds for rigid cohomo-
logy and rigid cohomology with compact supports, and that these cohomologies commute with
arbitrary base field extension.

On désigne par %k un corps de caractéristique p > 0, W un anneau de Cohen de % (cf. [EGA, 0,
(19.8.4)]), K son corps des fractions. Tous les k-schémas considérés sont supposés séparés et de
type fini. Soient X un k-schéma, Z < X un sous-schéma fermé, U = X \ Z. On choisit une
compactification X de X sur %, et on suppose qu’il existe une immersion fermée de X dans un
W-schéma formel p-adique P lisse au voisinage de X (cf. [3, 1.3]). Si V est un ouvert de X, on
note ]V[ le tube de V dans la fibre générique Py de P, j‘; le foncteur «faisceau des germes de
sections surconvergentes au voisinage de 1V[ », L} le foncteur «faisceau des sections a
support dans 1V » (foncteurs de la catégorie des faisceaux abéliens sur ] X[ dans elle-méme,
cf. [3,1.2]); on pose L[, = Ker(j} — jj;). Par construction (cf. [1], [2], [3]), la cohomologie rigide
de X a support dans Z (resp. a supports compacts) est définie par

RI, . (X) = RT(X[, Ll Qix) = RCAXI, Qg — ifQix)y)s
R[, .. (X) = RCUX[, RL, (Qg) = RTAXIL, (L) (5 = L (),

ou .J* est une résolution injective de Q%, 'indice s désigne le complexe simple associé a un
bicomplexe, et j;g Orxp et L]X[(]O) sont placés en bidegré (0, 0). Ces complexes sont indépen-
dants des choix faits; le complexe RI', rig(X ) est contravariant par rapport aux morphismes

f:X 5 X, ouZ c X esttel que f71(Z) < Z, le complexe RT", . (X) est contravariant par

c,rig



rapport aux morphismes propres X' — X, et on dispose des triangles distingués

AX,Z) : (X) —— RI(X) —— R, (U) LN ,

Z ,rig

(U) —— RT

+1

AX,Z) : (X) —— RT, ;. (2)

c rig c,rig

1. Le morphisme trace

PROPOSITION 1.1. — Soit X un k-schéma de dimension n. Alors H! . (X) = 0 pour i > 2n.

c, I‘lg

Lorsque X est I'espace affine A}, on peut prendre X=P,P= IP"W. Le tube 1X| est alors la
boule unité fermée de I'espace AL?", et 'énoncé résulte de ce que son complémentaire est
réunion de n ouverts de Stein. Dans le cas général, une récurrence sur n permet de se rame-
ner au cas ou X est affine et lisse. En le plongeant dans un espace affine et en appliquant le
théoréme de normalisation de Nceether, on montre qu’on peut encore se ramener au calcul de
la cohomologie de de Rham d’'un espace de Stein lisse de dimension n, a4 support dans le
complémentaire de la réunion de n ouverts de Stein.

1.2. On veut construire un morphisme trace Try : H fﬁlg(X ) = K. Quitte & composer avec le
morphisme trace pour une extension finie de K, il suffit de le faire aprés une extension finie de
k. On peut alors remplacer X par X, ; et se ramener au cas ou il existe dans X un ouvert U
affine, lisse et géométriquement connexe tel que dim(X \ U) < n. La proposition précédente
entraine qu’il suffit de construire le morphisme Tr; : H, f’;lg(U) — K.

On suppose donc X affine, lisse et connexe. Soient X' un W-schéma affine et lisse relevant X,
X' une compactification projective de X, f : X — SpecK. Le complexe g, = f'K est un
complexe dualisant sur X, égal a Q;l( [n] sur Touvert lisse X} de XK, et on dispose du
morphisme trace IRF(XK, qu{) — K [4, VII 3.4]. Puisque oF, est & cohomologie cohérente, le
morphisme RI(X}, wg,) - R (XM, w%i) est un isomorphisme. Comme X" est un

voisinage strict de 1 X[ dans X", on obtient un homomorphisme
Hiy (X", Q% an) =5 Hiy (X", 0x) — HOXE™, og) =5 HY(Xp, 03) — K.

On montre alors que le composé Hiy (Xz™, Qi ) - Hiy (X2, Q. an) — K est nul, de sorte
qu’on obtient une factorisation

Try + Hyo(X) = Hig (X", Q) —— K.
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Le morphisme Try. ne dépend pas de la compactification X' et ne change pas si on remplace
X par un ouvert sans changer X'. Nous verrons qu’il ne dépend en fait que de X.

1.3. Soient i’ : Z’ = X’ une immersion fermée de codimension r entre W-schémas quasi-
projectifs et lisses, de réduction i : Z = X, n = dim X. A partir du morphisme de Gysin algé-
brique associé a i, on obtient, en passant aux K-espaces analytiques rigides définis par Z' et X',
et en appliquant le foncteur RL x|, un morphisme de Gysin en cohomologie rigide a supports

propres GZ’/X’,c :RI, 1ﬂg(Z) - Rl 1fig(X)[2r] (cf. [3] pour I'analogue sans condition de sup-
ports). Il résulte alors des constructions faites que I'on a Try. 0 G,y . = Try sur H z(ﬁg NZ).

1.4. Soient X un k-schéma affine et lisse, et f: Y — X un morphisme fini étale de degré d. Si
A=T(X,0),B=T(Y,Uy),siA’, B’ sont des W-algebres lisses relevant A et B, et si A", B sont
leurs complétées faibles, il existe un homomorphisme fini étale ¢ : A — B relevant ’homo-
morphisme A — B. Compte tenu de 'isomorphisme entre cohomologie rigide et cohomologie
de Monsky-Washnitzer dans le cas affine et lisse [3, 1.10], ¢ induit un morphisme trace Trf :
IRl"rig(Y) - IRl"rig(X ) [3, 3.6]. D’autre part, on peut montrer que ¢ définit un morphisme fini



étale entre un voisinage strict de ]Y[ et un voisinage strict de ]X[ (dans les espaces ana-
Iytiques associés aux fibres génériques de Y' = SpecB’ et X’ = SpecA’). On en déduit un
morphisme trace Trf’c : ]ch,rig(Y) - ch,rig(X)' Le morphisme (1/d)Trf (resp. (l/d)Trf’c)
est alors un projecteur de ]RFrig(Y) sur IRFrig(X) (resp. RT", . (Y) sur ]Rl"cyﬁg(X)).
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PROPOSITION 1.5. — Soit X un k-schéma géométriquement irréductible de dimension n. Alors

ch'llﬂg(X) est un K-espace vectoriel de dimension 1.

On peut remplacer X par un ouvert non vide quelconque U, ou par une compactification de
U, et faire une extension finie du corps de base. On peut alors se réduire au cas ou X est affine
et lisse, relevé en X' affine, lisse et possédant une section sur W. Appliquant 1.3 a celle-ci, on
voit que dimy Hf’fng(X ) > 1. Lorsque X est un ouvert d’un k-schéma propre et lisse, il résulte
du théoréme de comparaison avec la cohomologie cristalline [3, 1.9] que I’énoncé est vrai pour
X. Dans le cas général, le théoréme de de Jong [5, th. 4.1] permet de supposer qu’il existe dans
X un ouvert non vide U possédant un revétement étale V, ou V est un ouvert d’un k-schéma

propre et lisse. D’aprés 1.4, H2™. _(U) s’injecte dans H2"._(V), d’out la proposition.
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PROPOSITION 1.6. — Le morphisme Try., défini en 1.2 est indépendant du choix de X'.

On peut supposer que X est géométriquement connexe. Soient X; et X, deux W-schémas
affines et lisses relevant X. Il existe un isomorphisme entre les complétés formels de X et X,
et on peut prolonger cet isomorphisme en un isomorphisme ¢ entre des voisinages stricts V; et
V2 de 1 X[y, et 1X[y, dans X;% et X)°x. On peut d’autre part supposer qu'il existe une section

= SpecW = X, donnant, grace & &, une section Y' < X,. D’apres 1.3 et 1.5, les mor-
phlsmes de Gysin Gy X! sont des inverses des morphismes TrX I1 suffit donc de montrer
que Gy XL e est 1ndependant de i, ce qu’on déduit de la descrlptlon explicite du morphisme de
Gysin en coordonnées locales.

On notera désormais Try le morphisme trace défini en 1.2.

1.7. On montre que le morphisme trace vérifie les propriétés suivantes :
(i) SiX est propre et lisse sur k, I'isomorphisme de comparaison Hf’;lg(X) = HﬁZ(X) =

chr'fs(X ) ® K [3, th. 1.9] identifie les morphismes trace en cohomologie rigide et en cohomo-
logie cristalline.
(i1) Sous les hypothéses de 1.4, le morphisme Tr,.: H? (Y) - H?" (X) commute aux
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morphismes traces Try et Try.

2. Dualité de Poincaré

En gardant les mémes notations, on vérifie facilement le lemme :

LEMME 2.1. — Soient E, F deux faisceaux de K-espaces vectoriels sur le tube 1X[ de X dans
P. Il existe un isomorphisme canonique

Hoomy(jLE,F) —=— L,y (Somg(E, F)).

Par adjonction, on en déduit que tout accouplement E° @, F* — G" entre deux complexes de
K-espaces vectoriels sur ] X[ définit un accouplement j; E* @, Ly F" > LG

2.2. Soient Z c X un sous-schéma fermé, U = X \ Z. Appliquant ce qui précéde a une résolu-
tion injective .9* de Q|%;, & un accouplement .J* ®; .9° — ° prolongeant celui de Q{%, et aux
deux ouverts X et U de X, on obtient par passage 4 la cohomologie un accouplement

Zrlg(X) ® ]RFC rlg(Z) B ]ch rlg( )



indépendant des choix faits. En composant avec le morphisme trace défini en 1.6, on en déduit
le morphisme de dualité

(22.1) n,y 1 BRI, (X) —— RT, ;(2) [-2n] = RHomy(RT, . .(2), K)[-2n],
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noté ny lorsque Z = X. Il s’insére dans un morphisme de triangles distingués

(2.2.2) (g3 Mo M) © Ayyg(X, Z) —— RHomy(A, ;. (X, Z), K)[-2n].
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2.3. En utilisant 1.3, 1.4 et 1.7, on vérifie que les morphismes (2.2.1) satisfont les propriétés
suivantes :

(i) SiX est propre et lisse, le morphisme ny s’identifie (via [3, th. 1.9]) au morphisme de
dualité de Poincaré en cohomologie cristalline.

(ii) Sif:Y — X est un morphisme fini étale entre k-schémas affines et lisses, les morphis-
mes Ny, Ny et les morphismes trace définis en 1.4 sont compatibles : on a 1y o Trf = (f*)7 ony,
rlyof* = (Trfyc)v °Nx-

(iii) Sous les hypotheses de 1.3, les morphismes Nz x> Nz sont compatibles au morphisme de

Gysin : on a Nz.x° Gzx =Nz

THEOREME 2.4 (Dualité de Poincaré). — Soient X un k-schéma lisse, Z c X un sous-schéma
fermé. Le morphisme de dualité (2.2.1) est un isomorphisme.

La démonstration s’effectue par une double récurrence analogue a celle qu’on utilise dans
[3, 3.3] pour démontrer le théoréme de finitude. On prouve alternativement :

(a), Pour tout k-schéma lisse X tel que dim X < n, le morphisme ny est un isomorphisme.

(b), Pour tout k-schéma Z tel que dimZ < n, et toute immersion fermée Z —— X, ot X est
un k-schéma lisse, le morphisme Nz x est un isomorphisme.

L’assertion (a), est claire, et elle entraine (b), en appliquant la propriété 2.3 (iii). Pour
prouver que (b), ; entraine (a),, on remarque d’abord que (a), est vraie lorsque X est propre et
lisse, d’apres 2.3 (i). Grace a (b),_; et au morphisme de triangles (2.2.2), il en résulte que (a),
est vraie pour tout ouvert d’'un k-schéma propre et lisse. Si X est un k-schéma lisse quelcon-
que, le théoreme de de Jong permet de supposer qu’il existe une altération génériquement
étale f : X' — X telle que X’ soit un ouvert d’'un k-schéma projectif et lisse. Soit U un ouvert
affine de X tel que dim(X \ U) < dim(X), et que U’ = f~1(U) soit fini étale sur U. D’aprées 1.4,
les complexes IRFrig(U) et R[". . (U)” sont facteurs directs de ]Rl“rig(U’) et IRFC’rig(U’)V, et,
d’aprés 2.3 (ii), les morphismes 7n;; et n; sont compatibles aux inclusions et aux projecteurs
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définis par la trace de f. Comme 7 est un isomorphisme, il en est de méme de n;;, et donc de
ny en utilisant a nouveau (b),_; et les triangles (2.2.2).

Pour prouver que (a), et (b), ; entrainent (b),, on vérifie que, grace a (b) on peut se

n-1’
ramener par excision au cas ou Z est lisse, X affine, et 'immersion Z < X relevable en une
immersion Z' < X’ entre W-schémas affines et lisses. La propriété 2.3 (iii) permet alors de

conclure grace a (a),.

Remarque. — Dans la situation considérée en 1.3 et 2.3 (iii), le morphisme G, (resp.
e rigtX) = R ;,(Z) (resp. RI';,(X) —
IRFrig(Z )), et est donc indépendant du relevement Z’' — X' (question laissée ouverte dans [3]).

G, ,x o) est dual du morphisme de fonctorialité IRT"

3. Formule de Kiinneth

3.1. Pourie {1, 2}, soient X, un k-schéma, Z, c X; un sous-schéma fermé, )_(i une compacti-
fication de X, }_(i c— P, une immersion fermée de )_(i dans un W-schéma formel lisse au
voisinage de X, p, : ]}_(1 X )_(2[ - ])_(i[ le morphisme induit par la projection, E; un faisceau de



K-espaces vectoriels sur ])_(i[. Il existe des accouplements canoniques
pi Iy (B)) @ py (L, ((Ey)) —— Ly 5 (1M (E) @k py N (Ey)),

Py (E) ®g py (L x (Ey)) —— Ly ox (P11 (ED O py ' (Ey)).
On en déduit des morphismes de Kiinneth, compatibles aux morphismes de fonctorialité :

(3.1.1 RI'

2,ig (X)) B RT, o (X;) —— RT, (X, x X,),

,rig X Zg,Tig

(3.1.2) RT, (X)) ® BT, (X, —— RI, . (X; x X,).
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Pour X, fixé, ces morphismes s’insérent dans des morphismes de triangles distingués
(3.1.3) A(Xy, Zy) ® BT, (Xy) —— A(X) x Xy, Z; x Xp),

(3.1.4) A(X,,Z)) ®p RT, . (X)) — A(X, x Xy, Zy x X,).

c, rig
THEOREME 3.2. — (i) Si X, et X, sont lisses sur k, le morphisme (3.1.1) est un isomorphisme.
(ii) Quels que soient X, et X,, le morphisme (3.1.2) est un isomorphisme.

3.3. Outre (3.1.3) et (3.1.4), la démonstration utilise les propriétés suivantes :

(i) Si, pouri=1, 2, X; est propre et lisse sur k, et Z, = X;, les morphismes (3.1.1) et (3.1.2)
s'identifient au morphisme de Kiinneth en cohomologie cristalline.

(ii) Si, pouri =1, 2, X, est affine et lisse sur %, f; : Y; - X, est un revétement étale, et Z, = X,
les morphismes (3.1.1) (resp. (3.1.2)) relatifs & X et X, d’'une part, Y, et Y, d’autre part, com-
mutent aux morphismes Trf1 ® Tlrf2 et TI‘fle2 (resp. TI‘fI,C ® TI‘fzyc et Trfle2,c) définis en 1.4.

(iii) Si, pouri=1, 2, Z! — X est une immersion fermée entre W-schémas quasi-projectifs
et lisses, de réduction Z, — X;, les morphismes (3.1.1) relatifs a Z, et Z, d'une part, X; et X,
d’autre part, commutent aux morphismes de Gysin GZ,1 /x; @ GZé /X; et GZiX 24/ X x X"

3.4. Une fois ces propriétés établies, la démonstration de 3.2 (i) s’effectue de maniére
analogue a celle de 2.4, en prouvant par une double récurrence les assertions suivantes :

(a), Pour tout couple (X;, X,) de k-schémas lisses tel que dim X; + dim X, < n, le mor-
phisme IRl"rig(Xl) &® IRFrig

(b), Pour tout couple de k-schémas lisses (X, X,), et tout couple de sous-schémas fermés

(Xy) — RI,;,(X; X X,) est un isomorphisme.

(Z,, Zy) de X, et X, tels que dim Z, + dim Z, < n, le morphisme (3.1.1) est un isomorphisme.
La démonstration de 3.2 (ii) se fait par une récurrence simple du méme type.

Remarque. — La méme méthode permet de prouver que la cohomologie rigide commute a4 une
extension arbitraire du corps de base.
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