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Introduction

Ce texte est un r�sum� du cours fait au Centre �mile Borel durant le semestre
ÇÊCohomologies p-adiques et applications arithm�tiquesÊÈ, au printemps 1997. Son but est
d'expliquer comment s'�tendent les r�sultats de base de la th�orie des dX -modules, i.e. des
modules sur les anneaux d'op�rateurs diff�rentiels, lorsqu'on se place sur un sch�ma X lisse
sur un sch�ma de base S qui n'est pas n�cessairement de caract�ristique 0. Nous nous
limiterons ici aux grandes lignes de la th�orie, en donnant les principaux �nonc�s, mais peu
d'indications sur les d�monstrations. Pour celles-ci, le lecteur se reportera notamment � la
s�rie d'articles [5], [8], [10], [11], auxquels ce r�sum� vise aussi � servir dÕintroduction g�n�-
rale.

L'objectif de cette th�orie ÇÊarithm�tiqueÊÈ des d-modules est de d�velopper les outils
n�cessaires pour �tudier au-del� de la caract�ristique 0 la cohomologie de de Rham, et les
cohomologies qui en d�riventÊ: cohomologies cristalline, syntomique, rigide, É, et notam-
ment pour traiter les ÇÊprobl�mes de coefÞcientsÊÈ concernant ces cohomologies. Dans cette
perspective, le cas o� le sch�ma de base est un corps de caract�ristique p, ou un quotient
dÕanneau de valuation discr�te dÕin�gale caract�ristique, pr�sente �videmment un int�r�t
particulier. Il sÕagit alors de cohomologies dites ÇÊp-adiquesÊÈ, par opposition � la cohomolo-
gie �tale ˘-adique pour ˘ ≠ p, et, comme le soulignait Grothendieck d�s le d�but [26], lÕaspect
le plus important de ces cohomologies est de rendre compte des ph�nom�nes de p-torsion.
Cette importance est aujourdÕhui renforc�e par le d�veloppement des th�or�mes de
comparaison avec la cohomologie �tale p-adique, pour les sch�mas sur les corps locaux, dans
la mesure o� cette derni�re est elle m�me par construction une limite de cohomologies de
p-torsion. CÕest pourquoi nous nous int�resserons dÕabord aux r�sultats valables lorsque S
est un Á / p n Á-sch�ma, puis ensuite � ceux quÕon peut en d�duire concernant les modules
sur certains faisceaux d'op�rateurs diff�rentiels sur un sch�ma formel p-adique lisse x.
Pr�cisons n�anmoins que nous nous limiterons dans le pr�sent r�sum� � la th�orie des
d-modules proprement dite, les applications cohomologiques elles-m�mes devant faire
l'objet d'un article ult�rieur.

La premi�re �tape, � laquelle est consacr�e le chapitre 1, est donc de construire les
faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels qui apparaissent dans lÕ�tude de la cohomologie de de
Rham et de la cohomologie cristalline lorsque la base S nÕest pas de caract�ristique 0,
faisceaux qui diff�rent alors du faisceau dX « en doS

(oX) des op�rateurs diff�rentiels
(relativement � S) au sens classique. En effet, bien que, sans aucune hypoth�se sur S, le
faisceau dX soit d�Þni pour tout morphisme lisse f : X @ S (cf. [EGA IV, 16.8]), la donn�e
dÕune connexion int�grable sur un oX -module e est en g�n�ral plus faible que celle dÕune
structure de dX -module � gauche, lorsque S nÕest pas de caract�ristique 0. De plus, un
exemple classique d� � Grothendieck [26] montre que la connexion de Gauss-Manin sur la
cohomologie de de Rham relative nÕest pas induite en g�n�ral par une structure de dX -
module � gauche.

La th�orie des enveloppes � puissances divis�es permet par contre de modiÞer la cons-
truction de [EGA IV, 16.8] et fournit, sur une base S quelconque, un autre faisceau dÕop�ra-
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teurs diff�rentiels d X
(0) sur X, engendr� librement par les d�rivations, et tel que la donn�e

dÕune connexion int�grable sur un oX -module soit �quivalente � celle dÕune structure de
d X

(0)
 -module � gauche. Pour les dX

(0)-modules, on peut d�Þnir en toute g�n�ralit� les op�ra-
tions de base de la th�orie des d-modules : image inverse exceptionelle f !, produit tensoriel
externe ¢, image directe f+ , dual D (pr�cisons que nos notations sont celles de Bernstein et
Borel [17]). De plus, en rempla�ant la notion de complexe born� � cohomologie coh�rente
par celle de complexe parfait [SGA 6], qui en est la g�n�ralisation naturelle lorsque S nÕet
pas r�gulier, nous montrons que ceux des th�or�mes de stabilit� de la th�orie complexe qui
ne font appel quÕ� la notion de coh�rence restent valables en toute g�n�ralit� pour les d(0)

X -
modulesÊ: la perfection est stable par f ! pour f lisse, ¢, f+ pour f propre, D.

Par contre, hors de la caract�ristique 0, il nÕexiste pas au niveau des d(0)
X -modules de

notion analogue � lÕholonomie dans le cas complexe, qui permette dÕassurer la stabilit� par
f ! pour f quelconque. Cette situation est li�e au fait que, hors de la caract�ristique 0, la
cohomologie de de Rham et la cohomologie cristalline diff�rent de la cohomologie �tale ou de
la cohomologie transcendante sur un point fondamentalÊ: ce ne sont pas des th�ories de
nature topologique. En particulier, si S est de caract�ristique p, et si F : X @ X' est le
morphisme de Frobenius relatif, lÕhomomorphisme F * nÕest pas un isomorphisme en
cohomologie de de Rham ou cristalline Ñ ce qui est du reste � lÕorigine de nombre dÕappli-
cations parmi les plus importantes de ces cohomologiesÊ! De m�me, lÕimage inverse dÕun
d(0)

X' -module coh�rent e' nÕest pas un d(0)
X -module coh�rent, sauf si e' est coh�rent sur oX' ,

ce qui est par ailleurs trop restrictif pour assurer la stabilit� par image directe.
Par contre, on sÕaper�oit quÕil existe un nouveau faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels

d(1)
X  agissant naturellement sur F *  e, et on montre de plus que F * est alors une

�quivalence de cat�gories entre d(0)
X' -modules et d(1)

X -modules [8]Ê: ce th�or�me de descente
appara�t comme une g�n�ralisation du th�or�me classique de Cartier �tablissant une
�quivalence entre la cat�gorie des oX' -modules et celle des oX -modules munis dÕune
connexion int�grable � p-courbure nulle [34]. Ce proc�d� sÕit�re, et am�ne � introduire, pour
tout sch�ma lisse sur une base o� les entiers premiers � p sont inversibles, un syst�me
inductif de faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels (d(m)

X )m ≥ 0 index� par ˙, dont la limite est
le faisceau usuel dX , et � �tudier plus g�n�ralement les d(m)

X -modules [5].
Apr�s quelques rappels sur les enveloppes � puissances divis�es, g�n�ralis�es par

lÕintroduction de la notion de structure partielle dÕid�al � puissances divis�es de niveau m,
pour un entier m ≥ 0 quelconque, le chapitre 1 pr�sente la construction et les premi�res
propri�t�s de base de ces faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels d(m)

X . Le faisceau d(m)
X  est

obtenu en dualisant les enveloppes � puissances divis�es partielles nilpotentes de lÕid�al
diagonal de X dans X |S X, � la mani�re de EGA IV, et est appel� faisceau des op�rateurs
diff�rentiels de niveau m. Ce chapitre sÕach�ve avec lÕinterpr�tation de la structure de d(m)

X -
module � gauche (resp. � droite) en termes de stratiÞcations (resp. co-stratiÞcations) au
sens de Grothendieck. Celle-ci est essentielle pour la th�orie des d(m)

X -modules, non
seulement pour mettre en �vidence la nature cristalline des constructions (ce que nous ne
discuterons pas ici, cf. [8] et [10]), mais aussi dans bien des cas pour munir un module
donn� dÕune structure de d(m)

X -module. En effet, les faisceaux d(m)
X  pour m ≥ 1 ne sont pas
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engendr�s par les seules d�rivations, mais par les op�rateurs dÕordre ≤ pm, et on ne dispose
pas toujours de formules explicites donnant lÕaction de ces op�rateurs.

Le chapitre 2, consacr� aux op�rations cohomologiques dans le cadre alg�brique (et
tout particuli�rement modulo p n), commence avec le th�or�me de descente par Frobenius
mentionn� plus haut. Ce th�or�me sÕ�nonce en fait sur nÕimporte quel sch�ma S annul� par
une puissance de p, muni dÕun id�al quasi-coh�rent å contenant p et poss�dant une
structure dÕid�al � puissances divis�es partielles de niveau m. Il est alors valable pour tout
morphisme de S-sch�mas lisses F : X @ X' dont la r�duction modulo å est une puissance
F s

X0
Ê/ S0

 du morphisme de Frobenius relatif de la r�duction de X, et il fournit une �quivalence
entre la cat�gorie des d(m)

X' -modules et celle des d(m + s)
X -modules [8]. Le reste du chapitre est

consacr� aux propri�t�s de base des quatre op�rations fondamentales, et notamment au
th�or�me de Þnitude pour les morphismes propres [10], et au th�or�me de dualit� relative
de Virrion ([49], [51]). Parmi ces r�sultats, il convient de souligner tout particuli�rement la
compl�te compatibilit� du foncteur F * � toutes les op�rations (ce qui, dans les cas de f+ et
D, repose sur le th�or�me de descente). Nous en verrons plus loin les cons�quences.

Certaines propri�t�s sont par contre en d�faut tant que lÕon reste sur une base annul�e
par une puissance pn Þx�e. On constate deux types de probl�mesÊ:

a) Certains �nonc�s ne sont vrais quÕ� isog�nie pr�s. Par exemple, pour m ≥ 1, le
complexe de de Rham  „ ÷

X ¢ d(m)
X  nÕest pas une r�solution de ∑X , mais les faisceaux de

cohomologie du c�ne sont annul�s par une puissance Þxe de p, ind�pendante de n.
b) Certains �nonc�s n�cessitent en plus de changer de niveau dans le syst�me inductif

des faisceaux d(m)
X . CÕest le cas par exemple de lÕisomorphisme Id  #@õ   u! u+ lorsque u est

une immersion ferm�e.
On est ainsi conduit � �tudier les th�ories obtenues par passage � la limite � partir de

la th�orie alg�brique du chapitre 2. Soient v un anneau de valuation discr�te complet
dÕin�gale caract�ristique, de corps r�siduel k. Le chapitre 3 est consacr� au passage � la
limite projective sur un v-sch�ma formel lisse x, de Þbre sp�ciale X. On obtient ainsi pour
tout m un faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels dÕordre inÞni ^d x

(m), p-adiquement complet, qui
reste un faisceau dÕanneaux coh�rent � sections nÏth�riennes. LorsquÕon veut �tendre les
op�rations cohomologiques aux complexes de ^d x

(m)-modules, il appara�t alors des difÞcult�s
techniques li�es aux compl�tions. Pour obtenir les formules voulues lorsquÕon compose
plusieurs foncteurs qui ne pr�servent pas n�cessairement la coh�rence (notamment la
transitivit� des images inverses et directes), on est amen� � int�grer la compl�tion � la d�Þ-
nition de ces foncteurs, et donc aussi � imposer une condition de compl�tion aux complexes
avec lesquels on travaille. Nous appelons quasi-coh�rents les complexes e de D-(^dx

(m)) tels
que le complexe oX 

L

¢ e soit � cohomologie quasi-coh�rente, et que e  #@õ   È
“#
lim n (Á / pnÁ 

L

¢
e). Ces conditions sont v�riÞ�es par les complexes born�s � cohomologie coh�rente. On peut
alors �tendre � ces complexes les op�rations cohomologiques �tudi�es pr�c�demment, et en
d�duire par passage � la limite les propri�t�s voulues, en sÕappuyant sur les m�thodes de
lÕAppendice B de [12] sur la Þnitude de È

“#
lim . On notera que, pour traiter les propri�t�s qui

n�cessitent de tensoriser par ›, nous ne travaillons pas directement dans la cat�gorie d�ri-
v�e des ^d(m)

x, ›-modules, o� la condition de quasi-coh�rence pr�c�dente nÕaurait plus de sens,
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mais dans la cat�gorie triangul�e des complexes quasi-coh�rents de ^d x
(m)-modules � isog�nie

pr�s. Celle-ci contient une sous-cat�gorie pleine �quivalente � la cat�gorie Db
coh(^d(m)

x, ›) [9].
Le second passage � la limite, qui fait lÕobjet du chapitre 4, consiste � passer � la limite

inductive sur le niveau m. On obtient ainsi un faisceau d ì
x , qui est un sous-faisceau du com-

pl�t� p-adique ^dx du faisceau dx des op�rateurs diff�rentiels usuels, form� des op�rateurs
dont les coefÞcients v�riÞent une condition de d�croissance de style Monsky-Washnitzer
[44]. Ce faisceau nÕa pas dÕaussi bonnes propri�t�s de Þnitude que les faisceaux ^d x

(m), mais
le faisceau dì

x, › , bien que nÕ�tant pas nÏth�rien, est coh�rent, gr�ce � un th�or�me de pla-
titude des homomorphismes ^d(m)

x, › @ ^d(m')
x, › pour m' ≥ m [5]. Il est �galement de dimension

homologique Þnie [8]. Comme pr�c�demment, il y a lieu de tenir compte de la topologie
naturelle de dì

x, › dans la d�Þnition des op�rations cohomologiques sur les dì
x, ›-modules.

Pour cela, nous partons de la cat�gorie d�riv�e des syst�mes inductifs de ̂d x
(m)-modules. Par

une localisation appropri�e, nous construisons � partir de celle-ci une cat�gorie LD#@ ›(^d(÷)
x ),

dans laquelle on peut d�Þnir une sous-cat�gorie pleine form�e de complexes ÇÊquasi-
coh�rentsÊÈ. Sur cette sous-cat�gorie, qui contient une sous-cat�gorie pleine �quivalente �
Db

coh(dì
x, ›) [9], on peut alors �tendre les op�rations cohomologiques pr�c�dentes et montrer

que leurs propri�t�s sont pr�serv�es. On obtient ainsi entre autres la pr�servation de la
coh�rence par f+ lorsque f est propre [10], et le th�or�me de dualit� relative [49].

CÕest au niveau de la th�orie des dì
x, ›-modules que sÕeffectue le lien avec la cohomo-

logie rigide [3]. Si Z est un diviseur de X, et j : u Ã@ x lÕinclusion de lÕouvert compl�men-
taire de Z, on introduit le faisceau ox, ›(ìZ) des fonctions � singularit�s surconvergentes le
long de Z : c'est le sous-faisceau de j* ou, › dont les sections sur un ouvert afÞne o� Z est
d�Þni par la r�duction dÕune section t de ox sÕ�crivent sous la forme œ i ≥ 0 ai / t

 i, o� les ai
sont des sections de ox, › v�riÞant la condition de d�croissance de Monsky-Washnitzer. Ce
faisceau poss�de une structure naturelle de dì

x, ›-module. Lorsque x est propre, la cohomo-
logie rigide de u est par construction la cohomologie de de Rham de x � coefÞcients dans
ox, ›(ìZ). On voit donc que, gr�ce au th�or�me de Þnitude pour f+ dans le cas propre, la co-
h�rence de ox, ›(ìZ) en tant que dì

x, ›-module entra�ne la Þnitude de cette cohomologie. Ce
th�or�me de coh�rence, prouv� dans [6], �tait lÕun des objectifs principaux de la th�orie des
dì

x, ›-modules. Nous indiquons ici les principales id�es de sa d�monstration, bas�e sur les
th�or�mes pr�c�dents sur les op�rations cohomologiques, et sur le th�or�me de de Jong [33].

EnÞn, nous achevons ce chapitre consacr� � la coh�rence sur dì
x, › par une rapide

pr�sentation des travaux de Huyghe sur la transformation de Fourier ([28], [29], [30]), qui
fournissent une interpr�tation de la transformation de Fourier na�ve sur la ÇÊcompl�t�e
faible È de lÕalg�bre de Weyl au moyen des op�rations cohomologiques d�Þnies ici. Cette
interpr�tation est enti�rement parall�le � celles que donnent Malgrange pour les dX -
modules en caract�ristique 0 [41] et Katz-Laumon pour les faisceaux ˘-adiques. CÕest aussi
une illustration de la fa�on dont, sur un sch�ma formel propre, on peut utiliser les alg�bres
de la forme ox, ›(ìZ), et les faisceaux dÕop�rateurs � singularit�s surconvergentes dì

x, ›(ìZ)
qui leur sont associ�s, pour traiter les op�rations cohomologiques sur les vari�t�s ouvertes.

Pour obtenir un th�or�me de Þnitude pour f ! lorsque f est une immersion ferm�e (ce
qui entra�nerait le cas g�n�ral), il faut n�anmoins disposer dÕune condition de Þnitude plus
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forte que la coh�rence. En caract�ristique 0, cÕest la condition dÕholonomie [37]. Au chapitre
5, nous d�gageons une condition analogue pour les F-d ì

x, ›-modules coh�rents, cÕest � dire
les dì

x, ›-modules coh�rents e munis dÕun isomorphisme ‡ : e  #@õ   F * e. Les r�sultats des
chapitres pr�c�dents entra�nent que la structure de F-d ì

x, ›-module est stable par toutes les
op�rations cohomologiques, de sorte que tout dì

x, ›-module dÕorigine g�om�trique peut �tre
muni dÕune structure de F-d ì

x, ›-module. Une propri�t� essentielle des F-d ì
x, ›-modules

coh�rents, qui r�sulte de la descente par Frobenius, est lÕexistence pour un tel module e

dÕun ^d(0)
x, ›-module coh�rent e(0) canonique tel que e ñ dì

x, › ¢ ^d(0)
x, ›

 e(0), d�pendant fonctoriel-
lement de e [8]. Nous expliquons comment, en passant par un mod�le entier de celui-ci et en
r�duisant modulo p, on peut construire une vari�t� caract�ristique Car(e) dans le Þbr�
cotangent T *X de la Þbre sp�ciale X, et m�me un cycle caract�ristique ZCar(e). Gr�ce � un
analogue du th�or�me de Kashiwara pour les F-d ì

x, ›-modules coh�rents � support dans un
sous-sch�ma ferm� lisse, on montre que cette vari�t� caract�ristique v�riÞe lÕin�galit� de
Bernstein dim(Car(e)) ≥ dim( X ) [11]. Cela justiÞe que lÕon d�Þnisse comme en caract�ris-
tique 0 la notion de F-d ì

x, ›-module holonome par la condition dim(Car(e)) = dim( X).
Beaucoup de questions sont encore ouvertes concernant cette notion dÕholonomie, et nous en
discutons quelques unes en 5.3.6. N�anmoins, un th�or�me de Virrion [52] montre que cette
condition g�om�trique �quivaut � la caract�risation homologique habituelle par la nullit�
des h i(D(e)) pour i ≠ 0, et que lÕon dispose ainsi dÕune bonne notion de module dual pour
les F-d ì

x, ›-modules holonomes. De plus, nous montrons pour Þnir que le cycle caract�-
ristique que nous construisons donne naissance dans le cas projectif � une formule pour la
caract�ristique dÕEuler-Poincar� analogue � celle de Dubson-Kashiwara ([19], [39]).
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Notations et conventions g�n�rales

1) Ce texte �tant de nature introductive, nous ferons ici de mani�re syst�matique

quelques hypoth�ses mineures qui permettront de simpliÞer lÕexpos�, en renvoyant le
lecteur int�ress� par certains �nonc�s dans une situation plus g�n�rale aux articles [5], [8],
[9], [10] et [11]Ê:

(i) Nous supposerons que tous les sch�mas et sch�mas formels consid�r�s sont quasi-
compacts et quasi-s�par�s (de sorte quÕil en sera de m�me des morphismes entre sch�mas,
dÕapr�s [EGA IV 1.2]). Gr�ce � [SGA 4, VI 5], cela assure que la cohomologie et les images
directes commutent aux limites inductives Þltrantes.

(ii) Lorsque nous consid�rerons un morphisme lisse entre deux sch�mas ou sch�mas
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formels, nous supposerons quÕil est de dimension relative constante. Cela permet dÕappli-
quer dans les cat�gories d�riv�es lÕop�rateur de translation par la dimension relative.

2) Soit d un faisceau dÕanneaux. Sauf mention explicite du contraire, les d-modules
consid�r�s seront des d-modules � gauche.

3) Soit d un faisceau dÕanneaux sur un sch�ma ou un sch�ma formel. Nous nÕutilise-
rons ici les cat�gories D-

coh(d) et Db
coh(d) que lorsque d est un faisceau dÕanneaux coh�rent.

Dans ce cas, il sÕgit des sous-cat�gories pleines de D-(d) et Db(d) dont les objets sont les
complexes � cohomologie d-coh�rente.

Nous aurons aussi � utiliser les sous-cat�gories Dtdf (d) et Dpar f (d). Rappelons que
Dtdf (d) est la sous-cat�gorie pleine de D(d) dont les objets sont les complexes de Tor-
dimension Þnie (voir [27, II 4] ou [SGA 6, I 5.2]), cÕest � dire quasi-isomorphes � un com-
plexe � termes plats, nuls hors dÕun intervalle born�Ê; en particulier, Dtdf (d) est une sous-
cat�gorie pleine de Db(d). Quant � la cat�gorie Dpar f (d), cÕest la sous-cat�gorie pleine de
D(d) dont les objets sont les complexes parfaits [SGA 6, I 4.7], cÕest � dire localement
isomorphes � un complexe � termes localement projectifs de rang Þni, nuls hors dÕun
intervalle born�. Lorsque d est coh�rent, il revient au m�me dÕapr�s [SGA 6, I, 3.5 et 5.8.1]
de demander quÕun tel complexe soit localement de Tor-dimension Þnie et � cohomologie
coh�rente. Compte tenu de lÕhypoth�se de quasi-compacit� faite plus haut, nous aurons donc
ici Dpar f (d) = Db

coh(d) ı Dtdf (d).

4) Pour tout faisceau ab�lien E, nous noterons E› := E ¢ ›.

1 . Calcul diff�rentiel modulo pn

Nous rappellerons dÕabord quelques notions plus ou moins classiques qui servent de
point de d�part au calcul diff�rentiel sur un sch�ma de base quelconque : puissances
divis�es, alg�bres dÕop�rateurs diff�rentiels, stratiÞcations. Lorsque le sch�ma de base est
annul� par une puissance dÕun nombre premier p, ces notions admettent des variantes dites
ÇÊde niveau sup�rieurÊÈ, qui sont � la base de la th�orie pr�sent�e ici : comme nous le ver-
rons plus loin, celles-ci sont directement li�es � lÕaction de lÕendomorphisme de Frobenius de
la r�duction modulo p.

1.1. Enveloppes � puissances divis�es

Hors de la caract�ristique nulle, le calcul diff�rentiel repose de mani�re essentielle sur
la notion dÕid�al � puissances divis�es, qui permet de donner un sens � la formule de Taylor
pour une connexion int�grable.
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1.1.1. Soient A un anneau commutatif, I « A un id�al. Rappelons (cf. [2] ou [12]) quÕune

structure dÕid�al � puissances divis�es (ou PD-structure) sur I est une famille ¤ = (¤n)n ≥ 0
dÕapplications de I dans A qui v�riÞent les conditions suivantesÊ:

(i) ◊ x ‘ I, ¤0(x) = 1, ¤1(x) = x, ¤n(x) ‘ I pour n ≥ 1 ;
(ii) ◊ x, y ‘ I, ◊ n ≥ 0, ¤n(x + y) = œ i + j = n ¤i(x)¤j(y) ;

(iii) ◊ x ‘ I, ◊ a ‘ A, ◊ n ≥ 0, ¤n(ax) = an ¤n(x) ;

(iv) ◊ x ‘ I, ◊ m, n ‘ ˙, ¤m(x)¤n(x) = (m + n
n )¤m + n(x) ;

(v) ◊ x ‘ I, ◊ m, n ‘ ˙, ¤n(¤m(x)) = nm!
(m!) n n!

  ¤nm(x).

On dit que (I, ¤) est un PD-id�al de A. LorsquÕil nÕy a pas dÕambiguit� sur ¤, on adopte en
g�n�ral la notation x[n] pour ¤n(x). La condition (iv) entra�ne que n!¤n(x) = x n. SÕil existe
un entier n ≥ 2 tel que A soit une Á / nÁ-alg�bre, I est donc un nilid�al.

Si ( A, I, ¤) et ( A', I', ¤') sont des anneaux munis de PD-id�aux, un PD-morphisme
ƒ  :  ( A, I, ¤) @ ( A', I', ¤') est un homomorphisme dÕanneaux ƒ : A @ A' tel que ƒ(I) « I', et
que, pour tout x ‘ I et tout n ‘ ˙, ƒ(¤n(x)) = ¤'n(ƒ(x)). Si (R, å, å) est un anneau muni dÕun
PD-id�al, et ƒ : R @ A un homomorphisme dÕanneaux, on dit que la PD-structure å sÕ�tend �
A sÕil existe sur å A une PD-structure å̀ (n�cessairement unique) telle que (R,  å,  å) @
(A,  å A, å̀) soit un PD-morphisme. Si (R, å, å) et ( A, I, ¤) sont des anneaux munis de PD-
id�aux, et ƒ : R @ A un homomorphisme dÕanneaux, on dit que la PD-structure ¤ est
compatible � å si å sÕ�tend � A, et sÕil existe sur å A + I une PD-structure prolongeant å̀ et ¤.

Soient p un nombre premier, vp la valuation p-adique sur › (normalis�e par
vp( p)  =  1), Á( p) le localis� de Á par rapport � lÕid�al premier ( p). Pour tout n ≥ 1,
vp( pn / n!)  ≥ 1, de sorte quÕil existe sur lÕid�al pÁ( p) une PD-structure naturelle. Cette
structure sÕ�tend � toute Á( p)-alg�bre. Par contre, une PD-structure sur un id�al dÕune
Á( p)-alg�bre nÕest pas automatiquement compatible � celle de ( p).

Soient (R, å, å) un anneau muni dÕun PD-id�al, A une R-alg�bre, I « A un id�al. Il
existe une R-alg�bre På(I), munie dÕun PD-id�al ` I dont la PD-structure (g�n�ralement
not�e x ò    @ x[n]) est compatible � å, et un R-homomorphisme ƒ : A @ På(I) tel que ƒ(I) « ` I,
qui soient universels pour les R-homomorphismes ( A, I) @ (B, J, ∂) envoyant I dans un
PD-id�al (J, ∂) dont la PD-structure est compatible � å (cf. [2, I 2.4.2], ou [12, 3.19]). La A-
alg�bre På(I), munie de son PD-id�al canonique, est appel�e enveloppe � puissances divis�es
(compatibles � å), ou PD-enveloppe, de I ; lorsquÕaucune confusion nÕen r�sulte, nous la
noterons simplement P(I).

1.1.2. Si lÕon Þxe un nombre premier p, lÕ�tude de lÕaction de Frobenius am�ne � g�n�-

raliser la notion dÕid�al � puissances divis�es. Nous supposons ici que les anneaux
consid�r�s sont des Á( p)-alg�bres, et que toutes les PD-structures sont compatibles � la PD-
structure canonique de ( p). Pour tout entier m ≥ 0, et tout id�al I dÕun anneau A, nous
noterons I( pm) lÕid�al engendr� par les puissances x pm

 pour x ‘ I.
Soient alors m ‘ ˙ un entier positif Þx�, A une Á( p)-alg�bre, I « A un id�al. Une

PD-structure partielle de niveau m (ou m-PD-structure) sur I est la donn�e dÕun PD-id�al
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(J,  ¤) « I tel que

I( pm) + pI  «  J.

Nous dirons que (I, J, ¤) est un m-PD-id�al. La donn�e dÕune m-PD-structure permet de
d�Þnir sur I des op�rations de puissances divis�es partielles v�riÞant des propri�t�s
analogues aux relations (i) � (v) de 1.1.1 (cf. [5, 1.3.6]) : si n ‘ ˙, on �crit n = pmq + r,  avec
0 ≤ r < pm, et on pose

x{n}(m)  =  x r ¤q(x pm).

En particulier, ces op�rations v�riÞent les relations q! x{n}(m) = xn. Si aucune confusion nÕen
r�sulte, nous noterons simplement x{n} pour x{n}(m).

Si  ( A, I, ¤) et ( A', I', ¤') sont deux anneaux munis de m-PD-id�aux, un m-PD-
morphisme ƒ : ( A, I, J, ¤) @ ( A', I', J', ¤') est un PD-morphisme ƒ : ( A, J, ¤) @ ( A', J', ¤')
tel que ƒ(I) « I'. Si I est un id�al quelconque dÕune Á( p)-alg�bre A, il existe une A-alg�bre
P(m)(I), et un m-PD-id�al (̀ I, ~ I, [-]) « P(m)(I) tel que IP(m)(I) « ` I,  qui soient universels
pour les homomorphismes de A dans un anneau A' envoyant I dans un m-PD-id�al
(I',  J',  ¤') de A'. LÕalg�bre P(m)(I), munie de son m-PD-id�al canonique (` I, ~ I, [-]), est appe-
l�e enveloppe � puissances divis�es partielles de niveau m (ou m-PD-enveloppe) de ( A, I).
Pour la construire, on proc�de la mani�re suivante (voir Be1, 1.4.1], o� la construction est
faite avec une condition de compatibilit� plus g�n�rale) : on d�Þnit dÕabord P(m)(I) comme
�tant lÕenveloppe � puissances divis�es usuelle P(I ( pm)) (compatible aux puissances divis�es
canoniques de ( p)) ; on prend alors pour ~ I le PD-id�al de P(I( pm)) engendr� par I( pm) + pI, et
pour ̀ I lÕid�al IP(I( pm)) + ~ I.

Pour m = 0, les d�Þnitions et constructions faites ici redonnent celles de 1.1.1. DÕautre
part, il r�sulte imm�diatement de la d�Þnition quÕune m-PD-structure sur un id�al I peut
aussi �tre vue comme une m'-PD-structure pour tout m' ≥ m. La propri�t� universelle des
enveloppes � puissances divis�es entra�ne donc que, pour m variable, celles-ci forment un
syst�me projectif

. . .  #@  P(m + 1)(I)  #@  P(m)(I)  #@  . . .  #@  P(0)(I) = P(I).

1.1.3. Soit I un id�al dÕun anneau A muni dÕune m-PD-structure (J, ¤). Cette structure

permet de d�Þnir sur A une Þltration dÕanneau d�croissante (I{n})n ≥ 0 , moins Þne que la
Þltration I-adique et appel�e Þltration m-PD-adiqueÊ: elle peut �tre caract�ris�e comme
�tant la Þltration dÕanneau la plus Þne v�riÞant les conditions suivantes :

(i) I{0} = A, I{1} = I ;
(ii) Quels que soient n ≥ 1, x ‘ I{n} et k ≥ 0, x{k} ‘ I{kn} ;

(iii) Quel que soit n ≥ 0, (J + pA) ı I{n} est un sous-PD-id�al de J + pA.
Nous renvoyons � lÕappendice de [8] pour les d�tails de sa construction dans le cas g�n�ralÊ;
lorsque m = 0, on note habituellement I[n] au lieu de I{n}, et I[n] est alors lÕid�al de A
engendr� par les produits ¤n1

(x1) . . . ¤nk
(xk), o� les xi sont dans I, et œ i ni ≥ n.

La condition (iii) entra�ne que J ı I{n} est un sous-PD-id�al de J, de sorte quÕil munit
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I{n} dÕune m-PD-structure. De m�me, la PD-structure de J + pA passe au quotient modulo
I{n} ; le PD-id�al J / (J ı I{n}) munit alors lÕid�al I / I{n} « A / I{n} dÕune m-PD-structure, telle
que lÕhomomorphisme A @ A / I{n} soit un  m-PD-morphisme.

On dit que I est m-PD-nilpotent sÕil existe un entier n tel que I{n} = 0. Si I « A est un
id�al quelconque, et P(m)(I) son enveloppe � puissances divis�es de niveau m, on pose, pour
tout entier n ≥ 0,

P n
(m)(I)  =  P(m)(I) /  ` I {n + 1}.

LÕimage de ` I dans P n
(m)(I) est alors munie dÕune m-PD-structure canonique, d�Þnie par

lÕimage de ~ I, et la Þltration m-PD-adique correspondante est lÕimage de celle de P n
(m)(I). En

particulier, ` I est m-PD-nilpotent dans P n
(m)(I). Munies de leurs m-PD-id�aux canoniques,

ces enveloppes � puissances divis�es nilpotentes poss�dent une propri�t� universelle
�vidente.

Par fonctorialit�, la construction des enveloppes � puissances divis�es sÕentend aux
id�aux dÕun faisceau dÕanneaux sur un espace topologiqueÊ; nous noterons p(i), p(m)(i),
p n

(m)(i) les enveloppes � puissances divis�es dÕun id�al i. Si X = Spec( A) est un sch�ma
afÞne, et i « oX lÕid�al quasi-coh�rent d�Þni par un id�al I « A, alors ces faisceaux sont les
faisceaux quasi-coh�rents d�Þnis respectivement par P(I), P(m)(I), P n

(m)(I).

1.1.4. En g�n�ral, on ne sait pas donner de description simple de la structure alg�brique

des enveloppes � puissances divis�es. On peut n�anmoins expliciter cette structure si lÕon
fait des hypoth�ses de r�gularit� convenables sur les anneaux A et A / I [5, 1.5.3].

Supposons dÕabord que A soit un anneau de polyn�mes R[t1 , . . . , td], et I lÕid�al dÕaug-
mentation (t1 , . . . , td). Nous noterons alors RÌt1 , . . . , td(m) l'enveloppe P(m)(I), et nous
lÕappellerons alg�bre de polyn�mes � puissances divis�es de niveau m. CÕest un R-module
libre de base les mon�mes � puissances divis�es

t {k}  =  t1
 {k1} . . . td

  {kd},

pour k = {k1 , . . . , kd} ‘ ˙ d. Le m-PD-id�al canonique ` I est lÕid�al engendr� par les t {k} pour
ækæ := œ i ki ≥ 1, et le sous-PD-id�al ~ I « ` I est lÕid�al engendr� par les �l�ments t {k} tels que
lÕun des ki soit ≥ pm, et par les �l�ments p t {k} pour ækæ ≥ 1. Les id�aux ` I {n} d�Þnissant la
Þltration m-PD-adique sont les id�aux engendr�s par les t {k} pour ækæ ≥ n. Par suite, les
P n

(m)(I) sont des R-modules libres de type Þni, ayant pour base les t {k} pour ækæ  ≤  n.
Ces r�sultats peuvent notamment sÕ�tendre lorsquÕon suppose plus g�n�ralement que

A est une R-alg�bre lisse, et t1 , . . . , td une suite dÕ�l�ments de A engendrant un id�al I tel
que A / I soit lisse sur R :

(i) Pour tout n, le choix dÕune section A / I @ A / I n fait de P n
(m)(I) une ( A / I)-alg�bre

libre de type Þni, ayant pour base les t {k} pour ækæ ≤ n, dont la m-PD-structure canonique
est d�crite comme plus hautÊ;

(ii) SÕil existe un entier N tel que p N = 0 dans R, alors lÕimage de I dans P(m)(I) est un
id�al nilpotent, et le choix dÕune section A / I @ A / I n pour n assez grand fournit un m-PD-
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isomorphisme entre lÕalg�bre de polyn�mes � puissances divis�es (A / I)Ìt1 , . . . , td(m) et
P(m)(I).

1.2. Faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels

Soient S un sch�ma, X un S-sch�ma lisse de dimension relative d. Comme nous lÕavons
vu dans lÕintroduction, le faisceau des op�rateurs diff�rentiels dX / S « endoS

(oX) nÕop�re
pas en g�n�ral sur la cohomologie de de Rham relative dÕun morphisme lisse de S-sch�mas
lisses. Pour appliquer les m�thodes de la th�orie des d-modules � la cohomologie de de
Rham et � la cohomologie cristalline, on est donc amen� � introduire un autre faisceau
dÕop�rateurs diff�rentiels d(0)

X / S sur X, tel que la donn�e dÕune connexion int�grable sur un
oX -module soit �quivalente � celle dÕune structure de d(0)

X / S -module � gauche.
Plus g�n�ralement, si S est un Á( p)-sch�ma, la th�orie des enveloppes � puissances

divis�es partielles va nous permettre de construire un syst�me inductif de faisceaux dÕop�-
rateurs diff�rentiels d(m)

X / S index� par ˙, de limite dX / S , dont le r�le appara�tra plus loin en
liaison dÕune part avec lÕ�tude de lÕaction de Frobenius, dÕautre part avec lÕintroduction sur
un sch�ma formel lisse x du faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels d ì

x, › correspondant aux
conditions de convergence pour les isocristaux.

Nous explicitons ici la construction de ces faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels, et
certaines de leurs propri�t�s alg�briques de base.

1.2.1. Rappelons dÕabord la construction du faisceau des op�rateurs diff�rentiels usuels

dX / S donn�e par Grothendieck dans [EGA IV, 16.8]. Si i est lÕid�al de lÕimmersion diago-
nale X Ã@ X |S X, le faisceau des parties principales dÕordre n sur X relativement � S est le
faisceau quotient pün

X / S = oX | X / i n + 1. Il est muni de deux structures de oX -alg�bre, d�Þnies
par les homomorphismes d0 , d1 : oX @ pün

X / S tels que d0( f ) = f ø 1, d1( f ) = 1 ø f, corres-
pondant aux deux projections p0 et p1 de X |S X sur X. Ces structures sont appel�es respec-
tivement structure gauche et structure droite.

Consid�rant p ün
X / S comme oX -module par la structure gauche, on d�Þnit le faisceau des

op�rateurs diff�rentiels par dualit� en posant

dX / S, n  :=  homoX
(pün

X / S , oX),        dX / S  :=  Ù n ≥ 0 dX / S, n .

Pour n, n' ≥ 0, on dispose dÕautre part dÕun homomorphisme dÕanneaux

∂ n, n'  :  pün + n'
X / S   ##@  pün

X / S ¢oX
 pün'

X / S ,

tel que ∂ n, n'(a ø b) = (a ø 1) ø (1 ø b). Le compos� de deux op�rateurs diff�rentiels P :
pün

X / S @ oX et Q : pün'
X / S @ oX est alors d�Þni comme lÕhomomorphisme

PQ  :  pün + n'
X / S   ##@∂n, n'

  pün
X / S ¢oX

 pün'
X / S  ##@Id ø Q   pün

X / S  ##@P   oX .

On fait op�rer P : pün
X / S @ oX sur oX en le composant avec le morphisme d1 : oX @ p ün

X / S , ce
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qui fournit un homomorphisme dÕanneaux injectif dX / S Ã@ endoS
(oX).

Sur un ouvert U « X poss�dant un syst�me de coordonn�es locales t1 , . . . , td (i. e. un
S-morphisme �tale U @ Åd

S sur lÕespace afÞne relatif au-dessus de S), la structure de dX / S
sÕexplicite comme suit. Si lÕon note †i = 1 ø ti - ti ø 1 ‘ oX | X , les †i forment une suite
r�guli�re de g�n�rateurs de i. Pour tout n, et chacune des deux structures de oX -alg�bre,
pün

X / S est alors un oXÊ-module libre de base les † k = † 1
 k1 . . . † d

 kd pour ækæ ≤ n. On note
(Ÿ[k])ækæ ≤ n la base duale de dX / S, n , de sorte que, sur U, dX / S est un oU -module libre de
base les op�rateurs Ÿ[k]. La structure dÕanneau de dX / S est d�termin�e par les relations

(1.2.1.1) Ÿ[k'] Ÿ[k"]  =  (k' + k"
k' )Ÿ[k' + k"],

(1.2.1.2) Ÿ[k] f  =  å
k' + k" = k

          Ÿ[k']( f ) Ÿ[k"],

pour tous k, k', k" ‘ ˙ d et tout f ‘ ‚(U, oU). En particulier, en notant (Ÿi)1 ≤ i ≤ d la base de
d�rivations duale de la base (dti) de „ 1

X / S , on obtient la relation k! Ÿ[k] = Ÿ k := Ÿ 1
 k1 . . . Ÿ d

 kd, de
sorte que les Ÿ[k] jouent le r�le de puissances divis�es des d�rivations.

1.2.2. Fixons maintenant un entier m ‘ ˙. Si m ≥ 1, nous supposerons que S est un Á( p)-

sch�ma. On modiÞe les constructions pr�c�dentes en introduisant les enveloppes � puissan-
ces divis�es nilpotentes pün

X / S, (m) := p  n
(m)(i), que nous appellerons faisceaux de parties

principales de niveau m et dÕordre n. Comme pr�c�demment, ces faisceaux sont munis de
deux structures de oX -alg�bre. En utilisant la structure gauche, nous d�Þnirons le faisceau
des op�rateurs diff�rentiels de niveau m et dÕordre n en posant

d(m)
X / S, n  =  homoX

(pün
X / S, (m)Ê, oX) ;

le faisceau des op�rateurs diff�rentiels de niveau m est alors le faisceau d(m)
X / S = Ù n ≥ 0 d(m)

X / S, n .
En appliquant la fonctorialit� des enveloppes � puissances divis�es aux morphismes ∂ n, n'

construits en 1.2.1, on obtient des homomorphismes dÕanneaux

∂ n, n'
(m)   :  pün + n'

X / S, (m)  ##@  pün
X / S, (m) ¢oX

 pün'
X / S, (m)

gr�ce auxquels on d�Þnit comme plus haut la structure dÕanneau (Þltr�) de d(m)
X / S . On d�Þnit

de m�me lÕop�ration de d(m) 
X / S sur oX ; on prendra garde que cette op�ration nÕest pas Þd�le

en g�n�ral (c.f. 1.2.5 plus bas).
Par la suite, le sch�ma de base S sera le plus souvent Þx�, et nous omettrons alors

lÕindice S dans les notations : nous noterons donc pün
X, (m) , d X

(m), É, au lieu de pün
X / S, (m)Ê,

d(m)
X / S , É.

1.2.3. Sur un ouvert U « X poss�dant des coordonn�es locales t1 , . . . , td, la structure des

faisceaux pün
X, (m) est fournie par 1.1.4. En posant encore †i = 1 ø ti - ti ø 1, pün

X, (m) est un oX -
module libre de rang Þni, ayant pour bases les puissances divis�es partielles †{k} pour ækæ ≤
n. On munit alors d(m)

X, n de la base duale, que lÕon note (ŸÌk)ækæ ≤ n , et d X
(m) de la base form�e

par les ŸÌk pour k ‘ ˙ d ; sÕil est n�cessaire de pr�ciser le niveau m, on lÕindiquera par les
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notations †{k}(m), ŸÌk(m). Pour expliciter la structure multiplicative de dX
(m)

 , on est amen� �
introduire des coefÞcients bin�miaux modiÞ�s (qui interviennent d�j� dans les relations
analogues � celles de 1.1.1 pour les puissances divis�es partielles) : pour k', k" ‘ ˙, k = k' +
k", on �crit k = pmq + r, k'  = pmq' + r', k" = pmq" + r", avec 0 ≤ r, r', r" < pm, et on pose

{k
k'}(m)  :=   

qü!
Öq'ü! q"ü! ,      Ì

k
k'(m)  :=   (k

k'){k
k'}(m) 

ü-ü1
.

Nous omettrons de pr�ciser le niveau m si aucune confusion nÕen r�sulte. Les coefÞcients

{k
k'} sont dans ˙, et les coefÞcients Ì k

k' dans Á( p) [5, 1.1.3]. A partir des relations analo-
gues � celles de 1.1.1 pour les puissances divis�es partielles, on obtient alors

(1.2.3.1) ŸÌk' ŸÌk"  =  Ìk
k'ŸÌk' + k",

(1.2.3.2) ŸÌk f  =  å
k' + k" = k

          {k
k'}ŸÌk'( f ) ŸÌk".

En particulier, on d�duit de (1.2.3.1) la relation (k! / q!)ŸÌk = Ÿ k. Lorsque m = 0, on a donc
simplement ŸÌk = Ÿ k.

LÕ�tude des propri�t�s de divisibilit� de ces coefÞcients bin�miaux modiÞ�s [5] montre
que, si k ‘ ˙ d sÕ�crit k = p mq + r, avec 0 ≤ ri < p m, et ri = œ j = 0

m - 1 ai, j p  j, avec 0 ≤ ai, j < p,
alors

(1.2.3.3) ŸÌk  =  uk  Õ
i = 1

d
  (Õ

j = 0

m - 1
  (Ÿ i

Ìp j)ai, j)(Ÿi
 Ì pm)qi ,

o� uk est un �l�ment inversible de Á( p) .

Rappelons quÕun faisceau dÕanneaux a sur un espace topologique x est dit coh�rent si,
pour tout ouvert u « x, tout id�al de type Þni i « aæ u de la restriction de a � u est de
pr�sentation Þnie [48]. Gr�ce aux relations (1.2.3.3), un argument classique ramenant au
gradu� associ� � la Þltration par lÕordre (voir [15], [17], [36], [40], [42], É) montre que d X

(m)

a de bien meilleures propri�t�s de Þnitude que dX (dont les anneaux de sections ne sont pas
nÏth�riens en g�n�ral) :

1.2.4. PROPOSITION [5, 2.2.5 et 3.1.2]. Ñ  Supposons S localement nÏth�rien.

(i) Si X est afÞne, lÕanneau ‚( X, dX
(m)) est nÏth�rien � gauche et � droite.

(ii) Le faisceau d X
(m) est un faisceau dÕanneaux coh�rent.

1.2.5. Pour m variable, et n Þx�, les faisceaux pün
X, (m) forment un syst�me projectif, et les

morphismes de transition sont compatibles aux homomorphismes ∂ n, n'
(m) . De plus, pün

X sÕenvoie
dans chacun des pün

X, (m) , de mani�re compatible aux morphismes de transition, et aux
homomorphismes ∂ n, n'. Il en r�sulte que les faisceaux dX

(m) forment un syst�me inductif de
faisceaux dÕanneaux, muni dÕun homomorphisme dÕanneaux dans dX :
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d X
(0)   #@  dX

(1)   #@  . . .   #@  dX
(m)   #@  . . .   #@  dX .

Supposons que X soit muni dÕun syst�me de coordonn�es locales t1 , . . . , td . Pour k ‘ ˙,
et tout entier m, posons k = p mqm + rm , avec 0 ≤ rm < p m. LÕhomomorphisme canonique
d X

(m) @ d X
(m + 1) (resp. dX

(m) @ d X) envoie alors ŸÌk(m) sur (qm! / qm + 1!)ŸÌk(m + 1) (resp. sur
qm! Ÿ[k]). En particulier, lÕimage de ŸÌk(m) dans dX est �gale � Ÿ[k] lorsque chacun des ki est
tel que ki ≤ p m. Dans ce cas, nous commettrons parfois lÕabus de notation consistant � noter
Ÿ[k] lÕ�l�ment ŸÌk(m) de d X

(m). Il en r�sulte dÕautre part que lÕhomomorphisme canonique

#@
lim

m
 d X

(m)   #@  dX

est un isomorphisme.
On remarquera que, pour d ≥ 1, les homomorphismes d X

(m) @ d X
(m + 1) et d X

(m) @ dX
sont injectifs si et seulement si S est plat sur Spec(Á). Par contre, si S est de caract�ris-
tique p, on v�riÞe sans difÞcult� que ces homomorphismes ont le m�me noyau, engendr� en
coordonn�es locales par les op�rateurs Ÿ i

Ì p m + 1(m)Ê; dÕautre part, lÕimage de dX
(m) dans dX «

endoS
(oX) est le sous-anneau des applications oX (m + 1)-lin�aires de oX dans lui-m�me, en

notant X (m + 1) le sch�ma d�duit de X par changement de base par le (m + 1)-i�me it�r� de
lÕendomorphisme de Frobenius de S [5, 2.2.7]. En se ramenant � la caract�ristique p, un
d�vissage permet dÕen d�duire la propri�t� suivanteÊ:

1.2.6. PROPOSITION [9]. Ñ  Supposons que p soit localement nilpotent sur S. Alors, pour

tout m, d X
(m + 1) est de Tor-dimension d � droite et � gauche sur d X

(m).

1.3. StratiÞcations et costratiÞcations

Les relations (1.2.3.3) montrent que, dans un syst�me de coordonn�es locales, la
donn�e dÕune structure de dX

(m)-module sur un oX -module est d�termin�e par lÕaction des
op�rateurs Ÿi

Ì p  j pour 0 ≤ j ≤ m. Si m ≥ 1, il nÕest pas toujours possible de d�crire
explicitement cette action, et il nÕest pas toujours commode de v�riÞer directement que la
structure quÕelle d�Þnit est ind�pendante du choix des coordonn�es. CÕest pourquoi on est
souvent amen� � utiliser lÕinterpr�tation cristalline (d�e � Grothendieck [26] dans le cas
classique) dÕune structure de dX -module en termes de donn�es de descente inÞnit�simales,
encore appel�es stratiÞcations. Comme ce formalisme sÕapplique aussi bien aux dX -modules
quÕaux d X

(m)-modules, nous engloberons dans notre pr�sentation le cas des dX -modules en
posant Ü̇  = ˙  Ù {&}, pün

X, (&) = pün
X , d X

(&) = dX .

1.3.1. Rappelons dÕabord que, si X est un sch�ma lisse sur une base S quelconque, la

donn�e dÕune connexion int�grable ¯ sur un oX -module e est �quivalente � celle dÕune
structure de dX

(0)-module � gauche prolongeant sa structure de oX -module (cf. [2, 4.1.3 et
4.2.12], ou [12, th. 4.8]). Sur un ouvert U  « X muni de coordonn�es locales t1 , . . . , td ,
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d�Þnissant des d�rivations Ÿ1 , . . . , Ÿd , la connexion ¯ : e @ e ¢ „1
X dÕun d X

(0)-module e est
caract�ris�e par

¯(x)  =  å
i = 1

d
    Ÿi x ø dti

pour toute section x de e. Inversement, si on se donne une connexion int�grable ¯, cette
formule d�termine lÕaction des Ÿi , et ces actions commutent gr�ce � la condition dÕint�gra-
bilit� ; on v�riÞe quÕelles sÕ�tendent en une structure de d X

(0)-module � gauche en utilisant le
fait que les puissances usuelles Ÿ k des Ÿi forment une base de dX

(0) sur oX , gr�ce � 1.2.3.

1.3.2. Soit m ‘ Ü̇ . On suppose dans ce qui suit que, si 0 < m < &, S est un Á( p)-sch�ma.

Pour tous ª, n ‘ ˙ et tout m ‘ Ü̇ , nous noterons X ª + 1 = X ª + 1
/ S , iª lÕid�al de lÕimmersion

diagonale de X dans X ª + 1, pX, (m)(ª) lÕenveloppe � puissances divis�es de niveau m de iª ,
`iª son m-PD-id�al canonique, p ün

X, (m)(ª) = pX, (m)(ª) / `i ª
 {n + 1}, fl n

X, (m)(ª) = Spec(pün
X, (m)(ª)),

pi : fl
n
X, (m)(ª) @ X, qi, j : fl

n
X, (m)(2) @ fl n

X, (m)(1) les morphismes induits par les projections
(pour 0 ≤ i < j ≤ ª). Pour ª = 1, on notera simplement fln

X, (m) au lieu de fl n
X, (m)(1).

Soit e un oX -module. Une m-PD-stratiÞcation sur e est la donn�e dÕune famille
dÕisomorphismes pün

X, (m)-lin�aires

™n  :  p1
 *e   ##@õ   p 0

 *e

sur les fl n
X, (m) , v�riÞant les conditions suivantesÊ:

(i) Pour n' ≤ n, ™n' est lÕisomorphisme induit par ™n par restriction � fln'
X, (m) , et ™0 = Id.

(ii) Pour tout n, q0, 2
 * (™n) = q0, 1

 * (™n) Ï q1, 2
 * (™n) (condition de cocycle).

La donn�e dÕune structure de d X
(m)-module � gauche sur e prolongeant sa structure de

oX -module est alors �quivalente � celle dÕune m-PD-stratiÞcation sur e. La correspondance
sÕeffectue ainsi :

a) Si lÕon suppose donn�e une structure de d X
(m)-module � gauche sur e, la m-PD-

stratiÞcation correspondante est donn�e en coordonn�es locales par la formule de Taylor

(1.3.2.1) ™n(1 ø x)  =  å
ækæ ≤ n

 
    ŸÌkx ø †{k}.

b) Si lÕon suppose donn�e une m-PD-stratiÞcation (™n) sur e, la structure de d X
(m)-

module � gauche correspondante est caract�ris�e par lÕaction des ŸÌk : pour toute section x
de e, on d�Þnit les ŸÌkx comme �tant les composantes de ™n(1 ø x) dans la d�composition de
p 0

 *e comme somme directe de copies de e fournie par la base †{k} de pün
X, (m) .

1.3.3. On peut donner des d X
(m)-modules � droite une description analogue � celle des

d X
(m)-modules � gauche en termes de stratiÞcations. Pour tout morphisme Þni localement

libre f  :  X @ Y, et tout oY -module f, nous noterons f àf le oX -module d�Þni par f àf =
  ̀f  *homoY

( f*oX , f), o�   ̀f  d�signe le morphisme dÕespaces annel�s ( X, oX) @ (Y, f*oX).
Une m-PD-costratiÞcation sur un oX -module m est alors la donn�e dÕune famille dÕisomor-
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phismes pün
X, (m)-lin�aires

™n  :  p0
 à m   ##@õ   p 1

 à m

sur les fl n
X, (m) , v�riÞant les conditions suivantesÊ:

(i) Pour n' ≤ n, ™n' est induit par ™n via les isomorphismes de foncteurs

homp n
X, (m)

(pün'
X, (m) , homoX

(pün
X, (m) , m))   #@õ    homoX

(pün'
X, (m) , m),

et ™0 = Id.
(ii) Pour tout n, q0, 2

 à (™n)  =  q1, 2
 à (™n) Ï q0, 1

 à (™n).

Comme pr�c�demment, la donn�e dÕune structure de d X
(m)-module � droite sur m

prolongeant sa structure de oX -module est �quivalente � celle dÕune m-PD-costratiÞca-
tionÊ[8, 1.1.4] :

a) Les faisceaux p0
  à   m  et p1

 à m sÕidentiÞent respectivement � m ¢ dX
(m) et

homoX
( p1 * p

ün
X, (m) , oX) ¢ m. Si m est muni dÕune structure de d X

(m)-module � droite, et si
lÕon munit homoX

( p1 * p
ün
X, (m) , oX) de la base ( ~ŸÌk) duale de la base (†{k}) de p ün

X, (m) (pour
la structure droite), la costratiÞcation de m est d�Þnie par

™n(x ø ŸÌk)  =  å
h ≤ k

  {k
h} ~ŸÌh ø x ŸÌk - h

pour toute section x de m et tout k ‘ ˙ d.
b) Inversement, cette relation entra�ne en particulier que ™n(x ø ŸÌk)(1) = x ŸÌk, de

sorte que la donn�e de la costratiÞcation d�termine lÕaction des ŸÌk sur m, et on v�riÞe que
celle-ci se prolonge en une structure de d X

(m)-module � droite.

1.3.4. En caract�ristique 0, on sait classiquement d�Þnir une action � droite de dX sur le

faisceau ∑X = „ d
X des diff�rentielles de degr� maximum, donn�e en coordonn�es locales par

lÕaction par lÕop�rateur adjoint. LÕinterpr�tation dÕune structure de dX -module � droite en
termes de costratiÞcations permet dÕutiliser la th�orie de la dualit� de Grothendieck pour
les faisceaux coh�rents [27] pour �tendre cette construction sans hypoth�se de
caract�ristique.

Nous supposerons ici pour simpliÞer que S est localement nÏth�rien, le cas g�n�ral en
r�sultant par un argument classique de passage � la limite (voir [8, 1.2.6]). Reprenant les
notations de [27], nous noterons f ! le foncteur image inverse extraordinaire pour les
complexes de modules quasi-coh�rentsÊ: lorsque f : X @ Y est un morphisme Þni, f ! est le
foncteur d�riv� du foncteur f à d�Þni plus haut, quÕon note encore f à ; lorsque f est un
morphisme lisse de dimension relative r, f !(f) = f *f ¢ ∑X / Y [r].

Soient f : X @ S le morphisme donn�, pi : fl
n
X, (&) @ X les morphismes induits par les

projections de X 2 sur X. LÕ�galit� f Ï p0 = f Ï p1 fournit des isomorphismes canoniques

(1.3.4.1) ™n  :  p0
 à ∑X  =  p0

 !  ∑X  ñ  p0
 !  f !(oS[-d])  ñ  p 1

 !  f !(oS[-d])  ñ  p 1
 !  ∑X  =  p1

 à ∑X ,

qui munissent ∑X dÕune costratiÞcation. On en tire donc une structure de dX -module �
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droite sur ∑X , dÕo� une structure de dX
(m)-module � droite pour tout m. En explicitant en

coordonn�es locales les isomorphismes d�Þnissant (1.3.4.1), on peut interpr�ter cette
structure au moyen de la notion dÕop�rateur adjointÊ:

1.3.5. TH�ORéME [8, th. 1.2.3]. Ñ  Soient U « X un ouvert poss�dant un syst�me de coor-

donn�es locales t1 , . . . , td , et a ‘ ‚(U, oX). Alors, pour la structure de dX -module � droite sur
∑X d�Þnie en 1.3.4, on a

(1.3.5.1) (a dt1 ä . . . ä dtd). P  =  (tP . a) dt1 ä . . . ä dtd ,

o�, pour tout op�rateur P = œ k ak Ÿ[k] ‘ ‚(U, dX), on d�Þnit lÕop�rateur adjoint tP de P par

(1.3.5.2) tP  =  å
k

    (-1)ækæ Ÿ[k] ak .

1.3.6. Soient m ‘ Ü̇ , e, f deux d X
(m)-modules � gauche, m, n deux d X

(m)-modules � droite.

Les m�thodes de 1.3.2 et 1.3.3 permettent de d�Þnir des structures de dX
(m)-module sur les

produits tensoriels et les faisceaux dÕhomomorphismes selon les r�gles habituellesÊ:
(i) Les faisceaux e ¢oX

 f, homoX
(e, f) et homoX

(n , m) poss�dent une structure
naturelle de d X

(m)-module � gauche.
(ii) Les faisceaux m ¢oX

 e et homoX
(e, m) poss�dent une structure naturelle de d X

(m)-
module � droite.

Gr�ce � 1.3.4, on en d�duit quÕon dispose toujours pour les dX
(m)-modules de la m�thode

standard pour transformer un module � droite en module � gauche, et r�ciproquementÊ:
(iii) Si e est un dX

(m)-module � gauche, alors ∑X ¢oX
 e a une structure naturelle de dX

(m)-
module � droiteÊ;

(iv) Si m est un d X
(m)-module � droite, alors m ¢oX

 ∑X
 - 1 a une structure naturelle de dX

(m)-
module � gauche.

Si lÕon trivialise ∑X gr�ce au choix de la base dt1 ä . . . ä dtd associ�e � un syst�me de
coordonnn�es locales, ce passage de gauche � droite (resp. de droite � gauche) consiste �
faire agir un op�rateur diff�rentiel par lÕinterm�diaire de son adjoint.

2. Op�rations cohomologiques modulo pn

Nous pr�sentons dans ce chapitre un certain nombre de r�sultats de Þnitude pour les
op�rations cohomologiques de base de la th�orie des d-modules, dans le cas des anneaux
dÕop�rateurs d X

(m) introduits au chapitre pr�c�dent. Pr�cisons dÕabord quelques pointsÊ:

a) Sur un corps de caract�ristique 0, la premi�re condition de Þnitude importante pour
un dX -module est la coh�rence sur dX . Sur une base S localement nÏth�rienne plus
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g�n�rale, il ne sufÞt plus dÕimposer aux complexes dÕ�tre born�s et � cohomologie coh�rente,
car les anneaux consid�r�s ne sont plus de dimension homologique Þnie en g�n�ral : il est
facile de voir que dX

(0) est de dimension homologique Þnie si et seulement si S est r�gulier,
hypoth�se qui ne sera pas satisfaite dans le cas Ñ essentiel ici Ñ o� S est plat sur Á / p nÁ,
avec n ≥ 2. La g�n�ralisation ad�quate de la cat�gorie Db

coh(dX) est alors la cat�gorie
Dparf ü(d X

(m)) des complexes parfaits (voir le point 3) des conventions g�n�rales).

b) Dans la d�Þnition des op�rations cohomologiques sur les d-modules, les notations et
les conventions de d�calage que nous suivrons ici sont celles de Bernstein et Borel [17].
Rappelons quÕelles sont normalis�es de telle sorte que, lorsque X est une vari�t� complexe,
la correspondance de Riemann-Hilbert covariante, d�Þnie par le foncteur de de Rham DR,
ait les propri�t�s suivantesÊ:

(i) Elle associe � un complexe r�duit � un dX -module holonome plac� en degr� 0 un
faisceau pervers (d�Þni topologiquement, voir [1], ou [38])Ê;

(ii) Sur la cat�gorie Db
hrü(dX) des complexes born�s � cohomologie holonome r�guli�re,

les op�rations cohomologiques correspondent aux op�rations de m�me nom sur la cat�gorie
Db

c( X an, ÂX an) des complexes born�s � cohomologie constructible.

c) Pour simpliÞer lÕexpos�, nous nous limiterons dans ce qui suit au cas o� m ‘ ˙, bien
que certains des r�sultats �nonc�s restent valables sur le faisceau dX . Rappelons que,
lorsque m > 0, on suppose que S est un Á( p)-sch�ma.

d) Signalons que les r�sultats des sections 2.1, 2.2 et 2.4 sont ÇÊde nature cristallineÊÈÊ:
si å « oS est un m-PD-id�al quasi-coh�rent, et m-PD-nilpotent, il sufÞt de se donner des
morphismes de sch�mas entre les r�ductions modulo å, ou de supposer que les diagrammes
consid�r�s sont commutatifs modulo å. Nous ne d�velopperons pas ce point ici, renvoyant le
lecteur � [8] et [10] pour des �nonc�s pr�cis.

2.1. Descente par Frobenius

Outre les homomorphismes de transition d�Þnis en 1.2.5, les faisceaux dÕop�rateurs
diff�rentiels d X

(m) sont reli�s entre eux de mani�re essentielle par lÕaction du morphisme de
Frobenius. Plus pr�cis�ment, nous verrons ici que, si X est de caract�ristique p, et F : X @
X' le morphisme de Frobenius relatif (ou plus g�n�ralement pour tout rel�vement de cette
situation), le foncteur image inverse F * induit une �quivalence entre la cat�gorie des d(m)

X' -
modules � gauche et celle des dX

(m + 1)-modules � gauche. Ce r�sultat est dÕun usage
constant, notamment parce quÕil permet de d�duire certaines propri�t�s des d X

(m)-modules
du cas des d X

(0)-modules.

2.1.1. A lÕorigine du th�or�me de descente par Frobenius expos� ici se trouve le th�or�me

de descente de Cartier, pour les modules munis dÕune connexion int�grable � p-courbure
nulle ([20], [21], [34]). Soient S un sch�ma de caract�ristique p, X un S-sch�ma lisse.
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Rappelons que, si e est un oX -module muni dÕune connexion int�grable ¯, si U « X est un
ouvert muni de coordonn�es locales t1 , . . . , td , et si Ÿ1 , . . . , Ÿd est la base de d�rivations duale
de la base (dti) de „ 1

X , ¯ est � p-courbure nulle (sur U) si et seulement si, pour toute
section x de e au-dessus dÕun ouvert de U, et tout i, Ÿi

 px = 0. Soient X' = X ( p / S) lÕimage
inverse de X par le morphisme de Frobenius absolu de S, F : X @ X' le morphisme de
Frobenius relatif. Pour tout oX'  -module e, F *e est muni dÕune connexion int�grable
canonique � p-courbure nulle, et le th�or�me de Cartier afÞrme alors que F * induit une
�quivalence de cat�gories entre la cat�gorie des oX' -modules et celle des oX -modules munis
dÕune connexion int�grable � p-courbure nulle [34, th. 5.1].

Du point de vue des faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels consid�r�s ici, ce r�sultat
sÕinterpr�te de la mani�re suivante. La donn�e dÕune connexion int�grable ¯ sur un oX -
module e �quivaut � celle dÕune structure de dX

(0)-module � gauche. Soient k lÕid�al bilat�re
noyau de lÕhomomorphisme canonique d X

(0) @ dX , et Üd X
(0) = d X

(0) / k. Comme on lÕa vu en
1.2.5, k est engendr� localement par les op�rateurs Ÿi

Ìp  (0) = Ÿ i
 p, de sorte que ¯ est �

p-courbure nulle si et seulement si ke = 0. DÕautre part, lÕhomomorphisme canonique
oX |S X @ p ün

X se factorise par oX |X' X
 pour tout n, puisque dans un anneau de caract�ristique

p tout �l�ment dÕun PD-id�al est de puissance p-i�me nulle. On obtient alors lÕ�quivalence
des conditions suivantes [8, 2.6.2]Ê:

(i) La connexion ¯ est � p-courbure nulleÊ;
(ii) La structure de dX

(0)-module � gauche de e est induite par une structure de Üd X
(0)-

module � gaucheÊ;
(iii) La PD-stratiÞcation de e provient par extension des scalaires dÕune donn�e de

descente de X � X'.
Comme F est un morphisme Þni localement libre, toute donn�e de descente de X � X'

sur un oX -module est effective, dÕo� le th�or�me de Cartier.

2.1.2. Alors que la connexion image inverse par F dÕune connexion int�grable ¯' sur un

oX' -module e' est simplement la connexion standard dont est munie canoniquement lÕimage
inverse par F dÕun oX' -module quelconque, et en particulier ne contient aucune information
sur ¯', lÕintroduction de la famille de faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels d X

(m) va permettre
de reconstruire la structure diff�rentielle de e' � partir de celle de F *e'.

Ce principe sÕappliquera plus g�n�ralement � tout rel�vement dÕune puissance du
morphisme de Frobenius. Nous supposerons dans ce qui suit que S est un sch�ma annul�
par pN pour N assez grand, muni dÕun m-PD-id�al quasi-coh�rent (å, ∫, å) tel que p ‘ å.
Soient S0 « S le sous-sch�ma ferm� d�Þni par å, X un S-sch�ma lisse de r�duction X0 sur
S0 , s un entier positif, X 0

 (s) le S0-sch�ma d�duit de X0 par image inverse par le s-i�me it�r�
du morphisme de Frobenius absolu de S0 , F : X @ X' un morphisme de S-sch�mas lisses
relevant le morphisme de Frobenius relatif F s

X0 / S0
 : X0 @ X 0

 (s).
Gardons les notations de 1.3.2. Pour tout entier ª ≥ 1, le morphisme Fª : X

 ª + 1 @ X' ª + 1

induit par F fournit un homomorphisme de faisceaux dÕanneaux

Fª
 *  :  oX' ª + 1   ##@  oX ª + 1   ##@  pX, (m + s)(ª).
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Supposons donn� un syst�me de coordonn�es locales t1 , . . . , td sur un ouvert de X, et soient
t '1 , . . . , t'd des coordonn�es locales sur lÕouvert correspondant de X' relevant les coordonn�es
1 ø ti ‘ oX 0

 (s) . Comme F est un rel�vement du morphisme de Frobenius relatif, il existe des
sections ai ‘ å oX telles que F *(t 'i) = t i

ps + ai . On en d�duit [8, 2.2.2] que Fª
 * envoie l'id�al

i ª'
( pm) de oX' ª + 1 (o� i 'ª est lÕid�al de lÕimmersion diagonale de X' dans X' ª + 1) dans le

PD-id�al ~iª + ∫ `iª de p X, (m + s) . En factorisant F ª
 * gr�ce � la propri�t� universelle des

enveloppes � puissances divis�es, on obtient alors un homomorphisme canonique ‡ª :
pX', (m)(ª) @ pX, (m + s) (ª). On v�riÞe de plus que, pour tout n, ‡ª envoie `i ª'

 {n}(m) dans
`i ª

 {n}(m +s), dÕo� un syst�me projectif dÕhomomorphismes

‡n
ª  :  p

ün
X', (m)(ª)   ##@  pün

X, (m + s)(ª).

Si e' est un d (m)
X' -module � gauche, les homomorphismes ‡ n

ª permettent de munir
e  =  F *e' dÕune (m + s)-PD-stratiÞcation, d�duite par extension des scalaires de la m-PD-
stratiÞcation de e'. On obtient donc ainsi une structure canonique de d X

(m + s)-module sur e.
De m�me, si m' est un d(m)

X' -module � droite, m = F àm' est muni dÕune structure canonique
de dX

(m + s)-module � droite, d�Þnie par la (m + s)-costratiÞcation d�duite de la m-costratiÞ-
cation de m' en appliquant les foncteurs ‡ª

n à.

2.1.3. TH�ORéME [8, 2.3.6 et 2.4.6]. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, le foncteur F *

(resp. F à) est une �quivalence entre la cat�gorie des d(m)
X' -modules � gauche (resp. � droite) et

la cat�gorie des d X
(m + s)-modules � gauche (resp. � droite).

G�n�ralisant la m�thode d�crite en 2.1.1, le principe de la d�monstration pour les
modules � gauche consiste � se ramener au th�or�me de descente Þd�lement plate pour F et
pour les morphismes induits par les ‡ª au-dessus des fl n

X', (m)(ª). On redescend ainsi non
seulement le oX -module e en un oX' -module e', en observant que la (m + s)-stratiÞcation de
e induit une donn�e de descente de X � X', mais aussi les isomorphismes ™n formant la
(m + s)-stratiÞcation de eÊ; on v�riÞe de plus que les isomorphismes ™ 'n ainsi obtenus munis-
sent bien e' dÕune m-PD-stratiÞcation.

Le cas des modules � droite se d�duit de celui des modules � gauche en montrant que
les foncteurs F * et F à sont �chang�s par le passage de gauche � droite d�crit en 1.3.6.

Exemple. Ñ  Un cas particuli�rement important de descente par Frobenius est celui de
d X

(m + s) vu comme bimodule sur lui-m�me. Soit o ´X = homoX'
(oX , oX'). Il existe alors un

isomorphisme canonique de d X
(m + s)-bimodules

(2.1.3.1) d X
(m + s)   ##@õ   F *(d(m)

X'  ¢oX'
 o´X)  ñ  F *F à d(m)

X' ,

o�, dans la derni�re expression, F * est appliqu� � la structure gauche de d(m)
X' , et F à � la

structure droite, les deux op�rations commutant entre elles.

2.1.4. Il est possible dÕexpliciter des foncteurs quasi-inverses de F * et F à. Appliquant F * �
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la structure gauche de d(m)
X'  et F à � la structure droite, on observe que F *d(m)

X'  poss�de une
structure canonique de (d X

(m + s), d(m)
X' )-bimodule, et F àd(m)

X'  une structure canonique de
(d(m)

X' , d X
(m + s))-bimodule. Les foncteurs

e  ò    @  (F à d(m)
X' ) ¢dX

(m + s) e,        m  ò    @  m ¢dX
(m + s) F * d(m)

X' ,

allant de la cat�gorie des dX
(m + s)-modules � gauche vers celle des d(m)

X' -modules � gauche, et
de la cat�gorie des d X

(m + s)-modules � droite vers celle des d(m)
X' -modules � droite, sont alors

respectivement quasi-inverses de F * et F à [8, 2.5.6]. Le cas cl� est fourni par lÕisomor-
phisme de d(m)

X' -bimodules

(2.1.4.1) (F à d(m)
X' ) ¢dX

(m + s) F * d(m)
X'    ##@õ   d(m)

X' ,

quÕon d�duit du th�or�me 2.1.3 et de (2.1.3.1).
On en d�duit quÕun d(m)

X' -module � gauche e' est plat si et seulement si F *e' est plat
sur d X

(m + s). DÕautre part, lÕisomorphisme (2.1.3.1) montre aussi que e' est localement
projectif sur d(m)

X'  si et seulement si F *e' lÕest sur d X
(m + s). Le corollaire suivant en r�sulteÊ:

2.1.5. COROLLAIRE. Ñ  Le foncteur F *  induit une �quivalence entre les cat�gories

Dparfü(d(m)
X' ) et Dpar f (dX

(m + s)) (resp. Dtdf  , resp. Db
coh si X est localement nÏth�rien).

Une premi�re application du th�or�me de descente est fournie par lÕ�tude de la
dimension homologique des anneaux d X

(m)Ê:

2.1.6. COROLLAIRE [8, 4.4.3]. Ñ  Soient S un sch�ma afÞne r�gulier de caract�ristique p,
f  :  X @ S un morphisme afÞne et lisse, dont les Þbres sont de dimension relative d, et posons
r = sup x ‘ X dim oS, f(x) . Alors, pour tout m ≥ 0, lÕanneau ‚( X, dX

(m)) est de dimension homo-
logique 2d + r.

Lorsque m = 0, on peut comme en caract�ristique 0 (voir par exemple [15], [36] ou [40])
utiliser la Þltration par lÕordre pour majorer la dimension homologique de ‚( X, d X

(0)) par
celle du gradu� associ�, qui est un anneau commutatif r�gulier de dimension 2d + r. Un
exemple classique montre que cette borne sup�rieure est atteinte. Lorsque m ≥ 1, le gradu�
associ� � la Þltration par lÕordre nÕest pas r�gulier, mais le foncteur F m *

X / S associ� au
morphisme de Frobenius relatif fournit une �quivalence entre la cat�gorie des dX

(m)-modules
� gauche et celle des d(0)

X' -modules � gauche (en posant ici X' = X (m)). Le cas g�n�ral r�sulte
ainsi du cas m  = 0.

LÕ�nonc� suivant assure la commutation du foncteur F * aux extensions de lÕanneau
dÕop�rateurs diff�rentiels, et joue un r�le important dans les passages � la limite sur le
niveau mÊ:
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2.1.7. PROPOSITION [8, 3.1.3]. Ñ  Soit m' ≥ m. Pour tout d(m)
X' -module � gauche e', il existe

un isomorphisme canonique de d X
(m' + s)-modules

(2.1.7.1) d X
(m' + s) ¢d X

(m + s) F *e'   ##@õ   F *(d(m')
X'  ¢dX'

(m) e').

La ß�che est d�Þnie par extension des scalaires. Pour prouver que cÕest un isomor-
phisme, on se ram�ne au cas o� e' = d(m)

X' , puis au cas o� S = S0 . Celui-ci se d�duit de la
description locale de lÕhomomorphisme canonique d X

(m + s) @ F *d(m)
X'  (d�Þni par lÕimage

inverse de la section unit�) lorsque S est de caract�ristique pÊ: il envoie ŸÌk(m + s) sur
1  ø  Ÿ'Ìk / ps(m) si chacun des ki est divisible par ps, et sur 0 sinon.

Comme F * pr�serve la platitude, on obtient aussi la variante d�riv�e de (2.1.7.1).

2.2. Image inverse extraordinaire

La fonctorialit� par image inverse (au sens des oX -modules) de la structure de d X
(m)-

module donne naissance � deux op�rations importantes : lÕimage inverse extraordinaire f !

et le changement de base. Bien que ce dernier ne joue gu�re de r�le en caract�ristique 0,
cÕest un ingr�dient indispensable de la th�orie arithm�tique, o� il permet notamment de
passer du cas alg�brique au cas des sch�mas formels.

2.2.1. Consid�rons un diagramme commutatif de la forme

X  ##@
f

Y  ##@
g

Z
… … …
¿ ¿ ¿
S  ##@ T  ##@ U ,

dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. Soit m ‘ ˙. Par fonctorialit�,
f induit pour tout n et tout ª des morphismes fl n

X / S, (m)(ª) @ fl n
Y / T, (m)(ª) commutant aux

projections. Si f est un d(m)
Y / T -module � gauche, il sÕensuit que f * f est muni dÕune m-PD-

stratiÞcation relativement � S, image inverse de la m-PD-stratiÞcation de f relativement �
T. On obtient ainsi sur f * f une structure canonique de d(m)

X / S -module. Il est clair que cette
construction est transitive : si g est un d(m)

Z / U -module, lÕisomorphisme canonique (g Ï f )* g ñ
f *(g * g)) commute aux m-PD-stratiÞcations, donc est d(m)

X / S -lin�aire.
Il est commode dÕexpliciter la structure de d(m)

X / S -module de f * f au moyen dÕun bimo-
dule canoniquement associ� � f : reprenant une notation classique, nous poserons

d(m)
X @ Y  :=  f * d(m)

Y / T ;

d(m)
X @ Y est donc muni dÕune structure de (d(m)

X / S , f -1 d(m)
Y / T)-bimodule. LÕisomorphisme dÕasso-

ciativit�

(2.2.1.1) d(m)
X @ Y ¢f -1 d(m)

Y / T
  f -1 f   ##@õ   f * f
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est alors d(m)
X / S -lin�aire.

Le foncteur f * poss�de un d�riv� gauche Lf * : D-(d(m)
Y / T) @ D-(d(m)

X / S), calculable en
prenant des r�solutions par des d(m)

Y / T -modules plats, ou plus g�n�ralement par des d(m)
Y / T -

modules qui sont plats en tant que oY -modules.

2.2.2. Supposons dÕabord que X = S |T Y, de sorte que la situation est celle dÕun change-

ment de base. Le morphisme de fonctorialit� d(m)
X / S @ f * d(m)

Y / T est alors un isomorphisme, et
on dispose dÕun morphisme canonique f -1 d(m)

Y /  T @ d (m)
X / S , qui est un homomorphisme

dÕanneaux. Le foncteur Lfü* est alors simplement le compos� de f -1 et du foncteur standard
dÕextension des scalaires par lÕhomomorphisme f -1 d(m)

Y / T @ d(m)
X / S . Par suite, ce foncteur

pr�serve les conditions de Þnitude telles que la coh�rence, la Tor-dimension Þnie ou la
perfection.

Nous commettrons souvent lÕabus de notation consistant � noter oS 
L

¢oT
 f pour Lf * f,

notamment lorsque le morphisme S @ T est une immersion ferm�e.

2.2.3. Dans le cas g�n�ral, on peut factoriser f par YS = S |T Y, ce qui ram�ne par transi-

tivit� au cas o� S = T. Nous omettrons donc d�sormais de noter le sch�ma de base S. Du
point de vue des six op�rations cohomologiques de Grothendieck (normalis�es de mani�re �
assurer la correspondance de Riemann-Hilbert comme on lÕa indiqu� plus haut), le foncteur
Lf * appara�t en g�n�ral non pas comme le foncteur image inverse pour les dX

(m)-modules,
mais simplement comme un interm�diaire dans la construction du foncteur image inverse
extraordinaire f !. Ce dernier est d�Þni en posant, pour tout f ‘ D-(dY

(m)),

f ! f  :=  Lf * f [dX / Y]  ñ  d(m)
X @ Y 

L

¢f -1 d(m)
Y

  f -1 f [dX / Y],

en notant dX , dY les dimensions relatives de X et Y sur S, et dX / Y = dX - dY .
On d�duit facilement de cette d�Þnition les propri�t�s suivantesÊ:

(i) Si g : Y @ Z est un second morphisme entre S-sch�mas lisses, il existe pour tout g ‘
D-(dZ

(m)) un isomorphisme canonique de D-(d(m)
X )

(2.2.3.1) (g Ï f )! g   #@õ    f !g ! g.

(ii) Pour tout morphisme S' @ S, il existe dans D-(d(m)
X' ) un isomorphisme canonique

(2.2.3.2) oS' 
L

¢oS
  f ! f   #@õ    f' !(oS' 

L

¢oS
 f),

en notant f' : X' @ Y' le morphisme d�duit de f par changement de base.
(iii) Supposons que p soit nilpotent sur S, et que S soit muni dÕun m-PD-id�al quasi-

coh�rent (å, ∫, å) tel que p ‘ å. Soient f0 : X0 @ Y0 la r�duction de f modulo å, FX  :  X  @ X',
FY : Y @ Y' des morphismes de S-sch�mas lisses relevant les s-i�mes it�r�s des morphismes
de Frobenius relatifs de X0 et Y0 , f' : X' @ Y' un rel�vement de f 0

 (s) tel que f'  Ï  FX = FY Ï f.
Pour tout f'  ‘ D-(d(m)

Y' ), il existe dans D-(dX
(m + s)) un isomorphisme canonique

(2.2.3.3) f !(m + s)FY
 * f'  #@õ    FX

 * f' !(m)
 f',
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les notations f' !(m)
 et f !(m + s)

 indiquant que les foncteurs image inverse extraordinaire sont
appliqu�s respectivement aux niveaux m et m + s.

LÕ�nonc� suivant r�sume les propri�t�s de Þnitude du foncteur f ! pour les dX
(m)-

modulesÊ:

2.2.4. TH�ORéME [10]. Ñ  Soit f : X @ Y un morphisme de S-sch�mas lisses.

(i) Si f ‘ Db(dY
(m)), alors f ! f ‘ Db(dX

(m)).
(ii) Si f est lisse, S localement nÏth�rien, et f ‘ Db

coh(dY
(m)), alors f ! f ‘ Db

coh(dY
(m)).

Supposons maintenant que, si m ≥ 1, p est localement nilpotent sur S. On a de plusÊ:
(iii) Si f ‘ Dtdf (dY

(m)), alors f ! f ‘ Dtdf (dX
(m)).

(iv) Si f est lisse, et si f ‘ Dpar f (dY
(m)), alors f ! f ‘ Dpar f (dX

(m)).

La d�monstration de (i) et (ii) sÕeffectue comme en caract�ristique 0. Par contre, celle
de (iii) et (iv) fait appel � la descente par Frobenius pour se ramener au cas m = 0.

2.2.5. Remarques. Ñ  (i)ÊÊComme en caract�ristique 0, le foncteur f ! ne pr�serve pas en

g�n�ral la coh�rence lorsque f est une immersion ferm�e.
(ii) Pour m Þx�, il nÕexiste pas pour les dX

(m)-modules de condition de Þnitude non
triviale qui soit pr�serv�e � la fois par image directe et par image inverse extraordinaire
par un morphisme, m�me propre, de S-sch�mas lisses. Supposons en effet que S soit un
sch�ma de caract�ristique p, et soit F : X @ X' le morphisme de Frobenius relatif dÕun S-
sch�ma lisse X. Si f est un d(m)

X' -module, nous avons vu en 2.1.2 que F ! f = F * f est muni
dÕune structure naturelle de d X

(m + 1)-module. Soient km = Ker(dX
(m) @ d X

(m + 1)), et Üd X
(m) =

d X
(m) / km . L'anneau Üd X

(m) est alors un oX -module localement libre de rang Þni, de sorte que
F ! f est de type Þni sur d X

(m) si et seulement sÕil est de type Þni sur oX , cÕest � dire si et
seulement si f est de type Þni sur oX' . Mais dÕautre part, si i : Z Ã@ X' est une immersion
ferm�e de codimension ≥ 1, lÕimage directe f = i+ e dÕun d Z

(m)-module e nÕest pas de type Þni
sur oX' si e ≠ 0. Ce nÕest donc quÕapr�s des passages � la limite tels que ceux que nous
effectuerons aux chapitres suivants que lÕon peut esp�rer obtenir un formalisme complet du
type des six op�rations de Grothendieck.

(iii) M�me si f est lisse, le foncteur f ! ne commute pas en g�n�ral aux extensions des
scalaires par les homomorphismes d Y

(m) @ d Y
(m') et dX

(m) @ dX
(m') pour m' ≥ m. Par exemple,

si Y = S, et si f = oY , alors f !(m)
 oY = oX [dX] pour tout m. Or lÕhomomorphisme dX

(0) @ oX
d�Þni par la section unit� a pour noyau lÕid�al � gauche engendr� localement par les d�riva-
tions Ÿi par rapport aux coordonn�es, tandis que le noyau de d X

(m) @ oX est engendr� par les
Ÿ i

[ p j] pour 0 ≤ j ≤ m, et pas par les seuls op�rateurs Ÿi si m ≥ 1. Par suite, lÕhomomorphisme

d X
(m) ¢d X

(0) oX   ##@  oX

nÕest pas un isomorphisme en g�n�ral. Il sÕagit ici dÕun probl�me de torsion (voir 3.4.6 plus
bas).
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2.3. Produit tensoriel externe

Soient X, Y deux S-sch�mas lisses, Z = X |S Y, et f : Z @ X, g : Z @ Y les deux
projections.

2.3.1. Si e est un dX
(m)-module, f un d Y

(m)-module, on voit en appliquant 2.2.1 et 1.3.6 que

le produit tensoriel externe de e et f, d�Þni par

e ¢oS
 f  :=  f * e ¢oZ

 g* f,

poss�de une structure naturelle de d Z
(m)-module.

Lorsque la base nÕest pas le spectre dÕun corps, le produit tensoriel externe nÕest pas en
g�n�ral un bifoncteur exact en lÕun ou lÕautre de ses arguments. Pour e ‘ D-(dX

(m)), f  ‘
D-(dY

(m)), on peut d�Þnir le produit tensoriel externe d�riv� e 
L

¢oS
 f en rempla�ant e (resp.

f) par une r�solution plate sur dX
(m) (resp. d Y

(m)), ou plus g�n�ralement par une r�solution
par des dX

(m)-modules plats sur oX (resp. dY
(m), oY).

De ces d�Þnitions r�sultent ais�ment les propri�t�s suivantesÊ:
(i) Pour tout morphisme S' @ S, il existe dans D-(dZ

(m)) un isomorphisme de change-
ment de base

(2.3.1.1) oS' 
L

¢oS
 (e 

L

¢oS
 f)   #@õ    (oS' 

L

¢oS
 e) 

L

¢oS'
 (oS' 

L

¢oS
 f).

(ii) Sous les hypoth�ses de 2.1.2, soient FX : X @ X', FY : Y @ Y' des rel�vements de
F s

X0 / S0 , F
 s
Y0 / S0 , et FZ : Z @ Z' := X' |S Y' le morphisme produit. Pour e' ‘ D-(d(m)

X' ),
f'  ‘  D-(d(m)

Y' ), il existe un isomorphisme canonique de D-(dZ
(m + s))

(2.3.1.2) FX
 * e' 

L

¢oS
 FY

 * f'   #@õ    FZ
 *(e' 

L

¢oS
 f').

En utilisant les propri�t�s des faisceaux de parties principales � puissances divis�es,
et en dualisant, on voit dÕautre part quÕil existe un isomorphisme canonique d Z

(m)-lin�aire

d Z
(m)   #@õ    f * d X

(m) ¢oZ
 g * dY

(m).

On en d�duit en particulier des homomorphismes de faisceaux dÕanneaux f -1 d X
(m) @ d Z

(m),
g -1 d Y

(m) @ dZ
(m). On obtient alors les propri�t�s suivantesÊ:

2.3.2. TH�ORéME [10]. Ñ  Soient X, Y deux S-sch�mas lisses, Z = X |S Y.

(i) Si e ‘ Dtdf (dX
(m)) et f ‘ Dtdf (dY

(m)) (resp. Dpar f (dX
(m)), Dpar f (dY

(m))), alors e 
L

¢oS
 f ‘

Dtdf (dZ
(m)) (resp. Dpar f (dZ

(m))).
(ii) Si S est localement nÏth�rien, et si e ‘ D-

coh(dX
(m)), f ‘ D -

coh(dY
(m)), alors e 

L

¢oS
 f ‘

D -
coh(dZ

(m)).



26 P. BERTHELOT

2.4. Image directe

Nous supposons ici que S est nÏth�rien, de dimension de Krull Þnie. Rappelons que
les morphismes de S-sch�mas lisses consid�r�s sont quasi-compacts et quasi-s�par�s. Ces
hypoth�ses permettent notamment dÕassurer que le foncteur Èf* soit de dimension
cohomologique Þnie.

2.4.1. Comme en caract�ristique 0, on peut associer � f un second bimodule, d�Þni par

d(m)
Y “ X  :=  f *

d (dY
(m) ¢oY

 ∑ Y
-1) ¢oX

 ∑X ,

o� lÕindice d indique que le foncteur f * est ici appliqu� pour la structure droite de oY -
module de d Y

(m) ¢ ∑ Y
-1. Gr�ce � 1.3.6 et 2.2.1, on voit que d(m)

Y “ X est muni dÕune structure
naturelle de ( f -1 d Y

(m), d X
(m))-bimodule. On v�riÞe quÕil est canoniquement isomorphe au

bimodule ∑X ¢oX
  f *

g (dY
(m) ¢oY

 ∑ Y
-1) obtenu en appliquant f * � d Y

(m) ¢oY
 ∑ Y

-1 pour sa struc-
ture gauche de oY -module [8, 3.4.1].

Si e ‘ D-(dX
(m)), on d�Þnit le foncteur image directe f+ en posant

f+ e  :=  Èf*(d(m)
Y “ X 

L

¢d X
(m) e).

Le complexe f+ e appartient alors � D-(d Y
(m)). Si m = 0, ou si p est nilpotent sur S, d(m)

Y “ X
est de Tor-dimension Þnie sur d X

(m), et le foncteur f+ envoie alors Db(dX
(m)) dans Db(dY

(m)).
On voit comme en caract�ristique 0 (cf. [16], [17], [42], É) que le foncteur f+ v�riÞe la

formule de transitivit�Ê: si g : Y @ Z est un second S-morphisme v�riÞant les m�mes
hypoth�ses, il existe pour tout e ‘ D-(dX

(m)) un isomorphisme canonique de D-(dZ
(m))

(2.4.1.1) (g Ï f )+ e   #@õ    g+ f+ e.

On dispose dÕautre part dÕun th�or�me de changement de base pour le foncteur f+Ê:

2.4.2. PROPOSITION. Ñ  Soient S' @ S un morphisme de sch�mas, f' : X' @ Y' le mor-

phisme d�duit de f par changement de base. Pour tout complexe � cohomologie quasi-
coh�rente e ‘ D-

qc(dX
(m)), le complexe f+ e appartient � D -

qc(dY
(m)), et il existe dans D -

qc(d(m)
Y' )

un isomorphisme canonique

(2.4.2.1) oS' 
L

¢oS
  f+ e   #@õ    f '+(oS' 

L

¢oS
 e).

La formation des bimodules d(m)
Y “ X commutant aux changements de base, il est facile

de d�Þnir la ß�che par adjonction. On peut alors utiliser lÕexistence de r�solutions par des
d X

(m)-modules induits au sens de M. Saito (cÕest � dire de la forme d X
(m) ¢oX

 l, o� l est un
oX -module, cf. [45] ou [46]) pour prouver la quasi-coh�rence de f+ e, et montrer que la ß�che
est un isomorphisme en se ramenant gr�ce � la platitude de X sur S � un �nonc� classique
pour la cohomologie des faisceaux quasi-coh�rents.
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En utilisant encore les r�solutions par des d X
(m)-modules induits, on obtient aussi la

compatibilit� de f+ aux extensions du faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels, et, lorsque f est
propre, laÊpr�servation de la coh�rence (en reprenant ici un argument classique, voir par
exemple [16], [39], ou [46]) :

2.4.3. PROPOSITION [10]. Ñ  Soit m' ≥ m. Pour tout e ‘ D -
qc(d X

(m)), il existe un isomor-

phisme canonique de D-
qc(dY

(m'))

(2.4.3.1) d Y
(m') 

L

¢d Y
(m)  f+(m) e   #@õ    f+(m')(dX

(m') 
L

¢d X
(m) e),

en notant f+(m) et f+(m') les foncteurs image directe correspondant aux niveaux m et m'.

2.4.4. PROPOSITION. Ñ  Supposons que f soit propre. Pour tout e ‘ D-
coh(dX

(m)), f+ e appar-

tient � D-
coh(dY

(m)). Si p est nilpotent sur S, et si e ‘ Db
coh(dX

(m)), alors f+ e ‘ Db
coh(dY

(m)).

EnÞn, en prouvant que f+ pr�serve la Þnitude de la Tor-dimension, on obtient le
th�or�me de Þnitude pour les images directes par un morphisme propreÊ:

2.4.5. TH�ORéME [10]. Ñ  Soit f : X @ Y un morphisme de S-sch�mas lisses.

(i) Pour tout e ‘ Dqc, tdf (dX
(m)), f+ e ‘ Dqc, tdf (dY

(m)) ;
(ii) Si f est propre, et si e ‘ Dpar f (dX

(m)), alors f+ e ‘ Dpar f (dY
(m)).

Gr�ce � la formule de transitivit�, il sufÞt de prouver s�par�ment lÕassertion (i) dans le
cas o� f est lisse et dans celui o� f est une immersion ferm�e. En utilisant la formule de
projection, on se ram�ne dans les deux cas aux propri�t�s locales de d(m)

Y “ X . LÕassertion (ii)
est cons�quence de (i) et de 2.4.4.

Remarque. Ñ  Lorsque S est un sch�ma de p-torsion, on ne peut pas esp�rer de th�or�me de
Þnitude sur dX

(m) pour les images directes par un morphisme non propre, m�me lorsque e

est le faisceau oX . En effet, supposons que S soit un sch�ma de caract�ristique p, et soit j  :
X = Y è D Ã@ Y lÕinclusion du compl�mentaire X dÕun diviseur D de Y. Alors j+ oX = j* oX .
Or j* oX poss�de une structure canonique de dY -module qui induit sa structure de d Y

(m)-
module. Par suite, j* oX est annul� par km = Ker(d Y

(m) @ dY), et, observant comme en
2.2.5 que dY

(m) / km est un oY -module de type Þni, on voit quÕen g�n�ral j* oX ne peut pas
�tre de type Þni sur d Y

(m). Les proc�dures de passage � la limite d�velopp�es dans les
chapitres suivants nous permettront par contre dÕobtenir un �nonc� qui constitue un
substitut ÇÊasymptotiqueÊÈ au d�faut de coh�rence de j+ oX (voir 4.4.7).

Une autre propri�t� essentielle des images directes est leur compatibilit� � lÕimage
inverse par Frobenius, quÕon prouve gr�ce au th�or�me de descente par Frobenius et � la
construction du foncteur quasi-inverse donn�e en 2.1.4Ê:
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2.4.6. TH�ORéME [8, 3.4.4]. Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.1.2, soient X, Y deux S-sch�mas

lisses de r�ductions X0 , Y0 sur S0 , FX : X @ X', FY : Y @ Y' deux morphismes de S-sch�mas
lisses relevant F s

X0 / S0
 et F s

Y0 / S0
 , f : X @ Y un S-morphisme, f' : X' @ Y' un S-morphisme

relevant f 0
 (s). Si f' Ï FX = FY Ï f, il existe pour tout e' ‘ D-(d(m)

X' ) un isomorphisme canoni-
que de D-(dY

(m + s))

(2.4.6.1) f+(m + s) FX
 * e'   #@õ    FY

 * f'+(m) e'.

Remarque. Ñ  Ce r�sultat peut �tre utilis� pour lÕ�tude du fonteur f+ dans le cas o� f est
lisse. Soit ∑X / Y = ∑X ¢f -1 oY

  f -1 ∑Y . On construit dÕabord un morphisme canonique de d X
(m)-

modules � droite

∑X / Y ¢oX
 d X

(m)   #@  d(m)
Y “ X ,

qui donne naissance � un morphisme de complexes

(2.4.6.2) „÷
X / Y ¢oX

 d X
(m)[dX / Y]   #@  d(m)

Y “ X ,

o� le terme de gauche est le complexe de de Rham de d X
(m) d�cal�. Lorsque m = 0, cÕest un

quasi-isomorphisme, et on en d�duit un isomorphisme canonique

(2.4.6.3) Èf*(„÷
X / Y ¢oX

 e)[dX / Y]   #@õ    f+(0) e.

Lorsque m ≥ 1, il nÕest plus vrai en g�n�ral que le complexe de de Rham de d X
(m) soit une

r�solution de d(m)
Y “ X . Le th�or�me 2.4.6 montre que lÕisomorphisme (2.4.6.3) est remplac�

par une variante d�cal�e par lÕaction de Frobenius. Supposons en effet que lÕon dispose de
rel�vements FX , FY et f' comme dans lÕ�nonc�. Il existe dÕapr�s le th�or�me de descente un
d(0)

X' -module e' tel que e ñ F * e', de sorte que lÕon obtient un isomorphisme canonique

(2.4.6.4) f+(m) e   #@õ    FY
 * Èf'*(„÷

X' / Y' ¢oX'
 e')[dX / Y].

Rappelons que, comme on lÕa signal� au point d) de lÕintroduction de ce chapitre, les condi-
tions dÕexistence globale de FX et FY (et a fortiori la condition de commutation f' Ï FX =
FY  Ï  f) ne sont en fait pas n�cessaires dans lÕ�nonc� du th�or�me lorsque å est m-PD-
nilpotent (resp. PD-nilpotent pour obtenir la formule (2.4.6.4)).

2.5. Dualit�

Nous expliquons ici comment les th�or�mes de dualit� locale et globale sÕ�tendent hors
de la caract�ristique nulle. Les r�sultats de cette section sont d�s � Virrion (voir [49], [50],
[51], [52]).

2.5.1. Soient X un S-sch�ma lisse de dimension relative d, et e ‘ D-(dX
(m)) un complexe de

d X
(m)-modules � gauche. On d�Þnit comme en caract�ristique 0 le dual de e en posant
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D(e)  :=  È homd X
(m)(e, d X

(m) ¢oX
 ∑ X

-1[d]).

Le foncteur hom est pris ici pour la structure naturelle de d X
(m)-module � gauche de

d X
(m)  ¢oX

 ∑ X
-1[d], tandis que D(e) est vu comme un complexe de dX

(m)-modules � gauche
gr�ce � lÕaction sur la droite tordue par 1.3.6. Ces deux structures de d X

(m)-module � gauche
sur d X

(m) ¢oX
 ∑X

-1 sont dÕailleurs �chang�es par une involution naturelle ∫X du bimodule �
gauche d X

(m) ¢oX
 ∑ X

-1 [8, 1.3.4].
En g�n�ral, D(e) nÕest pas born� sup�rieurement, m�me si e ‘ Db

coh(dX
(m)). Le cadre

qui permet dÕobtenir une th�orie de la dualit� sur une base quelconque est celui des
complexes parfaits (voir [SGA 6, I 7]). On obtient ainsiÊ:

2.5.2. PROPOSITION [52, I 4]. Ñ  Soit e ‘ Dpar f (dX
(m)).

(i) Le complexe dual D(e) appartient � Dpar f (dX
(m)).

(ii) Pour m' ≥ m, il existe dans Dpar f (dX
(m')) un isomorphisme canonique

(2.5.2.1) d X
(m') 

L

¢d X
(m) D(m)(e)   #@õ    D(m')(dX

(m') 
L

¢d X
(m) e),

en notant D(m) et D(m') les duaux aux niveaux m et m'.
(iii) Pour tout changement de base S' @ S, il existe dans Dpar f (d(m)

X' ) un isomorphisme
canonique

(2.5.2.2) oS' 
L

¢oS
 DX(e)   #@õ    DX'(oS' 

L

¢oS
 e),

en notant DX et DX' les duaux sur X et sur X' = S' |S X.

2.5.3. Soit e ‘ Dpar f (dX
(m)). On dispose du morphisme dÕ�valuation

e   #@  Èhomd X
(m), d(Èhomd X

(m), g(e, d X
(m)), d X

(m)),

les indices d et g pr�cisant sÕil sÕagit de modules � droite ou � gauche. En transformant les
modules � droite en modules � gauche par 1.3.6, et en utilisant lÕinvolution ∫X , on en d�duit
le morphisme de bidualit�

(2.5.3.1) e   #@  D(D(e)).

En se ramenant au cas o� e = d X
(m), on obtient alors le th�or�me de bidualit� localeÊ:

2.5.4. PROPOSITION [52, I (3.6)]. Ñ  Pour tout e ‘ Dpar f (dX
(m)), le morphisme de bidualit�

(2.5.3.1) est un isomorphisme.

2.5.5. Sous les hypoth�ses de 2.1.2, soient X un S-sch�ma lisse de r�duction X0 modulo å,

et F : X @ X' un morphisme de S-sch�mas lisses relevant F s
X0 / S0

 . On v�riÞe [8, 2.4.4] que,
pour tout d(m)

X' -module � droite m', il existe un isomorphisme canonique de d X
(m + s)-modules

� gauche
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Fü*(m' ¢oX'
 ∑-1

X')   #@õ    F à(m') ¢oX
 ∑-1

X .

En utilisant celui-ci, et le th�or�me de descente, on obtient alors la commutation du dual �
lÕimage inverse par FrobeniusÊ:

2.5.6. PROPOSITION [52, II 3]. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, soit e' ‘ Dpar f (d(m)
X' ).

(i) Il existe dans Dpar f (dX
(m + s)) un isomorphisme canonique

(2.5.6.1) F * D(m)
X' (e')   #@õ    D(m + s)

X (F * e').

(ii) LÕisomorphisme de bidualit� (2.5.3.1) est compatible � lÕisomorphisme de commuta-
tion � lÕimage inverse par Frobenius (2.5.6.1).

2.5.7. Voyons maintenant comment le th�or�me de dualit� relative pour un morphisme

propre sÕ�tend hors de la caract�ristique 0. Nous supposerons ici que S est un sch�ma
nÏth�rien r�gulier, ou lisse sur le spectre dÕun quotient dÕanneau de valuation discr�te, de
sorte que oS est un complexe dualisant sur S au sens de [27]. Soit m ‘ ˙Ê; si m ≥ 1, nous
supposerons comme dÕhabitude que S est un Á( p)-sch�ma.

Soient f : X @ Y un morphisme propre de S-sch�mas lisses, dX , dY les dimensions
relatives de X et Y sur S. La th�orie de la dualit� de Grothendieck-Hartshorne fournit alors
un morphisme trace Trf : Èf*(∑X)[dX] @ ∑Y [dY] dans Db

coh(oY). DÕautre part, on dispose
sur la cat�gorie d�riv�e D-(dX

(m) d) du foncteur image directe pour les complexes de dX
(m)-

modules � droite, d�Þni par f+(m) = Èf*(m 
L

¢d X
(m) d(m)

X @ Y). La premi�re �tape consiste �
construire dans Dpar f ü(d Y

(m) d) un morphisme trace sur f+(∑X), reli� au pr�c�dent par
lÕinterm�diaire du morphisme

Tf  :  Èf*(∑X)[dX]   #@  f+(∑X)[dX]

obtenu en appliquant Èf* au morphisme ∑X @ ∑X 
L

¢d X
(m) d(m)

X @ Y d�duit du morphisme
canonique d X

(m) @ d(m)
X @ Y et en d�calantÊ:

2.5.8. TH�ORéME ([49, (5.1)], [51]). Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, il existe dans

Düparf (dY
(m) d) un morphisme canonique Tr+, f : f+(∑X)[dX] @ ∑Y [dY], sÕins�rant dans un

triangle commutatif de Db
qc(oY)

f+(∑X)[dX]

Tf Tr+, f

(2.5.8.1) Èf*(∑X)[dX]  ##@
Trf

∑Y [dY],

et v�riÞant la condition de transitivit� pour le compos� de deux S-morphismes propres.

En caract�ristique 0, la construction de ce morphisme trace fait appel � la r�solution
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gauche de ∑X en tant que dX -module � droite par le complexe de de Rham de dX , puis, dans
le cas analytique, � la r�solution de Dolbeault pour calculer le foncteur f+ (voir par exemple
[16], [46], ou [47]). Sur une base plus g�n�rale, on ne dispose de la r�solution de de Rham
que pour m = 0. La m�thode de Virrion est bas�e sur la construction, pour tout dX

(m)-module
� droite m, dÕune r�solution gauche canonique de m par des d X

(m)-modules � droite induits,
la r�solution de  ́Cech-Alexander  ́CA*(m). Cette r�solution, de type simplicial, est construite
par dualit� � partir de la r�solution de oX par le complexe de  ́Cech-Alexander  ́CA(L(oX))
qui intervient dans le calcul de la cohomologie cristalline de X relativement � S (cf. [2], [12],
[26], [32]). Son terme de degr� - ª est de la forme  ́CA ª

*(m)  = m ¢oX
 hX, ª ¢oX

 d X
(m), avec

hX, ª  = 
#@
lim n homoX

(pün
X, (m)(ª), oX).

On observe alors que le complexe de Cousin k ÷
X de ∑X est une r�solution de ∑X par des

d X
(m)-modules � droite, injectifs sur oX . En lui appliquant la construction pr�c�dente, on en

d�duit que le morphisme Tf est repr�sent� dans D(d Y
(m) d) par le morphisme de complexes

f*(k÷
X ¢oX

 hX, ÷ ¢oX
 d X

(m))[dX]   #@  f*(k÷
X ¢oX

 hX, ÷ ¢oX
 d(m)

X @ Y)[dX].

DÕautre part, ∑Y[dY] est repr�sent� par le complexe k÷
Y ¢oY

 hY, ÷ ¢oY
 d Y

(m). En remarquant
que chacun des complexes k ÷

X ¢oX
 hX, ª (resp. k ÷

Y ¢oY
 hY, ª) est limite de complexes

r�siduels sur les voisinages inÞnit�simaux � puissances divis�es fl n
X, (m)(ª) (resp. fl n

Y, (m)(ª)),
on peut alors utiliser la th�orie du morphisme trace pour les complexes r�siduels pour
construire un morphisme de complexes

f*(k÷
X ¢oX

 hX, ÷ ¢oX
 d(m)

X @ Y)[dX]   #@  k ÷
Y ¢oY

 hY, ÷ ¢oY
 d Y

(m)[dY]

dont la classe dans D(dY
(m) d) fournit le morphisme Trf, + voulu.

Cette construction permet alors dÕ�tablir le th�or�me de dualit� relativeÊ:

2.5.9. TH�ORéME ([49, (5.4)], [51]). Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.5.7, soit e ‘ Dpar f (dX
(m)). Il

existe dans Dpar f (dY
(m)) un isomorphisme canonique

(2.5.9.1) ©  :  f+(DX(e))   ##@õ   DY( f+(e)),

v�riÞant la condition de transitivit� pour le compos� de deux S-morphismes propres.

Via 1.3.6, on se ram�ne � lÕ�nonc� analogue pour les complexes de modules � droite. La
construction de © se d�duit de lÕexistence du morphisme trace. Pour prouver que cÕest un
isomorphisme, on ram�ne dÕabord le cas o� S est lisse sur un quotient dÕanneau de
valuation discr�te v au cas o� S est r�gulier, en utilisant pour la r�duction modulo lÕid�al
maximal de v la compatibilit� du morphisme trace au changement de base. Dans ce cas, les
cat�gories Dpar f (dX

(m) d) et Db
coh(dX

(m) d) co�ncident, et on peut utiliser lÕexistence de r�solu-
tions par des modules induits de la forme l ¢oX

 d X
(m), o� l est oX -coh�rent, pour d�duire

lÕ�nonc� du th�or�me de dualit� de Grothendieck pour les oX -modules coh�rents, gr�ce �
(2.5.8.1).
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3. Passage aux sch�mas formels

Soient v un anneau de valuation discr�te complet dÕin�gale caract�ristique, p sa
caract�ristique r�siduelle, µ son id�al maximal, k son corps r�siduel, K son corps des
fractions. Nous noterons s = Spf(v ), Si = Spec(v / µ  i + 1). Si x est un v-sch�ma formel,
nous noterons Xi = Si |s x sa r�duction modulo µ i + 1.

Nous expliquons ici comment, par passage � la limite projective pour i variable, les
r�sultats du chapitre pr�c�dent sur les d(m)

Xi
-modules peuvent sÕ�tendre � certains com-

plexes de modules sur les compl�t�s p-adiques des faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels
correspondants sur x. Du point de vue cristallin, cela revient � passer de la cohomologie
cristalline relativement � Á / p n Á � la cohomologie cristalline relativement � Á( p) .

3.1. Compl�tion des faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels

Donnons dÕabord quelques propri�t�s alg�briques des compl�t�s p-adiques de ces
faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels.

3.1.1. Soient m ‘ ˙, et x un v-sch�ma formel lisse. Les constructions faites en 1.2 gardent

un sens sur x, et fournissent un faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels d x
(m) dont la structure

locale est d�crite comme en 1.2.3. Nous noterons

^d x
(m)  :=  

“#
lim

i
 d x

(m) / µ i + 1 dx
(m)  ñ  

“#
lim

i
 d(m)

Xi

son compl�t� p-adique, et nous lÕappellerons faisceau des op�rateurs diff�rentiels (dÕordre
inÞni) de niveau m sur x. Si u « x est un ouvert poss�dant un syst�me de coordonn�es
locales t1 , . . . , td , et si Ÿ1 , . . . , Ÿd sont les d�rivations correspondantes, les sections de ^d x

(m)

sur u sont donc donn�es par

(3.1.1.1) ‚(u, ^d x
(m))  =  { å

k

  ak ŸÌk(m) æ ak ‘ ‚(u, ox), et ak @ 0 pour ækæ @ & }.

Si u est un ouvert afÞne quelconque, ‚(u, d x
(m)) est un anneau nÏth�rien. Comme p

est un �l�ment du centre de ‚(u, d x
(m)), on en d�duit que le compl�t� p-adique ‚(u, d x

(m))̂
ñ ‚(u, ^d x

(m)) est un anneau nÏth�rien, et que les propri�t�s usuelles du passage au
compl�t� dans le cas commutatif nÏth�rien sont encore valables [5, 3.2]. Il sÕensuit que le
faisceau ^d x

(m) est un faisceau dÕanneaux coh�rents.
Un ^d x

(m)-module e est donc coh�rent si et seulement sÕil est localement de pr�sentation
Þnie. Lorsque x est afÞne, les techniques habituelles de passage � la limite projective per-
mettent de montrer facilement les th�or�mes A et B pour les ^d x

(m)-modules coh�rents [5,
3.3]Ê:

A) Tout ^d x
(m)-module coh�rent est engendr� par ses sections globales, et le foncteur
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‚(x, -) induit une �quivalence entre la cat�gorie des ^d x
(m)-modules coh�rents et celle des

‚(x, ^d x
(m))-modules de type Þni.

B) Si e est un ^dx
(m)-module coh�rent, H n(x, e) = 0 pour tout n ≥ 1.

3.1.2. Lorsque u est quasi-compact, on a ‚(u, E›) = ‚(u, E)› pour tout faisceau ab�lien

E sur u. Par suite, la description donn�e en (3.1.1.1) reste valable pour ‚(u, ^d(m)
x, ›), avec

ak  ‘ ‚(u, ox)› .
Le faisceau ^d(m)

x, › est encore un faisceau dÕanneaux coh�rent. DÕautre part, x �tant de
type Þni sur s, la cat�gorie Coh( ^d(m)

x, ›) des ^d(m)
x, ›-modules coh�rents est �quivalente � la

cat�gorie Coh(^dx
(m))› des ^d x

(m)-modules coh�rents � isog�nie pr�s [5, 3.4.5]. Il en r�sulte
que les th�or�mes A et B restent valables pour les ^d(m)

x, ›-modules coh�rents.

3.1.3. PROPOSITION [8, 4.4.4]. Ñ  Soit x un sch�ma formel afÞne et lisse sur v, de dimen-

sion relative d.
(i) LÕanneau ‚(x, ^d x

(m)) est de dimension homologique 2d + 1.
(ii) LÕanneau ‚(x, ^d(m)

x, ›) est de dimension homologique Þnie, comprise entre d et 2d.

Par un argument classique, on majore la dimension homologique de ‚(x, ^d x
(m)) par

celle de son gradu� associ� pour la Þltration p-adique, �gale � 2d + 1 gr�ce � 2.1.6. Que
cette borne soit atteinte r�sulte encore dÕun exemple explicite. Il sÕensuit que la dimension
homologique de ‚(x, ^d(m)

x, ›) est major�e par 2d + 1. On obtient la majoration par 2d en
montrant que tout ‚(x , ^d x

(m))-module de type Þni sans torsion poss�de une r�solution
projective de longueur 2d. La minoration par d provient de ce que ox, › est de dimension
projective d sur ^d(m)

x, › .

Remarques. Ñ  (i)ÊÊIl semble raisonable de conjecturer que, comme dans le cas de ‚( X, dX)
lorsque X est un sch�ma afÞne et lisse sur Â, la dimension homologique de ‚(x, ^d(m)

x, ›) est
en fait �gale � d.

(ii) Les cat�gories Dpar f (^dx
(m)) et Db

coh(^dx
(m)) (resp. Dpar f (^d(m)

x, ›) et Db
coh(^d(m)

x, ›)) sont donc
�gales.

3.1.4. Soit e lÕindice de ramiÞcation absolu de v. Pour quÕil existe une m-PD-structure sur

µ (n�cessairement d�Þnie par les puissances divis�es naturelles de µ k pour un entier k
convenable), il faut et sufÞt que p m ≥ e / (p - 1) [5, 1.3.1]. Supposons m Þx� de mani�re que
cette condition soit remplie, et soient s ≥ 1 un entier, F : x  @ x ' un morphisme de
s-sch�mas formels lisses relevant le morphisme de Frobenius relatif F s

X0 / S0
 . Le morphisme

F est alors Þni localement libre. En appliquant 2.1.2 aux morphismes Xi  @ X'i d�Þnis par F,
on en d�duit par passage � la limite projective que F * ^d(m)

x'  poss�de une structure canonique
de (^d x

(m + s), ^d(m)
x' )-bimodule, et F à ^d(m)

x'  une structure canonique de ( ^d(m)
x' , ^d x

(m + s))-bimodule.
Si e (resp. f)  est un ^d x

(m)-module � gauche (resp. � droite), il en r�sulte gr�ce aux



34 P. BERTHELOT

isomorphismes canoniques

F * ^^d(m)
x'  ¢^d(m)

x'
 e   #@õ    F * e,       f ¢^d(m)

x'
 F à ^^d(m)

x'    #@õ    F à f,

que F * e (resp. F à f) poss�de une structure naturelle de ^d x
(m + s)-module � gauche (resp. �

droite).
DÕautre part, en passant � la limite projective sur i dans les isomorphismes (2.1.3.1) et

(2.1.4.1), on en d�duit quÕil existe comme en 2.1.3 et 2.1.4 des isomorphismes canoniques de
bimodules

(3.1.4.1) ^d x
(m + s)   ##@õ   F *Fà  ^d(m)

x' ,        (Fà  ^d(m)
x' ) ¢^dx

(m + s) F * ^d(m)
x'    ##@õ   ^d(m)

x' .

Par suite, les foncteurs e' ò    @ F * e' et e ò    @ (F à ^d(m)
x' ) ¢ ^d x

(m + s) e sont des �quivalences de
cat�gories quasi-inverses entre la cat�gorie des ^d(m)

x' -modules � gauche et celle des ^d x
(m + s)-

modules � gauche [8, 4.1.3].
Comme dans le cas alg�brique, les propri�t�s de coh�rence, de platitude, de Tor-

dimension Þnie et de perfection sont conserv�es dans cette �quivalence.
Ces r�sultats restent �videmment valables pour les ^d(m)

x, ›-modules.

3.2. Complexes quasi-coh�rents

Dans le cas des ^d x
(m)-modules, la m�thode classique de d�Þnition des foncteurs f ! et f+

au moyen de produits tensoriels avec des bimodules canoniques tels que dX @ Y et dY “ X ne
conduit pas en g�n�ral aux propri�t�s voulues, � cause de probl�mes li�s � la compl�tion
(voir � cet �gard la remarque de 3.4.3 sur la formule de transitivit�). Nous introduisons ici
une sous-cat�gorie D -

qc(^dx
(m)) de la cat�gorie D-(^dx

(m)), form�e de complexes v�riÞant une
condition de compl�tion au sens des cat�gories d�riv�es, qui contient la sous-cat�gorie
Dpar f (^dx

(m)). Sur D-
qc(^dx

(m)), la construction et les propri�t�s de ces foncteurs se ram�neront
aux r�sultats obtenus pr�c�demment modulo p i.

On note d la dimension relative de x sur s ; rappelons quÕelle est suppos�e constante.

3.2.1. Soit X÷ le topos des syst�mes projectifs de faisceaux E÷ = (Ei)i ‘ ˙ sur x. Il est muni

dÕun morphisme de topos  l“ X : X÷ @ x, d�Þni en posant

 l“ X *(E÷)  :=  
“#
lim

i
 Ei ,         l“

-1
 X (E)  :=  (E)i ‘ ˙ ,

o� (E)i ‘ ˙ est le syst�me projectif constant de valeur E. On notera que le foncteur  l“ X * est
de dimension cohomologique Þnie sur la cat�gorie des faisceaux ab�liens, de sorte que son
d�riv� droit È l“ X * est d�Þni sur la cat�gorie d�riv�e toute enti�re.

Nous consid�rerons X÷ comme un topos annel� en le munissant du faisceau dÕanneaux
oX÷

 = (oXi
)i ‘ ˙ , ce qui fait de  l“ X un morphisme de topos annel�s. Si e est un ox -module,

 l“
*
 X e  est donc le syst�me projectif
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. . .   #@  e / µ i + 1e   #@  . . .   #@  e / µ 2e   #@  e / µ e.

Pour tout e ‘ D-(ox), nous noterons ei := oXi
 

L

¢ox
 e. Nous dirons que e est quasi-

coh�rent s'il v�riÞe les conditions suivantes [9]Ê:
(i) Le complexe e0 appartient � D -

qc(oX0
) ;

(ii) Le morphisme canonique

e   #@  È l“ X * L l“
*
 X e

est un isomorphisme.
Pour tout m, nous munirons �galement X÷ du syst�me projectif dÕanneaux (d(m)

Xi
)i ‘ ˙ .

On peut alors consid�rer  l“ X : ( X÷ , d(m)
X÷

) @ (x, ^d x
(m)) comme un morphisme de topos

annel�s, et d�Þnir la notion de complexe quasi-coh�rent de D-(^dx
(m)) par les conditions

analogues � (i) et (ii) obtenues en rempla�ant ox , oX÷ , par ^d x
(m), d(m)

X÷
. Comme le foncteur

L l“
*
 X au sens des ^d x

(m)-modules induit par restriction des scalaires le foncteur L  l“
*
 X au sens

des ox -modules, il est clair quÕun complexe de D-(^dx
(m)) est quasi-coh�rent si et seulement

sÕil est quasi-coh�rent en tant que complexe de D-(ox).
Nous noterons D -

qc(^dx
(m)) (resp. D-

qc(ox)) la sous-cat�gorie pleine (triangul�e) de
D-(^dx

(m)) (resp. D-(ox)) dont les objets sont les complexes quasi-coh�rents, et Db
qc(^dx

(m)) la
sous-cat�gorie pleine de D -

qc( ^d x
(m)) dont les objets sont � cohomologie nulle en dehors dÕun

intervalle born�. On v�riÞe les propri�t�s suivantes [9]Ê:
a) Si e ‘ D -

qc(ox), alors oXi
 

L

¢ox
 e ‘ D-

qc(oXi
) pour tout i.

b) SÕil existe un entier k tel que e soit dans lÕimage de D-(oXk
), alors e est quasi-

coh�rent si et seulement si e est � cohomologie quasi-coh�rente sur oXk .
c) La sous-cat�gorie D -

coh(^dx
(m)) des complexes � cohomologie ^d x

(m)-coh�rente est une
sous-cat�gorie de D-

qc(^dx
(m)).

Remarque. Ñ   Un contre-exemple de Gabber montre que, si e ‘ D -
qc(ox), ses faisceaux de

cohomologie h n(e) nÕappartiennent pas n�cessairement � D -
qc(ox).

LÕint�r�t de cette notion de complexe quasi-coh�rent vient de ce que les propri�t�s dÕun
complexe quasi-coh�rent sur x se ram�nent � celles du complexe oX÷

 
L

¢ox
 e dans la cat�-

gorie d�riv�e des complexes de syst�mes projectifs. Tout dÕabord, en utilisant les r�sultats
de lÕappendice B de [12] sur la Þnitude du foncteur È

“#
lim sur un anneau nÏth�rien, on

obtient la propri�t� suivanteÊ:

3.2.2. PROPOSITION. Ñ  Soit e÷ ‘ Db(d(m)
X÷

) un complexe v�riÞant les conditions suivantesÊ:

a) e0 ‘ Db
qc(d(m)

X0
) ;

b) Pour tout i, le morphisme canonique

d(m)
Xi

 
L

¢d(m)
Xi + 1

 ei+ 1   #@  ei

est un isomorphisme.
Alors le morphisme canonique
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L l“
*
 X È l“ X * e÷   #@  e÷

est un isomorphisme, et le complexe e = È l“ X * e÷ appartient � Db
qc(^dx

(m)).

DÕautre part, si e est un complexe de D -
qc( ^d x

(m)), la plupart de ses propri�t�s de Þni-
tude se ram�nent � celles de e0 := oX0

 
L

¢ox
 e  : pour que e ‘ Dtdf (^dx

(m)) (resp. Db
coh(^dx

(m)),
Dpar f (^dx

(m))), il faut et sufÞt que e0 ‘ Dtdf (d(m)
X0

) (resp. Db
coh(d(m)

X0
), Dpar f (d(m)

X0
)) [9]. On

obtient alors la caract�risation suivante de ces sous-cat�gories de D -
qc(^dx

(m))Ê:

3.2.3. TH�ORéME [9]. Ñ  Les foncteurs L l“
*
 X et È l“ X * sont des �quivalences de cat�gories

quasi-inverses entre la cat�gorie Dqc, tdf (^dx
(m))  (resp. Db

coh(^dx
(m)), Dpar f (^dx

(m))) et la sous-
cat�gorie pleine de la cat�gorie Db(d(m)

X÷
) form�e des complexes de syst�mes projectifs e÷

v�riÞant les conditions suivantesÊ:
a) Le complexe e0 appartient � Dqc, tdf (d(m)

X0
) (resp. Db

coh(d(m)
X0

), Dpar f (d(m)
X0

)) ;
b) Pour tout i, le morphisme canonique

d(m)
Xi

 
L

¢d(m)
Xi + 1

 ei+ 1   #@  ei

est un isomorphisme.

 Gr�ce � cette description des cat�gories Dqc, tdf (^dx
(m)), D b

coh(^dx
(m)), D par f (^dx

(m)), nous
pourrons utiliser les r�sultats �tablis au chapitre pr�c�dent sur un sch�ma de p-torsion
pour obtenir des r�sultats analogues pour les complexes de ̂dx

(m)-modules.

3.3. Complexes � isog�nie pr�s

Comme certaines des propri�t�s quÕon souhaite obtenir dans le cadre dÕune th�orie
arithm�tique des d-modules ne sont v�riÞ�es quÕapr�s tensorisation par ›, on est amen� �
�tudier les op�rations cohomologiques de base sur les ^d(m)

x, ›-modules. Comme pr�c�dem-
ment, la n�cessit� de tenir compte des propri�t�s de compl�tion ne permet pas de travailler
avec la cat�gorie d�riv�e D( ^d(m)

x, ›) toute enti�re. De fait, la cat�gorie que nous utiliserons
nÕest m�me pas une sous-cat�gorie de D( ^d(m)

x, ›) : ce sera la cat�gorie quotient de la cat�gorie
D -

qc(^dx
(m)) obtenue en inversant les isog�nies. Lorsque x est quasi-compact et quasi-s�par�,

nous verrons en effet quÕelle contient une sous-cat�gorie pleine �quivalente � la cat�gorie
Db

coh(^d(m)
x, ›), de sorte que, par lÕinterm�diaire des techniques de la section pr�c�dente, cette

m�thode nous permettra dÕ�tendre aux complexes born�s de ^d(m)
x, ›-modules coh�rents les

r�sultats �tablis modulo p i.

3.3.1. Si c est une cat�gorie additive, nous d�signerons par c› , et nous appellerons

cat�gorie des objets de c � isog�nie pr�s, la cat�gorie ayant m�mes objets que c, et telle que
lÕensemble des ß�ches entre deux objets soit donn� par
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Homc›
(E, F)  :=  Homc(E, F) ¢ ›.

Lorsque c est une sous-cat�gorie D*(a) dÕune cat�gorie d�riv�e D(a), nous emploierons la
notation D *

›(a) plut�t que D(a)› .
La cat�gorie c› nÕest autre que la cat�gorie localis�e de c par rapport au syst�me

multiplicatif des isog�nies de cÊ: un morphisme f : E @ F est appel� isog�nie sÕil existe un
entier n ≠ 0 et un morphisme g : F @ E tels que g Ï f = nIdE , f Ï g = nIdF . Lorsque c est
une cat�gorie triangul�e, les isog�nies forment un syst�me multiplicatif compatible � la
structure triangul�e, de sorte que c› poss�de une structure naturelle de cat�gorie trian-
gul�e pour laquelle le foncteur de localisation c @ c› est exact.

Si F : c @ c' est une foncteur additif (resp. exact) entre cat�gories additives (resp.
triangul�es), il sÕ�tend de mani�re unique en un foncteur additif (resp. exact) c› @ c'›
compatible aux foncteurs de localisation.

3.3.2. Soit x un v-sch�ma formel lisse. Pour tout m, nous noterons D -
›, qc(^dx

(m)) (resp.

Db
›, coh(^dx

(m))) la sous-cat�gorie pleine de D›(^dx
(m)) obtenue en localisant D-

qc(^dx
(m)) (resp.

Db
coh(^dx

(m))) par rapport aux isog�nies. La tensorisation par › d�Þnit un foncteur naturel

(3.3.2.1) D›(^dx
(m))   #@  D( ^d(m)

x, ›).

On prendra garde quÕen g�n�ral lÕhomomorphisme

HomD›(^d x
(m))(e, f)   #@  HomD(̂d(m)

x, ›)(e› , f›)

nÕest ni injectif, ni surjectif, m�me si e et f sont dans D -
qc(^dx

(m)). Par la suite, cÕest avec la
cat�gorie D -

›, qc(^dx
(m)) que nous travaillerons. N�anmoins, le r�sultat suivant permet dÕiden-

tiÞer la sous-cat�gorie pleine Db
›, coh(^dx

(m))  de D-
›, qc(^dx

(m))  � la cat�gorie Db
coh(^d(m)

x, ›)
(rappelons que x est toujours suppos� quasi-compact et quasi-s�par�) :

3.3.3. PROPOSITION [9]. Ñ  Le foncteur (3.3.2.1) induit une �quivalence de cat�gories

(3.3.3.1) Db
›, coh(^dx

(m))   ##@ã   Db
coh(^d(m)

x, ›).

3.4. Produit tensoriel et image inverse extraordinaire

Les r�sultats des sections pr�c�dentes permettent de d�Þnir les op�rations cohomologi-
ques de base pour les complexes quasi-coh�rents de ^d x

(m)-modules (voir [10]). Commen�ons
par discuter les cas du produit tensoriel et de lÕimage inverse extraordinaire.

3.4.1. Soient e ‘ D-
qc(

g ^dx
(m)), m ‘ D -

qc(^dx
(m) d) deux complexes de ^d x

(m)-modules, respective-

ment � gauche et � droite, suppos�s quasi-coh�rents au sens de 3.2.1. On d�Þnit leur
produit tensoriel compl�t� sur ^dx

(m) en posant
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m ^ ¢ L

^d x
(m) e  :=  È l“ X *(L l“ 

*
X m 

L

¢d(m)
X÷

 L l“ 
*
X e).

Il existe un morphisme canonique

m 
L

¢^d x
(m) e   #@  m ^ ¢ L

^d x
(m) e,

et cÕest un isomorphisme lorsque lÕun des deux complexes appartient � D-
coh(^dx

(m)).
Si m est un ( ^d x

(m'), ^d x
(m))-bimodule, pour un certain entier m', alors m ^ ¢ L

^d x
(m) e est de

mani�re naturelle un complexe de D-(^dx
(m')). Si e et m sont born�s, et si m ‘ Db

qc(^dx
(m')),

alors m ^ ¢ L

^d x
(m) e ‘ Db

qc(^dx
(m')).

On d�Þnit de la m�me mani�re le produit tensoriel compl�t� sur ox .

Gr�ce � la propri�t� universelle des cat�gories de fractions, ces produits tensoriels
compl�t�s sÕ�tendent aux cat�gories localis�es par rapport aux isog�nies d�Þnies en 3.3.2.
Pour m' ≥ m, et e ‘ Db

›, qc(^dx
(m)), nous commettrons parfois lÕabus de notation consistant �

d�signer par

^d(m')
x, › ^ ¢ L

^d(m)
x, ›

 e

lÕimage dans Db
›, qc(^dx

(m)) de ^dx
(m') ^ ¢ L

^d(m)
x

 e.

Exemple. Ñ  Pla�ons-nous sous les hypoth�ses de 3.1.4, et soit m' ≥ m. Si e' ‘ D-
qc(^d(m)

x' ), on
obtient par passage � la limite projective � partir des isomorphismes (2.1.7.1) un isomor-
phisme de D-

qc(^dx
(m' + s))

(3.4.1.1) ^d(m' + s)
x  ^ ¢ L

^d(m + s)
x

 F *e'   #@õ    F *(^d(m')
x'  ^ ¢ L

^d(m)
x'

 e')

qui sÕ�crit simplement

(3.4.1.2) ^d(m' + s)
x  

L

¢^d(m + s)
x

 F *e'   #@õ    F *(^d(m')
x'  

L

¢^d(m)
x'

 e')

lorsque e' ‘ D-
coh(^d(m)

x' ). On dispose aussi des isomorphismes analogues dans D -
qc(^d(m' + s)

x, › )
(resp. D-

coh(^d(m' + s)
x, › )).

3.4.2. Soient x, y deux v-sch�mas formels lisses de dimensions relatives dx et dy , dx / y =
dx - dy , f : x @ y un v-morphisme. Pour tout f ‘ Db

qc(^dy
(m)), nous d�Þnirons lÕimage

inverse extraordinaire f ! f en posant

(3.4.2.1) f ! f  :=  È l“ X *( f ÷
 ! (L l“ 

*
Y f)),

o� f÷ : X÷ @ Y÷ est le morphisme de topos tel que f÷ * (resp. f÷
 -1) associe � un syst�me

projectif de faisceaux sur x (resp. sur y) le syst�me projectif de ses images directes sur y

(resp. inverses sur x)Ê; si d(m)
X÷ @ Y÷

 est le syst�me projectif des d(m)
Xi @ Yi

 , le foncteur f÷
 ! est alors

d�Þni en posant, pour tout complexe f÷ ‘ D-(d(m)
Y÷

),

f ÷
 ! f÷  :=  d(m)

X÷ @ Y÷
 

L

¢f ÷ -1 d(m)
Y÷

 f -1 f÷ [dx / y].
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Soit ^d(m)
x @ y  = 

“#
lim i d

(m)
Xi @ Yi 

. Alors ^d(m)
x @ y est muni dÕune structure naturelle de ( ^d x

(m),
f -1 ^d y

(m))-bimodule. Il existe dans D(^dx
(m)) un morphisme canonique

(3.4.2.2) ^d(m)
x @ y 

L

¢f -1 ^d y
(m) f -1 f[dx / y]   #@  f ! f,

qui est un isomorphisme si f ‘ Db
coh(^dy

(m)).

Comme dans le cas alg�brique, le foncteur f ! v�riÞe la formule de transitivit�Ê:

3.4.3. PROPOSITION [10]. Ñ  Soient f : x @ y, g : y @ z deux morphismes de v-sch�mas

formels lisses.
(i) Pour tout f ‘ Db

qc(^dy
(m)), f ! f appartient � Db

qc(^dx
(m)).

(ii) Pour tout g ‘ Db
qc(^dz

(m)), il existe dans Db
qc(^dx

(m)) un isomorphisme canonique

(3.4.3.1) f !(g ! g))   ##@õ   (g Ï f )! g.

Ces propri�t�s r�sultent de la relation (2.2.3.2) assurant la compatibilit� de f ! au
changement de base modulo p i, de 3.2.2, et de la formule de transitivit� dans le cas
alg�brique.

Remarque. Ñ  Si lÕon avait pris pour d�Þnition de f ! le terme de gauche de (3.4.2.2), la
formule de transitivit� ne serait pas valable en g�n�ral, m�me pour g = ^d z

(m). En effet, si
lÕon prend x = z = Spf v{t}, y = Spf v, et si f : x @ y  est la projection, g : y Ã@ z la
section nulle, alors ‚(x, ^d (0)

x @ z) est lÕanneau de s�ries formelles (commutatives) conver-
gentes en 2 variables v{t, Ÿ}, tandis que ‚(x, ^d(0)

x @ y ¢f -1 ^d(m)
y

 f -1 ^d(0)
y @ z) est le produit ten-

soriel non compl�t� v{t} ¢v v{Ÿ}. LÕhomomorphisme canonique

^d(m)
x @ y 

L

¢f -1 ^d y
(m) f -1  ^d(m)

y @ z   #@  ^d(m)
x @ z

nÕest donc pas un isomorphisme en g�n�ral.
Si lÕon suppose par contre que g ‘ Db

coh(^dz
(m)), et que de plus g ! g ‘ Db

coh(^dy
(m)), alors

tous les morphismes du carr�

^d(m)
x @ y 

L

¢f -1 ^d y
(m) f -1(^d(m)

y @ z 
L

¢g -1 ^dz
(m) g -1 g)[dx / z]  #@õ  ^d(m)

x @ z 
L

¢(g Ï f )-1 ^d z
(m) (g Ï f)-1 g[dx / z]

…• …•
¿ ¿

f !(g ! g)) #############@õ  (g Ï f )! g

sont des isomorphismes.

3.4.4. Pla�ons-nous ici sous les hypoth�ses de 3.1.4, et supposons donn�s des morphismes

de v-sch�mas formels lisses Fx : x @ x', Fy : y @ y' relevant F s
X0 / S0

 et F s
Y0 / S0 , ainsi quÕun

v-morphisme f' : x' @ y' relevant f0
 (s). Supposons de plus que f' Ï Fx = Fy Ï f. Comme les

morphismes Fx et Fy sont Þnis localement libres, on d�duit facilement de (2.2.3.3) quÕil
existe dans Db

qc(^dx
(m + s)) un isomorphisme canonique
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(3.4.4.1) f !(m + s)Fy
 * f'   #@õ    Fx

 * f' !(m)
 f'

pour tout f' ‘ Db
qc(^d(m)

y' ).

3.4.5. Le foncteur f ! se factorise de mani�re naturelle en un foncteur

f !  :  Db
›, qc(^dy

(m))   #@  Db
›, qc(^dx

(m))

qui v�riÞe la formule de transitivit� pour le compos� de deux morphismes. Le foncteur
compos�

Db
coh(^d(m)

y, ›)   #@ã   Db
›, coh(^dy

(m))  Ã@  Db
›, qc(^dy

(m))   #@
f !

  Db
›, qc(^dx

(m))   #@  Db(^d(m)
x, ›)

sÕidentiÞe canoniquement au foncteur qui associe � un complexe f ‘ Db
coh(^d(m)

y, ›) le complexe

^d(m)
x @ y, › 

L

¢f -1 ^d(m)
y, ›

  f -1 f [dx / y].

3.4.6. PROPOSITION [10]. Ñ  (i)ÊÊLe foncteur f ! envoie Dqc, tdf (^dy
(m)) dans Dqc, tdf (^dx

(m)).

(ii) Si f est lisse, le foncteur f ! envoie Db
coh(^dy

(m)) dans Db
coh(^dx

(m)).
(iii) Si f est lisse, le morphisme canonique

^d(m')
x, › ^ ¢ L

^d(m)
x, ›

  f !(m)
 f   #@  f !(m')(^d(m')

y, › ^ ¢ L

^d(m)
y, ›

 f)

est un isomorphisme pour tout f ‘ Db
›, qc(^dy

(m)).

Les assertions (i) et (ii) r�sultent des propri�t�s analogues sur les Si . Pour prouver
lÕassertion (iii), on introduit sur x le complexe de Spencer relatif ^d x

(m) ¢ Ä÷tx / y  , et on
montre que le morphisme naturel

^d x
(m) ¢ Ä÷tx / y   #@  ^d(m)

x @ y

est une isog�nie de Db
coh(^dx

(m)).

3.4.7. Soient x, y deux v-sch�mas formels lisses, z = x | y le v-sch�ma formel produit.

On �tend par la m�me m�thode le produit tensoriel externe en un bifoncteur

^ ¢
L

os
  :  D -

qc(^dx
(m)) | D -

qc(^dy
(m))   #@  D-(^dz

(m)),

qui envoie Db
qc(^dx

(m)) | Db
qc(^dy

(m)) dans Db
qc(^dz

(m)) (resp. Db
coh). On proc�de de m�me pour

�tendre sa construction en un bifoncteur entre les cat�gories Db
›, qc , et entre les cat�gories

Db
›, coh.

LorsquÕon dispose de rel�vements Fx : x @ x', Fy : y @ y' de F s
X0 / S0

 et F s
Y0 / S0

 , et que

lÕon d�Þnit Fz : z @ z' comme �tant le produit Fx | Fy , on obtient pour e' ‘ Db
qc(^d(m)

x' ) et

f' ‘ Db
qc(^d(m)

y' ) (resp. Db
›, qc) un isomorphisme canonique de Db

qc(^d(m + s)
z ) (resp. Db

›, qc)

(3.4.7.1) Fx
 * e' ^ ¢

L

os
 Fy

 * f'   #@õ    Fz
 *(e' ^ ¢

L

os
 f').
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3.5. Image directe et dualit�

Indiquons maintenant comment sÕappliquent les m�thodes de 3.2 et 3.3 pour lÕ�tude
des images directes, et pour �tendre le th�or�me de dualit� relative.

3.5.1. Soit f : x @ y un morphisme de v-sch�mas formels lisses. Pour tout e ‘ D -
qc(^dx

(m)),

on d�Þnit lÕimage directe de e en posant

(3.5.1.1) f+ e  := È l“ Y *( f÷ + (L l“ 
*
X e)),

o� f÷ est d�Þni comme en 3.4.2, et, pour e÷ ‘ D-(d(m)
X÷

), f÷ + e÷ est le complexe

f÷ + e÷  :=  Èf÷ *(d(m)
Y÷ “ X÷

 
L

¢d(m)
X÷

 e÷).

Nous poserons encore ^d(m)
y “ x = 

“#
lim i d

(m)
Yi “ Xi

 . On dispose sur ^d(m)
y “ x dÕune structure de

( f -1  ^d y
(m), ^d x

(m))-bimodule, et il existe dans D(^dy
(m)) un morphisme canonique

(3.5.1.2) Èf*(^d(m)
y “ x 

L

¢^d(m)
x

 e)   #@  f+ e.

On v�riÞe que cÕest un isomorphisme lorsque e ‘ D -
coh(^dx

(m)).

Gr�ce au th�or�me de changement de base 2.4.2, les propri�t�s �tablies modulo p i

sÕ�tendent sur x. Donnons dÕabord un �nonc� ne n�cessitant que la quasi-coh�renceÊ:

3.5.2. PROPOSITION. Ñ  Soient f : x @ y, g : y @ z deux morphismes de v-sch�mas

formels lisses.
(i) Pour tout e ‘ Db

qc(^dx
(m)), f+ e appartient � Db

qc(^dy
(m)).

(ii) Pour tout e ‘ Db
qc(^dx

(m)), il existe dans Db
qc(^dz

(m)) un isomorphisme canonique

(3.5.2.1) g+( f+ e))   #@õ    (g Ï f )+ e.

Lorsque e ‘ Db
coh(^dx

(m)), on obtient de m�me le th�or�me de Þnitude pour les images
directes par un morphisme propreÊ:

3.5.3. TH�ORéME. Ñ  Supposons que f : x @ y soit un morphisme propre.

(i) Pour tout e ‘ Db
coh(^dx

(m)), f+ e appartient � Db
coh(^dy

(m)).
(ii) Pour tout e ‘ Db

coh(^dx
(m)), et tout m' ≥ m, il existe un isomorphisme canonique

(3.5.3.1) ^d y
(m') 

L

¢^d(m)
y

  f+(m) e   #@õ    f+(m')(^dx
(m') 

L

¢^d(m)
x

 e).

3.5.4. Par passage � la limite, on obtient �galement la commutation de f+ aux images

inverses par Frobenius d�Þnies en 3.1.4. Supposons en effet quÕon soit sous les hypoth�ses
de 3.4.4. En utilisant la Þnitude de Fx et Fy  et la quasi-coh�rence des images directes, on
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voit que la commutation de f+ aux images inverses par Frobenius dans le cas alg�brique,
vue en 2.4.6, entra�ne quÕil existe pour tout e' ‘ Db

qc(^d(m)
x' ) un isomorphisme canonique

(3.5.4.1) f+(m + s)(Fx
 * e')   #@õ    Fy

 *  f'+(m) e'

dans Db
qc(^dy

(m)).

3.5.5. Le foncteur f+ se factorise en un foncteur encore not�

f+  :  Db
›, qc(^dx

(m)) @ Db
›, qc(^dy

(m)),

qui v�riÞe les m�mes propri�t�s que sur Db
qc(^dx

(m)). Compte tenu de ce que le foncteur Èf*
commute � la tensorisation par ›, on voit que le foncteur compos�

Db
coh(^d(m)

x, ›)   #@ã    Db
›, coh(^dx

(m))  Ã@  Db
›, qc(^dx

(m))   #@
f+   Db

›, qc(^dy
(m))   #@  Db(^d(m)

y, ›)

sÕidentiÞe canoniquement au foncteur qui associe � e ‘ Db
coh(^d(m)

x, ›) le complexe

Èf*(^d(m)
y “ x, › 

L

¢^d(m)
x, ›

 e).

Lorsque f est lisse, on dispose par passage � la limite � partir de (2.4.6.2) dÕun
morphisme de complexes

(3.5.5.1) „÷
x / y ¢ox

 ^dx
(m)[dx / y]   #@  ^d(m)

y “ x .

CÕest un isomorphisme pour m = 0, et une isog�nie pour tout m. Pour tout e ‘ Db
›, qc(^dx

(m)),
on obtient donc dans Db

›, qc(^dy
(m)) un isomorphisme canonique

(3.5.5.2) Èf*(„÷
x / y ¢ox

 e)[dx / y]   #@õ    f+ e.

3.5.6. Soit e ‘ Db
coh(^dx

(m)) = Dpar f (^dx
(m)) un complexe parfait. Comme dans le cas alg�bri-

que, on d�Þnit le complexe dual en posant [52]

D(e)  :=  Èhom ^d(m)
x

(e, ̂d x
(m) ¢ox

 ∑x
-1[dx]).

Le complexe D(e) appartient � Dpar f (^dx
(m)), donc est quasi-coh�rent, et on en d�duit des

isomorphismes canoniques

D(e)   #@õ    È l“ X * L l“ 
*
X  D(e)   #@õ    È l“ X * Èhomd(m)

X÷
(L l“ 

*
X  e, d(m)

X÷
 ¢oX÷

 ∑-1
X÷

[dx]).

Supposons maintenant que f soit un morphisme propre. La construction du morphis-
me trace esquiss�e en 2.5.8 est sufÞsamment fonctorielle pour fournir, dans la cat�gorie
d�riv�e des syst�mes projectifs, un morphisme Trf÷ , +

 : f÷, + ∑X÷
[dx] @ ∑Y÷

[dy]. En appli-
quant È l“ X * , on obtient donc dans Dpar f (^dy

(m)) un morphisme trace

Trf, +  :  f+(∑x)[dx]   #@  ∑y[dy].

La construction du morphisme de dualit� relative sÕeffectue alors comme dans le cas alg�-
brique, et le th�or�me de dualit� relative sÕobtient par passage � la limite � partir de 2.5.9Ê:
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3.5.7. TH�ORéME [49, (5.5.3)]. Ñ  Soient f : x @ y un morphisme propre de v-sch�mas

formels lisses, e ‘ Dpar f (^dx
(m))  (resp. Dpar f (^d(m)

x, ›)). Il existe alors dans Dpar f (^dy
(m))  (resp.

Dpar f (^d(m)
x, ›)) un isomorphisme canonique

(3.5.7.1) ©  :  f+(Dx(e))   ##@õ   Dy( f+(e)),

v�riÞant la condition de transitivit� pour le compos� de deux morphismes propres.

4. Passage � la limite sur le niveau

Nous restons ici sous les hypoth�ses du chapitre pr�c�dent. Si X est un S-sch�ma lisse
au-dessus de Á( p) , nous avons vu en 1.2.5 que le passage � la limite inductive pour m
variable dans le syst�me inductif des faisceaux d X

(m) redonne le faisceau usuel dX , qui ne
joue gu�re de r�le dans lÕ�tude de la cohomologie de de Rham et de la cohomologie
cristalline hors de la caract�ristique nulle. Par contre, si x est un v-sch�ma formel lisse, un
passage � la limite similaire sur les compl�t�s ^d x

(m) permet dÕintroduire un nouveau
faisceau, not� d ì

x , qui est directement li� � lÕ�tude de la cohomologie rigide de la r�duction
de x sur k (voir [3]).

4.1. Le faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels dì
x, ›

Nous commen�ons donc ici lÕ�tude des faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels obtenus en
passant � la limite inductive pour m variable dans les syst�mes de faisceaux (̂d x

(m))m ‘ ˙ et
(^d(m)

x, ›)m ‘ ˙ .

4.1.1. Soit x un v-sch�ma formel lisse. On d�Þnit un nouveau faisceau dÕop�rateurs

diff�rentiels sur x en posant

dì
x  :=  

#@
lim

m
 ^d x

(m).

Il sera appel� faisceau des op�rateurs diff�rentiels (dÕordre inÞni) de niveau Þni sur x. Si ^dx

est le compl�t� p-adique du faisceau usuel des op�rateurs diff�rentiels sur x, la description
des sections des faisceaux ^d x

(m) donn�e en (3.1.1.1) montre que les morphismes naturels

^d x
(m) @ ^dx sont injectifs. Par suite, dì

x est un sous-faisceau dÕanneaux de ^dx . Soient u « x

un ouvert afÞne muni de coordonn�es locales t1 , . . . , td , et Æ - Æ une norme de Banach sur
lÕalg�bre afÞno�de ‚(u, ou)› [18]. En utilisant la base (Ÿ[k]) de ‚(u, dx), on peut alors
d�crire le sous-anneau ‚(u,  dì

x) « ‚(u,  ^dx) sous la forme suivante [5, 2.4.4]Ê:

(4.1.1.1) ‚(u, dì
x)  =  { å

k

  ak Ÿ[k] æ ak ‘ ‚(u, ox), et ¡ c, ⁄ ‘ È, ⁄ < 1, tels que ÆakÆ < c ⁄ækæ }.
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Nous reviendrons plus loin (voir 4.4.1) sur les relations entre les conditions de d�croissance
qui apparaissent ici et celles, compl�tement analogues, de Monsky-Washnitzer [44].

Pour tout i, la r�duction de dì
x modulo µ i + 1 est �gale � dXi 

. Par suite, dì
x nÕest pas un

faisceau dÕanneaux nÏth�rien. De plus, ox nÕest pas de pr�sentation Þnie sur dì
xÊ, puisque

oXi
 ne lÕest pas sur dXi 

. Nous nous int�resserons donc essentiellement dans ce qui suit au
faisceau dì

x, › .
En utilisant lÕexistence dÕun morphisme canonique surjectif dì

x @ F * dì
x' , o� F : x @

x' est un rel�vement local du Frobenius de X0 , on voit que dì
x, › nÕest pas non plus un

faisceau dÕanneaux nÏth�riens [8, 4.2.3]. Mais on peut n�anmoins montrerÊ:

4.1.2. TH�ORéME [5, 3.6.1 (i)]. Ñ  Le faisceau dì
x, › est coh�rent (� gauche et � droite).

CÕest une cons�quence formelle du th�or�me de platitude suivantÊ:

4.1.3. TH�ORéME [5, 3.5.3]. Ñ  Pour tout m' ≥ m, les homomorphismes ^d(m)
x, › @ ^d(m')

x, › sont

plats � gauche et � droite.

Il sufÞt de prouver que, pour tout ouvert afÞne u « x sur lequel il existe un syst�me
de coordonn�es locales, lÕhomomorphisme induit entre les sections est plat. La m�thode de
la d�monstration consiste � introduire un anneau D' tel que

‚(u, ^d x
(m))  «  D'  «  ‚(u, ^d x

(m')),

et qui poss�de les propri�t�s suivantesÊ:
(i) ‚(u, ^d(m)

x, ›) = D '› ;
(ii) ^D' = ‚(u, ^d x

(m')) ;
(iii) D' est un anneau nÏth�rien.

La condition (iii) entra�ne que ^D' est plat sur D', de sorte que lÕ�nonc� r�sulte alors des
conditions (i) et (ii).

4.1.4. Par passage � la limite inductive, on peut montrer que, lorsque x est un sch�ma

formel afÞne, les th�or�mes A et B sont vrais pour les dì
x, ›-modules coh�rents [5, 3.6.4].

Plus pr�cis�mentÊ:
A) Tout dì

x, ›-module coh�rent est engendr� par ses sections globales, et le foncteur
‚(x, -) induit une �quivalence de cat�gories entre la cat�gorie des dì

x, ›-modules coh�rents,
et celle des ‚(x, dì

x, ›)-modules de pr�sentation Þnie.
B) Si e est un dì

x, ›-module coh�rent, H n(x, e) = 0 pour tout n ≥ 1.

A partir de 3.1.3, les r�sultats pr�c�dents fournissent une estimation de la dimension
homologique des anneaux ‚(x, dì

x, ›) lorsque x est afÞneÊ:
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4.1.5. COROLLAIRE. Ñ  Supposons que x soit afÞne, de dimension relative d sur s. AlorsÊ:

(i) Tout ‚(x, dì
x, ›)-module de pr�sentation Þnie poss�de une r�solution projective de

type Þni de longueur 2d.
(ii) LÕanneau ‚(x, dì

x, ›) est de dimension homologique Þnie, comprise entre d et 2d + 1.

Comme en 3.1.3, on conjecture que ‚(x, dì
x, ›) est en fait de dimension homologique d.

4.1.6. Exemples. Ñ  Mentionnons ici quelques exemples de dì
x, ›-modules coh�rents

provenant de la cohomologie rigide (voir [3]). Nous noterons xK la Þbre g�n�rique de x, qui
est un espace analytique rigide sur K, et spÊ: xK @ x le morphisme de sp�cialisation.

(i) Un isocristal convergent sur X0 sÕinterpr�te comme la donn�e dÕun ox K -module
localement libre de rang Þni E, muni dÕune connexion int�grable dont la s�rie de Taylor
converge sur le tube de la diagonale de X0 dans xK | xK . Le ox, ›-module e = sp* E est
alors localement projectif de rang Þni, et la condition de convergence permet de le munir
dÕune structure canonique de dì

x, ›-module, pour laquelle il est coh�rent [3, (3.1.4)]. Le
foncteur sp* d�Þnit ainsi une �quivalence entre la cat�gorie des isocristaux convergents sur
X0 et celle des dì

x, ›-modules coh�rents qui sont ox, ›-coh�rents [5, 4.1.4]. Rappelons quÕen
particulier tout F-isocristal sur X0 est convergent (voir [4, 2.4.1]).

(ii) Soient Z « X0 un ferm�, j : U Ã@ X0 lÕinclusion du compl�mentaire de Z, u « x le
sous-sch�ma formel ouvert dÕespace sous-jacent U. Pour tout faisceau F sur xK , on pose
jüì F  = 

#@
lim  V jV *  jV

 -1 F, o� V parcourt lÕensemble des voisinages stricts du tube ] U [x = uK de
U dans xK . Un isocristal sur U surconvergent le long de Z sÕinterpr�te comme la donn�e
dÕun jüì oxK 

-module localement libre de rang Þni E, muni dÕune connexion int�grable dont la
s�rie de Taylor est convergente sur un voisinage strict du tube de U dans xK | xK , dans
celui de X0 dans xK | xK .

Le complexe e = Èsp* E (qui est r�duit au seul terme sp* E lorsque Z est un diviseur)
peut alors �tre muni dÕune structure naturelle de complexe de dì

x, ›-modules (cf. [3, (4.1.5)],
en supposant x s�par�). Il y a lieu dÕobserver quÕen g�n�ral ses faisceaux de cohomologie ne
sont pas n�cessairement coh�rents sur dì

x, › , � cause de difÞcult�s provenant des nombres
de Liouville p-adiques (voir 5.3.6 plus bas pour une discussion de ce probl�me).

(iii) Du point de vue de la th�orie d�velopp�e ici, le complexe Èsp*  j ì oxK
 constitue le

substitut naturel du complexe Èj*ou, › , qui nÕa pas de propri�t�s de Þnitude satisfaisantes
(m�me si x est propre, sa cohomologie de de Rham nÕest pas de dimension Þnie en g�n�ral).
De m�me, si lÕon pose pour tout faisceau ab�lien F sur xK

‚ ì
] Z [(F)  =  Ker(F @ j ì F),

le complexe Èsp* ‚ ì
] Z [(oxK

) constitue le substitut naturel du complexe È‚Z(ox, ›). Nous
verrons en 4.4.9 que ces deux complexes sont � cohomologie dì

x, ›-coh�rente.
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4.2. Passage � la limite inductive et localisation dans les cat�gories d�riv�es

Comme pour les ^d x
(m)-modules et les ^d(m)

x, ›-modules, on ne peut pas d�Þnir des op�ra-
tions cohomologiques pour les dì

x, ›-modules avec une g�n�ralit� sufÞsante sans tenir
compte de la topologie de dì

x, › . La m�thode que nous emploierons est une extension de celle
que nous avons utilis�e en 3.3 dans le cas des complexes de ^d (m)

x, ›-modulesÊ: nous ne
travaillerons pas directement dans la cat�gorie d�riv�e D(dì

x, ›), mais dans une cat�gorie
triangul�e convenable, munie dÕun foncteur exact � valeurs dans D(dì

x, ›) qui induise une
�quivalence entre une sous-cat�gorie pleine et la cat�gorie Db

coh(dì
x, ›). Pour construire cette

cat�gorie, nous partirons de la cat�gorie des syst�mes inductifs de ^d x
(m)-modules pour m

variable, puis nous la localiserons en deux �tapesÊ: nous inverserons dÕabord les ind-
isog�nies entre syst�mes inductifs, puis nous effectuerons une localisation qui constituera
une certaine forme de passage � la limite pr�servant la structure triangul�e.

Nous nous limiterons ici aux syst�mes inductifs de ^dx
(m)-modules, renvoyant le lecteur

� [9] pour une �tude plus g�n�rale.

4.2.1. Nous travaillerons dans le topos x(÷) des syst�mes inductifs de faisceaux (E(m))m ‘ ˙
sur x. On peut le consid�rer comme annel� par le syst�me inductif de faisceaux dÕanneaux

^d x
(÷) = ( ^d x

(m))m ‘ ˙ . Un ^d x
(÷)-module e(÷) est simplement la donn�e dÕun syst�me inductif de

^d x
(m)-modules e(m), tel que les applications de transition å(m', m) : e(m) @ e(m') soient semi-

lin�aires par rapport aux homomorphismes ^d x
(m) @ ^d x

(m'). SÕil nÕen r�sulte pas de confusion,
nous noterons simplement e un tel syst�me, au lieu de e(÷).

Sur la cat�gorie des syst�mes inductifs, la notion dÕisog�nie consid�r�e en 3.3 nÕest plus
sufÞsante, car on souhaite pouvoir consid�rer des morphismes f pour lesquels l'entier n tel
quÕil existe g v�riÞant g Ï f = n, f Ï g = n, puisse varier avec m sans �tre n�cessairement
born�. On est ainsi conduit � remplacer cette notion par la notion plus souple de ind-
isog�nie introduite plus bas. Nous nous limiterons ici au cas des p-isog�nies, i.e. telles que n
soit une puissance de p, en renvoyant � [9] pour le cas g�n�ral.

Soit M lÕensemble des applications croissantes © : ˙ @ ˙, qui est lui m�me un ensem-
ble ordonn� Þltrant. On peut associer � tout © ‘ M un foncteur exact © * de la cat�gorie des

^d x
(÷)-modules dans elle-m�me en associant � un syst�me inductif (e(m), å(m', m)) le syst�me

inductif obtenu en posant (© * e)(m) = e(m), et en prenant pour morphismes de transition les
morphismes p ©(m') - ©(m)å(m', m) : e(m) @ e(m'), m ≤ m'. On dispose alors dÕun morphisme
naturel de syst�mes inductifs ∆e, © : e @ © * e, d�fini par la multiplication par p ©(m) sur e(m).

Les foncteurs © * passent � la cat�gorie d�riv�e D(̂d x
(÷)). Nous dirons quÕun morphisme

f : e @ f de D( ^d x
(÷)) est une ind-isog�nie sÕil existe © ‘ M, et un morphisme g : f @ © * e de

D(^dx
(÷)), tels que g Ï f = ∆e, © et © *( f ) Ï g = ∆f, © . Les ind-isog�nies forment un syst�me

multiplicatif ‰ compatible avec la structure triangul�e de D( ^d x
(÷)), qui contient les morphis-

mes ∆e, © . Pour * ‘ {Ø, +, -, b}, nous noterons D@
*
›(^dx

(÷)) la cat�gorie triangul�e obtenue en
localisant D*(^dx

(÷)) par rapport � ‰ ı D*(^dx
(÷)). Si e, f sont deux syst�mes inductifs, on a
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donc

HomD@ ›(^d(÷)
x )(e, f)  =  

#@
lim
© ‘ M

 HomD(̂d(÷)
x )(e, © * f).

La cat�gorie D@
*
›(^dx

(÷)) est une sous-cat�gorie pleine de D@›(^dx
(÷)), car les foncteurs © * com-

mutent � la troncation.
Il existe un foncteur exact naturel D@›(^dx

(÷)) @ D( ^d(÷)
x, ›) factorisant le foncteur de

tensorisation par ›.

Exemple. Ñ  Soit f : x @ y un morphisme lisse. Pour m variable, les morphismes (3.5.5.1)
d�Þnissent un morphisme ^d x

(÷)-lin�aire � droite

(4.2.1.1) „÷
x / y ¢ox

 ^dx
(÷)[dx / y]   #@  ^d(÷)

y “ x .

Ce morphisme est une ind-isog�nie [9]. En particulier, le morphisme canonique

„÷
x ¢ox

 ^dx
(÷)[dx]   #@  ∑x(÷) ,

o� ∑x(÷) est le syst�me inductif constant de valeur ∑x , est une ind-isog�nie.

4.2.2. LÕ�tape suivante consiste � remplacer le passage � la limite inductive par une autre

localisation. Soit L lÕensemble des applications ¬ : ˙ @ ˙ qui sont croissantes, et telles que
¬(m) ≥ m pour tout m. CÕest de mani�re naturelle un ensemble ordonn� Þltrant. Pour tout
¬  ‘ L, et tout ^d x

(÷)-module e, nous noterons ¬* e le ^d x
(÷)-module tel que (¬* e)(m) = e(¬(m)), et

que, pour m' ≥ m, le morphisme de transition (¬* e)(m) @ (¬* e)(m') soit le morphisme
donn� e(¬(m)) @ e(¬(m')). On dispose dÕun morphisme canonique ®e, ¬ : e @ ¬* e. Le foncteur
¬* est exact, et sÕ�tend donc en un foncteur exact sur D( ^d x

(÷)). Il est facile de voir que ¬*

transforme une ind-isog�nie en ind-isog�nie, de sorte quÕil sÕ�tend �galement � la cat�gorie
localis�e D@›(^dx

(÷)) par rapport � ‰.
Soit ˆ lÕensemble des morphismes f : e @ f de D@›(^dx

(÷)) tels quÕil existe ¬ ‘ L, et un
morphisme g : f @ ¬* e, tels que g Ï f = ®e, ¬ et ¬*( f ) Ï g = ®f, ¬ . LÕensemble ˆ est encore un
syst�me multiplicatif, compatible � la structure triangul�e de D@›(^dx

(÷)). Pour * ‘ {Ø, +, -,
b}, on note LD#@

*
›(^dx

(÷)) la cat�gorie triangul�e d�duite de D@
*
›(^dx

(÷)) par localisation par
rapport � ˆ ı D@

*
›(^dx

(÷)). La cat�gorie LD#@
*
›(^dx

(÷)) est encore une sous-cat�gorie pleine de
LD#@ ›(^dx

(÷)). Si e, f sont deux complexes de ^d x
(÷)-modules, on a par construction

HomLD#@ ›(^d(÷)
x )(e, f)  =  

#@
lim
¬ ‘ L

  
#@
lim
© ‘ M

  HomD(̂d(÷)
x )(e, ¬* © * f).

Le foncteur 
#@
lim , allant de la cat�gorie des ^d x

(÷)-modules vers celle des d ì
x -modules, est

un foncteur exact. Il sÕ�tend en un foncteur exact D(^d x
(÷)) @ D(d ì

x). Par composition avec le
foncteur de tensorisation par ›, une ind-isog�nie est transform�e en isomorphisme, ce qui
fournit une extension de 

#@
lim en un foncteur D@›(^dx

(÷)) @ D(dì
x, ›). Celui-ci transforme tout

morphisme de ˆ en un isomorphisme, dÕo� Þnalement un foncteur

#@
lim  :  LD#@ ›(^dx

(÷))   #@  D(dì
x, ›).
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Pour * ‘ {+, -, b}, ce foncteur envoie LD#@
*
›(^dx

(÷)) dans D*(dì
x, ›).

4.2.3. On peut introduire des conditions de Þnitude sur les objets de LD#@ ›(^dx
(÷)).

(i) Soit e ‘ LD#@
-
›(^dx

(÷)) (resp. LD#@
b
›(^dx

(÷))). Nous dirons que e est quasi-coh�rent sÕil est
isomorphe dans LD#@ ›(^dx

(÷)) � un complexe e' tel que, pour tout m, le complexe e'(m) soit
dans D -

qc( ^d x
(m)) (resp. Db

qc(^dx
(m))). Pour * ‘ {-, b}, la sous-cat�gorie pleine de LD#@

*
›(^dx

(÷))
dont les objets sont les complexes quasi-coh�rents sera not�e LD#@

*
›, qc(^dx

(÷)). Il est facile de
v�riÞer que cÕest une sous-cat�gorie triangul�e de LD#@

*
›(^dx

(÷)).

(ii) Notons dÕabord que, si ¬ ‘ L, tout ¬* ^dx
(÷)-module f peut �tre consid�r� comme un

^d x
(÷)-module par lÕinterm�diaire du morphisme ®̂d(÷)

x , ¬ : ^d x
(÷) @ ¬* ^dx

(÷). Pour * ‘ {-, b}, soit
e  ‘ LD#@

*
›(^dx

(÷)). Nous dirons que e est coh�rent sÕil existe ¬ ‘ L, e ' ‘ LD#@
*
›(¬*^d x

(÷)), et un
isomorphisme e  #@õ   e' dans LD#@

*
›(^dx

(÷)), tels que e' v�riÞe les conditions suivantesÊ:
a) Pour tout m, e'(m) ‘ D*

coh(^dx
(¬(m))) ;

b) Pour tous m ≤ m', le morphisme canonique

^d x
(¬(m')) 

L

¢^d(¬(m))
x

 e'(m)   #@  e'(m')

est un isomorphisme.
Bien que ce soit moins �vident sur la d�Þnition, la sous-cat�gorie pleine de LD#@

*
›(^dx

(÷))
dont les objets sont les complexes coh�rents est aussi une sous-cat�gorie triangul�e de
LD#@ ›(^dx

(÷)). Nous la noterons LD#@
*
›, coh(^dx

(÷)). C'est une sous-cat�gorie de LD#@
*
›, qc(^dx

(÷)).

Exemple. Ñ  Le syst�me constant de valeur ox  est coh�rent dans LD#@ ›(^dx
(÷)), car le

complexe ^d x
(÷) 

L

¢^d(0)
x

 ox v�riÞe les conditions a) et b) ci-dessus, et le morphisme canonique

^d x
(÷) 

L

¢^d(0)
x

 ox   #@  ox

est une ind-isog�nie.

LÕint�r�t de cette notion de coh�rence provient du th�or�me suivantÊ:

4.2.4. TH�ORéME [9]. Ñ  Le foncteur 
#@
lim induit une �quivalence de cat�gories

#@
lim  :  LD#@

b
›, coh(^dx

(÷))   ##@ã   Db
coh(dì

x, ›).

4.3. Op�rations cohomologiques sur    dì
x, ›

La m�thode g�n�rale que nous suivrons consiste � d�Þnir des op�rations cohomolo-
giques entre les cat�gories LD#@

b
›, qc(^dx

(÷)) (pour x variable), en factorisant gr�ce � la propri�-
t� universelle des cat�gories localis�es les op�rations dont on dispose sur Db

qc(^dx
(÷)) au

moyen des constructions ant�rieures. Ces op�rations v�riÞeront alors automatiquement les



INTRODUCTION A LA TH�ORIE ARITHM�TIQUE DES d-MODULES 49

m�mes relations que sur les cat�gories Db
qc(^dx

(m)). DÕautre part, on sÕassure que, lorsquÕon
compose avec le foncteur 

#@
lim , et quÕon identiÞe la sous-cat�gorie LD#@

b
›, coh(^dx

(÷)) � Db
coh(dì

x, ›)
par 4.2.4, on retrouve les d�Þnitions classiques de ces op�rations.

4.3.1. Consid�rons dÕabord la descente par Frobenius. On reprend ici les hypoth�ses de

3.1.4. Pour m assez grand, lÕid�al maximal de v poss�de une m-PD-structure, de sorte que
F * ^d(m)

x'  poss�de une structure canonique de ( ^d x
(m + s), ^d(m)

x' )-bimodule, et F à ^d(m)
x'  une struc-

ture canonique de ( ^d(m)
x' , ^d x

(m + s))-bimodule. Par passage � la limite inductive sur m, il en
r�sulte que F * dì

x', › et F à dì
x', › poss�dent respectivement une structure canonique de

(dì
x, › , dì

x', ›)-bimodule et de (dì
x', › , dì

x, ›)-bimodule.
En passant � la limite inductive dans les isomorphismes (3.1.4.1), on en d�duit des

isomorphismes de dì
x, ›-bimodules et de dì

x', ›-bimodules

dì
x, ›   #@õ    Fü* F à dì

x', › ,        F
 à dì

x', › ¢dì
x, ›

 F * dì
x', ›   #@õ    dì

x', › .

Il en r�sulte que les foncteurs e' ò    @ F * e' et e ò    @ F à dì
x, › ¢dì

x, ›
 e sont des �quivalences de

cat�gories quasi-inverses entre la cat�gorie des dì
x', ›-modules � gauche et celle des dì

x, ›-
modules � gauche, pr�servant les conditions de Þnitude usuelles, et induisant une �qui-
valence entre D(dì

x', ›) et D(dì
x, ›).

De m�me, les foncteurs  e' ò    @ F * e' et e ò    @ F à  ̂d(÷)
x'  ¢ ^d(÷)

x
 e se factorisent par les

cat�gories localis�es construites en 4.2, et induisent des �quivalences de cat�gories quasi-
inverses entre les cat�gories LD#@ ›(^d(÷)

x' ) et LD#@ ›(^d(÷)
x ), pr�servant les sous-cat�gories LD#@

b
›, qc

et LD#@
b
›, coh . Le foncteur 

#@
lim commute � ces �quivalences.

4.3.2. Soit f : x @ y un morphisme de v-sch�mas formels lisses. En appliquant les

foncteurs L l“
*
X et È l“X * sur la cat�gorie des syst�me inductifs, on d�Þnit comme en 3.4.2 un

foncteur f ! : D-( ^d(÷)
y ) @ D-(^d(÷)

x ). Sa factorisation par les cat�gories localis�es construites
en 4.2 fournit un foncteur LD#@

-
›(^d(÷)

y ) @ LD#@
-
›(^d(÷)

x ), qui induit un foncteur

(4.3.2.1) f !  :  LD#@
b
›, qc(^d(÷)

y )   #@  LD#@
b
›, qc(^d(÷)

x ).

S i  g : y @ z  est un second morphisme de v-sch�mas formels lisses, et si
g ‘ LD#@

b
›, qc(^d(÷)

z ), on dispose alors dans LD#@
b
›, qc(^d(÷)

x ) de la formule de transitivit�

f !(g ! g))   ##@õ   (g Ï f )! g.

En effet, celle-ci r�sulte par construction de (3.4.3.1).
Soit dÕautre part dì

x @ y, › = 
#@
lim m ^d(m)

x @ y, ›  ; cÕest un (dì
x, › , f -1 dì

y, ›)-bimodule. Le
foncteur compos�

Db
coh(dì

y, ›)   ##@ã   LD#@
b
›, coh(^d(÷)

y )   ##@
f !

  LD#@
b
›, qc(^d(÷)

x )   ##@ #@lim
  Db(dì

x, ›)

est alors canoniquement isomorphe au foncteur

(4.3.2.2) f  ò    @  dì
x @ y, › 

L

¢f -1 dì
y, ›

  f -1 f.
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Lorsque f ! envoie LD#@
b
›, coh(^d(÷)

y ) dans LD#@
b
›, coh(^d(÷)

x ), nous pourrons ainsi identiÞer
gr�ce � 4.2.4 le foncteur f ! au foncteur d�Þni par (4.3.2.2), et le consid�rer comme un
foncteur que nous noterons encore g�n�ralement f ! : Db

coh(dì
y, ›) @ Db

coh(dì
x, ›). Cette

situation se produit notamment lorsque f est lisse, gr�ce � 3.4.6Ê:

4.3.3. TH�ORéME [10]. Ñ  Soit f : x @ y un morphisme lisse de v-sch�mas formels.

(i) Pour tout f  ‘ LD#@
b
›, coh(^d(÷)

y ), le complexe f ! f appartient � LD#@
b
›, coh(^d(÷)

x ).

(ii) Soit f(m) ‘ Db
coh(^d(m)

y, ›). Si lÕon consid�re f ! comme un foncteur de Db
coh(dì

y, ›) dans
Db

coh(dì
x, ›) gr�ce � (i) et 4.2.4, il existe dans Db

coh(dì
x, ›) un isomorphisme canonique

(4.3.3.1) dì
x, › ¢^d(m)

x, ›
  f !(m)

 f(m)   #@õ    f !(dì
y, › ¢^d(m)

y, ›
 f(m)).

A partir de 3.4.4, on obtient par ailleursÊ:

4.3.4. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 3.4.4, il existe pour tout f' ‘ LD#@
b
›, qc(^d(÷)

y' )
un isomorphisme canonique de LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x )

(4.3.4.1) f ! F*
y f'   ##@õ   F*

x f' ! f'.

Lorsque f est lisse et f' ‘ Db
coh(dì

y', ›), cet isomorphisme peut �tre vu comme un isomor-
phisme de Db

coh(dì
x, ›) via 4.2.4.

4.3.5. Soient x, y deux v-sch�mas formels lisses, z = x | y. Le produit tensoriel externe

construit en 3.4.7 sÕ�tend en un bifoncteur
L

¢ì
os

  :  LD#@
-
›, qc(^d(÷)

x ) | LD#@
-
›, qc(^d(÷)

y )   #@  LD#@
-
›(^d(÷)

z ).

On v�riÞe quÕil induit un bifoncteur

LD#@
b
›, coh(^d(÷)

x ) | LD#@
b
›, coh(^d(÷)

y )   #@  LD#@
b
›, coh(^d(÷)

z ),

de sorte quÕon peut utiliser 4.2.4 et le consid�rer comme un bifoncteur

Db
coh(dì

x, ›) | Db
coh(dì

y, ›)   #@  Db
coh(dì

z, ›).

LorsquÕon dispose de rel�vements de Frobenius comme en 3.4.7, on obtient, pour e' ‘
LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x' ), f' ‘ LD#@
b
›, qc(^d(÷)

y' ), un isomorphisme canonique

(4.3.5.1) Fx
 * e' 

L

¢ì
os

 Fy
 * f'   #@õ    Fz

 *(e' 
L

¢ì
os

 f').

Lorsque e' ‘ Db
coh(dì

x', ›), f' ‘ Db
coh(dì

y', ›), on peut encore le consid�rer comme un isomor-
phisme de Db

coh(dì
z, ›).

4.3.6. Consid�rons � nouveau un morphisme f : x @ y de v-sch�mas formels lisses.

Appliquant la m�thode de 3.5.1 au niveau de la cat�gorie d�riv�e des syst�mes inductifs, on
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obtient un foncteur f+ : D-(^d(÷)
x ) @ D-(^d(÷)

y ). En le factorisant par les cat�gories LD#@ › , et
en utilisant la pr�servation de la quasi-coh�rence vue en 3.5.2, on obtient un foncteur

(4.3.6.1) f+ : LD#@
b
›, qc(^d(÷)

x )   #@  LD#@
b
›, qc(^d(÷)

y ).

Si  g : y  @ z  est un second morphisme de v-sch�mas formels lisses, et si e ‘
LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x ), on d�duit encore de 3.5.2 lÕisomorphisme de transitivit�

(4.3.6.2) g+( f+ e)   #@õ    (g Ï f )+ e

dans LD#@
b
›, qc(^d(÷)

z ).
Supposons que f soit un morphisme lisse. Comme le morphisme (4.2.1.1) est une ind-

isog�nie, on en d�duit pour tout e ‘ LD#@
b
›, qc(^d(÷)

x ) un isomorphisme de LD#@
b
›, qc(oy)

(4.3.6.3) Èf*(„÷
x / y ¢ox

 e)[dx / y]   #@õ    f+ e.

4.3.7. On introduit dÕautre part le ( f -1 dì
y, › , dì

x, ›)-bimodule dì
y “ x, › = 

#@
lim m ^d(m)

y “ x, › .
Le foncteur compos�

Db
coh(dì

x, ›)   ##@ã   LD#@
b
›, coh(^d(÷)

x )   ##@
f+   LD#@

b
›, qc(^d(÷)

y )   ##@ #@lim
  Db(dì

y, ›)

est alors canoniquement isomorphe au foncteur

(4.3.7.1) e  ò    @  Èf*(dì
y “ x, › 

L

¢dì
x, ›

 e).

Lorsque f+ envoie LD#@
b
›, coh(^d(÷)

x ) dans LD#@
b
›, coh(^d(÷)

y ), nous utiliserons � nouveau 4.2.4 pour
consid�rer f+ comme un foncteur encore not� f+ : Db

coh(dì
x, ›) @ Db

coh(dì
y, ›).

Gr�ce au th�or�me de Þnitude suivant, dont la d�monstration repose sur 3.5.3, cette
situation se produit notamment lorsque f est propreÊ:

4.3.8. TH�ORéME [10]. Ñ  Soit f : x @ y un morphisme propre de v-sch�mas formels.

(i) Pour tout e ‘ LD#@
b
›, coh(^d(÷)

x ), le complexe f+ e appartient � LD#@
b
›, coh(^d(÷)

y ).

(ii) Soit e(m) ‘ Db
coh(^d(m)

x, ›). Si lÕon consid�re f+ comme un foncteur de Db
coh(dì

x, ›) dans
Db

coh(dì
y, ›) gr�ce � (i) et 4.2.4, il existe dans Db

coh(dì
y, ›) un isomorphisme canonique

(4.3.8.1) dì
y, › ¢^d(m)

y, ›
  f+(m)(e(m))   ##@õ   f+(dì

x, › ¢^d(m)
x, ›

 e(m)).

EnÞn, on d�duit de 3.5.4 la commutation du foncteur f+ aux images inverses par

FrobeniusÊ:

4.3.9. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 3.4.4, il existe pour tout e' ‘ LD#@
b
›, qc(^d(÷)

x' )
un isomorphisme canonique de LD#@

b
›, qc(^d(÷)

y )

(4.3.9.1) f+(Fx
 * e')   ##@õ   Fy

 * f'+ e'.

Lorsque f est propre et e' ‘ Db
coh(dì

x', ›), cet isomorphisme peut �tre consid�r� comme un
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isomorphisme de Db
coh(dì

x, ›) via 4.2.4.

4.3.10.  Si e ‘ Db
coh(dì

x, ›) = Dpar f (dì
x, ›), on d�Þnit son dual en posant

D(e)  :=  Èhomdì
x, ›

(e, dì
x, › ¢ ∑ x

 -1[dx]),

qui est lui aussi un complexe de Dpar f (dì
x, ›). On dispose encore de lÕisomorphisme de

dualit� locale

e   ##@õ   D(D(e)).

Soit F : x @ x' un rel�vement de F s
X0 / S0

 . En proc�dant comme dans le cas alg�brique,
on obtient pour e' ‘ Dpar f (dì

x', ›) lÕisomorphisme de commutation du dual � lÕimage inverse
par Frobenius [52]

(4.3.10.1) F * Dx'(e')   #@õ    Dx(F * e').

4.3.11. SÕil existe un entier m, un complexe e(m) ‘ Dpar f (^dx
(m)) et un isomorphisme

dì
x, › ¢^d(m)

x
 e(m)   #@õ    e,

on en d�duit un isomorphisme

dì
x, › ¢^d(m)

x
 D(m)(e(m))   #@õ    D(e).

De m�me, si lÕon se limite aux syst�mes inductifs index�s par les entiers m' ≥ m et que lÕon
pose

e(÷)  :=  ^dx
(÷) 

L

¢^d(m)
x

 e(m),

on peut d�Þnir dans D( ^d(÷)
x ) un syst�me inductif D(e(÷))(÷), tel que, pour tout m' ≥ m, on

ait D(e(÷))(m') ñ D(m')(e(m')). En appliquant le foncteur 
#@
lim  : D( ^d(÷)

x ) @ D(dì
x) @ D(dì

x, ›),
on obtient alors l'isomorphisme

#@
lim D(e(÷))(÷)   #@õ    D(e).

4.3.12. Supposons que f : x @ y soit un morphisme propre de v-sch�mas formels lisses.

Pour tout m, on dispose dÕapr�s 3.5.6 dÕun morphisme trace Tr(m)
f, +  : f +

 (m)(∑x)[dx] @ ∑y[dy]
dans Dpar f (^dy

(m) d). En utilisant le foncteur f+
 (÷) : Db(^d(÷)

x
 d) @ Db(^d(÷)

y
 d) d�Þni pour les

modules � droite de mani�re analogue � 4.3.6, on montre que ces morphismes proviennent
dÕun morphisme

Tr(÷)
f, +  :  f +

 (÷)(∑x)[dx] @ ∑y[dy]

dans la cat�gorie d�riv�e Db(^d(÷)
y

 d). En appliquant le foncteur 
#@
lim , on en d�duit un mor-

phisme trace

Tr ì
f, +  :  f+(∑x, ›)[dx]   #@  ∑y, ›[dy]
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dans Dpar f (dì
y, ›), o� lÕon peut prendre f+(∑x, ›) = Èf*(∑x, › 

L

¢dì
x, ›

 dì
x @ y, ›) gr�ce au

th�or�me de Þnitude sym�trique de 4.3.8 pour les modules � droite.
Comme pr�c�demment, le morphisme trace permet de d�Þnir pour tout complexe e ‘

Dpar f (dì
x, ›) un morphisme de dualit� relative. Par un passage � la limite bas� sur 4.3.11,

on obtient alors � partir du cas des complexes parfaits de ^d x
(m)-modules le th�or�me de

dualit� relative pour les complexes parfaits de dì
x, ›-modulesÊ:

4.3.13. TH�ORéME [49, (5.7.2)]. Ñ  Soit f : x  @ y  un morphisme propre de v-sch�mas

formels lisses. Pour tout complexe e ‘ Dpar f (dì
x, ›), il existe un isomorphisme canonique

(4.3.13.1) ©  :  f+(Dx(e))   #@õ    Dy( f+(e))

dans Dpar f (dì
y, ›).

4.4. Coh�rence des faisceaux de fonctions � singularit�s surconvergentes

Soient x un v-sch�ma formel propre et lisse, de r�duction X = X0 sur k, Z « X un
diviseur, j : U Ã@ X lÕinclusion de lÕouvert compl�mentaire, u « x le sous-sch�ma formel
ouvert dont lÕespace sous-jacent est U. Avec les notations de 4.1.6, le faisceau ox, ›(ìZ) :=
sp*  j ì oxK

 poss�de une structure naturelle de dì
x, ›-module. DÕautre part, la cohomologie

rigide de U est, essentiellement par construction [7], la cohomologie de de Rham de x �
coefÞcients dans ox, ›(ìZ). Il r�sulte alors de lÕisomorphisme de comparaison (4.3.6.3) et du
th�or�me de Þnitude 4.3.8 que, si lÕon peut montrer que ox, ›(ìZ) est coh�rent en tant que
dì

x, ›-module, les espaces de cohomologie rigide H n
rig(U / K ) sont des K-espaces vectoriels de

dimension Þnie. Bien quÕil existe par ailleurs des d�monstrations directes de la Þnitude de
la cohomologie rigide (voir [7], [25], [43]), la coh�rence de ox, ›(ìZ) sur dì

x, › est un r�sultat
essentiel pour lÕ�tude de celle-ci, ne serait-ce que parce quÕil permet dÕobtenir des th�or�mes
de Þnitude plus g�n�raux, utilisant par exemple la coh�rence des images directes par un
morphisme propre.

Nous expliquons ici, en suivant la m�thode pr�sent�e dans [6], comment les r�sultats
qui pr�c�dent permettent de prouver la coh�rence sur dì

x, › de ox, ›(ìZ), et, plus g�n�rale-
ment, des dì

x, ›-modules associ�s � une sous-vari�t� localement ferm�e de la Þbre sp�ciale
de x.

4.4.1. On commence par construire (cf. [5, 4.2]) un syst�me inductif de ox -alg�bres

^b x
(m)(Z), p-adiquement s�par�es et compl�tes, munies dÕune action de ^d x

(m), qui soient des
mod�les entiers des alg�bres afÞno�des de certains voisinages stricts du tube uK de U dans
xK , et telles que lÕon ait un isomorphisme dì

x, ›-lin�aire

#@
lim

m
 ^b x

(m)(Z) ¢ ›   ##@õ   sp*  j ì oxK .
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Pour cela, on part dÕune situation alg�brique ÇÊuniverselleÊÈ. Fixons un entier m ‘ ˙,
et soient Å = Spec Á( p)[t], r ‘ ˙ un entier tel que p m + 1 æ r, T une ind�termin�e. On pose

b(t, r)  =  oÅ[T] / (t rT - p).

LÕalg�bre b(t, r) est une sous-alg�bre de oÅ[1/ t] ¢ ›, et on v�riÞe quÕelle est stable par
lÕaction de dÅ

(m) « dÅ ¢ › [5, 4.2.1].
Soient S un Á( p)-sch�ma, X un S-sch�ma lisse, f ‘ ‚( X, oX). La donn�e de f d�Þnit un

unique morphisme ƒ : X @ Å tel que ƒ *(t) = f. On a alors

ƒ * b(t, r)  =  oX[T] / ( f rT - p),

et, dÕapr�s 2.2.1, lÕalg�bre b( f, r) := ƒ *b(t, r) est munie d'une structure canonique de d X
(m)-

module. On v�riÞe que cette structure est compatible � la multiplication sur b( f, r), i.e.
donne naissance � des formules du type de la formule de Leibnitz pour d�crire lÕaction des
op�rateurs ŸÌk(m) sur un produit de deux �l�ments (voir [5, 2.3.4]).

Supposons que S soit muni dÕun m-PD-id�al quasi-coh�rent (å, ∫, å), m-PD-nilpotent.
Soient S0 « S le sous-sch�ma ferm� d�Þni par å, X0 la r�duction de X modulo å, Z « X0 un
diviseur. Gr�ce � lÕaction de d X

(m) sur b( f, r), on peut identiÞer canoniquement les alg�bres
b( f, r) et b(g, r) associ�es � des sections de oX relevant deux �quations locales de Z dans
X0 [5, 4.2.2]. Par recollement, on associe ainsi canoniquement au diviseur Z une oX -alg�bre
bX(Z, r) munie dÕune action de d X

(m) compatible avec sa structure dÕalg�bre. Nous noterons
b(m)

X (Z) lÕalg�bre bX(Z, p m + 1). Il r�sulte de cette construction que, si g : X' @ X est un
morphisme de S-sch�mas lisses, tel que lÕimage inverse Z' de Z dans X '0 soit un diviseur, il
existe un isomorphisme canonique de oX' -alg�bres g* bX(Z, r)  #@õ   bX'(Z', r), compatible �
lÕaction de d(m)

X' .
Soient maintenant x un v-sch�ma formel lisse, Xi sa r�duction modulo µ i + 1. La

donn�e du diviseur Z « X0 permet de construire, pour tout m assez grand pour que µ soit
muni dÕune m-PD-structure m-PD-nilpotente, et tout r tel que p m + 1 æ r, une oXi

-alg�bre
bXi

(Z, r) munie dÕune action de d(m)
Xi

. En passant � la limite projective pour i variable, on
obtient donc une ox -alg�bre

b̂x(Z, r)  :=  
“#
lim

i
 bXi

(Z, r)

munie dÕune action de ^d x
(m). Si x est afÞne, posons A = ‚(x, ox), B = ‚(x, b̂x(Z, r)), et

supposons que f ‘ A rel�ve une �quation de Z dans X0 . On a alors

B  =  A{T} / ( f rT - p),

et B ¢ › est lÕalg�bre de lÕouvert afÞno�de de xK d�Þni par la condition æ f(x)æ ≥ æpæ1 / r, qui
est un voisinage strict de uK , lui-m�me d�Þni par la condition æ f(x)æ = 1.

Pour tout m assez grand, nous poserons

b̂ x
(m)(Z)  :=  b̂x(Z, p m + 1),    b̂(m)

x, ›(Z)  :=  b̂ x
(m)(Z) ¢ ›,    ox, ›(ìZ)  :=  

#@
lim

m
 b̂(m)

x, ›(Z).

DÕapr�s sa construction, le faisceau ox, ›(ìZ) est muni dÕune action naturelle de dì
x, › , et il
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sÕidentiÞe canoniquement � sp*  j ì oxK . Il sera appel� faisceau des fonctions � singularit�s
surconvergentes le long de Z. Il ne d�pend que du support du diviseur Z. Lorsque x est
afÞne, et f comme plus haut, ses sections sur x s'interpr�tent aussi comme le compl�t�
faible de ‚(x, ox)[1 / f] au sens de Monsky-Washnitzer [44], tensoris� par ›.

Pour prouver la coh�rence de ce faisceau sur dì
x, › , on traite dÕabord le cas dÕun divi-

seur � croisements normaux strictsÊ:

4.4.2. LEMME [3, (4.3.2)]. Ñ  Si Z est un diviseur � croisements normaux stricts, le faisceau

ox, ›(ìZ) est coh�rent sur dì
x, › .

Pour le voir, on peut supposer que x poss�de un syst�me de coordonn�es locales
t1 , . . . , td tel que Z soit d�Þni modulo µ par lÕ�quation t1 . . . tr , 1 ≤ r ≤ d, et on montre alors
par un calcul explicite que ox, ›(ìZ) poss�de la pr�sentation

(dì
x, ›)d   ##@¥   dì

x, ›   ##@ƒ   ox, ›(ìZ)   ##@  0,

avec ƒ(P) = P.(1 / t1 . . . tr), et

¥(P1 , . . . , Pd)  =  å
i = 1

r
   Pi Ÿi ti + å

i = r + 1

d
    Pi Ÿi .

4.4.3. Nous aurons � travailler avec une g�n�ralisation des faisceaux dÕop�rateurs diff�-

rentiels consid�r�s jusquÕici, obtenue en consid�rant non seulement des op�rateurs � coefÞ-
cients dans le faisceau structural oX (ou ox), mais plus g�n�ralement dans un faisceau
dÕalg�bres muni dÕune op�ration des faisceaux pr�c�dents.

Soient m un entier, S un sch�ma (au-dessus de Á( p) si m ≥ 1), X un S-sch�ma lisse, b
une oX -alg�bre munie dÕune action de d X

(m) compatible � sa structure dÕalg�bre. On peut
alors munir le faisceau b ¢oX

 d X
(m) dÕune structure naturelle de faisceau dÕanneaux, telle

que b et d X
(m) en soient des sous-anneaux, et que les produits (1 ø ŸÌk)(b ø 1) soient donn�s

par la formule de Leibnitz [5, 2.3.5]. Lorsque x est un v-sch�ma formel lisse, on obtient
ainsi pour tout diviseur Z « X0 des faisceaux dÕanneaux

b̂ x
(m)(Z) ^ ¢ox

 ^dx
(m)  :=  

“#
lim

i
 (b(m)

Xi
(Z) ¢oXi

 d(m)
Xi

),

dì
x, ›(ìZ)  :=  

#@
lim

m
 (b̂ x

(m)(Z) ^ ¢ox
 ^dx

(m))› .

Le faisceau dì
x, ›(ìZ) sera appel� faisceau des op�rateurs diff�rentiels de niveau Þni (et

dÕordre inÞni), � singularit�s surconvergentes le long de Z.
Les r�sultats des chapitres pr�c�dents sÕ�tendent directement aux complexes sur des

faisceaux dÕanneaux de la forme b ¢oX
 d X

(m), b̂ x
(m)(Z) ^ ¢ox

 ^d x
(m) ou dì

x, ›(ìZ). Pour ne pas
alourdir ce texte, nous ne les d�taillerons pas ici, et nous les utiliserons librement dans la
suite quand cela sera n�cessaire (pour des �nonc�s en forme, le lecteur pourra consulter [5],
[8], [10], [49], [52], É ). Il convient seulement de prendre garde que ces anneaux ne sont
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plus n�cessairement de dimension homologique Þnie, de sorte quÕil y a lieu de travailler
syst�matiquement avec les cat�gories d�riv�es de complexes parfaits Dpar f  , plut�t quÕavec
les cat�gories d�riv�es de complexes born�s � cohomologie coh�rente Db

coh.
Signalons �galement que le faisceau dì

x, ›(ìZ) est plat sur dì
x, › [5, 4.3.11].

4.4.4. Un autre outil de la d�monstration est la cohomologie locale � support strict dans

un sous-sch�ma ferm� de la Þbre sp�ciale.
Soient m un entier, S un sch�ma sur lequel p est nilpotent, muni dÕun m-PD-id�al

quasi-coh�rent (å, ∫, å), suppos� m-PD-nilpotent, S0 le sous-sch�ma ferm� de S d�Þni par å,
X un S-sch�ma lisse, Z un sous-sch�ma ferm� de X, d�Þni par un id�al i « oX . On note
p n

(m), å(i) lÕenveloppe � puissances divis�es de niveau m et dÕordre n de i, compatible � å
(au sens de [5, 1.4.2]). LÕenveloppe p(m), å(i) poss�de une structure canonique de d X

(m)-
module, telle que, pour tous n, n' ‘ ˙, tout P ‘ d(m)

X, n et tout x ‘ `i {n'}, on ait Px ‘ `i {n' - n}. Il
en r�sulte que, pour tout dX

(m)-module e, le faisceau

‚ Z
(m)(e)  :=  

#@
lim

n
 homoX

(p n
(m), å(i), e)

poss�de une structure canonique de d X
(m)-module.

Les conditions de compatibilit� � la m-PD-structure de å et de nilpotence entra�nent
que ‚Z

(m)(e) ne d�pend que de la r�duction de Z modulo å. Le foncteur d�riv� È‚Z
(m) joue

dans une certaine mesure le r�le de cohomologie locale � support dans Z, et nous noterons
son n-i�me faisceau de cohomologie h Z

(m), n(e). Bien que le foncteur È‚Z
(m) ne v�riÞe pas en

g�n�ral les propri�t�s topologiques de la cohomologie � supports dans un ferm� (il faut pour
cela passer au niveau des dì

x, ›-modules comme nous le ferons plus loin), il se comporte �
certains �gards de mani�re analogue lorsque Z est lisse sur S0  (ou sur S), et nous
lÕappellerons cohomologie locale � support strict dans Z (de niveau m). Ainsi, si r est la
codimension de Z dans X, la description locale de la structure des p n

(m)(i) donn�e en 1.1.4
entra�ne alors que, pour tout d X

(m)-module e, les h Z
(m), n(e) sont nuls pour n ’ [0, r], et que

le foncteur È‚Z
(m) est d�Þni sur D-(dX

(m)), et commute aux changements de base S' @ S. Si
e est un dX

(m)-module plat, les h Z
(m), n(e) sont nuls pour n ≠ r, et leur formation commute

donc aussi aux changements de base. EnÞn, le foncteur È‚ Z
(m) est alors reli� comme en

caract�ristique nulle [17, VI 7.13] au compos� de lÕimage inverse extraordinaire et de
lÕimage directeÊ:

4.4.5. PROPOSITION [6, 1.4]. Ñ  Soit u : Z Ã@ X une immersion ferm�e entre deux S-

sch�mas lisses. Pour tout e ‘ D-(dX
(m)), il existe un isomorphisme canonique

(4.4.5.1) u+(m) u !(m)
 e   #@õ    È‚Z

(m)(e).

Supposons maintenant que x soit un v-sch�ma formel lisse, Z un sous-sch�ma ferm�
de X0 , et reprenons les notations des sections pr�c�dentes. Soit m assez grand pour que µ

poss�de une m-PD-structure m-PD-nilpotente. On peut d�Þnir le foncteur È‚Z
(m) sur la
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cat�gorie Db
qc(^dx

(m)) en posant

È‚Z
(m)(e)  :=  È l“ X * È‚Z

(m)(L l“ *
 X e),

o�, dans le terme de droite, È‚Z
(m) est pris dans la cat�gorie des syst�mes projectifs. On

�tend ensuite ce foncteur aux syst�mes inductifs pour m variable, et on obtient par passage
aux cat�gories localis�es un foncteur

È‚ ì
Z  :  LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x )   #@  LD#@
b
›, qc(^d(÷)

x ),

que nous appellerons cohomologie locale � support strict dans Z (surconvergente). LÕ�nonc�
pr�c�dent sÕ�tend alors aux cat�gories Db

qc(^dx
(m)) (resp. LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x )). En particulier, lors-
que e ‘ LD#@

b
›, coh(^d(÷)

x ) est tel que u !(m)
 e appartienne � LD#@

b
›, coh(^d(÷)

z )), on obtient ainsi dans
Db

coh(dì
x, ›) un isomorphisme

(4.4.5.2) u+ u ! e   #@õ    È‚ ì
Z(e).

analogue � (4.4.5.1).

On peut alors utiliser ce r�sultat pour e = ox, › aÞn de d�Þnir sur h Z
ì, r(ox, ›) :=

h r(È‚ ì
Z(ox, ›)) un isomorphisme dÕautodualit�Ê:

4.4.6. LEMME [6, 2.1]. Ñ  Soient x un v-sch�ma formel lisse, Z « X0 un sous-sch�ma ferm�

lisse sur k de sa Þbre sp�ciale, de codimension r dans X0 . Il existe alors un isomorphisme
canonique

(4.4.6.1) D(hZ
ì, r(ox, ›))   #@õ    hZ

ì, r(ox, ›).

Indiquons maintenant les grandes lignes de la d�monstration du th�or�me de
coh�renceÊ:

4.4.7. TH�ORéME ([6], [10]). Ñ  Soient x un v-sch�ma formel lisse de Þbre sp�ciale X0 , Z «
X0 un diviseur. Le faisceau ox, ›(ìZ) des fonctions sur x � singularit�s surconvergentes le
long de Z est coh�rent sur dì

x, › .

On peut supposer x afÞne et connexe. Gr�ce au th�or�me de de Jong sur les
alt�rations de vari�t�s alg�briques [33], il existe un k-sch�ma lisse X' et un morphisme f :
X' @ X projectif, g�n�riquement Þni et �tale, tel que Z' = f -1(Z) soit un diviseur �
croisements normaux stricts dans X'. On choisit une immersion ferm�e u : X' Ã@ Y = Êr

X de
X' dans un espace projectif de base X, et on note y lÕespace projectif formel Êr

x de base x,
g  :  y @ x la projection, T = g -1(Z) lÕimage inverse de Z dans Y.

On pose e = hì, r
X' (oy, ›), h = dì

y, ›(ìT) ¢dì
y, ›

 e, qui peut �tre vu comme un complexe
de Dpar f (dì

y, ›(ìT)). On v�riÞe dÕabord que h est coh�rent sur dì
y, › . CÕest une question

locale sur y, ce qui permet de supposer u relev� en lÕimmersion dÕun sous-sch�ma formel
lisse u : x' Ã@ y. On construit alors un isomorphisme h ñ u+(ox', ›(ìZ')), de sorte que
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lÕafÞrmation r�sulte du lemme 4.4.2 et du th�or�me de Þnitude 4.3.8 dans le cas dÕune
immersion ferm�e.

Le th�or�me de Þnitude 4.3.8 entra�ne alors que g+(h) appartient � Db
coh(dì

x, ›). Pour
prouver lÕ�nonc�, il sufÞt donc de montrer que ox, ›(ìZ) est isomorphe � un facteur direct
de g+(h). Pour cela, on observe que, pour tout i et tout m, on a par construction g* b(m)

Xi
(Z)

ñ b(m)
Yi

(T). Il en r�sulte que les r�sultats des sections pr�c�dentes sÕappliquent aussi au
morphisme ~g : (y, oy, ›(ìT)) @ (x, ox, ›(ìZ)). Le foncteur image directe ~g+ correspondant
envoie Dpar f (dì

y, ›(ìT)) dans Dpar f (dì
x, ›(ìZ)), et on dispose dÕun morphisme canonique

~g+ oy, ›(ìT)[r] @ ox, ›(ìZ), d�duit du morphisme trace par passage de droite � gauche. Par
construction, les foncteurs R‚(m)

X'  sont munis dÕun morphisme canonique R‚(m)
X'  @ Id, qui

d�Þnit par passage � la limite un morphisme e @ oy, ›[r]. En tensorisant par dì
y, ›(ìT) et

en appliquant ~g+ , on en d�duit un morphisme

†  :  ~g+ h   #@  ox, ›(ìZ)

dans Dpar f (dì
x, ›(ìZ)). En prenant le dual sur dì

x, ›(ìZ), et en utilisant le lemme 4.4.6, on
obtient un morphisme en sens inverse

†'  :  ox, ›(ìZ)   #@  ~g+ h.

On montre alors que le compos� †' Ï † est �gal � la multiplication par le degr� g�n�ri-
que de X' sur X, et on ach�ve la d�monstration en v�riÞant que, par restriction des scalaires
de dì

x, ›(ìZ) � dì
x, › , le complexe ~g+ h sÕidentiÞe � g+ h.

4.4.8. Soient maintenant Z « X0 une sous-vari�t� localement ferm�e quelconque, ÜZ son

adh�rence, T = ÜZ è Z, U = X0 è T, j lÕinclusion de U dans X0 . Sur la Þbre g�n�rique xK de
x, on dispose du foncteur j ì des germes de sections surconvergentes au voisinage du tube
uK de U, et du foncteur ‚ ì

]  ÜZ [ des sections � support strictement contenu dans le tube de ÜZ.
Soit E = j ì ‚ ì

] ÜZ [ oxK . Lorsque x est propre sur v, la cohomologie de de Rham de xK � coefÞ-
cients dans E est par construction la cohomologie rigide de U � supports dans Z, de sorte
que, pour la cohomologie rigide, le faisceau E joue le r�le du complexe Èj* È‚Z(ÂU) dans le
cas complexe (en notant ÂU le faisceau constant de valeur Â sur U). Cette cohomologie de
de Rham sÕidentiÞe dÕautre part � la cohomologie de de Rham de x � coefÞcients dans le
complexe e = Èsp* E.

Le complexe e poss�de une structure naturelle de complexe de dì
x, ›-modules (d�Þnie

par la m�thode de [3, 4.1]). Par un d�vissage bas� sur les suites exactes de  ́Cech de [7, 1.2],
on voit que le th�or�me pr�c�dent impliqueÊ:

4.4.9. COROLLAIRE. Ñ  Avec les notations pr�c�dentes, le complexe Èsp*  j
 ì ‚ ì

] ÜZ [ oxK  appar-

tient � Db
coh(dì

x, ›) pour tout sous-vari�t� localement ferm�e Z « X0 .
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4.5. Transformation de Fourier

Les faisceaux ox, ›(ìZ) construits en 4.4.1 jouent un r�le important dans lÕ�tude des
vari�t�s ouvertes. En effet, comme on lÕa vu dans la remarque de 2.4.5, le foncteur image
directe usuel j+ associ� � une immersion ouverte ne se comporte pas de mani�re satisfai-
sante modulo p n, et il en est de m�me sur les sch�mas formels. Pour cette raison, nous
proc�derons comme en cohomologie rigide, et nous �tudierons les dì

x, ›-modules associ�s �
une vari�t� quelconque au moyen de compactiÞcations de celle-ci. Le cas le plus simple est
celui o� x est un sch�ma formel propre et lisse sur v, et Z est comme pr�c�demment un
diviseur de sa Þbre sp�ciale. En notant encore j : u Ã@ x lÕinclusion de lÕouvert
compl�mentaire, le faisceau ox, ›(ìZ) joue le r�le dÕune ÇÊimage directe surconvergenteÊÈ de
ou, › . En ayant � lÕesprit le cas alg�brique, o� j* induit une �quivalence entre la cat�gorie
des oU -modules quasi-coh�rents et celle des j* oX -modules quasi-coh�rents, on est amen� �
remplacer la cat�gorie des dì

u, ›-modules coh�rents par celle des dì
x, ›(ìZ)-modules

coh�rents, et le foncteur j* (resp. j *) par la restriction des scalaires de dì
x, ›(ìZ) � dì

x, ›
(resp. lÕextension des scalaires de dì

x, › � dì
x, ›(ìZ)).

Nous expliquons ici comment cette philosophie peut �tre mise en Ïuvre pour d�velop-
per la transformation de Fourier pour les dì

x, ›-modules coh�rents, gr�ce aux r�sultats de
Huyghe (voir [28], [29], [30], [31]). �non�ons dÕabord un th�or�me g�n�ral de Huyghe, qui
montre que, lorsque Z est un diviseur ample dans un sch�ma projectif, les dì

x, ›(ìZ)-
modules coh�rents se comportent bien du point de vue cohomologique comme des faisceaux
coh�rents sur un sch�ma afÞneÊ; on peut voir ce th�or�me comme un analogue des th�or�-
mes A et B, avec surconvergence � lÕinÞniÊ:

4.5.1. TH�ORéME [31, 5.3.3]. Ñ  Soient x un v-sch�ma formel projectif et lisse, Z « X un

diviseur ample de sa Þbre sp�ciale, et posons D ì
x, ›(ìZ) = ‚(x, dì

x, ›(ìZ)). Alors :
(i) LÕanneau D ì

x, ›(ìZ) est coh�rent, et le foncteur ‚(x, -) induit une �quivalence de
cat�gories entre la cat�gorie des dì

x, ›(ìZ)-modules coh�rents et celle des D ì
x, ›(ìZ)-modules

coh�rents.
(ii) Pour tout n ≥ 1, et tout dì

x, ›(ìZ)-module coh�rent e, on a H n(x, e) = 0.

Huyghe �tablit en outre un th�or�me dÕinvariance qui montre que la cat�gorie des
dì

x, ›(ìZ)-modules coh�rents ne d�pend pas de la compactiÞcation lisse x de uÊ:

4.5.2. TH�ORéME [31, 7.3.3]. Ñ  Soient f : x' @ x  un morphisme propre de v-sch�mas

formels lisses, Z « X, Z' « X' deux diviseurs des Þbres sp�ciales de x et x', u = x è Z, u' =
x'  è Z'. On suppose que f induit un isomorphisme u' = f -1(u)  #@õ   u. Alors les foncteurs f !

et f+ induisent des �quivalences de cat�gories quasi-inverses entre la cat�gorie des dì
x, ›(ìZ)-

modules coh�rents, et celle des dì
x', ›(ìZ')-modules coh�rents.
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Soient maintenant N un entier, x lÕespace projectif formel de dimension N sur v, Z
lÕhyperplan � lÕinÞni de X, et u = x è Z lÕespace afÞne formel de dimension N sur v. Nous
noterons simplement ox, ›(&), dì

x, ›(&) les faisceaux ox, ›(ìZ), dì
x, ›(ìZ). Soient t1 , . . . , tN

les coordonn�es canoniques sur lÕespace afÞne, Ÿ1 , . . . , ŸN les d�rivations correspondantes. La
K-alg�bre des sections globales de dì

x, ›(&) sÕidentiÞe alors � la ÇÊcompl�t�e faibleÊÈ de
lÕalg�bre de WeylÊ:

4.5.3. PROPOSITION ([28], [29]). Ñ  Il existe un isomorphisme  canonique de K-alg�bres

(4.5.3.1) ‚(x, dì
x, ›(&))   #@õ    AN(K )ì,

o� AN(K )ì est la K-alg�bre dÕop�rateurs diff�rentiels d�Þnie par

AN(K )ì  :=  {å
i, k

    ai, k t i Ÿ[k], ai, k ‘ K æ ¡ c, ⁄ < 1 tels que ◊ i, k, æai, kæ ≤ c ⁄æiæ + ækæ }.

4.5.4. Supposons maintenant que K contienne un �l�ment π tel que

π p - 1  =  -p,

et Þxons un tel �l�ment. On v�riÞe ais�ment quÕil existe un unique automorphisme · de la
K-alg�bre AN(K )ì telle que

·(Ÿi)  =  π ti ,        ·(Ÿi)  =  - Ÿi / π.

Pour tout AN(K )ì-module E, on obtient donc en faisant agir AN(K )ì sur E par lÕinter-
m�diaire de · un nouvel AN(K )ì-module, que nous noterons ·* E, π �tant ici Þx� une fois
pour toutes. Le foncteur qui � E associe ·* E est la transformation de Fourier na�ve (d�Þnie
par π).

Soient e un dì
x, ›(&)-module coh�rent, et E = ‚(x, e). DÕapr�s 4.5.3, E est muni dÕune

structure canonique de AN(K )ì-module, pour laquelle il est coh�rent dÕapr�s 4.5.1. Comme
le AN(K )ì-module ·* E est encore coh�rent, il existe, gr�ce au th�or�me 4.5.1, un unique
dì

x, ›(&)-module coh�rent e · tel que ‚(x, e ·) = ·* E. Le probl�me de la transformation de
Fourier g�om�trique est de donner une interpr�tation du foncteur e ò    @ e · au moyen des
op�rations cohomologiques de la th�orie des dì

x, ›-modules, de mani�re analogue � la trans-
formation de Fourier g�om�trique de Malgrange en caract�ristique 0 [41], ou � la transfor-
mation de Fourier ˘-adique de Deligne-Katz-Laumon [35].

4.5.5. Pr�cisons dÕabord comment la donn�e de π d�termine le noyau nπ de la transforma-

tion de Fourier g�om�trique. Soit p1 (resp. a1) lÕespace afÞne (resp. projectif) formel de
dimension 1 sur v. On note lπ = sp* Lπ le dì

p1, ›-module coh�rent d�Þni par le F-isocristal
de Dwork Lπ associ� � π : rappelons que le op1, › -module sous-jacent � lπ est op1, ›(&), et
quÕil est muni de lÕunique structure de dì

x, ›-module compatible � celle de op1, ›(&) pour
laquelle Ÿ.1 = -π (cf. [3]).
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Soit x' (resp. u') lÕespace projectif (resp. afÞne) dual, et soit µ : u | u' @ a1 « p1

lÕaccouplement de dualit�. DÕapr�s [28, 4.1], il existe un sch�ma formel lisse y, et un mor-
phisme projectif f : y @ x | x', tels que, si lÕon note w = f -1(u | u'), le morphisme w @
u  | u' soit un isomorphisme, et que le morphisme compos� µ Ï f se prolonge en un mor-
phisme ¬ : y @ p 1. Soit T = f -1(&) « Y. Suivant Katz-Laumon [35], on convient de
consid�rer lπ comme un complexe r�duit � un seul module, plac� en degr� 1. Si lÕon
applique le foncteur

¬! :  D-
coh(dì

p1, ›(&)) @ D-(dì
y, ›(ìT))

� lπ[-1], on v�riÞe, gr�ce au fait que lπ est d�Þni par un isocristal surconvergent, que
¬!(lπ[-1]) se r�duit � un seul dì

y, ›(ìT)-module coh�rent, plac� en degr� 2 - 2N. Utilisant
lÕ�quivalence du th�or�me 4.5.2, on lÕidentiÞe via f+ � un d ì

x | x', ›(&)-module coh�rent,
plac� en degr� 2 - 2NÊ; nous poserons nπ := f+ ¬ !(lπ[-1]).

Soient p1 , p2 les projections de x | x' sur x et x'. La transformation de Fourier
g�om�trique associe alors � un complexe e ‘ Db

coh(dì
x, ›(&)) le complexe

·* e  :=  p2 +(nπ ¢ox | x', ›(&) p 1
 ! e [-2N]).

En explicitant le calcul de ces foncteurs, Huyghe prouve quÕon obtient ainsi une transfor-
mation associant � tout dì

x, ›(&)-module coh�rent un dì
x', ›(&)-module coh�rent (au d�ca-

lage pr�s), et �tablit la relation avec la transformation de Fourier na�ve sur les sections
globalesÊ:

4.5.6. TH�ORéME ([28], [30]). Ñ  Avec les notations pr�c�dentes, soit e un dì
x, ›(&)-module

coh�rent. Alors :
(i) Le complexe · * e est r�duit � un seul dì

x', ›(&)-module, coh�rent et plac� en degr�
N - 2.

(ii) Il existe un isomorphisme canonique de Dì
x', ›(&)-modules

‚(x', ·* e [2 - N])   #@õ    ·* ‚(x, e).

Le transform� e · construit en 4.5.4 sÕidentiÞe donc au module ·* e [2 - N].

4.5.7. Il existe aussi une transformation de Fourier � supports compacts. Pour la d�Þnir,

on munit x | x' du diviseur Z' = p 2
-1(&), et on note ®* le foncteur de restriction des

scalaires de dì
x | x', ›(&) � dì

x | x', ›(ìZ'). Huyghe montre alors [28] que, pour tout dì
x, ›(&)-

module coh�rent e, le complexe ®* D(nπ ¢ox | x', ›(&) p 1
 ! e), o� le dual D est pris par rapport

� dì
x | x', ›(&), est � cohomologie coh�rente sur dì

x | x', ›(ìZ'). On peut alors prendre son
dual D' par rapport � dì

x | x', ›(ìZ'). Le foncteur D' ®* D joue ici le r�le dÕimage directe �
supports compacts pour lÕimmersion ouverte u | u' Ã@ x | u'. On d�Þnit donc la trans-
formation de Fourier � supports compacts en posant, pour e ‘ Db

coh(dì
x, ›(&))

·! e  :=  p'2 +(D' ®* D(nπ ¢ox | x', ›(&) p 1
 ! e [-2N])),
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o� p '2 + est le foncteur image directe relatif aux faisceaux dì
x | x', ›(ìZ') et dì

x', ›(&). En
utilisant le th�or�me de dualit� relative 4.3.13, on peut alors montrer, comme en caract�ris-
tique 0 ou en cohomologie ˘-adique,ÊlÕ�galit� des transformations de Fourier avec ou sans
conditions de supportsÊ:

4.5.8. TH�ORéME [28]. Ñ  Il existe sur Db
coh(dì

x, ›(&)) un isomorphisme fonctoriel

·! e   #@õ    ·* e.

5. Vari�t� caract�ristique et holonomie

Comme en caract�ristique nulle, la coh�rence sur lÕun quelconque des anneaux dÕop�-
rateurs diff�rentiels �tudi�s ici nÕest pas pr�serv�e en g�n�ral par image inverse par une
immersion ferm�e. Dans ce chapitre, nous introduisons, pour les dì

x, ›-modules coh�rents
munis dÕune action de Frobenius, une condition dÕholonomie pour laquelle il para�t raison-
nable de conjecturer la stabilit� par image inverse par un morphisme quelconque. Cette
condition, qui est de nature g�om�trique, repose sur la construction dÕune vari�t� caract�-
ristique dans lÕespace cotangent � la r�duction de x modulo µ. Nous montrons que cette
vari�t� caract�ristique v�riÞe lÕin�galit� de Bernstein, et nous expliquons les r�sultats de
Virrion [52] montrant que cette caract�risation g�om�trique de lÕholonomie est �quivalente
� la caract�risation homologique usuelle au moyen du dual. EnÞn, suivant la m�thode de
Laumon [39], nous montrons que la formule de Dubson-Kashiwara [19] exprimant la carac-
t�ristique dÕEuler-Poincar� dÕun dX -module holonome au moyen du cycle caract�ristique
reste valable pour les F-dì

x, ›-modules holonomes.

5.1. F-dì
x, ›-modules coh�rents

La notion de F-d ì
x, ›-module introduite ici, i.e. de dì

x, ›-module muni dÕune action de
Frobenius, g�n�ralise la notion de F-isocristal comme la notion usuelle de dX -module en
caract�ristique 0 g�n�ralise celle de Þbr� � connexion int�grable. La donn�e dÕune action de
Frobenius impose des conditions de Þnitude plus fortes que celles que v�riÞent les dì

x, ›-
modules coh�rents quelconquesÊ: nous verrons en particulier quÕun F-d ì

x, ›-module coh�rent
provient de mani�re canonique dÕun ^d(0)

x, ›-module coh�rent par extension des scalaires de

^d(0)
x, › � dì

x, › . Mais ce qui rend la structure de F-d ì
x, ›-module essentielle pour la g�om�trie

alg�brique est surtout sa compl�te stabilit� par toutes les op�rations cohomologiques. Il en
r�sulte que tout dì

x, ›-module ÇÊdÕorigine g�om�triqueÊÈ peut �tre muni dÕune structure de F-
d ì

x, ›-module.
On suppose ici que k est un corps parfait de caract�ristique p, et on se limite pour
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simpliÞer au cas o� v est lÕanneau W = W(k) des vecteurs de Witt � coefÞcients dans k (voir
[8, 4.5.1] pour une d�Þnition plus g�n�rale). On note ß lÕautomorphisme de Frobenius de W,
et X = X0 la r�duction de x modulo p.

5.1.1. D�Þnition. Ñ  Soient x un v-sch�ma formel, F : x @ x un rel�vement ß-lin�aire de

lÕendomorphisme de Frobenius absolu de X. Un F-d ì
x, ›-module sur x est la donn�e dÕun

dì
x, ›-module e et dÕun isomorphisme dì

x, ›-lin�aire ‡ : e  #@õ   F * e. Les morphismes de F-
d ì

x, ›-modules sont les morphismes dì
x, ›-lin�aires commutant � lÕaction de Frobenius. De

m�me, nous appellerons F-d ì
x, ›-complexe la donn�e dÕun complexe e ‘ D(d ì

x, ›) (resp.
LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x )) et dÕun isomorphisme ‡  : e  #@õ   F * e dans D(dì
x, ›) (resp. LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x )). Les
faisceaux de cohomologie dÕun F-d ì

x, ›-complexe sont naturellement des F-d ì
x, ›-modules.

Nous dirons quÕun F-d ì
x, ›-module (e, ‡) est coh�rent si e est coh�rent en tant que

dì
x, ›-module.

On peut d�Þnir plus g�n�ralement une notion analogue en rempla�ant lÕendomor-
phisme de Frobenius par sa puissance s-i�me, pour un entier s Þx�Ê; nous nous limiterons
ici au cas s = 1.

Comme pour les isocristaux, le choix du rel�vement F ne joue aucun r�le dans cette
d�Þnition, et, par les arguments de recollement usuels (pour lesquels le lecteur pourra se
reporter � [8]), il nÕest en fait m�me pas n�cessaire de supposer quÕil existe un tel rel�ve-
ment globalement sur x pour donner un sens aux notions de F-d ì

x, ›-module et de F-d ì
x, ›-

complexe.

Exemples. Ñ  (i)ÊÊLe faisceau ox, › , muni de lÕinverse de lÕisomorphisme tautologique

F * ox, ›  #@õ   ox, › , est un F -d ì
x, ›-module coh�rent. En appliquant 5.1.2, on dispose de

proc�d�s syst�matiques de construction de F-d ì
x, ›-modules (�ventuellement coh�rents).

(ii) Soit sp : xK @ x le morphisme de sp�cialisation. Alors sp* �tablit une �quivalence
entre la cat�gorie des F-isocristaux convergents sur la Þbre sp�ciale X de x, et la cat�gorie
des F-d ì

x, ›-modules coh�rents qui sont ox, ›-coh�rents [8, 4.6.3].
(iii) Si Z « X est un diviseur, si U = X è Z, et si E est un F-isocristal sur U surconvergent

le long de Z, alors e = sp* E a une structure naturelle de F-d ì
x, ›-module [8, 4.6.7]. On

conjecture que e est alors coh�rent sur dì
x, › (et m�me holonome, voir 5.3.6 plus bas).

(iv) En particulier, les faisceaux ox, ›(ìZ) �tudi�s en 4.4.7 sont de mani�re naturelle des
F-d ì

x, ›-modules coh�rents. De m�me, les complexes Èsp*( j ì ‚ ì
] ÜZ [ oxK

) �tudi�s en 4.4.9 sont
de mani�re naturelle des F-d ì

x, ›-complexes born�s � cohomologie coh�rente.

5.1.2. DÕapr�s 4.3.4, 4.3.5, 4.3.9 et 4.3.10, les foncteurs F * commutent aux quatre op�ra-

tions de base de la th�orie des d-modulesÊ: f !, ¢, f+ et D (auxquelles on pourrait du reste
ajouter les foncteurs È‚ ì

Z d�Þnis en 4.4.4). Il en r�sulte que ces foncteurs transforment
F-dì

›-complexes en F-d ì
›-complexes. Plus pr�cis�ment, si f : x @ y est un morphisme de

W-sch�mas formels lisses, on obtientÊ:

(i) Si f est un F-d ì
y, ›-complexe de LD#@

b
›, qc(^d(÷)

y ) (resp. Db
coh(dì

y, ›)), alors f ! f est un F-
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d ì
x, ›-complexe de LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x ) (resp. Db
coh(dì

x, ›) si f est lisse).

(ii) Soit z = x | y. Si e est un F-d ì
x, ›-complexe de LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x ), et f un F-d ì
y, ›-

complexe de LD#@
b
›, qc(^d(÷)

y ) (resp. Db
coh(dì

x, ›), Db
coh(dì

y, ›)), alors e 
L

¢ ì
W f est un F -d ì

z, ›-

complexe de LD#@
b
›, qc(^d(÷)

z ) (resp. Db
coh(dì

z, ›)).

(iii) Si e est un F-d ì
x, ›-complexe de LD#@

b
›, qc(^d(÷)

x ) (resp. Db
coh(dì

x, ›)), alors f+ e est un F-

d ì
x, ›-complexe de LD#@

b
›, qc(^d(÷)

y ) (resp. Db
coh(dì

y, ›) si f est propre).

(iv) Si e est un F-d ì
x, ›-complexe de Db

coh(dì
x, ›), alors D(e) est un F-d ì

x, ›-complexe de

Db
coh(dì

x, ›).

La premi�re propri�t� fondamentale des F-d ì
x, ›-modules coh�rents est lÕexistence dÕun

proc�d� de descente canonique dÕun tel module sur le faisceau ^d(0)
x, ›Ê:

5.1.3. TH�ORéME [8, 4.5.4]. Ñ  Avec les hypoth�ses pr�c�dentes, la cat�gorie des F-d ì
x, ›-

modules coh�rents (e, ‡) est �quivalente � la cat�gorie des couples (e(0), ‡(1)) o� e(0) est un

^d(0)
x, ›-module coh�rent, et ‡(1) un isomorphisme ^d(1)

x, ›-lin�aire

‡(1)  :  ^d(1)
x, › ¢^d(0)

x, ›
 e(0)   #@õ    F * e(0).

D�crivons le foncteur qui associe un F-d ì
x, ›-module coh�rent (e, ‡) � la donn�e de

(e(0), ‡(1)). On pose

e  :=  dì
x, › ¢^d(0)

x, ›
 e(0),

et on d�Þnit ‡ comme �tant lÕisomorphisme compos�

e = dì
x, › ¢^d(0)

x, ›
 e(0)   #@õ    dì

x, › ¢^d(1)
x, ›

 F * e(0)   #@õ    F *(dì
x, › ¢^d(0)

x, ›
 e(0)) = F * e,

o� le premier isomorphisme est d�duit de ‡(1) par extension des scalaires de ^d(1)
x, › � dì

x, › ,
et le second provient des isomorphismes (3.4.1.2) par passage � la limite inductive.

Inversement, le raisonnement standard pour les modules de pr�sentation Þnie permet
de redescendre e en un ^d(m)

x, ›-module coh�rent pour m assez grand, et de m�me pour ‡.
Pour passer de ^d(m)

x, › � ^d(0)
x, › , on utilise alors le th�or�me de descente par Frobenius de 3.1.4

et les isomorphismes  (3.4.1.2).

Remarques. Ñ  (i)ÊÊPour p = 2, l'id�al pW nÕest pas PD-nilpotent, et on ne dispose pas des
techniques de recollement permettant de d�Þnir globalement le foncteur F * sur la cat�gorie
des ^d(0)

x, ›-modules. Dans ce cas, il faut donc supposer F donn� sur x pour pouvoir conclure
comme dans lÕ�nonc�, ou se contenter de redescendre sur un anneau ̂d(m)

x, › pour m ≥ 1.
(ii) Il r�sulte du th�or�me que la cat�gorie des F-d ì

x, ›-modules coh�rents est nÏth�-
rienne (bien que dì

x, › ne soit pas nÏth�rien).
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5.2. Vari�t� caract�ristique

Soient x un W-sch�ma formel lisse, X sa r�duction modulo p. Nous expliquons ici
comment associer � tout F-d ì

x, ›-module coh�rent e une sous-vari�t� r�duite de lÕespace
cotangent T *X, analogue � la vari�t� caract�ristique dÕun dX -module coh�rent lorsque X
est une vari�t� lisse sur Â.

Comme en caract�ristique 0 (voir [13], [36]), cette construction repose sur la notion de
bonne Þltration (pour la Þltration par lÕordre des op�rateurs diff�rentiels). Toutefois, cette
notion nÕest pas disponible directement pour les modules sur des faisceaux tels que dì

x, › ou

^d(m)
x, › , qui sont des faisceaux dÕop�rateurs dÕordre inÞni et nÕont donc pas de Þltration par

lÕordre. CÕest pourquoi nous proc�derons en plusieurs �tapesÊ: descente de dì
x, › � ^d (0)

x, › ,
passage par un mod�le entier sur ^d x

(0), r�duction au cas des d(0)
Xi

-modules coh�rents, pour
lesquels on dispose de la notion de bonne Þltration.

5.2.1. Pour tout m, nous noterons X(m) le k-sch�ma d�duit de X par changement de base

par la puissance m-i�me de lÕautomorphisme de Frobenius de k, et F m : X @ X(m) le mor-
phisme de Frobenius relatif correspondant.

Pour tout m, le faisceau d X
(m) est muni de la Þltration par lÕordre des op�rateurs

diff�rentiels, et le gradu� associ� gr dX
(m) est une oX -alg�bre commutative, quasi-coh�rente.

Nous noterons T(m) *X, et nous appellerons espace cotangent de niveau m de X, le sch�ma
r�duit

T(m) *X  :=  (Spec gr dX
(m))red .

Soit tX le faisceau des d�rivations sur X. Lorsque m = 0, lÕisomorphisme tX  #@õ   gr1 d X
(0)

sÕ�tend comme en caract�ristique 0 en un isomorphisme

S(tX)   #@õ    gr d X
(0),

de sorte que T(0) *X  est le Þbr� cotangent usuel T *X. Le lemme suivant donne une
interpr�tation analogue pour m ≥ 1 :

5.2.2. LEMME [11]. Ñ  Pour tout m, il existe un isomorphisme canonique

T(m) *X   #@õ    X |X(m) T *X(m) .

Comme T *X(m) est lui-m�me d�duit de T *X par changement de base par le morphis-
me de projection X(m) @ X, on peut aussi identiÞer T(m) *X � lÕimage inverse de T *X par
lÕendomorphisme de Frobenius absolu de X. En particulier, on dispose ainsi dÕun hom�o-
morphisme

(5.2.2.1) æT(m) *Xæ   #@õ    æT *Xæ

qui nous permettra dÕidentiÞer les parties ferm�es de T(m) *X et T *X.
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5.2.3. Soient m ‘ ˙, S un sch�ma nÏth�rien (au-dessus de Á( p) si m ≥ 1), et X un S-

sch�ma lisse. Si e est un dX
(m)-module coh�rent, une bonne Þltration sur e est une Þltration

croissante par des sous-oX -modules en v�riÞant les conditions suivantesÊ:
a) e = Ù n en , et il existe n0 tel que en = 0 pour n < n0Ê;
b) Quels que soient n, k, d(m)

X, k  en « en + k ;
c) Il existe un entier n1 tel que, pour tout n ≥ n1 , on ait

(5.2.3.1) en  =  å
j = 0

pm - 1
    d(m)

X, n - n1 + j en1 - j ;

d) Chacun des en est coh�rent sur oX .
On remarquera que la condition c) est la condition usuelle lorsque m = 0. Lorsque m ≥ 1,
gr d(m)

X  nÕest pas engendr� par ses �l�ments de degr� 1, et on est amen� � modiÞer celle-ci
comme en (5.2.3.1) pour assurer que la Þltration par lÕordre sur d(m)

X  ait les propri�t�s
voulues.

Comme gr d(m)
X  est un anneau gradu� nÏth�rien, les propri�t�s usuelles des bonnes

Þltrations restent valables (voir [16], [17], [36], [40], [42], É ). En particulierÊ:
(i) Si (en), (e'n) sont deux bonnes Þltrations sur e, il existe des entiers k1 et k2 tels que

en - k1
  «  e'n  «  en + k2

pour tout n.
(ii) Une Þltration v�riÞant a) et b) est bonne si et seulement si gr e est un gr d(m)

X -
module coh�rent.

(iii) Si e est un d(m)
X -module coh�rent, (en) une bonne Þltration sur e, et e' « e un sous-

d(m)
X -module coh�rent, la Þltration induite (e' ı en)  sur e' , et la Þltration image

(en /(e' ı en)) sur e / e', sont des bonnes Þltrations.
(iv) Tout d(m)

X -module coh�rent e poss�de une bonne Þltration, car e peut sÕ�crire
globalement sur X comme quotient dÕun d(m)

X -module induit d(m)
X  ¢oX

 l, o� l est un oX -
module coh�rent.

5.2.4. Soient i un entier Þx�, Si = Spec Wi(k), Xi un Si -sch�ma lisse de r�duction X sur k,

e un d(m)
Xi

-module coh�rent, (en) une bonne Þltration sur e. Si i est lÕannulateur du gr d(m)
X -

module gr e, et j lÕid�al racine de i, on voit comme en caract�ristique 0 que j est
ind�pendant de la bonne Þltration choisie (cf. [13], [36], [40], ...). On appellera vari�t�
caract�ristique de e, et on notera Car(m)(e), le ferm� de T(m) *X d�Þni par lÕid�al j. On
v�riÞe facilement les propri�t�s suivantesÊ:

(i) Pour toute suite exacte 0 @ e' @ e @ e" @ 0 de d(m)
Xi

-modules coh�rents, on a

Car(m)(e)  =  Car(m)(e') Ù Car(m)(e").

(ii) Pour tout i' ≤ i, on a

Car(m)(e / p i' + 1 e)  =  Car(m)(e).

(iii) Soit F m : Xi @ Xi un ß m-morphisme relevant sur Si la puissance m-i�me de lÕendo-
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morphisme de Frobenius absolu de X, e(0) un d(0)
Xi

-module coh�rent, et e = F m * e(0), qui est
un d(m)

Xi
-module coh�rent. Alors lÕidentiÞcation (5.2.2.1) donne

Car(m)(e)  =  Car(0)(e(0)).

5.2.5. Soient x un W-sch�ma formel lisse, Xi sa r�duction modulo p i + 1. Si e est un ^d x
(m)-

module coh�rent, on d�Þnit sa vari�t� caract�ristique Car(m)(e) comme �tant la vari�t�
caract�ristique Car(m)(e / p e) de sa r�duction modulo p.

Soit maintenant e un ^d(m)
x, ›-module coh�rent. Il existe alors un ^d x

(m)-module coh�rent
e' sans torsion tel que e ñ e '› . On peut d�Þnir Car(m)(e) comme �tant �gale � Car(m)(e'),
gr�ce au lemme suivantÊ:

5.2.6. LEMME [11]. Ñ  Soient e', e" deux ^d x
(m)-modules coh�rents sans p-torsion, tels quÕil

existe une isog�nie ƒ : e' @ e". Alors Car(m)(e') = Car(m)(e").

5.2.7. Sous les hypoth�ses de 5.2.5, soit e un F-d ì
x, ›-module coh�rent. DÕapr�s 5.1.3, il

existe un unique couple (e(0), ‡(1) : ^d(1)
x, › ¢ ^d(0)

x, ›
 e  #@õ   F * e), o� e est un ^d(0)

x, ›-module coh�-
rent, et ‡(1) un isomorphisme ^d(1)

x, ›-lin�aire, tel que (e, ‡) provienne de (e(0), ‡(1)) par
extension de lÕanneau dÕop�rateurs de ^d(0)

x, › � dì
x, › . On peut donc sans ambigu�t� d�Þnir la

vari�t� caract�ristique de e en posant

Car(e)  :=  Car(0)(e(0)).

Il convient seulement dÕobserver que, gr�ce � 5.2.4 (iii), il est �quivalent de redescendre
(e,  ‡) en (e(m), ‡(m + 1)) pour un entier m arbitrairement choisi, ce qui permet de donner un
sens � cette d�Þnition y compris pour p = 2.

Exemple. Ñ  On montre [11] que la vari�t� caract�ristique dÕun F-dì
x, ›-module coh�rent e

est �gale � la section nulle de T *X si et seulement si e est un F-isocristal convergent (voir
4.1.6 (ii)).

5.3. In�galit� de Bernstein

En caract�ristique 0, la vari�t� caract�ristique dÕun dX -module coh�rent non nul e

v�riÞe lÕin�galit� de BernsteinÊ: dim(Car(e)) ≥ dim( X ) (cf. [16], [36], [40], [42], ...). Si S est
un Á / p n-sch�ma, la vari�t� caract�ristique construite plus haut ne v�riÞe pas n�cessaire-
ment cette in�galit�, m�me lorsque S est le spectre dÕun corps. Par exemple, si X est la
droite afÞne sur un corps de caract�ristique p, et si x ‘ X est lÕorigine, e = oX, x / µ x

 p poss�de
une structure naturelle de d X

(0)-module,  et sa vari�t� caract�ristique est r�duite au point x
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de la section nulle de T *X, donc est de dimension 0 < dim( X ). Si x est la droite afÞne
formelle sur W, le m�me exemple, vu comme ^d x

(0)-module, montre que cette in�galit� nÕest
pas non plus v�riÞ�e pour les ^d x

(0)-modules.
LÕin�galit� de Bernstein est par contre v�riÞ�e pour les F-d ì

x, ›-modules coh�rents. La
m�thode de la d�monstration est classiqueÊ: elle consiste � �tablir cette propri�t� par
r�currence sur la dimension de x, en montrant que, si u : z Ã@ x est lÕinclusion dÕun sous-
sch�ma formel ferm�, lisse sur W, le foncteur u+ induit une �quivalence entre la cat�gorie
des d ì

x, ›-modules coh�rents � support dans z et celle des d ì
z, ›-modules coh�rents (�nonc�

analogue dÕun th�or�me classique de Kashiwara, cf. [16], [17], [36], [40], [42], ...). On notera
que cette �quivalence est fausse pour les ^d(m)

x, ›-modules lorsque m est Þx� (voir lÕexemple
donn� en 5.3.1).

LÕin�galit� de Bernstein permet alors de d�Þnir les F-d ì
x, ›-modules holonomes comme

�tant ceux dont la vari�t� caract�ristique est de dimension �gale � dim( X ). Le th�or�me
5.3.10 plus bas, d� � Virrion (cf. [49], [52]), montre que, comme en caract�ristique 0, cette
d�Þnition est �quivalente � la caract�risation homologique usuelle au moyen du dual.

5.3.1. Soient x un W-sch�ma formel lisse, et u : z Ã@ x lÕimmersion dÕun sous-sch�ma

formel ferm� lisse, d�Þni par un id�al coh�rent i « ox . Pr�cisons dÕabord la structure de
lÕimage directe u+ f dÕun ^d(m)

z, ›-module coh�rent f. LÕhypoth�se de coh�rence, et le fait que
u soit un morphisme Þni, entra�nent que u+ f est d�Þni par

u+ f  =  u*(^d(m)
x “ z, › ¢^d(m)

z, ›
 f),

et u! u+ e par

u! u+ e  =  Lu*(u*(^d(m)
x “ z, › ¢^d(m)

z, ›
 e))[dz / x].

En utilisant au voisinage dÕun point de x un syst�me de coordonn�es locales t1 , . . . , td tel
que i = (t1  , . . . , tr), avec r  ≤ d, on voit quÕil existe un isomorphisme naturel de ^d(m)

z, ›-
modules

(5.3.1.1) f   #@õ    h0u! u+ f  =  ı
i = 1

r
 Ker(ti : u+ f @ u+ f),

et que u+ f est engendr� comme ^d(m)
x, ›-module par lÕimage de f, donc poss�de un syst�me de

g�n�rateurs annul�s par i.
Par contre, si e est un ^d(m)

x, ›-module coh�rent � support dans z, il nÕest pas toujours
vrai que e soit engendr� par ses sections annul�es par i. Par exemple, si lÕon prend pour x

la droite afÞne formelle, et pour z la section nulle, d�Þnie par t = 0, le ^d(0)
x, ›-module

e  =  ^d(0)
x, › /  ^d(0)

x, ›(t p - p)

est nul sur x è z, mais ne poss�de aucune section non nulle annul�e par t. Par suite, e
nÕest pas de la forme u+ f, et le foncteur u+ , allant de la cat�gorie des ^d(m)

z, ›-modules coh�-
rents vers celle des ^d(m)

x, ›-modules coh�rents � support dans z, nÕest pas essentiellement
surjectif.
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La premi�re �tape consiste � prouver que cette surjectivit� essentielle est vraie
asymptotiquementÊ:

5.3.2. TH�ORéME [11]. Ñ  Soient m ‘ ˙, u : z  Ã@ x lÕinclusion dÕun sous-W-sch�ma

formel ferm� lisse, e un ^d(m)
x, ›-module coh�rent � support dans z. Il existe un entier m' ≥ m,

un ^d(m')
z, ›-module coh�rent f(m') et un isomorphisme ^d(m')

x, ›-lin�aire

(5.3.2.1) ^d(m')
x, › ¢^d(m)

x, ›
 e   #@õ    u +

(m') f(m').

On remarquera que, si m' est Þx�, f(m') est d�termin� de mani�re unique dÕapr�s
(5.3.1.1). DÕautre part, les foncteurs u+

(m') commutent aux extensions du faisceau dÕop�ra-
teurs diff�rentiels dÕapr�s (3.5.3.1), de sorte que, pour tout m" ≥ m', on dispose sur ^d(m")

x, ›
dÕun isomorphisme analogue � (5.3.2.1), dans lequel f(m') est remplac� par f(m") :=
^d(m")

x, ›  ¢ ^d(m')
x, ›

 f(m'). Compte tenu des �nonc�s de commutation de u+ et u! � lÕimage inverse
par Frobenius, on obtient ainsi pour les dì

x, ›-modules et F-d ì
x, ›-modules coh�rents lÕanalo-

gue du th�or�me de KashiwaraÊ:

5.3.3. TH�ORéME [11]. Ñ  Soit u : z Ã@ x lÕinclusion dÕun sous-sch�ma formel ferm� lisse.

Alors les foncteurs u+  et u! sont des �quivalences de cat�gories quasi-inverses entre la
cat�gorie des dì

z, ›-modules (resp. F-d ì
z, ›-modules) coh�rents, et celle des dì

x, ›-modules
(resp. F-d ì

x, ›-modules) coh�rents � support dans z.

On observe alors que lÕ�quivalence de 5.1.3 commute aux foncteurs u +
(0) et u+ , ce qui

entra�ne que la vari�t� caract�ristique de lÕimage directe e = u+ f se d�duit de celle de f

par la m�me description quÕen caract�ristique 0 (voir [16], ou [40])Ê: si Z Ã@ X est la
r�duction de u modulo p, on dispose des applications entre Þbr�s cotangents

T *Z  “#   
q

  Z |X T *X  Ã@
  v

  T *X,

et la vari�t� caract�ristique de e est donn�e par

Car(e)  =  v(q -1(Car(f))).

LÕargument habituel (voir [36], [40], [42]) permet alors de montrer lÕin�galit� de
Bernstein par r�currence sur la dimension de XÊ:

5.3.4. TH�ORéME [11]. Ñ  Soit e un F-d ì
x, ›-module coh�rent. Pour tout point x du support

de e, on a

(5.3.4.1) dimx Car(e)  ≥  dimx X.

5.3.5. Soient d la dimension de X, et e un F-d ì
x, ›-module coh�rent. Nous appellerons
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dimension de e en un point x du support de e la dimension en x de Car(e), et nous poserons
dim e = sup x (dimx Car(e)), codim e = 2d - dim e. Si X est de dimension d, lÕin�galit� de
Bernstein assure que, si e ≠ 0, alors dim e ≥ d. Nous dirons que e est holonome si e = 0, ou
si dim e = d.

Si e ‘ D(dì
x, ›) est muni dÕune structure de F-d ì

x, ›-complexe, nous dirons que e est
holonome si ses faisceaux de cohomologie sont des F-d ì

x, ›-modules holonomes. Nous
noterons F-Db

hol(dì
x, ›) la cat�gorie des F-d ì

x, ›-complexes holonomes � cohomologie born�e.

Exemples. Ñ  (i)ÊÊTout F-isocristal convergent est un F-d ì
x, ›-module holonome, dont la

vari�t� caract�ristique est r�duite � la section nulle de T *X. R�ciproquement, si e est un F-
d ì

x, ›-module holonome, il existe un ouvert non vide u « x tel que la restriction de e � u

soit un F-isocristal convergent. Si x est une courbe, et e un F-d ì
x, ›-module coh�rent, e est

holonome si et seulement si la condition pr�c�dente est v�riÞ�e.
(ii) Si 0 @ e' @ e @ e" @ 0 est une suite exacte de F-d ì

x, ›-modules coh�rents, e est
holonome si et seulement si e' et e" le sont.

(iii) Si u : x Ã@ y est une immersion ferm�e entre W-sch�mas formels lisses, et si e
appartient � F-Db

hol(dì
x, ›), alors u+ e appartient � F-Db

hol(dì
y, ›) [11].

(iv) Si f : x @ y est un morphisme lisse de W-sch�mas formels lisses, et si f appartient
� F-Db

hol(dì
y, ›), alors f ! f appartient � F-Db

hol(dì
x, ›) [11].

(v) Si x, y sont deux W-sch�mas formels lisses, si z = x | y, et si e (resp. f) appar-
tient � F-Db

hol(dì
x, ›) (resp. F-Db

hol(dì
y, ›)), alors e ¢L

W f appartient � F-Db
hol(dì

z, ›) [11].
(vi) Si e appartient � F-Db

hol(dì
x, ›), alors D(e) appartient � F-Db

hol(dì
x, ›) [52].

(vii) JÕignore sÕil existe des F-d ì
x, ›-modules coh�rents non holonomes.

5.3.6. On peut conjecturer que les F-d ì
x, ›-complexes holonomes born�s poss�dent en un

sens convenable toutes les propri�t�s de stabilit� des complexes born�s de dX -modules �
cohomologie holonome sur les vari�t�s lisses sur un corps de caract�ristique 0. En
particulier, on sÕattend � ce que les propri�t�s suivantes soient vraies, pour un morphisme
f  : x @ y de W-sch�mas formels lissesÊ:

A) Si e appartient � F-Db
hol(dì

x, ›) et est � support propre sur y, alors f+ e appartient �
F-Db

hol(dì
y, ›). Gr�ce � 5.3.5 (iii) et � la formule de transitivit�, il sufÞrait de le prouver

lorsque f est lisse.
B) Si f appartient � F-Db

hol(dì
y, ›), alors f ! f appartient � F-Db

hol(dì
x, ›). Gr�ce � 5.3.5

(iv) et � la formule de transitivit�, il sufÞrait de le prouver lorsque f est une immersion
ferm�e.

C) Si Z est un ferm� de X, et si e appartient � F-Db
hol(dì

x, ›), alors È‚ Z
 ì(e) appartient �

F-Db
hol(dì

x, ›).
On peut montrer que les conjectures B et C sont �quivalentes [11].
On remarquera que la conjecture C joue le r�le de la stabilit� des modules holonomes par

image directe par une immersion ouverte lorsque la base est un corps de caract�ristique 0.
En effet, si j : U Ã@ X est une immersion ouverte, et Z = X è U, on dispose dans ce cas du
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triangle de localisation

È‚Z(e)   #@  e   #@  Èj* j * e   #@  È‚Z(e)[1].

Il en r�sulte que, si e appartient � Db
hol(dX), Èj*  j * e appartient � Db

hol(dX) si et seulement
si È‚Z(e) appartient � Db

hol(dX). De plus, les foncteurs Èj* et j * sont alors des �quiva-
lences de cat�gories quasi-inverses entre la cat�gorie Db

hol(dU) et la sous-cat�gorie pleine de
Db

hol(dX) form�e des complexes e tels que È‚Z(e) = 0. Dans le cas des Wi -sch�mas lisses, ou
des W-sch�mas formels lisses, nous avons vu plus haut que la topologie de Zariski est trop
grossi�re pour fournir une bonne notion dÕimage directe par une immersion ouverte. On
peut par contre conjecturer que lÕon obtient un formalisme du type des op�rations de
Grothendieck en consid�rant les sch�mas formels x propres et lisses sur W, et en associant
� un ouvert u dÕun tel sch�ma, de compl�mentaire Z, la sous-cat�gorie pleine de
F-Db

hol(dì
x, ›) form�e des complexes e tels que È‚ Z

 ì(e) = 0. Le foncteur Èj* est alors
remplac� par lÕinclusion de cette sous-cat�gorie, qui respecte lÕholonomie par d�Þnition, et le
foncteur j * par le c�ne du morphisme canonique È‚ Z

 ì @ Id, ou plus exactement, pour
d�Þnir effectivement un foncteur, par le foncteur construit comme en 4.4.4 et 4.4.5 en
d�rivant les foncteurs

#@
lim

n
 hom ÷

oXi
(oXi

 @ p n
(m)(i), -)

sur la cat�gorie des complexes de d(m)
Xi

-modules. La pr�servation de lÕholonomie par le
foncteur ainsi obtenu est alors �quivalente � la conjecture C.

On notera que, lorsque Z est un diviseur de X, il existe a priori un autre substitut au
foncteur Èj* j

 *, � savoir le compos� de lÕextension des scalaires de dì
x, › � dì

x, ›(ìZ), et de
la restriction des scalaires de dì

x, ›(ìZ) � dì
x, › , d�j� consid�r� en 4.5. En fait, il existe un

isomorphisme canonique entre ces deux foncteurs [10]. Une variante de la conjecture C est
alors la suivanteÊ:

D) Si e est un F-d ì
x, ›(ìZ)-module coh�rent dont la restriction � u est holonome, alors e

est un F-d ì
x, ›-module holonome.

Cette conjecture entra�nerait en particulier que lÕalg�bre ox, ›(ìZ) construite en 4.4.1
est un F-d ì

x, ›-module holonome. Plus g�n�ralement, on peut montrer que la conjecture D
entra�ne la conjecture C [11].

On remarquera que, m�me si lÕon suppose de plus que e est de la forme sp* E, o� E est
un F-isocristal surconvergent le long de Z, cette assertion nÕest plus n�cessairement vraie si
lÕon ne dispose pas de lÕaction de Frobenius. Par exemple, si x est la droite projective, si
Z  =  {0, &}, et si c ‘ Áp  est un nombre de Liouville p-adique, le dì

x, ›(ìZ)-module
dì

x, ›(ìZ) / dì
x, ›(ìZ)(tŸ - c) correspond � un isocristal sur G m , surconvergent en 0 et &,

mais nÕest pas coh�rent sur dì
x, › . Par contre, lÕexistence dÕune structure de F-isocristal

entra�ne que les exposants de Christol-Mebkhout sont rationnels [22], ce qui exclut toute
difÞcult� li�e aux nombres de Liouville.

5.3.7. Pr�cisons pour Þnir les r�sultats reliant la condition g�om�trique dÕholonomie
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introduite en 5.3.5 et la condition homologique usuelle, dÕapr�s [49], [50], [52]. On note d la
dimension de X.

Si e est un F-d ì
x, ›-module coh�rent, le complexe dual D(e) est un F-d ì

x, ›-complexe,
de sorte que ses faisceaux de cohomologie

hi - d(D(e))  =  ext i
dì

x, ›
(e, dì

x, › ¢ ∑ x
-1)

sont eux-m�me des F-d ì
x, ›-modules coh�rents, dÕapr�s (4.3.10.1). Si e(0) est le ^d(0)

x, ›-module
coh�rent asoci� � e par lÕ�quivalence 5.1.3, les th�or�mes de commutation du dual aux
extensions de lÕanneau dÕop�rateurs diff�rentiels, et � lÕimage inverse par Frobenius
permettent de se ramener � lÕ�tude des faisceaux analogues pour e(0) sur ^d(0)

x, › . En prenant
un mod�le entier e' de e(0), et en utilisant la suite exacte des coefÞcients universels pour
D(e'), on peut relier les ext i

^d(0)
x, ›

(e(0), ^d(0)
x, › ¢ ∑ x

-1) aux ext i
d(0)

X
(e' / p e', dX

(0) ¢ ∑ X
-1). Comme

l'anneau d(0)
X  a un gradu� r�gulier, on peut appliquer � lÕ�tude du dual dÕun d(0)

X -module
coh�rent les m�thodes de Malgrange [40]. On obtient ainsiÊ:

5.3.8. TH�ORéME [52]. Ñ  Soit e un F-d ì
x, ›-module coh�rent.

(i) Pour tout i, ext i
dì

x, ›
(e, dì

x, › ¢ ∑ x
-1) est de codimension ≥ i ;

(ii) ext i
dì

x, ›
(e, dì

x, › ¢ ∑ x
-1) = 0 pour tout i < codim(e).

LÕin�galit� de Bernstein pour les F-d ì
x, ›-modules permet alors dÕen d�duire pour ceux-

ci un r�sultat plus pr�cis que celui que fournit la majoration de 4.1.5 sur la dimension
homologique de dì

x, ›Ê:

5.3.9. COROLLAIRE. Ñ  Tout F-d ì
x, ›-module coh�rent est de dimension projective locale au

plus d.

Le th�or�me 5.3.8 entra�ne de plus que, si e est holonome, les ext i(e, dì
x, › ¢ ∑ x

-1) sont
nuls pour i ≠ d, et ext d(e, dì

x, › ¢ ∑x
-1) est lui-m�me holonome. DÕautre part, le th�or�me de

bidualit� locale pour les F-d ì
x, ›-modules coh�rents donne naissance � une suite spectrale

dont tous les termes sont eux-m�mes des F-d ì
x, ›-modules coh�rents. En �tudiant cette

suite spectrale par les m�thodes de [40], on obtient en particulier la r�ciproque de cette
propri�t�, dÕo� la caract�risation homologique de lÕholonomieÊ:

5.3.10. TH�ORéME [52]. Ñ  Pour quÕun F-d ì
x, ›-module coh�rent soit holonome, il faut et

sufÞt que ext i
dì

x, ›
(e, dì

x, › ¢ ∑ x
-1) = 0 pour i ≠ d.

Comme en caract�ristique nulle, le th�or�me de bidualit� locale donne alors un
foncteur de dualit� interne � la cat�gorie des F-d ì

x, ›-modules holonomes, en posant

e *  :=  h0(D(e))  =  ext d
dì

x, ›
(e, dì

x, › ¢ ∑ x
-1).
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5.4. Multiplicit�s et formule de lÕindice

La m�thode utilis�e en 5.3 pour construire la vari�t� caract�ristique Car(e) dÕun F-
d ì

x, ›-module coh�rent e permet �galement de d�Þnir une multiplicit� pour chacune des
composantes irr�ductibles de Car(e), donc un cycle caract�ristique � support dans Car(e).
Nous exposons ici cette construction, puis nous montrons que, lorsque X est projectif sur k,
on peut appliquer la m�thode d�velopp�e par Laumon dans [39], et en d�duire pour les F-
d ì

x, ›-modules holonomes une formule de lÕindice global analogue � celle de Dubson-
Kashiwara [19].

5.4.1. Soit i ≥ 0 un entier, et pla�ons nous dÕabord, comme en 5.2.4, sur un sch�ma Xi lisse

sur Si = Spec Wi(k). Supposons donn� un d(0)
Xi

-module coh�rent e, muni dÕune bonne Þltra-
tion (en), et soit ∂ la dimension de e. Soit ≈ ‘ T *X le point g�n�rique dÕun ferm� irr�ductible
de dimension ∂. On d�Þnit la multiplicit� de e en ≈ comme �tant la longueur du oT *X, ≈ -
module (gr e)≈ . Un argument classique bas� sur la comparaison des bonnes Þltrations (voir
[14], [15], [36], [40], ...) montre que cet entier ne d�pend pas de la bonne Þltration choisieÊ;
nous le noterons m≈(e). On d�Þnit alors le cycle caract�ristique de e par

ZCar(e)  :=  å
dim ≈ = ∂

     m≈(e){≈}Ü .

Ce cycle est positif par construction.
Les propri�t�s qui suivent sont classiquesÊ:

(i) Si la suite 0 @ e' @ e @ e" @ 0 est exacte, et si dim≈ gr e' = dim≈ gr e =  dim≈ gr e",
alors m≈(e) = m≈(e') + m≈(e").

(ii) Si e est plat sur Wi , alors m≈(e) = i m≈(e / p e).
Gr�ce � celles-ci, on montre le lemme suivantÊ:

5.4.2. LEMME [11]. Ñ  Soient e', e" deux ^d x
(0)-modules coh�rents sans p-torsion, tels quÕil

existe une isog�nie ƒ : e' @ e", et soit ∂ la dimension de e' et e". Pour tout point ≈ ‘ T *X de
dimension ∂, on a m≈(e' / pe') = m≈(e" / p e").

 Soit e un ^d x
(0)-module coh�rent, que lÕon suppose sans  p -torsion. On d�Þnit son cycle

caract�ristique en posant

ZCar(e)  :=  ZCar(e / p e).

Sous les hypoth�ses du lemme, on voit donc que si e' et e"  sont isog�nes, alors
ZCar(e') = ZCar(e"). Par suite, si lÕon suppose maintenant que e est un ^d (0)

x, ›-module
coh�rent, on peut d�Þnir son cycle caract�ristique en choisissant un ^d x

(0)-module coh�rent
sans torsion e' tel que e'› ñ e, et en posant ZCar(e) := ZCar(e').

EnÞn, si e est un F-d ì
x, ›-module coh�rent, il lui correspond par lÕ�quivalence de 5.1.3

un unique couple (e(0), ‡(1)). Comme e(0) est un ^d(0)
x, ›-module coh�rent, on sait d�Þnir son
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cycle caract�ristique dÕapr�s ce qui pr�c�de, et on pose ZCar(e) := ZCar(e(0)).

Remarque. Ñ  Pour tout m, on peut aussi d�Þnir un cycle caract�ristique pour les ^d(m)
x, ›-

modules coh�rents, ce qui permet de donner un sens � la d�Þnition pr�c�dente lorsque p =
2. Nous renvoyons le lecteur � [11] pour le d�tail de cette construction et de ses propri�t�s.

A partir de lÕexistence du cycle caract�ristique, on obtient classiquementÊ:

5.4.3. PROPOSITION [11]. Ñ  Soit x un W-sch�ma formel lisse.

(i) Pour tout suite exacte de F-d ì
x, ›-modules holonomes 0 @ e' @ e @ e" @ 0, on a

ZCar(e)  =  ZCar(e') + ZCar(e").

(ii) La cat�gorie des F-d ì
x, ›-modules holonomes est artinienne.

Une autre application importante de la construction du cycle caract�ristique est le
th�or�me de lÕindiceÊ:

5.4.4. TH�ORéME [11]. Ñ  Soient x un W-sch�ma formel lisse de dimension relative d, dont

la r�duction X sur k est projective, et e un F-d ì
x, ›-module holonome. On note DRx(e) le

complexe de de Rham de x � coefÞcients dans e, plac� entre les degr�s -d et 0, et

©DR(e)  :=  å
i = -d

d
     dimK H i(x, DRx(e))

sa caract�ristique dÕEuler-Poincar�. On a alors

(5.4.4.1) ©DR(e)  =  ( X÷ ZCar(e)),

o� le terme de droite est le degr� du cycle dÕintersection dans T *X de la section nulle de T *X
et du cycle caract�ristique de e.

Soient (e(0), ‡(1)) le couple correspondant � e dans lÕ�quivalence de 5.1.3, e' un ^d(0)
x -

module coh�rent sans torsion tel que e '› ñ e(0). On montre successivement les relations
suivantes, qui entra�nent le th�or�meÊ:

(i) ©DR(e) =  ©DR(e(0)) ;
(ii) ©DR(e(0)) = ©DR(e' / p e') ;

(iii) ©DR(e' / p e') = ( X÷ ZCar(e' / p e')).
Cette derni�re relation nÕest que lÕapplication directe de la m�thode de Laumon pour
prouver [39, (6.6.4)] : on v�riÞe en effet que lÕhypoth�se de caract�ristique 0 faite dans [39]
nÕintervient r�ellement que pour assurer que dX soit de dimension homologique Þnie, et
que, lorsque f : X @ Spec k est le morphisme structural dÕun k-sch�ma lisse, il existe pour
tout dX -module e un isomorphisme f+  e ñ È‚( X, DRx(e)). Or ces deux propri�t�s sont
vraies pour d(0)

X  sur un corps de caract�ristique p.  Comme lÕensemble des outils utilis�s par
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Laumon est disponible tel quel pour les d(0)
X -modules, on peut conclure.

Remarque. Ñ  Comme le montre Garnier (cf. [23], [24]), cette formule fait appara�tre le lien
existant, lorsque x est une courbe, entre les multiplicit�s du cycle caract�ristique dÕun F-
d ì

x, ›-module holonome, et la th�orie de lÕirr�gularit�.
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