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Introduction

Dans cet article, nous poursuivons I'étude de la théorie des ¥-modules sur des bases
« arithmétiques » (en caractéristique p, en inégale caractéristique, ...), commencée dans
[5]. Notre objectif est ici d’analyser certaines propriétés spécifiques aux Z/p*Z-schémas,
ou aux schémas formels sur une base p-adique, liées a ’action de Frobenius.

Pour un schéma X propre et lisse sur un corps parfait £ de caractéristique p, une dif-
férence essentielle entre la cohomologie cristalline et la cohomologie ¢-adique pour ¢ = p
se situe au niveau de I'action de Frobenius : sur les groupes H ét(X, Z,), cest un isomor-
phisme, alors que c’est seulement une isogénie sur les groupes Héris(X/ W(k), Ox,w).
Bien siir, ce comportement particulier n’est pas un défaut, mais est au contraire a la base
de nombreuses applications spécifiques a la cohomologie cristalline, et est en réalité I’une
des propriétés qui en font tout I'intérét.

Nous examinons ici une propriété de méme nature, au niveau des catégories de
coefficients : alors que I'image inverse par le morphisme de Frobenius est une équiva-
lence de la catégorie des faisceaux étales sur X avec elle-méme [SGA 4, VIII, 1.1],il n’en
est pas de méme pour la catégorie des cristaux. Le premier résultat qui met en évidence
ce type de phénomeéne est probablement le théoréme classique de Cartier ([14], [15]) sur la
descente par Frobenius des (/y-modules munis d’'une connexion intégrable a p-courbure
nulle : si S est un schéma de caractéristique p, X un S-schéma lisse, F' : X — X' le
morphisme de Frobenius de X relativement & S, I'image inverse § = F*§' dun Ox-
module &’ est munie d’'une connexion intégrable canonique, qui est a p-courbure nulle, et
le foncteur F'* établit une équivalence entre la catégorie des (Ux-modules et celle des (-
modules munis d’'une connexion intégrable a p-courbure nulle [29, th. 5.1].

Lorsque &’ est lui-méme muni d’'une connexion intégrable V', 'image inverse de V'’
par F n’est autre que la connexion canonique a p-courbure nulle de . On pourrait donc
avoir 'impression que toute information relative & V' a été perdue en prenant I’'image
inverse par F. Une conséquence des résultats de cet article est qu’il n’en est rien. Pour
garder trace de la connexion V', il faut utiliser la famille de faisceaux d’opérateurs diffé-
rentiels .@&m) construite dans [5]. Rappelons que le faisceau @g) est engendré librement
sur Oy par les dérivations, que la donnée d’une structure de @ﬁ?)-module a gauche sur un
(x-module équivaut a celle d’'une connexion intégrable, et que les faisceaux .@g(m) forment
un systéme inductif dont la limite est le faisceau Yy des opérateurs différentiels usuels

[EGA IV, (16.8.1)]. Dans la présente situation, nous montrerons que la structure de g19)-

module & gauche de &’ permet de munir F *§’ d’'une structure naturelle de @;})-module a
gauche, et notre théoréme de descente 2.3.6 entrainera que le foncteur F * induit une équi-
valence entre la catégorie des 99)-modules a gauche et celle des @gg)-modules a gauche.
C’est cet énoncé qu’on peut considérer comme ’analogue cristallin (de caractéristique p)

du théoreme d’invariance par F * du topos étale.

Le théoreme de descente par Frobenius 2.3.6, qui est au cceur de cet article, se situe

dans un contexte plus général qui permet de remonter de la caractéristique p a une
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situation d’inégales caractéristiques. Nous nous plagons en effet sur un schéma S annulé
par une puissance de p, sur lequel est donné un idéal a contenant p et muni d’une
structure partielle d’idéal a puissances divisées de niveau m. Si X est un S-schéma lisse,
de réduction X, sur S, = V(a), et si ' : X — X' est un morphisme de S-schémas lisses
relevant une puissance Fffo /S, du morphisme de Frobenius relatif, nous montrons
d’abord que, pour tout @%”?)-module a gauche &', F*8’ est muni d’une structure naturelle
de @%m“)-module a gauche, puis que le foncteur F * induit une équivalence de catégories
entre EZJ;("?)-modules a gauche et @%’"’Ls)-modules a gauche. La démonstration procede par
réduction au théoréeme de descente fidelement plate pour le morphisme F, griace a
I'interprétation des structures de @&m)-module a gauche en termes de stratifications [5].

Nous donnons ensuite en 2.5.6 une construction d’'un foncteur quasi-inverse a F*
qui se révele d'une grand utilité. Pour cela, nous établissons pour les @&m)-modules a
droite un théoréme de descente analogue au précédent, en considérant le foncteur FP
défini par F U = Jfom(,X/(OX, M), introduit par Grothendieck et Hartshorne pour la
théorie de la dualité pour les (y-modules quasi-cohérents [27]. Nous utilisons ici une
interprétation infinitésimale de la structure de @&m)-module a droite en termes de
« costratifications » (c¢f. 1.1.3), qui constitue I'analogue pour les modules a droite de la no-
tion de stratification pour les modules a gauche. Cette interprétation est développée dans
la premiere partie de I'article; en caractéristique nulle, elle est probablement connue des
spécialistes, mais elle ne semble pas figurer dans la littérature. Sur un schéma de base
quelconque, elle permet de munir le faisceau wy des différentielles de degré maximum
sur X d'une structure de Yy-module a droite, grace a la théorie du foncteur image inver-
se extraordinaire f : pour les (y-modules quasi-cohérents développée dans [27]. Le
théoréeme 1.2.3 montre que la structure ainsi définie de maniére intrinseéque s’explicite en
coordonnées locales par la formule usuelle de I'action par l'opérateur adjoint.

Rappelons que, pour m > 1, les faisceaux @%’”) ne sont pas engendrés par les déri-
vations, de sorte que munir un (/y-module d'une structure de @&m)-module est en général
plus délicat qu’en caractéristique nulle; le recours a l'interprétation en termes de strati-
fications et costratifications est alors souvent la maniere naturelle de procéder. C’est donc
aussi de cette maniére que nous définissons dans la premieére partie des structures de
@&m)-modules (a droite ou a gauche selon les cas) sur les produits tensoriels et les
modules d’homomorphismes. A l'aide de la structure de ¥ y-module a droite construite
sur oy, on en déduit le procédé habituel de passage des @&m)-modules a gauche aux @%’")-

modules a droite, et réciproquement, par tensorisation avec wy ou a))}l.

Apres avoir établi les théoréemes de descente dans la deuxiéme partie, nous consa-
crons la troisiéme partie de cet article & montrer la compatibilité du foncteur F™* aux
opérations cohomologiques de base de la théorie des Yy-modules, généralisées ici aux
@&m)-modules. Les conventions et notations que nous employons sont celles de Bernstein
et Borel [12]. Si les cas de 'image inverse f 'et du produit tensoriel externe résultent
facilement des propriétés de fonctorialité de F*, celui de l'image directe f . est plus
intéressant, et constitue une application du théoréeme de descente par Frobenius (cf. 3.4.4).

Il en est de méme pour le cas du foncteur de dualité locale, di a Virrion, pour lequel nous
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renvoyons a [42]. Une autre propriété importante établie ici est la commutation de F *
aux extensions du faisceau d’opérateurs différentiels au moyen des homomorphismes
@&m) - @mel), pour m’ > m, qui servira dans la derniére partie pour redescendre les
F-@J} Q-modules. Toutes ces compatibilités sont essentielles pour assurer la permanence
de I'action de Frobenius a travers toutes les opérations cohomologiques; elles entraine-
ront que tout @; Q-module d’origine géométrique est muni d'une structure naturelle de
F-9} o-module [7].

Signalons aussi que les différents résultats mentionnés ici sont en fait établis sous
des hypotheéses un peu plus générales :

a) Lorsque 'on suppose que la PD-structure donnée sur a est m-PD-nilpotente, il n’est
pas nécéssaire de disposer d’'un relevement F de Frobenius globalement sur X pour défi-
nir le foncteur F™* et établir ses propriétés. On peut en effet utiliser la technique cristal-
line standard pour recoller au moyen d’une stratification les images inverses définies par
des relevements locaux de Frobenius.

b) Nous avons systématiquement utilisé des faisceaux d’opérateurs différentiels
déduits des faisceaux @%’”) par extension des coefficients a une (y-algébre sur laquelle
@&m) opére. Rappelons quune des motivations pour I'introduction de cette généralité
supplémentaire — qui n’offre pas d’autre difficulté que ’alourdissement des énoncés qui
en résulte — est de pouvoir obtenir des résultats sur les algébres de fonctions a singula-
rités surconvergentes, et sur les modules sur ces algeébres, par réduction modulo p" et
passages a la limite. Le lecteur trouvera dans [6] un exemple de I'utilisation de ces tech-

niques, pour prouver le théoreme de cohérence sur @TI Q d’un tel faisceau d’algebres.

Soient V" un anneau de valuation discrete complet d’inégales caractéristiques,
d’indice de ramification e, de corps résiduel parfait &, et m un entier tel que p"(p—1) > e.
Le début de la derniére partie est consacré a étendre par passage a la limite les théorémes
de descente au cas des faisceaux d’opérateurs différentiels complétés @(I’”) sur un V-
schéma formel lisse &, puis au faisceau @E limite inductive de ceux-ci lorsque m — co. En
particulier, le foncteur F * induit une équivalence de la catégorie des .@J} Q-modules
cohérents avec elle-méme. Il apparait ainsi que, lorsqu’on tensorise par ® et qu’on passe
a la limite pour m — oo, on retrouve des propriétés d’invariance topologique analogues a
celles des faisceaux étales. Pour ne pas allonger exagérément le présent article, nous n’y
avons par contre pas inclu l'extension au cas des @y")-modules, ni a celui des @;-
modules, des théorémes de compatibilité de F * aux opérations cohomologiques montrés
dans la troisiéme partie : en effet, la définition de ces opérations pose alors des problemes
assez délicats liés aux complétions, que nous traiterons dans [7].

Observons ici que, lorsqu’on tensorise par @, les théorémes de descente obtenus sont
liés a différents résultats connus. Ainsi, compte tenu des relations entre .@J} Q-modules
cohérents et isocristaux convergents explicitées dans [3] et [5], le dernier énoncé peut étre
vu comme une extension a des coefficients plus généraux, mais ici sur un schéma lisse et
pour le morphisme de Frobenius, du théoréme d’invariance topologique de la catégorie
des isocristaux convergents prouvé par Ogus [36, 4.10]. De méme, via le dictionnaire

qu’on peut établir entre action de @(Imé sur un fibré a connexion intégrable et rayon de
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convergence sur le disque générique des solutions des systéemes différentiels p-adiques
(voir notamment la these de Garnier [23]), les théorémes de descente établis ici apparais-
sent dans le cas formel comme une généralisation des résultats de Dwork et Christol sur
Iexistence de structures de Frobenius faibles sur les systémes complétement solubles
dans le disque générique (voir par exemple [22], [16], [17], [18]). Rappelons que c’est
précisément ce type de structures qu’utilisent Christol et Mebkhout pour définir les expo-
sants des systéemes différentiels p-adiques [19]. A cet égard, on notera que les formules
obtenues par Garnier ([24], [25]), pour expliciter le théoréme de descente par Frobenius
pour les @é{’f&-modules et les @;’Q-modules a gauche, permettent de préciser les liens

entre les méthodes algébro-géométriques employées ici et celles de I'analyse p-adique.

Les théoréemes de descente par Frobenius sont un des outils essentiels dont on dis-
pose dans la théorie arithmétique des ¥-modules, et seront tres utilisés dans les articles
qui suivront ([7], [8]). Nous en donnons déja ici plusieurs applications importantes.
Mentionnons en particulier les suivantes :

(i) Supposons que l'automorphisme de Frobenius de %k se reléeve en un automor-
phisme o de V. Soit alors F' :  — % un relévement du morphisme de Frobenius absolu de
la fibre spéciale X de 4 (si e < p™(p—1), cette hypothése d’existence de F globalement sur
4 est inutile, grace a la méthode évoquée en a) plus haut). Pour tout @(m) -module &, le
morphisme de fonctorialité

HR(X,8) —> Hijp(X,F*6)

est alors un isomorphisme (th. 4.3.5). On notera que, pour m = 0 et 6 = (J;, on retrouve
ainsi, comme conséquence tres simple des théorémes de descente, le fait que 'action de
Frobenius sur la cohomologie cristalline de X est un isomorphisme apres tensorisation
par Q [9, th. 1.3.1].

(ii) Le théoréeme de descente permet de ramener le calcul de la dimension homolo-
gique des anneaux @(’”) a celui de @‘(0), qu’on peut traiter par les techniques de filtration
habituelles. Nous montrons ainsi que chacun des @(m) est de dimension 2d +1, ou d est la
dimension relative de & sur V', et nous bornons respectivement celles de @(’”) et @}Q par
2d et 2d +1 (voir 4.4.4 a 4.4.7). Rappelons que I'on conjecture que ces dermeres sont en fait
égales a d. Un résultat de ce type avait été annoncé, prématurément semble-t-il, par
Mebkhout et Narvaez [33] (voir [5, 2.2.7]).

Notant encore F* I'image inverse par le morphisme de Frobenius absolu, nous
introduisons dans la section 4.5 la notion de F -@7} Q-module, qui consiste en la donnée
d’un @.;.,Q-module é et d'un isomorphisme @;,Q-linéaire & == F*§. Cette notion peut
étre considérée comme généralisant les notions de F-isocristal convergent et surconver-
gent sur X, ainsi que nous l’expliquons dans la section 4.6. Le résultat principal établi ici,
griace au théoreme de descente 2.3.6, est que tout F-9] aZ, Q-module cohérent se descend
canoniquement avec son isomorphisme sur @(m) Une conséquence remarquable de ce
théoréme de descente est que la catégorie des F-@%Q-modules cohérents est une catégorie

neethérienne, alors que I'analyse de l'action de F' sur @E,Q montre que @E,Q n’est pas un
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faisceau d’anneaux ncethériens (cf. 4.2.3). Signalons aussi que ce résultat de descente
pour les F-@;- Q-modules est a la base de la construction de la variété caractéristique que
nous donnerons dans [8], et de la caractérisation homologique de I’holonomie pour les F-

@E, Q-modules obtenue par Virrion [42].

Enfin, nous revenons dans un appendice sur la construction de la filtration m-PD-
adique, définie par un idéal I muni d’'une structure partielle d’idéal a puissances divisées
de niveau m. En effet, 'une des conditions imposées dans [5] s’aveére trop contraignante,
et ne fournit pas la propriété de nilpotence voulue pour m > 1 lorsque p = 2. La définition
adoptée ici vérifie les bonnes propriétés de nilpotence, et n’induit aucune modification
dans les cas ou cette filtration était employée dans [5]; en particulier, elle ne modifie pas
les voisinages a puissances divisées nilpotentes de niveau m dans le cas d'une immersion
fermée entre schémas lisses, donc laisse inchangés les faisceaux de parties principales,

et les faisceaux d’opérateurs différentiels qu’on en déduit.

Conventions générales

0.1.1. Dans tout l'article, on désigne par p un nombre premier fixé, et par Z ») le localisé

de Z par rapport a 'idéal premier (p).

0.1.2. Sauf mention expresse du contraire, les modules considérés sur un faisceau
d’anneaux non commutatifs & seront des modules a gauche, les résultats énoncés
restant valables en échangeant droite et gauche. Si ¢ — & est un homomorphisme
d’anneaux, nous considérerons en général ¥ comme ()-module grace a la multiplication
a gauche. Si = est 'un des symboles @, +, —, ou b, D*(¥) désigne comme d’habitude la
catégorie dérivée des complexes de Y-modules a gauche vérifiant les conditions
correspondantes d’annulation des faisceaux de cohomologie. Lorsqu’il y aura lieu de
distinguer explicitement entre droite et gauche, nous utiliserons des notations telles que
D(®%) ou D(2Y). Nous noterons D_, (9) (resp. Dgarf(@)) la sous-catégorie pleine de
D™ (¥Y) dont les objets sont les complexes a cohomologie cohérente (resp. parfaits a coho-
mologie bornée [SGA 6]). Si X est un schéma, et ¥ un faisceau d’anneaux sur X muni
d’un homomorphisme Uy — 9, nous désignerons par D:C(@) la sous-catégorie pleine de
D*(9) formée des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont Oy -quasi-cohérents.

0.1.3. Soient A, B deux anneaux. Nous adopterons la terminologie suivante pour désigner
les bimodules :

a) Nous dirons que E est un (A, B)-bimodule si £ est muni de deux structures
compatibles de A-module a gauche et de B-module a droite. Un morphisme de (A, B)-
bimodules f : E — F est un morphisme linéaire a la fois pour les structures de A-module

a gauche et pour les structures de B-module a droite. Lorsque A = B, nous dirons
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simplement que E est un A-bimodule (resp. f un morphisme de A-bimodules).

b) Nous dirons que E est un (A, B)-bimodule a gauche (resp. a droite) si E est muni
de deux structures compatibles de A-module a gauche et de B-module a gauche (resp. de
A-module a droite et de B-module a droite). Lorsque A = B, nous dirons simplement que E
est un A-bimodule a gauche (resp. a droite). On définit comme précédemment les mor-

phismes de bimodules a gauche, ou de bimodules a droite.

0.1.4. Nous reprendrons les définitions de [5, 1.1.2] concernant les coefficients binomiaux
modifiés : rappelons que, si m est un entier fixé, et sik=%k"+ k", ouk =p™q+r, k' = p"q’
+r' k" =p"q" +r", avec0<r,r', r"<p™—1, on pose
-1
k _ q! k _ (kN[E
{kl}(m) T qr!q//! ’ <kl>(m) T (k,){k,}(m)

Nous étendrons ces notations en posant, pour m = + oo,

=1 (B = ().

Lorsqu’aucune confusion n’en résultera, nous omettrons de noter 'indice m.

1. Y-modules a droite

Soient X — S un morphisme lisse entre deux schémas, .¥ 'idéal de la diagonale dans
X xg X, t;,...,t; des coordonnées locales au voisinage d’'un point x € X, d;,...,9, les
dérivations correspondantes. Passons briévement en revue les différents faisceaux d’opé-

rateurs différentiels dont on dispose sur X (relativement a S) :

(i) Sans hypothése sur S, le faisceau 9y des opérateurs différentiels usuels est défini
a partir des algébres Py = Uy, /I n+1 des voisinages infinitésimaux de la diagonale de X
dans X x4 X, en posant

@X = nLEJO szom(;X(g)Sl(, OX) 5

L&l

au voisinage de x, il posséde une base sur (y formée d’opérateurs notés , tels que

k1M =9k [EGA, IV (16.8.4)] ;

(ii) Toujours sans hypothéses sur S, le faisceau @;?) des opérateurs différentiels de
niveau 0 (appelés “PD-différentiels” dans [1, II, 2.1.3]) est défini de maniére similaire par

0) _ (pn ‘
@y = anJO ]Fom(/,X(.f’X,(O),()X),
ou 7y o =Tx.o/I [n+1] ogt Palgebre du n-iéme voisinage infinitésimal a puissances

divisées de la diagonale; il a pour base au voisinage de x les puissances usuelles Q’i” des
dérivations o, .
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(iii) Sil'on suppose maintenant que S est un Z p)-schéma, on dispose pour tout m € IN
du faisceau @%’") des opérateurs différentiels de niveau m [5, 2.2.1], obtenu en remplagcant
les enveloppes a puissances divisées précédentes par les enveloppes a puissances divisées
partielles 7% (., = P]’X’(m)/i{””} définies en [5, 2.1.2] :

g = Y Home (% (my» Ox)

au voisinage de x, ce faisceau possede une base d’opérateurs notés Q@)(’n), ou simplement
9% tels que (k!/q!)9® = 9% o q est le quotient de la division euclidienne de % par p™.

Les résultats de ce chapitre s’appliqueront a chacun des ces faisceaux. Pour unifier
les notations, il est commode d’adjoindre Yy (resp. #%) a la famille des anneaux @(’”)
(resp. Py X.(m)) €n posant IN =IN U {oo}, @&9") =Yy et g’X,(OO) = #%. Lorsque nous fixerons
m e N, il sera toujours sous-entendu que, si m = 0, oo, on suppose que S est un Z(p)-
schéma; lorsque m = 0 ou m = oo, on pourra prendre pour S un Z-schéma quelconque.
Rappelons que, pour m < m’ € IN, il existe un homomorphisme canonique @%m) — @%’”1), et

que 113 melN @%m) = @&w). Nous emploierons également la notation IN* = IN \ {0}.

Soit m € IN. Nous commencerons par introduire la notion de costratification, qui
fournit pour les @&m)-modules a droite une description analogue a celle que donne la
notion de stratification pour les @;{m)-modules a gauche. Cette description nous servira
ensuite pour montrer que, sur une base quelconque, le module wy des différentielles de
degré maximum posséde une structure naturelle de 9Yx-module, fournie par la théorie du
foncteur image inverse extraordinaire f' pour les (Ux-modules quasi-cohérents. En coor-
données locales, elle correspond a I'action habituelle par 'opérateur adjoint. Comme en
caractéristique 0, elle permet de transformer un @%’”)-module a gauche en @&m)-module a
droite, et réciproquement. Nous expliciterons enfin les isomorphismes de transposition
qui permettent d’échanger les structures de (/y-module utilisées sur @%’”) lorsqu’on effec-
tue certains produits tensoriels avec un @%’”)-module.

11. Interprétation infinitésimale des ¥-modules a droite

Lorsque S est un Z ») -schéma, et m > 1, @&m) n’est pas engendré par les dérivations,
mais par les opérateurs a<P g pour j < m, et il ne suffit donc pas en général de se donner
l'action des dérivations pour munir un Uyx-module ¢ d’'une structure de @(m) module.
Dans le cas des modules a gauche, la notion de m-PD-stratification introduite en [5, 2.3.1]
fournit une interprétation infinitésimale de ce type de structure, qu’il sera souvent néces-
saire d’utiliser pour définir une action de .@&m) : une structure de @&m)-module a gauche
sur ¢ est déterminée par la donnée d’'une famille compatible d’isomorphismes entre les
images inverses p;’< ¢ de & sur les voisinages infinitésimaux a puissances divisées de
niveau m de la diagonale dans X xg X. On montre ici qulil existe une description

analogue pour la donnée d'une structure de @&m)-module a droite, en remplacant les
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images inverses ordinaires p;’< ¢ par les images inverses extraordinaires pgc? construites
par Grothendieck et Hartshorne pour les complexes quasi-cohérents de (y-modules [27].
On en déduit 'existence des structures habituelles (voir par exemple [35, 2.4] ou [11,
1.3.1]) sur les produits tensoriels et modules d’homomorphismes sur Oy de @&m)-modules,

complétant ainsi ce qui était établi dans [5, 2.3.3] dans le cas des @%’")-modules a gauche.

1.1.1. Rappelons d’abord quelques résultats de [27] concernant le foncteur image inverse

extraordinaire dans le cas des morphismes finis.

a) Soit ¢:.4/ — % un homomorphisme de faisceaux d’anneaux. Le foncteur ¢, de res-
triction des scalaires de 8 a A posséde un adjoint a droite, associant a un /-module A le
%-module SHom ,(B, M) : pour tout B-module ¥, I'évaluation en 1 € B fournit un isomor-
phisme canonique d’adjonction

Hom (N, M) <= Homy(N, #om (%, M)).

Nous noterons (p : DY (dA) - D*(B) le foncteur dérivé droit correspondant, qui est défini
par (pbj( RAom ;(B, M) pour M € D¥(A). Siy : B — € est un deux1eme homomor-
phisme, il existe un isomorphisme naturel de foncteurs (y o (p)b =~ 1// ° (p , car d’'une part
on dispose d’un tel isomorphisme entre les foncteurs non dérivés, d’autre part (pb trans-
forme les .//-modules injectifs en $-modules injectifs.

b) Soit f: X — Y un morphisme fini entre deux schémas. Suivant [27, III, §6], nous
noterons alors #” : D*(Y) — D*(X) le foncteur défini par

Fou = F* RACom, (f,Ox, H),

oll f désigne le morphisme (plat) d’espaces annelés (X, OUx) = (Y, f,0Ux). Si de plus f est
un homéomorphisme (resp. un homéomorphisme fini localement libre), on a donc
simplement f"M = RAom, (f*(/X, M) (resp. Jom,, (f*()X, M)), et cette notation est
compatible avec la precedente Lorsque X et Y sont localement neethériens, le foncteur f b
envoie D+ (Y) (resp. D, (Y)) dans DJr (X) (resp. D, (X)).

¢c) Sif:X—>Yetg:Y — Z sont deux morphismes finis, et si .4 € D*(0,), on dispose

d’'un isomorphisme fonctoriel
(1.1.1.1) (g o /)PCM) = £2(g" (M)

dans les deux cas suivants :

(i) SiX,Y et Z sont localement noethériens, et si M € D&LC(Z), d’apres [27, 11, 6.2];

(ii) Si f et g sont des homéomorphismes, car les foncteurs f* et g* sont alors les
foncteurs identité, et on est ramené a la situation de a).

1.1.2. Fixons maintenant quelques notations. Dans ce qui suit, on suppose donnés un
entier m € IN, et un morphisme lisse X — S de dimension relative d. Pour 0 < i < r, on

note p; : X/, 5}” 1 5 X les projections. Chacune d’entre elle munit les enveloppes a4 puissances
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divisées Py (m)(r) [6, 2.1.2] d’'une structure de (y-algebre; si nécessaire, nous emploie-
rons la notation p, %% (m) (T) pour préciser la structure utilisée, et nous adopterons une
convention analogue pour les produits tensoriels de tels faisceaux. Pour 0 <i < j < 2, nous
noterons p; ; : X xg X xg X = X xg X la projection correspondant aux indices i, ;.

Sity,...,t; sont des coordonnées locales sur un ouvert de X, nous poserons comme
d’habitude 1; = p;(¢;) — pg(¢,) € Uy, x, et nous noterons 1@ = t{lkl}...r({ikd} les puissances
divisées partielles de niveau m des t; dans ¥y (,,, [5, 1.3.5]. Rappelons que, pour [k| < n,
ces sections forment une base de 7% (m) 195 2.1.2], et que, par définition, les Q@ en sont la
base duale dans @(’Z)L: .)‘FomUX(pO*?f?(, m)» Ux)-

On note d’autre part
' +n’ ’
Sty % my — %, 0m) By Tx, (m)
le m-PD-morphisme canonique défini en [5, 2.1.3], et qf” les morphismes composés :

n,n’ . gpn+n’ n n n’
q : Oj)X,(m) _— @X,(m) _—> GPX,(M) ®~;X‘6])X,(m)’

n,n' . gpn+n’ n' n n'
ql . ’OPX,(m) _— @X,(m) — 'GPX,(m) ®(/X(6])X,(m).

1.1.3. Définition. — Sous les hypotheses de 1.1.1, soit A4 un C(y-module. Une m-
PD-costratification (ou simplement une costratification si m = oo, ou si aucune confusion
n’en résulte) sur . relativement a S est la donnée d’une famille d’isomorphismes ¥ (-

linéaires
) ~ b
g, : poM :.lfom(;,\x(p()*g’)'é’(m),ﬂ) - JfomOX(pl*?]’}’},(m),J() = py A,

telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) gy=1d,;

(i) SiAy (,,) = SpecPx (), et sii, Ay ) A;Lfl(m) est 'immersion canonique,
alors ¢, = iEL, .(g,) pour n < n' (on dira que les ¢, forment une famille compatible

d’isomorphismes);
(iii) Pour tous n, n’, le diagramme

n,n'b

’ 6(m) (en n/) ’
Hom, (Do (Px, (m) B0 T X, (m))> 40 ————— Hom (py (P (m) B0 Px, (my)> 40
G (e N\ ~ e,
(1.1.3.1) Hoomg, (D (P% () B P (my)s A0

est commutatif.

On vérifie facilement que cette derniere condition est équivalente a la condition de

cocycle suivante : pour tout n, le diagramme
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b
DPoale,)
JfomUX(pO*P ?(’(m)(Z), M) Oi

Phae) N\~ ~ " phe)

(1.1.3.2) .7fom(;;X(p1*P ;‘( (m) (2), A

JfomUX(pH? )”(,(m)(2), M)

est commutatif.

Comme d’habitude, un homomorphisme (x-linéaire entre deux (/y-modules munis
de m-PD-costratifications sera dit horizontal §’il induit des morphismes commutant aux
g, pour tout n.

L’énoncé suivant montre que la notion de costratification est bien ’analogue pour les
9-modules a droite de la notion de stratification pour les ¥-modules a gauche.

1.1.4. PROPOSITION. — Soient M un Ux-module, et m € IN. Il y a équivalence entre les
données suivantes :

a) Une structure de @&m)-module a droite sur M prolongeant sa structure de (-
module;

b) Une famille compatible d’homomorphismes
i, : JFomCX(pO*.@)’},(m),J() — M,

(Ux-linéaires pour la structure de (y-module définie par la multiplication a droite sur

P]’;L(,(m), telle que n, =1d ,, et que, pour tous n, n’, on ait un diagramme commutatif

/ M,y
.7F0m(;;,X(p0 * @5} (m)» A0 M

(1.1.4.1) “"T T Hen'

n n’ szn) n+n’
Jpom(}X(pO*('@X,(m) B0y LXK, (m))» M) — Jpomox(pO*g)X,m)’ A0,
ou fi, est ’homomorphisme ?)’é/(m)-linéaire correspondant par adjonction au morphisme
composé
, Hy
n n n
Hom, (Do TPy, (m) oy Px,m))» M) —— Homg (P Py (), M) —— M
(qui est Ux-linéaire pour la structure définie par p, sur .@S‘(’(m) ®(;X 07’; (m))
c) Une m-PD-costratification (g,) sur M.

De plus, un homomorphisme (x-linéaire entre deux @&m)-modules a droite est

@&m)-linéaire si et seulement s’il commute aux homomorphismes u, (resp. aux isomor-

phismes €,).

Comme p,, 7% (m) €st localement libre de rang fini sur Uy, on peut écrire
~ _ (m)
JFomOX(pO*.@S‘(’(m),J() =~ M ®(,;X.7Fomc\x(p0*.?§,(m), Ox) = M ®C‘X"@Xr7n'

La donnée des applications u, s’interpréte donc comme la donnée d'une famille

compatible d’accouplements .# ®UX @gfmzl — M, donc comme une action a droite de @%’”), et
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on vérifie que la commutativité des diagrammes (1.1.4.1) équivaut a la condition
d’associativité de cette action, donc au fait que les u, définissent une structure de @&m)-
module a droite.

D’autre part, la donnée d’'une famille (u,) d’homomorphismes (x-linéaires pour la
multiplication a droite sur .0?;‘(7(,”) correspond par adjonction a la donnée d’'une famille

d’homomorphismes UPSL( (m)~linéaires
£, : Jfomox(po*.@;,(m),.}() —_— Jfom(r;X(pl*Ff)’é’(m),.M).

Il est alors facile de s’assurer que la commutativité de (1.1.4.1) équivaut par adjonction a
celle de (1.1.3.1). Comme la commutativité de (1.1.3.1) pour tous n, n’ équivaut a celle de
(1.1.3.2) pour tout n, les ¢, sont automatiquement des isomorphismes. En effet, on dispose
de ’homomorphisme 7 : ?P)”(,(m)(Z) - @)%,(m) correspondant a I'immersion X2 < X3
donnée par (x, y) —> (x, y, x), et, en appliquant 7’ & la relation (1.1.3.2), on voit que ¢,

admet pour inverse I’homomorphisme o’

g, quon en déduit par I'automorphisme de
symétrie o : Py (m) — Px (m)- Par suite, la donnée des u, est bien équivalente a celle
d’'une m-PD-costratification.

L’assertion relative aux homomorphismes se voit de la méme maniere.

1.1.5. COROLLAIRE. — Supposons S localement ncethérien. Alors la donnée d’une
structure de @%’”)-module a droite sur un Ux-module M, prolongeant sa structure de (x-
module, équivaut a celle d’'une famille compatible d’isomorphismes ¢, :p(!).}{ = piJ( sur

les Ay (n)» telle que ey =1d ,, et que pi o(g,) °pé,1(8n) :p(!) o(€,) surles Ay (,(2).
En effet, les morphismes p; et p, ; sont finis et plats. D’apres la théorie du foncteur
image inverse extraordinaire [27, III, 8.7], on a alors
piM = Pl = Somy (DT (s M.

A ! 2, . .
De méme, p; ; = pl-’ s de sorte que les données du corollaire constituent exactement une m-
PD-costratification.

1.1.6. LEMME. — Soient .M un @&m)-module a droite, et (g,) la costratification qui lui
correspond d’apres 1.1.4. Si t,...,t; sont des coordonnées locales sur un ouvert de X, et

si (0'®") constitue la base duale de ('*') dans ,7Fom(;X(p1*?P§ m)» Ux)> on a pour tout x €
M et tout k e IN?

(1.1.6.1) e, (x0d®) = 3 {%} JB) g x gtk
h<k

avec les identifications

(1.1.6.2) Homy, (Pyul% (mysH) = H® Homy (DT} (my> Ux) = M B I,

X
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En particulier, on a

(1.1.6.4) e (x®0®)(1) = xa™.

D’apres 1.1.4, ¢, est 'unique morphisme @31( (m)-linéaire tel que le composé
£, ) ev
, : fom(;x(p()*.@)’é,(m), M) —— JFomOX(pl*.@SL(,(m), M) — 1M,

ou ev; est le morphisme d’évaluation en 1, corresponde par lidentification (1.1.6.2) a

5B

Paction de @gfm% Si Sp x € JfomUX(pO*QZ’;, (m)» #) correspond a x ® ,on a un(%,x) = xQ@.

D’autre part, il résulte des relations entre puissances divisées partielles [5, 1.3.6] que,

pour tout A, on a
A k
(1.1.6.5) AT AN U E A

Si 'on pose

on a donc pour tout 2

x, = £,(8, )&M) = (Mg, (5, N = ¢, )(D)

(g1 O 0)) = {%}xé@’_@-

Cela fournit en particulier la relation (1.1.6.4).

Remarque. — L’isomorphisme inverse de ¢, est alors fourni par
(1.1.6.6) AP ox) = 3 (DRI {F) xgh-h g g,
h<k -

1.1.7. PROPOSITION. — Soient & un @%m)-module a gauche, M, N deux @‘g(m)-modules a
droite.

(i) Il existe sur M ®C"X € (resp. .)’FomOX(S, M)) une unique structure de @gfm)-module a
droite telle que, pour tout systéme de coordonnées locales sur un ouvert U c X, et tous k €
N xeT(U, 6),yeT(WU, M), ¢ : 6|y — M|y, on ait

(1.1.7.1) (yox)d® = 3 (—1)H {5} yoth-t) gty
h<k

(1.1.7.2) (03 (x) = S {5} e@Px)a®P.
h<k

(ii) Il existe sur .}‘Fom(»)X(.N', M) une unique structure de @&m)-module a gauche telle
que, pour tout systéeme de coordonnées locales sur un ouvert U c X, et tous k € INY, z
LU, M), y:N|yg— My, onait
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(1.1.7.3) @B y)(z) = B (~DIE-R{E} (g0 gth-h),
h<k

On utilise l'interprétation des structures de @&m) -modules en termes de strati-
fications et costratifications donnée en [5, 2.3.2] et en 1.1.4.

Notons #§ pour @3} (m)- Comme P% est localement libre de rang fini, on dispose pour
i =0, 1 des isomorphismes canoniques

J’FomCX(pi*.@SL(, M) Byn (Px ®0, 6= JFomOX(pi*.@SL(, M) B 6
= JFomCX(pi*P])?(, M ®0X 6).

Si (e‘s) (resp. (S'M )) est la m-PD-stratification (resp. costratification) de & (resp. .#), cette

identification permet de munir A &, 6 d’'une m-PD-costratification en posant ¢; MOE e;f( ®

(e°) 1 En coordonnées locales, on dedult alors de (1.1.6.4) la relation
(yoex)o® = "®(yoxed™)(1).
Compte tenu de [5, (2.3.2.3)], on a

grt{ ®<S(y ® x®Q<k>) _ g}f{(y®g<k>) ®g)§ (Es)—l(x ®1)

(E{ }a(h)®ya<k h)) ® (E( 1)|L\T Q@x).

h<k

Comme 7'¥ 9% = { }8<h D et que 927 (1) = 0 pour i # h, la formule (1.1.7.1) en résulte.

Grace aux 1somorphlsmes d’adjonction
,fom(lax(pi*.@;‘(, JFomUX((?, M) == .fom(;’,x(c? ®(;;Xpi*?/’§, M)
= JFomp/);(((? ®0X D; 7% .7fom(;,x(pi*?i’§{, M),

on peut munir # = JFom(w (6, M) d’'une m-PD-costratification en posant e JFom(e

M) Pour l’expliciter en coordonnees locales, fixons ¢ € )‘F et, comme en 1.1.6, notons
8p, o € Jom,, (pO*/’;(, J) 'homomorphisme tel que S5 ¢ (T = 8; 1 s ol §; k est le symbole
de Kronecker Par les isomorphismes d’adjonction, il lu1 correspond 1homomorph1sme
é ®(;Xp0*./’X —>JFom0 (py+7%, M) défini par

xe it — (74— {lﬂ}élﬂk(p(x)) = { Yo(x) @ %2,

En appliquant sf a ce dernier, on obtient alors 'homomorphisme

tiex — S G HE T R a0 6 g 2919,
0<h<k-i 0<j<k-i-h

L’homomorphisme p,.%% — J‘FomUX((?, M) qui lui correspond via les isomorphismes
d’adjonction est défini par la valeur en 1 du terme de droite, qui est le coefficient
correspondant & j=k—i—h. D’apres (1.1.5.4), (99®)(x) = (ef(c?k »)(1))(x), de sorte que
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((p8<k>)(x) est le coefficient obtenu en prenant de plus i = 0 dans la formule précédente, ce
qui donne la relation (1.1.7.2).
Sous les hypotheses de (ii), on dispose par fonctorialité et extension des scalaires des

homomorphismes canoniques
JFomOX(JV, M) ®0X PPy — fom‘a};((JFom(;X(pi*.@%, N, .)‘FomOX(pi*.?SL(, M)).

Ceux-ci sont des isomorphismes, car, par composition avec les isomorphismes

canoniques
Jfomvgpsz((Jtpom(;,X(pi*g’;‘(, N, .]Fom(;x(pi*g’;(, M) = fom(;,x(.]Fom(;X(pi*.@?(, N, M)
= Jfom(»)X(.N', pi*.@%@(jx M)
e Jfom(;X(./V, M) ®0X D; Py

(ou le second isomorphisme repose sur l'isomorphisme de bidualité pour p,, #%), on
obtient I'identité. Grace a ces 1dent1ﬁca1:10ns on peut donc munir X = 7fom(, (N, M) dune
m-PD-stratification en posant 8 =Jom(e; N (e” )~ b.

Pour 'expliciter en coordonnées locales, on remarque d’abord grace a (1.1.6.5) que,

{k}

sii=0et vy, € X', 'image de v, ® T~ par l'identification précédente est le morphisme ¥,

défini par
zZ® Q@ — {é} 1//@(2) ® Q@_@.

Pour tout morphisme #%-linéaire ¥ : V' ®(m (o P%) " — M ®(/ (py+?%) ", il existe donc
une unique famille d’homomorphismes Uy -hnealres % N — M telle que ¥ =%, k’ ou
¥, est défini comme plus haut. On applique cette remarque au morphisme ¥ = A 1o y)
€ 7( ®(/X Do x, correspondant a

¥V = (s‘rf{)_lo (Id(p ,)n)v@w) os : Hom, (pO*fS},JV’) — Jom,, (pO*@X,J()

On peut écrire Y= Zk v, ® T{k} avec y, 8<k>

v € X. Pour calculer les ¥}, on considére une
section de la forme z @ 9’ € N ®(/ (pyP%)" = Jom,, (po>l< P%, N). Compte tenu de

(1.1.6.6) et (1.1.6.1), son image par ¥’ est donnée par

¥ized®) = SIS DEA T yza®) otk g 9B

h<i h<k<i
= S S BRI Ry (za®) k) 6 glih),
k<i  h<k -

On vérifie aisément que les applications

k
2 Y (CDEA{G Fy(z9®) gthh)
h<k

sont bien des morphismes (x-linéaires; d’aprés ce qui précéde, cela entraine que ce sont
les morphismes vy, = Q@ v, d’ou (1.1.7.3).
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1.1.8. Soit % une ()y-algebre commutative. Rappelons quune structure de @&m)-module a
gauche sur 4 est dite compatible a sa structure de (y-algebre si elle induit cette derniere,
et si les isomorphismes sff C LY (m) ®UX b = B ®(/,X #% (m) définissant la m-PD-
stratification correspondante sur % sont des isomorphismes de ?P;‘(’(m)-algébres; il est
équivalent de demander que l’action de @("‘) sur $B vérifie la formule de Leibnitz
[5, 2.3.4]. On peut alors munir % ®( @(m) d’une structure de faisceau d’anneaux telle que
les applications naturelles 8 — % ®( ..@(m) et @(m) — PB ®(/ ..@(m) soient des homomor-
phismes d’anneaux, et la donnée dune structure de (# ®( @(m)) module a gauche sur
un $-module &, prolongeant sa structure de %-module, est equlvalente a la donnée d’une
m-PD-stratification (erf) sur ¢ telle que les isomorphismes 8;5 soient semi-linéaires par
rapport aux e':f [5, 2.3.5].

Ce dernier résultat s’étend aux @%’”)-modules a droite de la manieére suivante. On ob-
serve d’abord que, si ./ est une (/y-algébre commutative, et .4 un %-module, alors % opere
par fonctorialité sur J om(;X(ﬂ , M), de maniere ()x-linéaire, de sorte que ./ omUX(ﬂ , M) est
muni d’'une structure canonique de (.4 ®(;;X %)-module. On applique alors cette remarque
ad = pl*di’?( (m)- Lorsque la structure de %-module de ./ est induite par une structure de
($ ®( @(m)) module a droite, ce qui fait a fortiori de .4 un @&m) module a droite, la m-PD-
M 3) 1. par un calcul

costratlﬁcatlon g, correspondante est semi-linéaire par rapport a (e

direct en coordonnées locales, on le déduit de la formule de Leibnitz. Réciproquement, si

X semi-linéaire par rapport a

M est un %-module muni d’'une m-PD-costratification &,
(eE )71, il posséde une unique structure de (8 ®0 @(m)) module a droite correspondant a
cette costratification. En effet, il est muni dune structure de @(m)-module a droite par
1.1.4. Comme $ ®( @%m) est engendré comme anneau par % et @%m), M possede au plus
une structure de (OB ®( @(m)) module a droite prolongeant 1’action de ces anneaux, de
sorte que, pour verlﬁer son existence, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées

locales, et cela résulte encore de la formule de Leibnitz.

1.2. Action par lopérateur adjoint

Sur un schéma X lisse sur un corps de caractéristique 0, il est classique que le
faisceau wy des formes différentielles de degré maximum est muni d'une structure cano-
nique de Yy-module a droite. Grace a la théorie du foncteur image inverse extraordinaire
F' pour les (Ux-modules quasi-cohérents, et a linterprétation d'une structure de
Y x-module a droite en termes de costratification donnée dans la section précédente, nous
montrons ici qu'une telle structure existe sur wy sans hypothése de caractéristique, pour
tout morphisme lisse X — S. En explicitant les isomorphismes de [27], nous montrons
ensuite que cette structure, construite de maniére intrinséque, est comme d’habitude
donnée en coordonnées locales par I'action de 9y par 'opérateur adjoint.

Comme on dispose d’homomorphismes canoniques @&m) — Yy, il suffit dans cette

section d’étudier I'action du faisceau 9 des opérateurs différentiels usuels.
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1.2.1. Soit f: X — S un morphisme lisse de dimension relative d entre deux schémas. On
suppose dans un premier temps que S est localement ncethérien, ce qui permet d’utiliser
les résultats de [27]. On munit alors le faisceau wy = Qgi( ,g d’'une structure de Yy-module
a droite de la maniere suivante.

On note Ay = Spec #% le voisinage infinitésimal d’ordre n de X plongé diagonalement
dans X xg X, p, : Ay — X les projections. Comme f est lisse, la construction du foncteur f !
pour les complexes a cohomologie quasi-cohérente [27, III, th. 8.7] montre que wy =
f !(OS [—d]). Comme fo p, = fop;, on en déduit un isomorphisme canonique

(12.1.1) e, : pf oy = ppoy = pyf(Ogl—d) = pif(Ogl-d]) =~ pjoy = p) ox.

La transitivité du foncteur f' par rapport a f entraine que, pour n variable, les g, forment
une famille compatible d’isomorphismes, avec ¢, = Id, et qu’ils satisfont la condition de
cocycle de 1.1.5. Par conséquent, ils munissent wy d’une structure canonique de Y-
module a droite.

1.2.2. Soit U c X un ouvert sur lequel il existe un systéme de coordonnées locales ¢,...,¢,
relativement a S. Pour tout m € IN, on peut définir comme en caractéristique nulle
Padjoint d’'un opérateur différentiel P =3, akQ@ e I'(U, @&m)) en posant

(1.2.2.1) P=Y (-1)Ho%q,.
k

On vérifie immédiatement que, pour tous P, @ € I'(U, @&m)), on a Y(PQ) = 'Q'P. On obtient
ainsi une anti-involution de I’anneau @&m), qui dépend du choix des coordonnées ¢, (il en

existe néanmoins une généralisation intrinseque, cf. 1.3.4).

1.2.3. THEOREME. — Soient S un schéma localement ncethérien, f : X — S un mor-
phisme lisse de dimension relative d, oy = Q?(/S, U c X un ouvert possédant un systeme
de coordonnées locales t,,...,t;,et a € I'(U, Ux). Alors, pour la structure de 9y-module a

droite sur oy définie en 1.2.1, on a
(1.2.3.1) (adt;n...ndty)-P = (tP~a)0lt1 A...ondty

pour tout P e I'(U, 9y).

Par associativité, on se raméne a vérifier la relation :
(1.2.3.2) VE#0, (dt;n...ndt)d*! =o.

Soient Y =X x¢ X, q,, q; : Y?Xles projections, ¢/ = qo*(ti), t' = q;k(ti), 7, =t —t,. Comme
plus haut, on note 9'%! (resp. 9'¥!) 1a base duale de la base des 7% dans Jfom(;x(p()*?/?’?(, Ox)
(resp. .7F0m(;x(p1*9?’§, Ux)). En posant o = dt; A ... A dt,, il suffit d’apres (1.1.6.1) de
prouver que, si ¢, est I'isomorphisme défini par (1.2.1.1), on a pour tout n, et tout & tel que
Bl <n,
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(1.2.3.3) g, (0® ot = gkl g

Comme les p; sont finis et plats, on a pJ oy = Jom, (p”< Py, 0x). Soit X, c Y le
sous-schéma fermé défini par l'idéal .9 = (T”“ +1) Pour prouver les relations
(1.2.8.3), les surjections g’d” — Uy — P permettent de remplacer le systeme projectif des
9% par celui des . qui sont encore finis et plats sur Uy

Soit alors n = (n .,n). On vérifie 1mmed1atement que, pour tout k&, rka[”] a[ﬁ_k]
(resp. rka[”] 8[” kY, de sorte que pOwX (resp. ple) est un Uy -module libre de rang 1,
de base o ® 8[”] (resp. 8[”] ® w). Par linéarité, il suffit donc de prouver (1.2.3.3) pour k =n.

La démonstration! de cette relation est I'objet des sections qui suivent.

1.2.4. Notons également p; les projections de X, sur X, et ¢, les isomorphismes induits par
les isomorphismes (1.2.1.1) sur les X, . On peut aussi les décrire de la maniere suivante :

siu:X, <— Y est 'immersion canonique, ¢, est égal a I'isomorphisme composé
(1.2.4.1) p(!) 0y = u!qé 0y = u!(oY[d] ~ u!qi 0y = pi oy,
avec pJ!. Oy = .7Pom0x(pj*0 . 0y) = JFom(‘,,,X(pj*(Q . OUx) ®(,/,X Oy .

D’autre part, les formes différentielles o’ = q(;k wetw = ql* o forment respectivement
des bases de q(;ka)X = 0y 1/x, €t ql*a)X = 0y ¢/x, €n notant oy le faisceau des formes
différentielles de degré maximum relatif a q;- Comme les q; sont lisses, on a, avec les
notations de [27, III 2],

quX q] oy = q;ox ® y @v,jxldl,
et, d’apres [27, III 2.2], les isomorphismes qJ'. oy [—d] =~ oy sont les isomorphismes
(1.2.4.2) q;.ka)X ®CY wY,j/X _~ oy

envoyant respectivement o’ ® 0" et ®” ® ©’ sur o' A 0" et ©” A 0 = (-1)?0’ A ©”. Les
isomorphismes u' qJ!. Oy = u' oy [d] se déduisent par décalage et fonctorialité des isomor-
phismes (1.2.4.2). Comme .Y est un idéal régulier, les A9 (u'E[d]) sont nuls pour tout Oy -
module plat ¢ et tout g # 0, et 0w’ 8ld]) peut étre calculé au moyen de 'isomorphisme
local fondamental [27, IIT 7.2]

1 Dans cette démonstration, nous suivons les définitions de [27] concernant les foncteurs f* et fb, et les
isomorphismes reliant ces foncteurs. Dans un preprint récent [20], Conrad signale que, avec ces défini-
tions, les relations de transitivité du type de [27, III, 1.6 et 8.6] relatives aux composés de 3 morphismes
nécessitent dans certains cas l'introduction de signes correcteurs, et il propose d’autres conventions de
signe pour y remédier (différentes de celles de I'appendice de [21]). Les modifications qu’il introduit ne
dépendent que de la dimension relative des morphismes considérés lorsqu’ils sont lisses, ou de leur
codimension lorsqu’il s’agit d’immersions régulieres. En particulier, ce sont les mémes modifications qui
interviendraient dans le calcul qu1 suit de I’isomorphisme p(') ox = u wY[d] et dans celui, totalement
symétrique, de I'isomorphisme pl ox = U a)Y[d] Par suite, bien que leur adoption aménerait a modifier
les signes de certaines des formules intermédiaires utilisées en 1.2.4 et 1.2.5, ces changements de signe se
compenseraient dans le calcul de 'isomorphisme composé pé oy = pi wy, et n’affecteraient pas la formule
(1.2.3.1). C’est pourquoi, pour la commodité des références, nous avons conservé ici les conventions de [27].



9 -MODULES ARITHMETIQUES II 19

d
A0 E1d]) = Extf (O ,6) —=— 6@, (NJII?)".

Si on note 6, la classe de Ti”” dans .9/.92, les isomorphismes u!qJ!- 0y = u!wY[d]

s’identifient donc aux isomorphismes
d d
qf oy ®; oy x® (NIIIH" = 0y ®, (NI

envoyant respectivement o’ ® ®” ® (6; A... A 6,)" et -1%0" & o' ® (6; A ... A By sur
(0'rno")®(6;A...1 6, . Pour prouver 1.2.3, il suffit donc de vérifier que les isomorphis-
mes pJ!. Oy = u!q} oy sont respectivement donnés par

(1.2.4.3) wed™ — ven’s (ByAn...nBy)7,

(1.2.4.4) Ml ew — (—1)%0" e 0’ ® (6;n...n 60, .

1.2.5. L’isomorphisme pJ!. Oy = u' qJ!. oy est I'isomorphisme résidu [27, IT 8.2] :
pJ'.’ w0y = JFom%(pj*OXn, wy) = ub qJ oy = q; Foy ® wYJ/X Oy (/\ 9192,

Rappelons sa construction, pour j = 0. On considere le diagramme commutatif

902

Y, © X3 Y
9 l]\ Vo qmlj&/ lqo
(1.2.5.1) X <,y %, x

n

ou les carrés sont cartésiens. Les morphismes q,; et gy, sont les projections sur les
facteurs correspondant aux indices, et la section s, est définie par les 7'=1® 7,. On a p, =
qy ° u, et on note A, le morphisme composé Y, — Y, qui est donc fini et plat. Par construc-

tion, I'isomorphisme résidu est le composé des trois isomorphismes

b 29} b _#
Py 0x = quo by Oy = thOwX = U gy 0y,

qui s’explicitent comme suit.

a) Soit f Iidéal de v,. L’isomorphisme g192% = Uy ® QY X, défini par la dériva-
tion relativement a X, induit une trivialisation Oy == v0 Oy /x, ® (/\d ¥/9%)". Pour tout

(x -module plat &, I'isomorphisme
d 9l ! )
6 =6Q vz)ka(;/Xn R (NJ/I%)" ~ IR.]Fom(;Yb((‘/ . g6 ® wY()/Xn[d]) = v0 a5 ko

est obtenu en composant cette trivialisation avec 'isomorphisme local fondamental. Si on
note encore ri” la classe de 7;° dans f, cet isomorphisme envoie donc une section e de § sur

e® (dty A...ndt)) @ (t{ A...n1))7. Comme dr/ = d(hjt]), 'image de w & o'n! dans

Vo q(')ii pg oy est donc la section

(1.2.5.2) (0ed"™) o (dhit)) n...ndBEtD) & (T) A.onT))™

b) L’isomorphisme
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N * b ¢
= Jom (Uy, qyox By, 0y ox) = hoqy oxl—d]

résulte des isomorphismes de commutation aux changements de base du dual sur Uy
d’un (y-module localement libre de rang fini, et du module des différentielles relatives.
Par conséquent, I'isomorphisme vg a5 pO Oy = U, hl(’) qy ®x, qui s’en déduit par décalage et
fonctorialité, envoie la section (1.2.5.2) sur

(1.2.5.3) (0" ® 0" ® qg *olnl)) e (tf{n.conT))”.

c) L’1somorphlsme v0 ho q0 Oy = ubqg oy est défini par I'isomorphisme de transiti-
vité v hl’ ~u’ pour le composé de deux morphismes finis. Si 'on choisit une résolution

injective .Y de qg oy, c’est 'isomorphisme canonique
)‘FomC (UX , Joom, ((/Y, gy = JFom(/ (()X ,I).

On peut également le décrire en utilisant des résolutions localement libres de type fini de
OUx sur Oy et Oy(,): sid", L sont de telles résolutions, et si ¢ : ¥° — &’* est un morphisme
semi-linéaire par rapport a Uy — OY()’ induisant l'identité sur (U , cet isomorphisme

s'identifie au quasi-isomorphisme
Hom;, (L, Homy, (Uy,,9%) = SHom (£, 9°) — Hom (£°,.9°).
Yy Yy 0 Yy 26

Comme (y, est localement libre de type fini sur ()y, ce dernier s’identifie encore au quasi-

isomorphisme

J‘Fom()%(if", Jfom(;,y(OY[S, q5 oy ®C’Y 0y o/x)) [d] = JFomz;Y(éf", g5 ox ®OY 0y o/x)[d]

Prenons pour ¥ le complexe de Koszul de la suite T"+1, , T é“’l sur Oy, et pour ¥’
celui de la suite 7{,...,7); sur (7 . On remarque alors que h (r;) = 7, + 7/, en notant 1]

I'image dans Oy de la section 7, ® 1de Uxs. Comme on a 7, = qo*(r ), et que r”+1 0 dans

(Ux , on peut écrlre dans Oy,
n 0

n
Ryt = (o4 o)t gt = r{'(EhB"(ri)”_kri’k).
k=0

)k 'k . On définit de la maniére suivante un morphisme de com-

Posons a, = Y, _, hi (1,
plexes ¢ : ¥* — <" 1ndulsant l'identité sur Uy :silon écrit ¥° (resp. ¥’") comme produit
tensoriel des complexes ¥; : Oy — Uy (resp. &; i : Oy, A Uy ) placés en degrés [-1, 0], et

ayant pour différentielle la multiplication par T”+1 (resp T ) ¢ est le produit tensoriel des

morphismes ¢; donnés par ho en degré 0, et par a; hO en degré —1. Soit e; A ... A e, (resp.
e; A ... A ey la base canonique de ¢~ (resp. ¥'~%). Dans l'isomorphisme (1.2.5.4), le
premier isomorphisme est induit par ’évaluation en 1 € (JY,. Si v est 'homomorphisme
Uy -hnealre qui envoie e; A ... Aejsur o' @ 0" ® q*(a[”]) son image est donc ’homomor-
phlsme (y-linéaire qui prend la valeur o’ ® ©” sur 7'% kg (egn...ne)) lorsque k=1, et 0
lorsque k£ # n. Comme ¢(e; A ... ney) = (a;...a;)e; A ... nej, et que le coefficient de 7'*

dans a;...a; est égal a 1, 'image de y par (1.2.5.4) est donc I’homomorphisme
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(y-linéaire qui envoie e; A ... A ey sur o @ o”. Or isomorphisme local fondamental relatif
a immersion u (resp. v,)) envoie par construction la classe de ®’ ® " ® (e; A ... A e;)” sur
o' ® 0" ®(6; A...A0; (resp. la classe de (0’ @ 0" ® qak@[ﬁ])) ® (egA ... Aejy) sur
(020" q(;k(Q[Q])) ® (1{ A...n1))7), ce qui acheve d’établir la formule (1.2.4.3).

o . ~ N . . ! | o1
On explicite de la méme maniére I'isomorphisme p;0yx =~ u q; 0y, en utilisant le

diagramme cartésien

o2

Y] < X3 Y
q; |TU1 S ‘TSI |q1
gl
(1.2.5.5) X < Y ', X,

n

dans lequel la section s; est maintenant définie par les 7/ = 7, ® 1. Soit 4, le morphisme
composé Y; — Y. Dans le calcul de I'isomorphisme pll’ Oy = vll’ qiﬂpll7 oy analogue a celui
fait en a) plus haut, on observe que dt/=—d(¢,® 1 ® 1) = —d(h{t)). Il en résulte que il g
o a pour image (-1)%(0"*! & w) ® (d(Aft)) n... A d(A}t))) ® (1] A... A 7})". Le reste du
calcul s’effectue comme dans le cas précédent. La formule (1.2.4.4) en découle, achevant

ainsi la démonstration du théoréme 1.2.3.

1.2.6. COROLLAIRE. — Pour tout morphisme lisse X — S, il existe sur oy une unique
structure de 9x-module a droite prolongeant sa structure de (x-module, et telle que, pour
tout systéeme de coordonnées locales ty,...,t; sur un ouvert U de X, toute section a €
I'(U, Oy), et tout opérateur P e I'(U, 9x), on ait

(1.2.6.1) (adt; n...A dtd)P = (tP-OL)alt1 Ao A dtd.

Comme la condition de I'’énoncé caractérise de maniére unique la structure de
Yx-module a droite de wy, il suffit de faire la construction localement sur X. On peut donc
supposer X et S affines. D’autre part, si S" — S est un morphisme de schémas, et si X' =
S’ xg X, une structure de Yy-module a droite sur wy vérifiant la condition de I’énoncé
définit par extension des scalaires une structure de Yy ,-module a droite sur wy/, vérifiant
(1.2.6.1) pour tout systeme de coordonnées locales provenant de X : cela résulte de ce que
(g est dans le centre de Yy, et Yy = Uy, ®(/S Y. Or le théoréme 1.2.3 montre qu’'une telle
structure existe lorsque S est noethérien, et qu’elle commute aux changements de base
S’ — S, ou S’ est noethérien. Le corollaire en résulte par 'argument usuel de passage a la
limite.

1.2.7. La structure de Yx-module a droite sur wy que fournit le théoréme 1.2.3 permet
d’étendre sans hypothese de caractéristique la méthode usuelle pour transformer un
Yx-module a gauche en Yy-module a droite, et réciproquement : il s’agit de donner un
sens intrinséque global & l'action par I'opérateur adjoint. Soit donc m € IN :

a) Sié estun @&m)-module a gauche, alors oy ®0X ¢ possede d’apres 1.1.7 une struc-
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ture canonique de @&m)-module a droite, définie en coordonnées locales par (1.1.7.1). En
notant o = d¢; A ... A dt; la base locale de wy définie par des coordonnées t,,...,¢;, et en
identifiant wy ®( é et & au moyen de cette base, il résulte de (1.1.7.1) et (1.2.3.2) que la

structure de .@(m )-module a droite de wy ®( ¢ s’identifie a celle qu’on définit sur & par
(P, x) — 'P.x.

Nous dirons souvent que la structure ainsi définie sur oy ®(, 6 est la structure tordue de
@(m) module a droite.

b) Si.M est un @(m)-module a droite, alors .4 ®( a)X = 7F0m(, (oy, M) posséde d’aprés
1.1.7 une structure canonique de @S(m) module a gauche deﬁme en coordonnées locales
par (1 1.7.3). Localement, on peut encore identifier .4 ®( a)X et M grace a la base duale o~

de a)X , et cette structure correspond alors a celle qu'on deﬁmt sur .M par
(P, x) — x-'P.

Nous dirons encore que la structure obtenue sur .4 ®( a))_(l est la structure tordue de
@(m) module a gauche.

¢) De ces description locales résulte que les isomorphismes canoniques
oy B (0x®; &) =5 &
(M B wx') & oy = M

sont @§(M)-linéaires, de sorte qu'on obtient des équivalences de catégories quasi-inverses

N

I'une de l'autre entre la catégorie des @&m)-modules a gauche et la catégorie des @&m)-

modules a droite.

Soient % une (/y-algebre commutative, munie dune action a gauche de @(’”)
compatible avec sa structure d’algebre, et 4 &, @(’”) le faisceau d’opérateurs différentiels
associé (cf. 1.1.8). Les constructions precedentes s’étendent alors aux % ® @(’”)
modules. En effet, si § est un 8 ®, @(m)-module a gauche, les isomorphismes ¢, formant
la m-PD-stratification de ¢ sont semi-linéaires par rapport aux isomorphismes 8’9

0®8E (o) 1

définissant celle de %. La costratification de vy ®, Ox & étant donnée par £ = ¢’ ® (¢

©®¢ ost semi-linéaire par rapport a (s/))) 1 donc que oy ® 6 est muni

il s’ensuit que ¢,
d’une structure naturelle de % ®,, @(’”)-module a droite. On voit de méme que si. M est un
B @(m)-module a droite, .M ® coX est un 4 ®, @(m)-module a gauche, et que les

1som0rphlsmes de c) sont # &, @(m)-hnealres

Supposons maintenant que m € IN. Par passage de gauche a droite, on peut alors
étendre aux @&m)-modules a droite les conditions de nilpotence introduites dans [5, 2.3.7] :

1.2.8. PROPOSITION. — Soit X — S un morphisme lisse, tel que p soit nilpotent sur S.
(i) Il existe un entier N tel que, pour tout ouvert U c X, tout systéme de coordonnées
relatives t,...,t; sur U, et toute section o € I'(U, oy), on ait a)Q@ =0pour |k| > N.

(i) Soit M un @%’”)-module a droite. Les conditions suivantes sont équivalentes :



9 -MODULES ARITHMETIQUES II 23

a) Il existe un recouvrement de X par des ouverts U; possédant un systeme de
coordonnées relatives tel que, si on note Q@ les opérateurs différentiels correspondants, il
existe pour toute section e de M sur un ouvert de U; un entier N tel que eQ@> =0pour |k| >
N.

b) La condition d’annulation précédente est valable pour tout ouvert U c X, tout
systéme de coordonnées locales sur U, et toute section de M sur U.

c) Le @&m)-module a gauche M ®(;;X a))_(l est quasi-nilpotent.

L’assertion (i) résulte de ce que la structure de @&m)-module de wy est induite par sa

structure de Yx-module, et de ce que 9% = gl ol

, ou g est défini par k = p™q + r, avec
0<r; < p™ pour tout i. Compte tenu de [5, 2.3.7], I'assertion (ii) en résulte grace aux
formules (1.1.7.1) et (1.1.7.3).

Définition. — Nous dirons qu’un @&m)-module a droite est quasi-nilpotent s’il vérifie les
conditions de la proposition, et nilpotent si ’entier N peut étre choisi indépendant de e.
Cette derniere condition est indépendante du systéme de coordonnées locales considéré :
pour le vérifier, on peut se ramener par suites exactes au cas ou .M est annulé par p, soit

encore au cas ou S est de caractéristique p; d’apres [5, 2.2.7], les opérateurs a§Pm+1>

engen-
drent alors un idéal bilatere A" @me), indépendant du systéme de coordonnées choisi, et

la condition de nilpotence équivaut a dire que .4 est annulé par une puissance de X"

1.3. Isomorphismes de transposition

N

Par multiplication a droite ou a gauche, ’anneau @;}”) est muni d’'une structure
naturelle de bimodule sur lui-méme. Les sections qui précédent montrent que, par
tensorisation avec un @&m)-module a gauche ou a droite, on peut obtenir selon les cas une
nouvelle structure de bimodule sur le produit tensoriel. Il est parfois nécessaire de
pouvoir échanger les structures ainsi obtenues, et nous explicitons ici les isomorphismes
qui permettent de telles transformations. En particulier, nous donnons une forme intrin-
seque de 'automorphisme de passage a I’adjoint, qui intervient souvent dans la construc-
tion des morphismes canoniques de la théorie des ¥-modules. Curieusement, ce point
semble quelque peu négligé par certains auteurs, ce qui donne parfois lieu a des construc-

tions incomplétes ou incorrectes.

1.3.1. PROPOSITION. — Soient & un @g")-module a gauche, et @&m) ®,. 6, 6EQ, @&m) les
‘X X

faisceaux obtenus en prenant respectivement le produit tensoriel pour la multiplication a

droite et a gauche sur @%’”). Ces faisceaux sont tous deux munis d’une structure canoni-

que de @&m)-bimodule, et il existe un unique isomorphisme de @%m)-bimodules

Ve 0 I ® & —— E® DY
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tel que y,(1 ® e) = e ® 1 pour toute section e de &. En coordonnées locales, on a alors

(1.3.1.1) r:@® o) = 3 {3} a%Pew .
hek

L’isomorphisme y, sera appelé isomorphisme de transposition relatif a &.

La structure de @(m)-module a gauche de @(m) ®( ¢ provient de la multiplication a
gauche sur @(m) et sa structure de @(m) module a dr01te est la structure produit tensoriel
définie par 1.1.7 a partir de la multiplication a droite sur @(m) De méme, la structure de
@%’”) module a droite de & ®( @(m) est donnée par la multiplication a droite sur g et
sa structure de ,@g(m) module a gauche est la structure produit tensoriel définie en

(m), Que ces structures soient

[6, 2.3.3] a partir de la multiplication a gauche sur Yy
compatibles résulte de la fonctorialité des structures produit tensoriel.

Grace la structure de @&m) module a gauche de & ®(7 @S(’"), il existe un unique mor-
phisme de @(m) modules a gauche v, : @(m) ®(, E—¢E ®(7 @(’”) envoyant une section de la
forme Po e, P e Iy, ¢ € §, sur Pe » 1). Comme g ® L Getd®, I sont des Iy"-
bimodules, on est ramené, pour vérifier la @(m) hnearlte a droite de Ys» @ montrer que,
pour tout @ € @&m), on a y,((1® e)®) = 7,(1 ® e)Q. On peut supposer qu'on dispose d’'un
systeme de coordonnées locales sur X, et il suffit alors de le faire d’'une part dans le cas ou

Q@ = a € Uy, ce qui est clair, d’autre part lorsque @ est de la forme Q@. On a dans ce cas

7:(1 e e)d®) V(g(z(—l)@‘@‘{i}Q@@)Q@‘@e) = E(-D‘H'{i}@@@“ﬁ—@em)

h<k ek
= S EDEAE (S () at-igte g @)
h<k i<h
= S S ok EHEHGTD) 3% Peoa®
i<k i<h<k I
= e®§<@>,

la derniere égalité résultant de 0.1.4 et des relations classiques entre coefficients bi-
némiaux.

En sens inverse, on définit un morphisme ¢ ®, @(m) @%’”) ®Ox ¢ en envoyant une
section de la forme e ® P sur (1 ® e)P, et on verlﬁe de méme les linéarités nécessaires.
Compte tenu de celles-ci, il est clair que ces deux morphismes sont réciproques 1'un de
l'autre, et qu’ils sont caractérisés par la relation y,(1 ® e) = e ® 1. La formule (1.3.1.1)
résulte immédiatement de la @%m)-linéarité a gauche de y,.

1.3.2. Soit % une (y-algebre commutative munie d’une structure compatible de @(m)
module a gauche. On dispose alors d'une structure d’anneau canonique sur % ®(, @%’"),
telle que les morphismes % — % ®, @&m) et @(m) BB @(’”) donnés respectlvement par
b—boletP+— 1P soient des morphlsmes d anneaux que (b®1)(1 ®P) =bo P, et
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que, en coordonnées locales, le produit (1 & Q@)(b ® 1) soit donné par la formule de
Leibnitz [5, 2.3.5]. D’autre part, la proposition précédente fournit un isomorphisme de
@&m)-bimodules

. gim) ~ (m)
vy I ®, B s BE, DL,

de sorte qu’on obtient par transport de structure une structure d’anneau sur @%’”) ®(,X A.
Elle s’explicite comme suit :

a) Par construction, y,(1 ® b) = b ® 1. Il en résulte que le morphisme $ — .@S(m ) ®(7X B
donné par b — 1 ® b est un morphisme d’anneaux.

b) De méme, y,(P® 1) = P(1® 1). Comme l'action de .@&m) sur # est compatible avec
son action sur Uy, on voit qu’en coordonnées locales on a Q@l% = 0 pour tout £ = 0. Il en
résulte que P(1 ® 1) = 1 ® P, de sorte que le morphisme ,@g(m) - @%m) ®0X % donné par P —
P ® 1 est un morphisme d’anneaux.

c) Comme y, est par construction un isomorphisme d’anneaux, on a (19 6)(P® 1) =

y.il(b ® P). D’apres la construction de y%?l, on obtient, pour P = Q@ :

1eb)@®s1) = 3 (-1)k {E} o0 g gth-Dp,
i<k
d) Puisque y,((Pe1)(1 ® b)) =y4,(Pe 1)y;(1eb) =(1eP)(b e 1), il résulte de la
formule de Leibnitz et de la définition de y,; que y,((P ®1)(1 ® b)) = y,4(P ® b), si bien que
que (P®1)(1®b) =P ®b.

Nous identifierons systématiquement @&m) ®0X B et B ®Ux @&m) au moyen de l'iso-
morphisme y,. Lorsque 'anneau % sera fixé, et qu'aucune confusion n’en résultera,

nous emploierons la notation
T = B, IY" ~ I ®, B
Pour tout @&m)-module a gauche &, on voit facilement que l'isomorphisme
Y @f,(m) Q6 —— EQ, @&m)
défini par
T ®,6 = 9PV ®, & =5 68, I =5 §®, Ty

est un isomorphisme de @&m) -bimodules.

1.3.3. PROPOSITION (cf. [37, 2.4.2] ou [38, 1.7]). — Soient M un @&m)-module a droite, et
M ®(/~,X @&m) le faisceau obtenu en prenant le produit tensoriel pour la multiplication a
gauche sur @&m). Ce faisceau est muni d’'une structure canonique de @&m)-bimodule a

droite, et il existe une unique involution
. (m) ~ (m)

échangeant les deux structures de @%’”)-module a droite de M ®(,X@§(’"), et telle que

0,(x®1) =x®1 pour toute section x de .M. En coordonnées locales, on a alors
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(1.3.3.1) 5 ead®) = 3 (—1)IAl {£} ppt—h) g g0,
h<h

Comme en 1.3.1, 'isomorphisme §, sera appelé isomorphisme de transposition
relatif a .

L’'une des structures de @&m)-module a droite de A ®OX@§(’”) est fournie par la

multiplication & droite sur 2

, et Pautre est la structure produit tensoriel définie par
1.1.7 a partir de la multiplication a gauche sur ,@%’”); nous les appelerons respectivement
structure droite et structure gauche. La fonctorialité de la structure produit tensoriel en-
traine encore que ces deux structures munissent A ®0X @%’”) d’une structure de bimodule
a droite.
Comme l'application canonique 4 — M &, @&m) est (Jy-linéaire pour la structure
‘X
gauche de A ®, @&m), elle se factorise de maniere unique par un morphisme 4§ ,:
M,
X

X
@&m) — M ®0X @&m) qui soit @&m)-linéaire pour la structure droite sur la source et la
structure gauche sur le but. On vérifie que 5, est aussi @&m)-linéaire pour la structure

gauche sur la source et la structure droite sur le but par un calcul en coordonnées locales
analogue a celui qui a été fait en 1.3.1. Il s’ensuit que § , - 6, = Id, d’ot1 I'’énoncé.

Remarques. — (i) L’isomorphisme de transposition &, peut aussi étre décrit de la

maniére suivante. La costratification ¢, fournit des isomorphismes % (, ,-linéaires
(m) n ~ n
M ®(;‘X DX’ = .7Fom(;x(p0*97’X,(m),QM) == .7Pom()X(p1*?i’X,(m),g/¢().

D’autre part, 'involution o échangeant les deux facteurs de X xg X définit un isomor-
phisme ¢*-semi-linéaire

Qfom(;;x(pl*q@)’},(m) , M) = .7F0m(,X(pO*QD)’é,(m) , M).
Par passage a la limite inductive pour n variable, on obtient donc ainsi un isomorphisme
(m) ~ (m)

Pour vérifier qu’il est bien égal a 6, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées
locales. On reprend alors les notations de 1.1.6. Comme o*(z'®) = (—1)®l ¢!% on a
¥ (%)) = (=1) 1 9% et Tassertion résulte de (1.1.6.1) et (1.3.3.1).

(ii) Sous les hypothéses de 1.3.2, soit .4 un @&m)-module a droite. On vérifie encore que

I’involution
Ox

. g(m) ~ (m) ~ (m) ~ 7 (m)
est @&m)-linéaire a droite.
1.3.4. En appliquant ce qui précede au cas ou .M = wy, on obtient une forme intrinséque de

lautomorphisme de passage a l'opérateur adjoint, qui s’exprime classiquement en coor-

données locales comme une anti-involution d’anneau @Sfm) = @&m) dépendant du choix
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des coordonnées (cf. 1.2.2). En effet, la structure de @&m)-module a droite de wy définit

grice a 1.3.3 une involution canonique que nous noterons

(1.3.4.1) 8y 1 0x®, I —— oy ®, Y,
(m)_module a droite. En tensorisant par o' a droite

sur la source et a gauche sur le but, on obtient un isomorphisme canonique de ( &’”),

@&’”) )-bimodules

échangeant les deux structures de 9y

(1.3.4.2) ay 1 oy ®, IV B, wy —— I

Enfin, en tensorisant ce dernier par w‘;(l a gauche sur la source et a droite sur le but, on

obtient une involution canonique
(1.3.4.3) By + I ® oy —— IV ], wy'

échangeant les deux structures de @(’") module a gauche.

Sur un ouvert U c X muni de coordonnées locales ¢,,...,t;, on peut identifier wy & Uy
grace a la base dt;a...ndt,, et a))_(l a Uy grace a la base duale. La source et le but des
isomorphismes oy, By et dy s’identifient alors a @(m) Avec ces identifications, il résulte

alors de (1.2.3.2) et (1.3.3.1) que ces isomorphismes associent a un opérateur P = ZkakE)(k)

|k|8<k> = 'P. Ces isomorphismes fournissent donc une expression

lopérateur >, (—1)
globale, 1ndependante des coordonnees de I'isomorphisme de passage a l'adjoint. Ils

seront encore appelés isomorphismes de transposition.

2. Théoremes de descente

Ce chapitre est consacré a la démonstration des théorémes de descente par un
reléevement du morphisme de Frobenius, et a la construction d’'un foncteur quasi-inverse
a F* Nous donnerons d’abord la définition générale du foncteur f* pour les @%’")-
modules a gauche, en mettant en évidence sa nature cristalline. Nous montrerons
ensuite que, dans le cas d'un relevement F' : X — X' de la puissance s-iéeme du morphisme
de Frobenius relatif, il se produit un phénomene d’élévation du niveau : 'image inverse
F*&" d’un 2{”-module est munie d’une structure naturelle de @&m +5).module. Le théo-
réme de descente pour les @%’")-modules a gauche, que nous établirons ensuite, s’énonce
alors en disant que, vu comme foncteur de la catégorie des 8™ -modules vers celle des
@(m+s)-modules le foncteur F'* est une équivalence de catégories. Aprés avoir donné un
résultat analogue pour les @(m) modules a droite, nous montrerons que le (Q)g(",‘), @&m +8)).
bimodule FI’@&"‘) permet de construire un foncteur quasi-inverse de F*. Enfin, nous
préciserons le lien entre le théoreme de descente pour les ,@g{m)-modules a gauche, et le

théoréme de Cartier sur la descente des (/x-modules munis d’'une connexion intégrable a
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p-courbure nulle.

2.1. Foncteur image inverse

Pour la commodité des références, nous donnons d’abord ici la définition générale
du foncteur image inverse pour les @§(M)-modules a gauche, ainsi que quelques propriétés
de base de ce foncteur. En particulier, nous mettons en évidence sa nature cristalline,
ainsi que celle de la catégorie des @;}")-modules a gauche elle-méme.

Dans cette section, m désigne un élément de IN ; lorsque m € IN ¥, on suppose comme

d’habitude que les schémas considérés sont des Z, _,-schémas.

(p)

2.1.1. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas de la forme

1]

dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. Soient d’autre part Ay, ,,

AY (m)» A7, (m) les voisinages infinitésimaux & puissances divisées de niveau m et d’ordre n
de X, Y, Z dans XxgX, YxY, Zx;Z. Par fonctorialité (cf. [5, 2.1.4]), on en déduit le
diagramme commutatif

fxf gxg
n n n
Aim) — By, —— AZm)

SR

2.1.1.1) X Y il zZ

ol les fleches verticales sont les projections naturelles.

On notera pour simplifier @%m), @gfm) et @(Zm) pour @g}%, @g}’f}, et @(Z’;‘I)] Si 7 est un Uy-
module, la donnée d’une structure de @;m)-module a gauche sur 7 prolongeant sa struc-
ture de ()y-module équivaut a celle d'une m-PD-stratification, c’est a dire d'une famille
compatible d’isomorphismes n,, : qik.‘?'w = q(;k.‘?'w vérifiant la condition de cocycle [5, 2.3.2].
Le diagramme (2.1.1.1), ainsi que le diagramme analogue formé avec les produits triples,
entraine que f*7 est alors muni de la m-PD-stratification image inverse, définie par les
g, = (fxf )*(nn). On obtient donc ainsi une structure canonique de @&m)-module a
gauche sur f*7. De plus, si 7' est un second @§,’")-module a gauche, un morphisme
(y-linéaire ¢ : 7 — 7' est @;m)-linéaire si et seulement s’il est compatible aux m-PD-
stratifications. On voit ainsi que le foncteur f™* s’étend de maniére naturelle en un fonc-
teur, que nous noterons encore f*, de la catégorie des @gfm)-modules a gauche dans celle
des @&m)-modules a gauche.

La commutativité du diagramme (2.1.1.1) entraine alors que, pour tout @(Zm)-module
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a gauche ¢, isomorphisme de transitivité (f*og*)(9) = (gof)*(¥) est @&m)-linéaire.

2.1.2. PROPOSITION. — Supposons que p soit localement nilpotent sur T, et que F soit
un @g,m)-module a gauche quasi-nilpotent [5, 2.3.7]. Alors f*F est un @&m)-module a

gauche quasi-nilpotent.

Soient Ay () et Ay () les voisinages infinitésimaux a puissances divisées de niveau
m (sans condition de nilpotence) de X et Y dans X x¢X et Y x;Y. Notons encore p,, g, leurs
projections sur X et Y. Pour tout n, on dispose du carré commutatif

Ixf
n n
A% ) — AV (m)

Ixf Jj

AX, (m) ’ AY,(m) ’

et, d’apres [5, 2.3.7], 7 (resp. f*F) est un @g}”)-module a gauche (resp. @&m)-module a
gauche) quasi-nilpotent si et seulement si les isomorphismes n, (resp. ¢,) définissant la
m-PD-stratification de 7 (resp. f*7) sont induits par un isomorphisme n: ¢;'7 =5 qj7
(resp. € : p; f*F =5 p{f*F) vérifiant la condition de cocycle. L’énoncé en résulte
aussitot.

2.1.3. Comme en caractéristique 0, la structure de @%’")-module de f*F peut également

étre décrite en utilisant un bimodule canonique. En effet, si 'on pose
(m) _ pxgp(m)

‘@Xm—>Y - f ‘@Ym ’
@&’"_))Y est muni d’une structure naturelle de (@&m), f‘1@§,m))-bimodule: sa structure de
@%’”)-module a gauche se déduit de celle de @g,m) par 2.1.1, et sa structure de f‘l@g,m)-
module a droite est définie par fonctorialité (ce qui entraine que ces deux structures
commutent). On dispose alors de 'isomorphisme d’associativité

(m) Ag _ —1cz(m) A g 1 gk
95"y ®f—1@({n)f 7 = (Ux ®f—1(;Yf D) ®f_1@§,m>f 7 = Uy ®f‘16‘yf 7 = f*7,

dont on vérifie aisément la @&m)-linéarité.

Le bimodule @g(m_))y est muni d'un homomorphisme naturel
(2.1.3.1) P — I = FEI,
qui est obtenu a partir des homomorphismes de fonctorialité

kopn n
f '@Y,(m) ? ‘@X,(m)

par dualité et passage a la limite inductive. En observant que les homomorphismes 5(",;;)1 "
@)’ét”m) — P]’;L(’(m) ®0X Fi’)'é:(m) utilisés pour définir la multiplication sur @&m) [5, 2.1.3]
commutent aux homomorphismes de fonctorialité, on voit que ’homomorphisme (2.1.3.1)

est @%m)-linéaire a gauche. Il est par ailleurs facile de voir qu’il envoie la section 1 € @&m)
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sur la section 1 ® 1 de f*@&m).

2.1.4. Soient %y, une ()y-algebre commutative munie d'une action compatible de gim,
(n,: qf?BY = qO*?BY)n la m-PD-stratification correspondante. Les n, sont des isomor-
phismes d’algebres, de sorte qu’il en est de méme de leurs images inverses par les
morphismes A;l(’(m) — A?,,(m). Il en résulte que l'action de @%’”) sur By = f*By est com-
patible a sa structure de ()y-algebre.

Nous noterons alors L@’g,’”) =By ®0Y @%), @&m) = By ®0X @gfm). En utilisant [5, 2.3.5
(i1)], on voit de méme que, si # est un @g,m)-module a gauche, f*7 est muni d’une
structure naturelle de @&m)-module a gauche. En particulier, si I'on pose @fxm_lY =f *@lg,m),
la structure naturelle de @'y”)-bimodule de @;m) fournit une structure canonique de (Z{",
f _lgg}”))-bimodule sur @%le .

2.1.5. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.1.1, soient (a, b, a) c Ug un m-PD-idéal
quasi-cohérent, S le sous-schéma fermé de S défini par a, X, la réduction de X sur S,
[, f : X =Y deux T-morphismes ayant la méme restriction f,: X, - Y a X,,. Soit 7 un

@§,m)-module a gauche. On suppose vérifiée l'une des deux conditions suivantes :
a) Le m-PD-idéal a est m-PD-nilpotent (cf. A.3);
b) p est localement nilpotent sur T, et le @gfm)-module F est quasi-nilpotent.

1l existe alors un isomorphisme @&m)-linéaire canonique
T [T = fFF
f’f . . . )
tel que Tpp= Id, et que, si f" : X — Y est un troisiéme morphisme de restriction f, a X, on

alt Tf,f” = Tf,f’ o Tf’,f".

Par platitude, la m-PD-structure de a s’étend a X, et munit donc l'idéal aCUy de X,
dans X d’'une m-PD-structure. La propriété universelle des voisinages a puissances
divisées entraine que le morphisme (f, f') : X — Y2 se factorise par un unique PD-
morphisme g: X — Ay () tel que f=¢q,0 g, f'=q ° g. Sila m-PD-structure de a est m-PD-
nilpotente, il en est de méme par platitude de celle de a(y,, de sorte que g se factorise par
Ag,,(m) pour r assez grand. Dans ce cas, on pose Tp g = g*(nr), ou 7, est 'isomorphisme
fourni par la m-PD-stratification de 7 ; 'isomorphisme T p 1€ dépend pas du choix de r.
Sous les hypotheses de b), # est un @%}”)-module quasi-nilpotent, et la m-PD-stratification
(n,,) est induite par un isomorphisme 7 : 7 = q(;k.? sur Ay (,,); on pose alors Tpp =
g*(n). 11 est clair que ces définitions sont compatibles, et on obtient ainsi un isomor-
phisme Oy-linéaire f'*7 == f*7, qui satisfait les conditions de transitivité voulues
grace a la condition de cocycle.

Il reste a voir que T/ g est @%’")-linéaire. Il revient au méme de montrer que T, g est
horizontal pour les m-PD-stratifications (g,) et (¢,) de & := f *F et & = f'*F, soit encore

que, pour tout n, le diagramme
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py(t, )
pi6 ——— pié
e l l l l e,
(2.1.5.1) Py’ ————— py6
Pty p)
est commutatif sur Ay (m)* Fixons I’entier n. D’apres [5, 1.5.3], la m-PD-structure canoni-
que de 'idéal de X dans Ay (m) €st compatible a celle de a, de sorte que l'idéal de X, dans
A% (m) €St aussi canoniquement muni d’'une m-PD-structure. De plus, celle-ci est nilpo-
tente lorsque celle de a I'est, d’aprés A.9. Le morphisme A% m) =X 2 5 Y2 xY? défini par
(fxf, f'’xf') se factorise donc par un morphisme A : Ay (., = Ay (,,,(3); lorsque a est
m-PD-nilpotent, & se factorise de plus par Ai,,(m)(S) pour un entier s assez grand, qu’on
peut choisir au moins égal a max(n, r). Supposons d’abord qu’on soit dans ce dernier
cas. Pour i, j € {0, 1, 2, 3}, i < J, soit 9 ;¢ A;(m)(S) - A;(m) le morphisme induit par la
projection sur les facteurs d’indices i et j. On obtient alors

Py (s ) = pi(g*(n)) = h*(ggy(n)),
et, de méme, pl*(rf’f/) = h*(ql’fg(ns)). D’autre part, on a par définition
e, = (fx ) (ny) = h¥(qq 1(ny),

et, de méme, ¢ = h*(gy5(n,)). Il suffit donc de s’assurer que g;;(n,) o q;5(n,) =
qO*Z(ns) ° q;< 3(ny), ce qui résulte de ce que les deux membres sont égaux a q0*3(ns) d’apres
la condition de cocycle. Si 'on se place sous les hypothéses de b), I'isomorphisme 7 vérifie
lui-méme la condition de cocycle, et le raisonnement est le méme, en se plagant sur
Ay (m)(3) au lieu de A§’(m)(3).

Remarque. — Si %y est une Uy -algebre munie d’une action compatible de @;’"), et si 'on

pose By = f*By, By = f'*By, lisomorphisme f?f, : By = Py est un isomorphisme @&m)-
linéaire de Uy-algebres, puisque les n, sont des isomorphismes de @Q’(m)-algébres. Par
suite, r“ﬁ £ s’étend en un isomorphisme d’anneaux r? rE By ® @%m) By ® @&m).

Si 7 est un By, ® @g}”)-module, l’isomorphisme f?f, cfEF = £*F est alors semi-
linéaire par rapport a ‘L'? 2

2.1.6. L’énoncé qui précede permet alors d’étendre la construction du foncteur image
inverse pour les @g,m)-modules au cas d’'un morphisme non nécessairement relevable.

a) Supposons d’abord comme dans I'’énoncé précédent que S est muni d’un m-PD-
idéal quasi-cohérent (ag, by, ag), qu’on suppose m-PD-nilpotent. Soient S, — S le sous-
schéma fermé défini par ag, X un S-schémas lisse, de réduction X, Y un T-schéma lisse,
et £, : X, = Y un T-morphisme. Soit 7 un @;’”)-module a gauche. Tout point x € X possede
un voisinage U sur lequel il existe un prolongement f : U — Y de la restriction de f;, a
X,Nn U. Dapres 2.1.5, le @%’")-module a gauche f*7 ne dépend pas, a isomorphisme

@&m)-linéaire canonique pres, du choix fait pour f. Grace a la relation de transitivité pour
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les isomorphismes T/ 4, ON peut alors recoller les @&m)-modules définis localement par le
choix d’'un prolongement de f|,, et obtenir ainsi a partir de la donnée de 7 et de f, un
@%’”)-module a gauche canonique. Avec un abus de notation évident, nous le noterons
f(;k 7 ; lorsque f|, se prolonge en f, on a donc par construction une identification canonique
f(;k F =~ f*F.

En particulier, supposons donné un m-PD-idéal quasi-cohérent (a,, by, o), tel que
S — T soit un m-PD-morphisme. Soient 7\,  T' le sous-schéma fermé défini par a, Y, la
réduction de Y sur T, et f, : X, = Y, un T,-morphisme. La construction précédente
s’applique au morphisme (encore noté f;) X, — Y défini par f,. Si Z est un U-schéma
lisse, et si g, : Y, = Z est un S,-morphisme, on dispose encore pour tout @(Zm)-module a

gauche ¢ d’'un isomorphisme canonique @&m)-linéaire
* * @ ~ * @
fo(80%9) = (8o fy)" 9.

Cette construction s’applique en particulier au @g}")-module a gauche @&m). Comme
Paction a droite de @gfm) est @;m)-linéaire a gauche, elle est compatible aux isomorphismes
de recollement, si bien que f(;k@gn) est encore de maniére naturelle un (,@;{m), fo 1@§,m))-

bimodule. On conservera la notation
(m) _ *@(m)
‘@X —-Y fO' Y »

et, pour tout @gfm)-module a gauche 7, on a encore un isomorphisme canonique de @&m)-
modules a gauche

(m) -1z ~
‘@XZY@)J‘JIQ/%;"” JfoF = fo7.

Si By est une ()y-algébre munie d’une action compatible de @;’"), il résulte de la
remarque de 2.1.5 que By = f(;k?/?y est une (y-algebre, munie d’'une action compatible de
@&m). Le faisceau d’opérateurs différentiels @}m) =By By @&m) est donc bien défini, et, si

‘X
I'on étend la construction précédente en posant

7(m)  _ pkiEp(m)
‘@X—>Y - fO@Y ’

~§(m_)>Y est de maniére naturelle un (@}m), fo 1@§m))-bimodule.

b) Si on ne suppose plus ag m-PD-nilpotent, mais qu’on suppose par contre p locale-
ment nilpotent sur T, la construction précédente garde un sens pour # lorsque 7 est
quasi-nilpotent, et permet de construire le foncteur f(;k sur la sous-catégorie pleine des
@g,m)-modules quasi-nilpotents. On prendra garde néanmoins que @g,m) lui-méme n’est
pas un @gfm)-module quasi-nilpotent, de sorte que la construction du bimodule @&m_))y n’a
de sens que si ag est m-PD-nilpotent, ou si 'on se donne un relévement f : X — Y de f;
dans ce cas, elle dépend en général de ce relevement.

En considérant le cas ou S =T, et ou X et Y sont deux relevements de X, sur S, on
déduit formellement de ces constructions le corollaire suivant, qui précise les conditions

sous lesquelles la catégorie des @%’")-modules a gauche ne dépend que de X;:
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2.1.7. COROLLAIRE. — Soient (ag, by, ag) c Uy un m-PD-idéal quasi-cohérent, S, le sous-
schéma fermé de S défini par a, X, la réduction de X sur S.

(i) Si ag est m-PD-nilpotent, la catégorie des @&m)-modules a gauche ne dépend, a
équivalence canonique pres, que de (X, S, ag, bg, ag), et est fonctorielle par rapport a ces
données.

(i) Sans hypotheéses de nilpotence sur ag, les conclusions de (i) restent valables si p
est localement nilpotent sur S, et si Uon se limite a la sous-catégorie pleine des @%’")-

modules a gauche quasi-nilpotents.

2.2. Elévation du niveau par Frobenius

Nous étudions maintenant plus spécifiquement le foncteur image inverse associé a
un S-morphisme F : X — X' dans le cas ot F' est un relevement de la puissance s-iéme du
morphisme de Frobenius relatif. Nous montrons qu’il existe alors sur I'image inverse
d’un 9{Y-module a gauche une action naturelle du faisceau d’opérateurs différentiels
@&m +5) induisant par restriction des scalaires I'action de @%m) construite en 2.1.1.

Pour mettre en évidence ses propriétés de fonctorialité, nous serons en fait amenés a
construire cette action dans une situation plus générale, ou F est un reléevement d’un

morphisme de schémas se factorisant par une puissance du Frobenius relatif.

2.2.1. Soient m > 0 un entier, S, T deux schémas munis de m-PD-idéaux quasi-cohérents
(ag, by, ag) et (ap, by, ap), S - T un m-PD-morphisme. On suppose vérifiées les
conditions suivantes (qui impliquent les conditions analogues sur S) :

(i) p est nilpotent sur T';

(i) peap.

On note bg le sous-PD-idéal by + p(Ug  ag, muni des puissances divisées g prolon-
geant ag et les puissances divisées canoniques de (p) ; on définit de méme le sous-PD-
idéal b, c a.

Soit S, le sous-schéma fermé de S défini par ag, qui est donc de caractéristique p; si
X est un S-schéma, on note X, sa réduction sur S,. Pour tout s > 0, on désigne par X(gs) le
Sy-schéma déduit de X, par le s-ieme itéré du Frobenius absolu de S, de sorte que le

s-ieme itéré du Frobenius absolu de X, définit un diagramme commutatif

FS
X,/5,

XO X(SS) XO

\ l Fs
SO
Sy —> S,

dans lequel le carré est cartésien. Si Y, est un T;-schéma, on définit de facon analogue le
T,-schéma Yés) et le T-morphisme F 38’0 T, Y,— Yés) .
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Dans ce qui suit, on suppose donnés :
a) Un S -schéma lisse X,, un T-schéma lisse Y ,, de dimension relative d sur T, et
un T\;-morphisme f,: X, = Y,;
b) Un S-schéma lisse X relevant X,,;
¢) Un entier s > 0, et un T-schéma lisse Y’ relevant Yés) ;
d) Un T-morphisme F' : X — Y’ relevant le T-morphisme F;O/TO o fo= fés) ° F‘?(O/SO,
ou fés) :X(()s) — Yés) est déduit de f,, par fonctorialité.

Soit v > 1 un entier. Nous noterons X" *1 = X'$ Ly v+l Y/’TV“, F . XVl 5y vil e
morphisme induit par F, .S, (resp. .4,) I'idéal de la diagonale dans X v+l (resp. YV, et
(Px (mis)(V)s .7v, .?V) (resp. (Py+ () (V), i@, .Z’,)) Ienveloppe a puissances divisées partiel-
les de niveau m + s (resp. m) de . (resp. .)). Pour v = 1, nous omettrons en général de
préciser v dans les notations.

2.2.2. PROPOSITION. — (i) Sous les hypothéses précédentes, ’homomorphisme F;‘< induit

un unique PD-morphisme

. -1

envoyant Fv_17; dans *7\/ + bsiv.

(ii) Pour toutn>0,o0na

#(p-1g1nle, 74} s
OT(F I ) I s,

Rappelons que, d’apres [5, 1.5.3], les puissances divisées de .?v sont automatique-
ment compatibles avec celles de bg. En particulier, on dispose ainsi d'une PD-structure

canonique sur l'idéal . + bg.9 , ce qui donne un sens a I'assertion (i).

L’énoncé est local sur X, de sorte qu’on peut supposer que X et Y’ sont affines, et qu'’il
existe des coordonnées locales t_l, e, t_d sur Y. Soient ¢;,...,t; des sections de (y, relevant
les sections 1 ® t_l de OY(gs)' Les sections t;,...,t; sont alors des coordonnées locales sur Y.
Soient d’autre part x,,...,x; des sections de Uy relevant les sections f; (t_i) de OXO. Posons

Puisque F est un relevement de F;}O /T, ° S, 1l existe des sections a, € ag(y telles que
F*t) = P +a, i=1,...,d.
On en déduit les relations
Fi(t) =1lexP —xP ol+1loa,—ael

(x;1+ &) —xP ol+lea,—a;ol

-1
ey ()t r1ea,-q01.
k=1
Comme p e ag et &; €.9, et que d’autre part a; € agUy, on voit que Fl*(ri’) est de la forme
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(2.2.2.1) Fi(t) = &P+ ¢,

avec {; € ag.. On obtient alors

m+s
p

FiP") = " 4¢P 1 pn,,

avec ), € aS]pm, puisque &; € . et {; € ag.y. Comme pag c bg, puisque by définit une m-PD-
structure sur ag, on voit que pn; € bS.Ypm. D’autre part, on a aussi C{’m € bS]pm, car {; e ag.y

et afgp "4 pag c bg. On obtient donc finalement une relation de la forme

m+s

(2.2.2.2) Fi(/P") = & 1o,

1

avec o, € bg. 97",
. . ’ . . 9 . . ’ 1 ’ s 12 ’
Pour j = 0,...,v, soit g; la projection d’indice j de Y''"* sur Y'. L’idéal 4| est
engendré par les sections

T = q}*(ti’)—qj’.fl(ti’) =1le...0letele..el, i=1,...,d, j=1,..,v

Le calcul précédent montre que I’homomorphisme composé FV_1 Oyvit = Oxvir —
PX (m+s (V) envoie les sections r;‘}m dans le PD-idéal .5 + bsfv. Comme #y. (., (v) est par
construction I'enveloppe a puissances divisées usuelle de I'idéal engendré par les 7, IJ’-m (6,
1.4.1], il existe un unique PD-morphisme @} : Fv_l.@y,,(m)(v) - Px (v) factorisant

Fr

(m+s)

D’apres [5, 1.5.3] et la remarque de A.5, 1'idéal .?;{”}Wz) est engendré en tant que Oy -
module par les sections II; j Tlf,{j”i-f'}w, avec X n; ; = n. Pour prouver (ii), il suffit donc de
montrer que, pour tout n, <I>*(ri’{n}<m)) e .9 Mo, Posons n=p™"q+ r, avec 0 < r < p™. Par
définition, 7; ) = ri”(ri’pm)[q]. Les relations (2.2.2.1) et (2.2.2.2) donnent donc

(I)*(‘L'l.’{n}(m)) = (I)*(Ti’r)(I)*(Tl{pm)[q] _ (éfgs_'_ci)r(éf,ms lql

_ (5fus+gi)r E (éf)m+s)[q’]0i[qll].

q+q9"=q

+0;)

Comme &; € .5 et {; € ag.d, le terme (éj{’s + {;)" est dans I" < Mo, D’autre part, le terme
(éf)mﬁ)[q’] = éji{pmsql}(ms) est dans .J'7" " mis) = J1P"C s, Enfin, puisque o; € bg 97", le

terme Gi[q”] appartient a bgq"].? P"a" = gir"a Ym0, L’assertion (ii) en résulte.

Nous noterons @, : Ay (., (V) = Ay, (v) (resp. @ 1 Ay (. — Ay () le mor-
phisme défini par @} (resp. ®*), ainsi que les morphismes induits par passage aux

voisinages infinitésimaux.

2.2.3. PROPOSITION. — On suppose vérifiées les hypotheses de 2.2.1.
(i) Pour tout 9"V-module & gauche F', F*F' est muni fonctoriellement d’une
Y
structure de @%’"“)-module a gauche induisant la structure de @%m)-module définie en
2.1.1.
(i) Si 7’ estun @g,"?)-module a gauche quasi-nilpotent, F *F' est un @%’"“)-module a

gauche quasi-nilpotent.
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(iii) Soient (U, ay;, by, ayy) un troisiéme schéma muni d’un m-PD-idéal quasi-cohérent
vérifiant les hypotheses de 2.2.1, U, le sous-schéma fermé de U définie par ag;, Z, un U
schéma lisse, T — U un m-PD-morphisme, g, :Y, — Z, un U,-morphisme, s’ un entier, Z"
un U-schéma lisse relevant Z(()SJ“S/), etG:Y' — Z" un U-morphisme relevant Fé/(s)/U ° g(()s)

, , 0 0
= g(()5+3) o FlsféS)/To' Alors, pour tout 9JV-module & gauche G", Uisomorphisme de

transitivité F*cG*6" ~ (G o F)*G" est @%’"”J’s )_linéaire.

Le morphisme @ construit en 2.2.2 fournit un diagramme commutatif

ASL(,(m+s) > AX,(m+S) ﬁ X

°| L
Ay = By — Y

L’'image inverse par ® de la m-PD-stratification (¢/) de 7' munit donc F*7' d’une
(m +s)-PD-stratification, donc d’une structure de @&m”)-module a gauche. Si l'on
suppose de plus que 7’ est un @;W)-module a gauche quasi-nilpotent, (¢,) est induite par
un isomorphisme ¢’ sur AY,, (m)- La (m + s)-PD-stratification de F *F' est alors induite par

Iimage inverse de &' sur Ay de sorte que F*7' est un @&m”)-module quasi-

(m+s)?
nilpotent.
L’assertion (iii) résulte de ce que, si ®* et ¥ * sont les factorisations relatives a F et G,

alors, par unicité, ®* o ¥* est la factorisation relative 8 F* o G* = (G o F)™.

Remarque. — 11 est clair que, si la structure de @g,’f”-module de 7' est induite par une
structure de @g}’?/)-module pour un entier m’ > m, la structure de @&m”)-module de F*7'
est induite par la structure correspondante de Q)&m/”)-module.

Lorsque S est de caractéristique p, et que F' est simplement la puissance s-ieme Fy, ¢
du morphisme de Frobenius relatif de X, il est facile d’expliciter la structure de
9 *9)-module de F*7 '

2.2.4. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.2.1, supposons de plus que S = T,
X =Y, queag=0et que F = F§ 5. Soient X' = X(s), et soient tq,...,t; des coordonnées
locales sur X, t{,...,t; les coordonnées correspondantes sur X', 1, =10t — ¢t ®1, 7/ =
let -t/ ol Q@(ms) et Q’@m) les opérateurs différentiels correspondants. Alors :

(i) L’homomorphisme ®* : Py, om —Ix défini en 2.2.2 vérifie

(m+s)
(2241) (I)*(Il {]—e}(m)) = I{psk}(m+s)
pour tout k € IN?. En particulier, on a alors pour tout n et tout v >0

(2.2.4.2) (M) JIP M s,

(i) Si &' est un ,@)((”?)-module a gauche, la structure de @&m”)-module a gauche de
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F*&’ est caractérisée par les relations

(2.2.4.3) 0B min(1ee’) =

1 ®QI<E/PS>(m)e' sip®| k,
{0 sinon.

Comme S = S est de caractéristique p, et que F' est le morphisme de Frobenius
relatif de X, on a F *(¢) = tf’s, et Fl*(ri’) = T{’s. Si, pour tout i, on pose k;, = p™'q; + r;, avec

0<r;<p™, on a alors

@* 7/ hilom) = @*(z/mi(g/P")lal) = P (PGl = P kb,

d’ou l'assertion (i).

Si (g,) est la m-PD-stratification de &, et (¢,) celle de F *&’, on a pour toute section e’

de &’

8;1(1 ® el) = EQ’(E)(m)e’ ® I’{k}(m),
k

et,en posante=10oe¢e’,

_ B s (B (s
g,(1ee) = Y dPmves Elmno,
k

Comme 1 8 e =®*(1 ® e'), et que g, = CI)*(SI;) par construction, on voit que la formule
(2.2.4.1) entraine la formule (2.2.4.3).

2.2.5. PROPOSITION. — Soient F,F' : X — Y’ deux morphismes vérifiant les hypotheses
de 2.2.1. Supposons de plus que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

a) L’idéal ag est m-PD-nilpotent;

b) F'estun @(Y"f)-module a gauche quasi-nilpotent.
Alors l'isomorphisme tp, p. F'*F' =5 F*F' défini en 2.1.5 est @&m”)-linéaire.

Comme en 2.1.5, on va vérifier que 75 5 est horizontal. Reprenons les notations de
2.21 et 2.2.2, et soit h = (F x F, F' x F') : X> - Y’* Montrons au préalable que
I’homomorphisme composé

1, h* ‘
h 0Y14 e OX2 e p})X’(m_’_s)(l)
se factorise par un unique PD-morphisme encore noté A™ : h_lg’yl m3) = Px (nrs (1),
envoyant .f; dans.f + bg?y (. (1). C’est une assertion locale sur X, ce qui permet de se
placer a nouveau dans les conditions de la démonstration de 2.2.2. On pose donc

E S XYY S
avec a;, b, € agUx. Reprenant le calcul fait en 2.2.2, on voit d’abord que

(FxF)*(t) = &P + ¢/,
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s m . .
avec {; € agUx2. Comme a(Sp )y pag C bg, on voit ensuite que

m+s

(FxF)*(¢/P") = &I + o},

avec o; € bgUys. L’idéal Z’; est engendré par les sections 7;,, 7;,, 7,4, de sorte que

.@Y,,(m)(?)) est la PD-enveloppe (compatible aux puissances divisées de (p)) de l'idéal

engendré par les sections /2, /2, ©/%. Or on a h*(z/,) = A*(1/,) = 0, tandis que
L L72 L73 l,]. l,3 q

h*(rlff’zm) = éf’ms + o/, section dont l'image dans .@X, ) appartient au PD-idéal g+

(m+s
bS.@X, (m+s)(1). La factorisation annoncée en résulte.
Supposons d’abord que 7’ soit un @g,”?)-module a gauche quasi-nilpotent. Sa m-PD-

stratification (e,) est alors induite par un isomorphisme

’

S . @Y/,(m) ®(/Y’ .

! ~

—= 7R Py ()

vérifiant la condition de cocycle, et 75 ;. est 'image inverse de ¢’ par le morphisme X —
Ay () factorisant F' x F'. Pour vérifier que 1 5. est horizontal, il faut prouver la commu-

tativité du carré analogue a (2.1.5.1) sur les Ay et cela résulte comme en 2.1.5 de la

(m+s)’
condition de cocycle pour &', grace 'homomorphisme

(2.2.5.1) Py im)B) — L% (mesy (D) — P& (nie (D)

défini par A*.

Supposons maintenant que ag soit m-PD-nilpotent. Par 'argument de 2.1.5, I’hori-
zontalité de Tp résultera encore de la condition de cocycle pour les ¢, si 'on montre que,
pour n’ assez grand, ’homomorphisme (2.2.5.1) se factorise par .@{}:’(m)(S). Il suffit pour
cela de montrer que, pour n fixé, (F x F')*(z/!"m) € §™m+s pour n’ assez grand. Soit
n'=p™q’ + r’ un entier, avec 0 < r < p™. En notant encore (F x F')* ’'homomorphisme
induit entre les enveloppes a puissances divisées, la relation (F x F')*(z/) = éjf’s + ¢/, ou
¢/ € agUys, entraine alors

(F x F')*(z} "ow)

(P + )T (P + ¢pP™lad
= (EP 4+ O)TEP" P 4 py)la]]
avec 1, € agUx2. On en déduit :

(FxF)H*(rj o) = &P +¢pm Y @p"™lalgpmlalpnylas)

q1+95+95=9"

S ’ ! m+S ' ’ m' ’ ’ ’
P+ ¢)r E g M s ¢ 1P 00 plasl gy 2,
a1 +q5+95=q’
Comme p est nilpotent sur S, a est un nilidéal, et n/% = 0 si g, est assez grand. D’autre
S i ds i g )
part, Px (., est plat sur S, de sorte que, d’aprées A.5 (i’i), ¢ P Bl € aép 9%l Oyeo.
L’hypothése de PD-nilpotence sur ag entraine donc que ¢/ P m) = 0 si q, est assez grand.

L’assertion en résulte.

2.2.6. COROLLAIRE. — Soient s un entier, S — T un m-PD-morphisme de schémas
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munis de m-PD-idéaux quasi-cohérents vérifiant les hypotheses de 2.2.1, X, (resp. Y) un
S,-schéma (resp. T\-schéma) lisse, f, : X, — Y, un T-morphisme, X (resp. Y') un S-
schéma (resp. T-schéma) lisse relevant X, (resp. Y(()S)).

(i) Si ag est m-PD-nilpotent, le foncteur (FISKO/TO"fo)* = (fo(s)oF)s( /SO)* défini en 2.1.6
se factorise canoniquement en un foncteur de la catégorie des @g}’? -modules a gauche
dans celle des @%’”*s)-modules a gauche, suivi de la restriction des scalaires de @%m“’) a

(m)

@Xm .

(i) Sans hypothése de nilpotence sur ag, le foncteur (F;O/Toofo)* se factorise canoni-
quement en un foncteur de la catégorie des @g’?)-modules a gauche quasi-nilpotents
dans celle des @&m”)-modules a gauche quasi-nilpotents, suivi de la restriction des
scalaires de @Sfm”) a @%m).

(iii) Si, comme en 2.2.3, on suppose donnés un second m-PD-morphisme T — U, un
U,-morphisme g, : Y, — Z, ou Z, est lisse sur U, et un relevement lisse Z" de Zé“sl), et
st Uon suppose de plus remplie 'une des deux conditions suivantes :

a) Les m-PD-idéaux ag et ay sont m-PD-nilpotents,

b) On se restreint & la sous-catégorie des @(Z’ff)-modules quasi-nilpotents,

alors U'isomorphisme canonique de foncteurs sur la catégorie des @(Z”Z)-modules a gauche
s * s’ (8)yk ~ s+s’ *
(Fy jp,of0)” o Fzwy o8 ) —— Fz jy, o8 °fo)

(cf. 2.1.6) est @%m””/)-linéaire pour les structures induites respectivement en (i) et (ii).

Sous chacune des deux hypothéses considérées, le foncteur (F}s,0 /T,° fo)¥ est cons-
truit en recollant les foncteurs F'* définis localement par le choix d'un relévement F de
S N . . . (m_;’_s) . L . ) N
FYO/TOOfO grace aux isomorphismes Tp p- Comme ceux-ci sont 95" "% -linéaires d’apres
ce qui précede, ces foncteurs se recollent en un foncteur a valeurs dans la catégorie des

@%’”*S)-modules a gauche. La derniere assertion est alors conséquence de 2.2.3 (iii).

On remarquera qu’on peut en particulier appliquer l'assertion (iii) aux factorisa-
tions données F;O /T,° Jo= fés) oF)S(0 /Sy? de sorte que, dans chacun des deux cas, on dispose
d’isomorphismes canoniques de foncteurs a valeurs dans la catégorie des (@é(m*s)-modules
a gauche

(2.2.6.1) (Fy g, of) = f& o Fyhs = Fifs o f§OF.

En particulier, nous noterons encore F?Sf:; S, le foncteur de la catégorie des ¢ ‘;(",L)-modules a
gauche dans la catégorie des @&m”)-modules a gauche construit sous les hypotheses de (i)
ou de (ii).

2.2.7. Sous les hypothéses de 2.2.1, soit %y une (y,-algébre munie d’'une action compa-
tible de @g’?). Comme cette compatibilité est caractérisée par le fait que les isomorphismes
définissant la m-PD-stratification de %y, sont des isomorphismes d’algébres, et que la
(m +s)-PD-stratification de %y = F*?BY, s’en déduit par image inverse par les morphis-
mes P : AS‘(’

(m+s) = AV (m)» 1a structure de @&m”)-module obtenue sur By est alors compa-



40 P. BERTHELOT

tible & sa structure de (Jx-algébre. Pour la méme raison, si F et F' : X — Y’ sont deux
relevements de F;O/Soo Sfo, et si I'une des conditions a) ou b) de 2.1.5 est vérifiée,
I'isomorphisme Tp ' F'*?BX, = F*Q@X, est un isomorphisme de (/5 -algebres.

De la méme maniere, si 7' est un (% ® @g,"?))-module, alors F *7' est muni d’une
structure naturelle de (%5 ® ,@%’”*s))-module; siFetF':X — Y'vérifient les hypotheses
de 2.2.1, et si I'une des conditions a) ou b) de 2.2.5 est vérifiée, alors I'isomorphisme
Tp gt F'57 S5 FPF est (B ® G *9))-linéaire.

Lorsqu’on est sous les hypotheéses de 2.2.5, le corollaire 2.2.6 permet de définir
globalement une action canonique de ,@§(’”+s) sur I'image inverse (Fls,0 /8,° fo)*.%)y,. Cette
action étant compatible & sa structure de (y-algebre, on obtient encore un faisceau
d’anneaux %y ® QJ(””S) bien défini méme si on ne dispose pas d'un reléevement du
Frobenius sur X tout entier. De méme, on obtient un foncteur (FY /8, ° fO) de la catégorie
des (%5 ® g™y -modules (resp. quasi-nilpotents sous l’hypothese b)) dans la catégorie
des (%4 ® @(m“)) -modules (resp. quasi-nilpotents).

2.2.8. Exemples. — Nous donnons ici deux exemples importants de (/y-algébres pour
lesquelles I'élévation par F* du niveau de l'action des opérateurs différentiels apparait

naturellement.

(i) Soient Y < X, un sous-schéma fermé, et Py (., ,(f) lenveloppe a puissances
divisées de niveau m de I'idéal § de Y dans X, compatibles au m-PD-idéal (a, b, ) de .
Notons Y’ ¢ Xés) le sous-schéma fermé déduit de Y par changement de base, ' son idéal
dans X', Y"” c X, son image inverse par Ff(o/so, dont I'idéal dans X est I'idéal §7") + aUy
engendré par a et par les puissances p°-iémes des sections de . Comme F : X — X' est un
morphisme plat, ’'homomorphisme canonique F*.@X,,(m),a(]’) - @X’(m),a(](ps) +aly) =
Px (m).aS (P")) est un isomorphisme (la derniére égalité résultant de la compatiblité des
PD-structures a celle de a). Par construction, ¥y ., ,(f (P")) est I’enveloppe a puissances
divisées usuelle de lidéal (¥?”)P™ engendré par les puissances p™-iémes des sections
de 77", avec compatibilité aux puissances divisées de b, =b + pUg. Elle est donc égale a

+S)

< . « e, I 4 m A oy e
enveloppe & puissance divisées usuelle de I'idéal §? avec méme condition de compa-

tibilité. On obtient donc finalement un isomorphisme canonique de Uy-algebres
(2.2.8.1) F*?]’X,’(m),a(]’) —— PXx (mrs).aS)-

D’apres [5, 2.3.4 (ii)] (qu'on généralise aisément au cas ou I'on se fixe un m-PD-idéal
de compatibilité (a, b, &) dans (g), la Ux-algebre ?PX,(m)’a(j) est canoniquement munie
d’'une structure de @&m)-module. Gréace a 2.2.3, la source et le but de (2.2.8.1) sont donc
tous deux munis d’une structure de EZJ("”S) module. Il est alors facile de vérifier que cet
isomorphisme est @(m +5)_linéaire. En effet, la structure de @(m) module de OPX (m), o (J) est
définie par la m-PD-stratification quon obtient en montrant que, si (4, 9) est le m-PD-
idéal canonique de AX,(m), et B la PD-structure de I+ blg)X,(m)’ les homomorphismes
canoniques pi*?PX,(m),a(f) - ‘@A?(,(m),ﬁ(pi*j +.7) sont des isomorphismes. L’assertion est

donc conséquence de la commutativité des diagrammes
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(p)y _ —
?X,(m),a(] Py = ‘@X,(m+s),oc(j) _— @A§,(m+s),ﬁ(pi%] +.9)

Zxm,ad) L s, (P7I + 7

associés aux deux projections de Ay ., sur X, qui résulte de la fonctorialité des envelop-

pes a puissances divisées usuelles sous-jacentes a ces enveloppes a puissances divisées
partielles.

(i) Supposons que a soit m-PD-nilpotent, et soit Z c X, un diviseur. Notons Z’ c Xés)
I'image inverse de Z; comme son image inverse dans X est le diviseur p°Z, et que X est
fidelement plat sur Xés) , Z' est un diviseur de Xés). Soient f € Uy une section relevant une
équation locale f, de Z, f' € Uy un relevement de I'image inverse de f,, dans (9X(<)s>.
Rappelons que, pour tout entier r tel que p™*1 | r, on peut associer canoniquement a Z une
(x-algebre By(Z, r) munie d’une action compatible de @&m) [5, 4.2.3] : localement,
Bx(Z,r) =OxIT1/(f"T — p), et Iaction de @&m) est définie par une m-PD-stratification
dont on trouvera la construction dans [5, 4.2.1]; on montre ensuite que les algebres ainsi
obtenues peuvent étre recollées. Il résulte de cette construction que les algebres %4 (Z, r)
vérifient les deux propriétés suivantes :

a) Sia est un entier, By(aZ, r) = Bx(Z, ar) en tant que (/x-algébres munies d’une
action de @%’”) ;

b) Si T — S est un m-PD-morphisme, Y un 7T-schéma lisse, © : Y — X un S-
morphisme tel que Z;, =Y, Xx, Z soit un diviseur de Y|, alors u *(.%X(Z, r)) = $y(Zy, r)
en tant que ()y-algeébres munies d’'une action de @g,’”).

Appliquées a F : X — X' et au diviseur Z’' ¢ X(()S), ces propriétés fournissent des iso-

morphismes @%’”)-linéaires
(2.2.8.2) F*$B4(Z',r) == By(p*Z,r) = By(Z, p°r).

La proposition 2.2.3 fournit sur F *8.(Z’, r) une structure de @&m“)-module, et d’autre
part By (Z, p°r) possede également une structure de @;}”*s)-module puisque p™+5 1| por.
Il y a alors lieu de vérifier la linéarité de cet isomorphisme par rapport a @§m+s) :

2.2.9. PROPOSITION. — L’isomorphisme (2.2.8.2) est @&m“)-linéaire.

Pour le vérifier, on montre qu’il commute aux (m+s)-PD-stratifications des deux
membres. C’est une propriété locale, ce qui permet d’expliciter ces algébres sous la forme
Bx/Z', r) = Ox TV (f'"T" — p), Bx(Z, p°r) = (‘]X[T]/(fpsrT — p). On a d’autre part
F*(f)=fP + h, avech e aUy. L’isomorphisme (2.2.8.2) est alors celui qui relie les deux
constructions de %y (p°Z, r) fournies par les deux relevements fP et F*(f') d’une

équation locale de p®*Z dans X. D’apres [5, 4.2.2 et 4.2.3], c’est 'isomorphisme
e, » Ox[T'1/(F*(f)'T —p) —— (QX[T]/(fpSrT—p)

tel que
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ey(T) = T(1+ To™ (f7, F*(f M7,
ot (¢, t,) € Z Lt 1<ty = t1)(,, est le polyndme & puissances divisées défini par la
relation
tg — t{ = p(pim)(tl, tg)-

D’autre part, si I'on note T, T, les images inverses de T par les deux projections
AS”(,(MS) — X, f1, fo celles de f, la (m+s)-PD-stratification (¢,) de Bx(Z, p°r) est donnée

par

gr(zm+8)(T2) — T1(1+T1(P;,rsn,«+8)(f1’f2))_l>

tandis que celle de F *B,.(Z’, r) est I'image inverse par @ : A;‘(’ ) = A;l(,’ (m) de la m-PD-

(m+s
stratification donnée de méme par

e (T = T+ Ty o™ (f], £
Vérifier que ¢, est horizontal revient alors & montrer dans 5]);( (m+s) 1@ relation
o (f 1 o) + M (Y, (FxEY () = oM™ (S, (FxFY*(f1) + @ (o™ (f1, f3))-

Pour prouver celle-ci, on utilise la remarque évidente suivante : si (I, J, y) est un
(m+s)-PD-idéal d’un anneau A, et si I'? < I est I'idéal engendré par les puissances
p’-iemes des éléments de I, alors (J, y) munit I'idéal I (r") 4 J d’une m-PD-structure. Pour
tout couple (a;, a,) d’éléments de A tels que a; = a, mod I, on peut donc évaluer
o™ (a? | al "). On a alors D'égalité

o ay, ap) = o™}, af).

En effet, il suffit de la vérifier dans le cas universel ou A = Z(p)[tl](t2 — ) (mys) €6 Q; = ;.
Comme A est alors sans p-torsion, il suffit méme de la vérifier dans AQ, et on a alors

1 S S 1 S S S S
o (1, 1y) = ST =) = S — () = o™, 1),

D’autre part, si .f est le (m+s)-PD-idéal canonique de .?ﬁ,(m +s)s €t 9 son PD-idéal, la
section (F x F)*(fy — f1) appartient a I'idéal . () 4 a2, et le PD-idéal .9 + b%" munit ce

dernier d’'une m-PD-structure. La relation a vérifier peut ainsi s’écrire
o (P, FE) + o (FE (FXF)¥(fy) =
o™ (FP, (FXEY(F)) + o™ (FxFY*(f}), (FxF)*(f3)),

et elle résulte de [5, (4.2.1.3)].

2.3. Descente par Frobenius

Nous revenons maintenant au cas particulier ot F est un relevement de la puis-
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sance s-ieme du morphisme de Frobenius relatif, et nous établissons ici le résultat central
de cet article, montrant que le foncteur image inverse par Frobenius F'* construit en 2.2.3

est alors une équivalence de catégories.

2.3.1. Reprenant les notations de 2.2.1, on suppose donc donnés deux entiers m, s > 0, un
schéma S muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, o), un S-schéma lisse X de réduc-
tion X, sur S, = V(a), et on suppose toujours vérifiées les conditions suivantes :

(i) p est nilpotent sur S;

(i) pea.
On note b, I'idéal b + p(g, muni des puissances divisées prolongeant « et les puissances
divisées canoniques de p(g .

Soient X’ un S-schéma lisse relevant Xés), et F : X - X' un S-morphisme relevant le
morphisme de Frobenius relatif F‘,S(0 /S, (X, > Xés). Il résulte du critére de platitude par
fibres [EGA IV, (11.3.10)] que F' est un morphisme plat. D’autre part, a est un nilidéal
puisqu’il est muni d’une m-PD-structure, et que p est nilpotent sur S. Par réduction au
cas ou S est neethérien, donc a nilpotent, il en résulte que F est un morphisme fini, et que
OUx est un Uy ,-module de présentation finie. Par conséquent, (5 est une (y -algebre
localement libre, de rang p%° si X est de dimension relative d sur S.

On suppose donnée de plus une (y. -algébre %y munie d’'une action a gauche de
g\™ | compatible a sa structure d’algebre. On pose By = F By, et on munit By de action
de @g’”s) définie plus haut, qui est alors compatible a sa structure de (/x-algebre. Comme
précédemment, on note IV = By S (728 @&’“S) = By ] @&m”) les faisceaux

X X

d’anneaux correspondants.

Donnons d’abord quelques lemmes.

2.3.2. LEMME. — Soit v > 0 un entier. Le carré commutatif
5 +1
AX,(m+s)(v) X"

‘| B

(2321) AX',(m)(v) - s X v+1

est cartésien.

D’apres [5, 1.5.3], les PD-enveloppes ?P(m)(JQ et L (nyis
ment la condition de compatibilité a la m-PD-structure « de a. Comme F, est un

,(4,) vérifient automatique-

morphisme plat, ’homomorphisme canonique

Uxvi1 B0 L im),ady) = Py, oIy Oxvid)

(/“er+1 (m),a

est un isomorphisme. Or, par construction (cf. [5, 1.4.1]), ¥ (J), OUxv+1) est Penveloppe

(m),a
a puissances divisées usuelle de l'idéal .9 = QV\',(pm)UXVH + by Uxvi1, avec compatibilité

aux puissances divisées de b;. Pour 1 < j < v, on note q; : X'*1 5 X? la projection sur les
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facteurs d’indices j — 1 et j. Soient ¢;,...,¢; des coordonnées locales sur un ouvert de X, de
réduction t_L dans OXO, t1,...,t, des coordonnées locales sur X' relevant les 1 ® t_l € OXés), et
posons 7;=1®t;—t;®1,7,= 1®t/—t;® 1. En reprenant les calculs de la démonstration de
2.2.2, on déduit de (2.2.2.2) que

” * gk _rp™ @
~yv = (qJ Fl (Tip ))ISiSd+b10XV+1
1<j<y

m+s

= (qj*(Tf +Gi))13iﬁd+b10XV+l’

1<j<y
avec o, € b; Ux»; on obtient donc

m+s

g, = (q;k(ff) Nicicq +b10xvir.

1<j<y
Par conséquent, I'enveloppe a puissances divisées compatibles a celles de b, de .9 n’est

autre que ¥ (4,), d'ou le lemme.

(m+s),a

2.3.3. LEMME. — Soient v> 0 un entier, X(v) = X Xy ... Xy X le produit fibré de v + 1
copies de X au-dessus de X', X' Uidéal de 'immersion diagonale de X dans X(v). Alors
lidéal blOX(v) N X, est un sous-PD-idéal de bl(‘]X(v), et munit A, d'une (m + s)-PD-

structure canonique, compatible a o et PD-nilpotente.

Pour tout v, X(v) est plat sur S, de sorte que les puissances divisées de b, s’étendent a
X(v). Observons alors que la platitude sur Ug de Uy = Uy, /X, entraine que blOX(v) NnX,
= b, A, qui est un sous-PD-idéal de b, Ux,,,. Il est clair que pX', = b;Ux,) N A ,. Pour
vérifier que A’ \Epm ) b10X(v) N X, et que la (m+s)-PD-structure obtenue est PD-nilpo-
tente, on peut supposer que X est un schéma affine sur lequel on dispose de coordonnées

locales. Avec les notations de 2.3.2, la relation (2.2.2.2) entraine que, dans OX(l) ,ona

pm+s _
T = —o0j,

avec 0; € b.)‘(fm c by Ux(y) N K. Par conséquent, b, Uy, N X, munit A, d’'une (m+s)-PD-
structure, compatible & o par construction. D’autre part b; est un nilidéal de (g, puisque
c’est un PD-idéal dans un schéma sur lequel p est nilpotent. Les images des 7; dans Uy,

sont donc nilpotentes, et A} est un idéal nilpotent. Puisque *L'lpms ebx {’m, il en résulte par
{k}

additivité et homogénéité que 7;” = 0 pour k assez grand. Avec les notations de A.2, il
s’ensuit de méme que l'idéal X', , est nul si n est assez grand. Comme p est nilpotent sur

S, X, est (m+5s)-PD-nilpotent d’apres A.6.

2.3.4. LEMME. — Soit ® :FV_IPPX/,(m)(v) - g)X,(m+s)(v) la factorisation naturelle de F*
construite en 2.2.2. Pour tout n > 0, il existe un entier n’ > n (ne dépendant pour S fixé que

de n, m, s, v et de la dimension relative d de X sur S) tel que

711} s #( grind o,
I me < @UCI )Py 4 (V).
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L’assertion étant locale, on peut supposer qu’il existe des coordonnées locales sur X,

et reprendre les notations de 2.3.2. Fixons d’abord un entier n’ arbitraire, et posons n’ =

p" g +r',avec 0 < r' < p™*5. La relation (2.2.2.2) donne alors

(n} _ ' m+s\[q'] _ ! k¢ _rp™ [q']
Tin (m+s) = Tir (Tip = Tir (Fl (Tip )_Gi) 1

(2.34.1) Tir, E (p*((rlfp’")[q’—q"])(_Gi)[q”]’

q"<q’
avec 0; € by P" Comme p est nilpotent, I'idéal de type fini .¥ engendre un idéal nilpotent
(m+s)- S0it N tel que ijm.@X = 0. Puisque Gi[q”] e bla'lga’r

obtient donc Gi[q”] =0 pour q” > N.

"4

“ X, (m+s)? on

dans g’X, (m4s)

Pour n donné, avec n = p™q+r,0 < r < p™, posons alors n’ = dvp™"*(q + N). Si une
section Hij Ti"Jz‘/yj}<m> appartient a .7 m+o, il existe i, j tels que ni’j > p"*%(q + N). En
, on a donc qi’j > q + N, et les seuls termes

r o m+S 1 ’ ’ m+s
posant n,;=p g j+r;;,avec 0< rii<p

non nuls du second membre de I’égalité (2.3.4.1) pour 7 (m+s) sont tels que gq; i q" >

i =
N

g + 1. Comme les (7;7")49,;=9"1 = ¢/%P"(@%;=¢"}m appartiennent alors a .9''"m, on en
déduit l'inclusion voulue.

2.3.5. LEMME. — Soient n > 0 un entier, A = Ay
A" x A
(i) La (m+s)-PD-structure de lidéal J passe au quotient, et munit lidéal de I'im-

’r_ mm __ A n _
(masy B = Bx onys A" =Dy (g, €8 A" =

mersion X —— A" d’une (m+s)-PD-structure PD-nilpotente, compatible a o.

(i) L’idéal § de 'immersion diagonale X —— A x,. A (resp. l'idéal §, de I'immersion
X «—— A" x,n A") est muni naturellement d’une (m+s)-PD-structure (resp. d’une
(m+s)-PD-structure PD-nilpotente) compatible & o, telle que les deux projections

Ax,y A— Aresp. A" X, A" — A") soient des (m+s)-PD-morphismes.

Pour prouver la premiere assertion, il faut montrer que, si J est le sous-PD-idéal
canonique de .5, gn (i’{””}?]’X (m+s)) €st un sous-PD-idéal de 4. Comme .9 est un sous-
PD-idéal de .J + bl'@X,(mtg) , il suffit de montrer que 7 + bl’OPX,(m+s)) N (j/{n+1}?’X’
est un sous-PD-idéal de .J + b, 7y

(m+s))
(m+s)- C'est une assertion locale sur X, de sorte qu’on
peut supposer qu'on dispose de coordonnées locales ¢,,...,t;. Par construction (cf. [5,
~ 1 51 [k]
1.4.1)), 9 + bl'OPX,(ers) est I'idéal de 75 ., en; )
pouri=1,...,d, et k> 1. Dapres (2.2.2.2), 77 = (FxF)*(t/?") — 0,, avec 0; € bUxs. Or
®* est un PD-morphisme de Px (m)» I+ b7 ,’(mnzzsdans (Px mesyr I+ bl*OPX,(ers))-
Par additivité, il en résulte que, pour tout £ > 1, (7 YRl = O* (/P )% mod b, 7

donc que S € .I'Px (.o + b1 Px

s engendré par b, et par les sections (T{’m

(m+s)?

(m+s)- Comme ®* est un PD-morphisme, on voit donc que

(2.3.5.1) T+5. Py mes) = T +b Py )Py

(m+s (m+s)-

Comme, d’apres 2.3.2, Py s) est plat sur 5. (), on en déduit que

(m+

T+ b, Px (yg) NI WPy ) = (T 40Py ) 0 Iy
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Or, d’apres A.1 (iii), 9 + b,7 o)) N 9141} oot un sous-PD-idéal de .’ + b,7 )
d’ou la premiere partie de 'assertion (i). La (m +s)-PD-structure quotient ainsi obtenue
est alors PD-nilpotente griace a 2.3.4 et A.6 (ii). Elle est compatible a « par construction,
compte tenu de ce que, grace a la platitude de X sur S, b;0,, N i(’]An = bl(i(?An), et est
donc un sous-PD-idéal de .9 0 An

Montrons maintenant l'assertion (ii) pour I'immersion X —— A x,, A. Si X’ =
Ker(Uy, ,—0U,),0onaf = .?OAXA + X". On dispose alors des PD-structures suivantes :

a) Sur X’, 'idéal b, 0, , N X" définit une (m+s)-PD-structure PD-nilpotente. En
effet, A est plat sur S d’apres [5, 1.5.3 (iii)], et il en est de méme de A x,. A grace a 2.3.2.
Par suite, b; U, , N X" =b A", et b0, , N A" est donc un sous-PD-idéal de b, 0, ,. Le
fait que HPT) = b, Upao N A" se voit comme dans la démonstration de 2.3.3: si on se
place sur un ouvert ou l'on dispose de coordonnées locales, le lemme 2.3.2 entraine que O,
est libre sur (J,, avec pour base les monoémes par rapport aux sections ¢, ® 1 et 1 ® ¢,, de
degré < p® en chacune des 2d variables; par suite, les images des sections T; de Ux4

définies en posant
o= lelDetel)-((ele(lel), 17,;,=1ele(let)-(1et)e(lel);

engendrent A”'; dans Uy4, on a encore une relation de la forme

Tf?” = F;‘(Tlfﬁm) —0;
avecj=0,1,eto; ;€ b(X")P", ot X" est I'idéal de 'immersion diagonale X2 —— X2 x X?;
on conclut alors comme en 2.3.3.

b) Sur.y OUpy a» On dispose de la (m +s)-PD-structure déduite par platitude de celle de
9. Comme, dans (/ A»> les puissances divisées de J sont compatibles a celles de by, il en est
de méme par platitude pour les PD-idéaux engendrés par J et b, dans O, . Par consé-
quent, l'idéal i = Q7(Q’AX A+ b0y AN A" est muni d'une PD-structure prolongeant ces
deux PD-structures, ce qui munit ¥ =.0 axa T A d’'une (m+s)-PD-structure, compatible
a a comme en (i).

La (m+s)-PD-structure ainsi construite utilise la décomposition § = . Opsn + X'
fournie par la projection de A x A sur le premier facteur A. Cette projection est alors un
(m +s)-PD-morphisme par construction. Pour s’assurer que la projection sur le second
facteur A est aussi un (m+s)-PD-morphisme, il suffit de vérifier que cette structure
coincide avec celle qu'on construit de la méme facon en utilisant la deuxiéme projection.
Or le PD-idéal f définissant cette (m+s)-PD-structure est muni de la PD-structure
induite par celle de ‘?OAXA + b0, A, et ce dernier est égal a f'OAXA + b0, dapres
(2.3.5.1), muni de la PD-structure définie par platitude par g+ bl.GPX,,(m). Il est donc
indépendant de la projection choisie. Il suffit alors de prouver que, en tant qu’idéal, § =
OAXA’7 + b0y o N A" Soient 7; ® 1 et 1 ® 7, les images inverses de 7; dans (), , par les

deux projections. On a alors

let, = 1,01+ (Ti,l_Ti,o)’
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m+s s
p

_ pm+s pm+s . pm+
1®ri = T ®1+ri,1 T o

mod pX";
m+s N . PN . P
comme 77 ;€ b.A" d’apres ce qui précéde, Passertion en résulte.

Pour en déduire l'assertion (ii) pour I'idéal §,, on procede comme dans la preuve de
(i). Il faut montrer que 'intersection du sous-PD-idéal canonique :7 de ¢ avec ' "+ AxA
est un sous-PD-idéal de f . On peut pour cela remplacer :7 par f + b0, A D’apres ce
qu’on a vu dans la preuve de (i), :Vv +b,0p 0= 9 + blg’X/’(m))(?AxA, et on est de nouveau
ramené par platitude au fait que 9+ bl.@])X,’(m)) N .9+ est un sous-PD-idéal de .J' +
blg’)ﬁ (m)- D’apres A.7 (ii), la (m+s)-PD-structure ainsi obtenue sur §, est PD-nilpotente,
puisque celles de X" et de .Y(,, le sont, compte tenu de (i). Sa compatibilité a o résulte
encore de sa construction et de 'argument de platitude utilisé en (i).

2.3.6. THEOREME. — Sous les hypothéses de 2.3.1, le foncteur F™ est une équivalence
entre la catégorie des @&@-modules a gauche (resp. quasi-cohérents) et celle des @}m*s)-

modules a gauche (resp. quasi-cohérents).

On observera qu’il n’est donc pas nécessaire de se limiter dans cet énoncé au cas des
modules quasi-cohérents.

L’énoncé étant local sur X, il suffit de le démontrer lorsque X est affine et muni de
coordonnées locales. Dans ce cas, Uy.1 est libre de rang fini sur Uy.,,1 pour tout v, et il en
est de méme des Uy, sur Uy pour chacun des homomorphismes correspondant a l'une
des projections.

11 est clair que le foncteur F'* est fidele. Prouvons qu’il est pleinement fideéle. Grace a
2.3.3, on observe d’abord que, si v € IN, le morphisme canonique X(v) —» X /VS+1 se factorise

par un morphisme X(v) — Ay ,(v) pour r assez grand, et cette factorisation commute

(m+s
aux morphismes de projection. En particulier, il existe un entier r et un diagramme

commutatif

Dans ce diagramme, le morphisme composé ® o u se factorise par 'immersion diagonale
X' —— AL, (m)- En effet, @ o u est défini par le PD-morphisme

P I = Py g 9P 40, Og) [T —— Oy

factorisant F' x F', morphisme qui s’annule sur les 7;, donc sur le PD-idéal engendré par
les Ti'pm, et par conséquent sur le m-PD-idéal canonique .9’ de ?PE(,,(m)(.Y "). Soient alors &’
un @%”?)-module a gauche, (g;) sa m-PD-stratification, § = F *¢' muni de la structure de
@%m *+5).module & gauche qu’on obtient grace a 2.2.3, (g,) la (m+s)-PD-stratification cor-

respondante. Comme ¢, = (I)*(e;), I'isomorphisme € = u*(er) :p{k((‘}) = po*(c?) déduit de
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g, s'identifie, via I'égalité & = F*&', alimage inverse par le morphisme X Xy X = X' de
I'identité de &', c’est a dire a la donnée de descente canonique de X a X’ dont est muni &
par construction.

Soient alors &', ¢’ deux P -modules a gauche, 6 = F*§', 9 = F*¢', ¢ : § — ¢ un
homomorphisme @&m +5) ]inéaire. Alors ¢ commute aux (m+s)-PD-stratifications ¢, et 7,
de & et ¢, et, en prenant I'image inverse par u, il s’ensuit que ¢ commute aux données de
descente canoniques de ¢ et ¢. Soient U c X un ouvert, A’ =T'(U, Ux.), B' =T'(U, By.), A =
I'U,0x),B=T(U, %), E'=T(U, &), E=T'(U,6,G =T'(U,%"),G=T(U,%). Alors A est
libre de rang fini sur A’, ’homomorphisme A ®,,. B’ — B est un isomorphisme, de méme
que les morphismes A ®,. E' - B ®p. E' — E (resp. G', G). Par descente fidelement plate,
il existe un unique homomorphisme B'-linéaire y;; : E' — G’ induisant I'(U, ¢) : E —» G
par extension des scalaires de B' & B. Lorsque U varie, les homomorphismes y;; sont
compatibles aux homomorphismes de restriction, de sorte qu’on obtient un morphisme de
faisceaux de By -modules y : &' — 4’ tel que F *(y) = o.

Pour vérifier que y est @%”,‘)-linéaire, il suffit de montrer que y commute aux m-PD-
stratifications (¢,) et (n,) de &’ et ¢'. Fixons n, et, comme en 2.3.5, posons A = AX,(m+s)’
A = Ax (my> A" = A}l(,,(m), et A" = A'" x,, A. Alors le morphisme @ : A" — A’" est fini et
libre d’apres 2.3.2, de sorte qu’il suffit de montrer cette commutation aprés image inverse
par ®. D’aprés 2.3.4, A" est contenu dans A;e(’(mﬂ) pour k assez grand. Comme les
(m+s)-PD-stratifications (¢g,) et (n,) de & et ¢ sont par définition les images inverses par
® des m-PD-stratifications (e;) et (n,), les images inverses de ¢, et n, sur A" sont les
restrictions a A" de ¢, et n,. Elles commutent alors avec pf< (@) et p0>‘< (@) puisque ¢ est
@'ﬁfm”)-linéaire, et par conséquent ¢, et n, commutent avec p1(y) et p(')*(y/), d’ou la

G\ linéarité de .

Montrons maintenant que F'* est essentiellement surjectif. Soient & un @}m“)-
module a gauche, et (¢,) sa m-PD-stratification. La condition de cocycle, jointe a I'exis-
tence du morphisme X(2) — A;(’ (m+s)(2) pour r assez grand, montre que I'image inverse
ede ¢, sur X(1) est une donnée de descente sur ¢ relativement & X', indépendante du
choix de r. Soient U — X un ouvert, et reprenons les notations précédentes. On a alors
I'(U, p(;kc?) =E®, A, I'(U, pl*(?) =A ®, E, et € induit une donnée de descente sur le
A-module E relativement a A’. Par descente fidélement plate, il existe donc un unique
A’-module E’ tel que E, muni de ¢, soit isomorphe 4 A ®,, E’, muni de sa donnée de
descente canonique. De plus, la structure de @&m“)-module a gauche de & assure que ¢ est
semi-linéaire par rapport a la donnée de descente canonique de %y. Sur E, la multiplica-
tion par les éléments de B’ est donc compatible a ¢, ce qui fournit une structure de
B’-module sur E’ définissant la structure de B-module de E par extension des scalaires.

Pour U variable, on peut associer a chaque E = I'(U, &) un I'(U, %x.)-module E’
grace a la construction précédente. Par fonctorialité, les I'(U, $y)-modules ainsi obtenus
forment un préfaisceau de By-modules. Soient (U,) un recouvrement ouvert de U,
Uij =U;, n Uj, E; (resp. Ei’j) le I'(U;, Bx)-module (resp. F(Uij, $By)-module) associé a
E,=T(U,, &) (resp. Eij =I'(U;;, ). Comme A ®,, I'(V, Ux) = T'(V, Ux) pour tout

ij
ouvert V c U, l'exactitude de la suite exacte de A-modules
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0 E [1E; — []E;
i i,J
entraine par fidele platitude celle de la suite de A’-modules
0 E’ [1E; — []E;-
i ,j

Par conséquent, pour U variable, on obtient un faisceau de %y ,-modules &’ tel que le By-
module &, muni de la donnée de descente de X & X' induite par la (m +s)-PD-stratifica-
tion, soit isomorphe au By-module F *6’, muni de sa donnée de descente canonique. II est
clair que, si & est quasi-cohérent, alors &’ est aussi quasi-cohérent.

Il faut alors montrer que &’ est muni d’'une structure naturelle de Y -module
induisant, via 'isomorphisme § = F*&’ et 2.2.3, la structure de @%m”)-module de &.
Reprenant les notations précédentes, nous allons pour cela montrer que la (m+s)-PD-
stratification de & se redescend en une m-PD-stratification sur ¢'. Fixons n € IN. Quitte a

augmenter r, on peut supposer que A" est contenu dans A} Par suite, la (m+s)-PD-

(m+s)*
stratification de & induit un isomorphisme &, : p;'6¢ == p '€ entre les images inverses de

& sur A" par les deux projections. Comme £, s’écrit encore
S . 1k or ~ k__rkor
g, : 'p;"¢" —— ®"pyE,

on voit que, si 'on montre que £, est compatible aux données de descente de A" a A’" dont
on dispose sur p;’6 et pj’6 grace aux isomorphismes p*6 = ®*p/*E’, I'argument de
descente fidelement plate utilisé plus haut fournira un unique isomorphisme ¢, :
p1 6" = pitE’ tel que @*(e;) = £,. De plus, on voit encore par descente fidélement plate
que cet isomorphisme sera automatiquement semi-linéaire par rapport a la m-PD-
stratification de %y, puisque les ¢, le sont par rapport a celle de %y. Il suffira alors de
montrer que les ¢, forment une m-PD-stratification pour obtenir ainsi une structure de
@}m) -module sur &’ induisant par F * la structure de @&m”)-module donnée sur &.

Soient 7, ; et 7y 5 A" x)m A" — A" les deux projections, et p,, p; les données de
descente canoniques sur p;°S et p{‘S. Il s’agit donc de prouver que le carré

p
”;:’)(PT‘S) — ”0%1(17’{6)

75 5(E,) l z . l 74 (E,)

P
73.5(Po6) — 75.1(Po6)

est commutatif. Considérons alors le morphisme naturel A" x,.,» A" — X* induit par le
produit de deux copies du morphisme A" — X2. Ce morphisme commute aux immersions
diagonales de X dans A" x,., A" et dans X% Or, d’apres 2.3.5, Iidéal J, de 'immersion
X < A" X,/n A" est muni naturellement d’'une (m+s)-PD-structure PD-nilpotente. Si r’
est assez grand, le morphisme A" x,., A" - X 4 se factorise donc a travers un morphisme
viA" Xy AT > A;é,(mﬂ

. va 2 . . . . .. .. .
q;;: X* — X* la projection sur les facteurs d’indices i, j, ainsi que les morphismes

,(3); quitte & augmenter r, on peut supposer que r' = r. Notons

induits entre les enveloppes a puissances divisées, et considérons le diagramme commu-
tatif
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d To,1 v
AMe—— A" &= N xyn A" —— A} (3 —— X*

Ta,3
Py l Pol lpoxl’o J{ do,2 l do,2
F Py u

X e——X & XxgxX —— Ay (1) —— X2
141 ’

Par définition, la donnée de descente p, : Ty 3( p0 6 = = m, 1( Dy *&) est 'image inverse par

Dy X py de la donnée de descente e de &, soit encore (pO X pO) u*(e ) = v*q0 o(g,). De

méme, on a p; = v*ql*S(er). D’autre part, 712*3(§n) : 712 3P R 7r2 3Pg *& est 'image

inverse de &, par le morphisme A" x,., A" - A" — Ay (1) induit par r, 5, qui est égal

,(m+s)
a dg 3 © V. De méme, 77:0>’j1(§n) = v*qoﬂjl(er). En appliquant v*, la commutativité étudiée

résulte donc de I'égalité

qogfz(gr) ° q2>lj3(8r) = qo*,l(sr) ° qu3(8r)’

elle méme conséquence de la condition de cocycle pour (¢,).

L’unicité des isomorphismes ¢, redescendant les £, entraine que, pour n variable, ils
forment un systéme compatible d’isomorphismes. Pour s’assurer qu’ils vérifient la
condition de cocycle, il suffit de montrer que cette condition est satisfaite apres extension
fidelement plate de A% ,’(m)(2). Pour cela, on peut utiliser le diagramme (2.3.2.1) pour
v =2 : puisqu’il est cartésien, la projection A%, m(2) XA o (@) Ax (mys)(2) = A%, m)(2)
est fidelement plate. Or, d’aprés 2.3.4, A%, (m)(2) NN AX (m+s)(2) est contenu dans
AX (m+s)(2) pour k assez grand. Par suite, la condltlon de cocycle pour g, sur AX (m+s)(2)
entraine la condition de cocycle pour & sur A% ,,(m)(2) XAX’,(m)(2) AX,(m+s)(2)’ donc ¢,
vérifie la condition de cocycle sur A% ' m)(2). Comme la condition de cocycle entraine que
g, est I'identité, les ¢, forment bien une m-PD-stratification sur ¢’, et le munissent donc
d’une structure de Y -module a gauche, telle que I'isomorphisme F*&' == § soit
@&m”)-linéaire. On obtient ainsi la surjectivité essentielle de F™*, ce qui acheve la

démonstration.

2.3.7. COROLLAIRE. — Soient se€IN, X, un S-schéma lisse, X et X' deux S-schémas
lisses relevant respectivement X, et Xés), By une Ux,-algébre munie d’une action a
gauche de @(m) compatible a sa structure de Oy, -algébre.

(i) Supposons que a soit m-PD-nilpotent, et soit By = FX /8, By, ou F5* /S, ©st le
foncteur défini en 2.2.6 (i). Alors FXo/So est une équivalence entre la catégorie des @(m)

modules a gauche et celle des @&””S)

-modules & gauche.

(i) Supposons que By soit quasi-nilpotente en tant que @(m)-module a gauche, et soit
By = F“< @ ., ol FX /S, est le foncteur défini en 2.2.6 (ii). Alors F)S( /S, est une
equwalence entre la catégorie des TV -modules & gauche quasi-nilpotents et celle des

@%’”“)-modules a gauche quasi-nilpotents.

Ces deux assertions sont locales. Cela permet de supposer X et X' affines, de sorte
qu’il existe un S-morphisme F : X — X' relevant F}}O /8," La premiere assertion est alors

par construction ramenée au théoréme 2.3.6.
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D’autre part, nous avons vu en 2.2.3 (ii) que, si §’ est quasi-nilpotent, alors F *&’ est
quasi-nilpotent. Il reste donc a vérifier que, réciproquement, &' est quasi-nilpotent si F *&’
'est. La quasi-nilpotence de & = F *&’ se traduit par I'existence sur AX (m+s) dUn isomor-
phisme ¢ : plc? = p06 induisant les isomorphismes ¢, de la (m+s)-PD-stratification.
Comme AX,(mJFS) est fidelement plat sur A ' (m) d’apres 2.3.2, et que, pour i = 0, 1, pi*6 =
®*p .’*6 ', il suffit encore de montrer que ¢ est compatible aux données de descente cano-
niques de p;'¢ et p, ¥& pour le redescendre en un isomorphisme &' : p;*&’ = p(’)*é’ qui
induise la m-PD-stratification de &', donc pour montrer que &’ est un @&"?)-module a
gauche quasi-nilpotent. Pour vérifier cette compatibilité, il suffit alors de procéder comme
pour la vérification de la compatibilité analogue dans la démonstration de 2.3.6, en
utilisant la (m +s)-PD-structure canonique sur l'idéal de 'immersion X «—— AX,(ers)

XA om) Ax (m+s) dont I'existence est assurée par le lemme 2.3.5 (ii).

Notons enfin que le théoréme de descente par Frobenius entraine formellement le

théoreme de comparaison suivant au niveau cohomologique :

2.3.8. COROLLAIRE. — Sous les hypotheses de 2.3.1, soient &’ eD+(§Z§(”}))7 F' e D(@'&W})),
6 ZF*éw ED+(@§(m+S)), 7=F*?~/ ED(@‘;{M-’_S)).

(i) Le foncteur F* définit des isomorphismes

(2.3.8.1) ]R.)‘Fom,@%)(?', 6 ——> ]R.ffom‘c]&ms)(i?, 6),

(2.3.8.2) ]RHom@%w(.?’, &) ——— ]RHom%(mm(.(f, 6).
(ii) Sim =0, F* définit des isomorphismes

(2.3.8.3) Q. ®(,X,6' — ]RJFomg&s)((QX, 6),

(2.3.8.4) RT z (X', 6) —— ]RHom@&g)(OX, 6).

De plus, si a est m-PD-nilpotent, ces énoncés restent vrais pour le foncteur FX /S,"

Comme F * est une équivalence de catégories, il transforme les résolutions injectives

sur @(m) en résolutions injectives sur @(m+s) L’assertion (i) résulte alors de la pleine
fidélité de F™ appliquée a une résolution injective de &’. Pour en déduire (ii), il suffit

d’observer que Uy = F *(QX,, et d’utiliser sur QZ)S?I) le classique complexe de Spencer de (.

0 — 99 ®, NTy — ... — I, Ty —> IY) Oy 0,

qui, pour m = 0, est une résolution de (U, (voir 4.3.1 plus bas). On obtient ainsi une résolu-

tion gauche de ()y, localement libre de rang fini sur @g?,), d’out I'isomorphisme usuel
(2.3.8.5) IRJFom@S?)(OX,,@) =~ Q. ®0X,8'

grace auquel (ii) résulte de (i).

Lorsque a est m-PD-nilpotent, le foncteur F3 /S est bien défini, et les arguments
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précédents restent valables en remplacant F * par F)S(:; Sy*

Remarque. — On observera que, pour m > 1, le complexe de Spencer de Uy sur @&m) reste
bien défini, mais n’est plus une résolution de (5 en général. Sous les hypotheses de la
partie (ii) du corollaire, on peut considérer & comme un complexe de @;?)-modules par
restriction des scalaires, et 'hnomomorphisme induit par fonctorialité par F sur la coho-
mologie de de Rham se factorise alors en

RT (X', &) = Rl omeg (Ux, §') = RHomy ) (Ux., 6) > RHomy Oy, €) = RTgp(X, &)

(le lecteur trouvera en 4.3.5 la démonstration d'un énoncé analogue).

2.4. Cas des ¥-modules a droite

Pour construire un foncteur quasi-inverse du foncteur F' * étudié dans la section 2.3,
nous aurons besoin d’analogues des résultats précédents pour les modules a droite.

On conserve donc ici les hypothéses de 2.3.1. Comme (y est localement libre sur Uy,
on dispose du foncteur exact F’ de la catégorie des (Jy,-modules dans celle des (-
modules, défini pour tout (Jy,-module .4’ par

F'M' = Hom, (O, M) = RAfom, (Ox, H").
/X/ ,,X/

La proposition qui suit est la contrepartie, pour les @&"@-modules a droite, de la proposi-
tion 2.2.3 pour les @g’?)-modules a gauche.

2.4.1. PROPOSITION. — Pour tout @%"?)-module a droite M’, FP M’ est muni d’une struc-
ture naturelle de @%’”*s)-module a droite. Si s"eIN, et si F' : X' — X" est un relévement de

F§és)/50’ Visomorphisme de transitivité F” o F'° ~ (F' o F)? est @&m“”/)-linéaire.

) . . n
Pour n fixé, soit @ : AX,(ers

) = A% (m) 1 factorisation de F' x F' construite en 2.2.2.
Appliquant @’ aux isomorphismes p(')l’./i{’ = pibJ{’ fournis par la m-PD-costratification

de .#’, on obtient une (m + s)-costratification sur F b« ', donc une structure de @%”“’s)-
module a droite sur F’.4’. La seconde assertion est claire griace a la transitivité de cette

construction.

2.4.2. LEMME. — Soient S un schéma, F : X — X' un morphisme fini localement libre

entre deux S-schémas lisses. Il existe un isomorphisme canonique 9x-linéaire

(2.4.2.1) Uy @ Oy ——— FI’wX,.

Soient f: X — S, f' : X' — S, et supposons d’abord S localement ncethérien. On a
alors oy = f!OS[—d], ou d est la dimension relative de X sur S, et oy = f’!OS[—d].



9 -MODULES ARITHMETIQUES II 53

Comme F est fini, on a F' = Fb, de sorte que I'isomorphisme de transitivité f! ~F'o f'!
fournit un isomorphisme (Ux-linéaire uy . Pour montrer que uy est Yy -linéaire, il suffit de
vérifier qu’il commute aux costratifications. Or, si ® : Ay — AY, est le morphisme induit
par F x F,etsip,: Ay — X, p/: A}, — X’ sont les projections, la costratification de wy est
par définition donnée par les isomorphismes p(!) Oy = p(!)f!OS[—d] = pif!(’)S[—d] = pi Oy
résultant des propriétés de transitivité de I'image inverse extraordinaire, et celle de
F" oy est 'image inverse des isomorphismes analogues par ®. L’assertion résulte alors
formellement de ces propriétés de transitivité.

Comme F est un morphisme fini localement libre, on vérifie sans difficulté en
suivant la méthode de [27, IIT] que le foncteur F’ et I'isomorphisme uy commutent aux
changements de base S’ — S, ou S’ est localement ncethérien. On peut alors déduire le
cas général du cas localement ncethérien par les arguments de passage a la limite
habituels.

Grace a I'énoncé qui suit, les propriétés du foncteur F’ pour les Z{Y-modules a
droite se rameénent a celles du foncteur F'* pour les @g(m) -modules a gauche.

2.4.3. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.2.1, il existe pour tout 9V -module &

gauche &' un isomorphisme canonique de @&mﬂ)-modules a droite

(2.4.3.1) Hg t 0x @ F*6' =5 F'(ag ®, &),

Nous utiliserons la remarque qui suit. Pour i = 0, 1, notons ¢ : 4/ — % I'un des homo-

morphismes d’anneaux :

E " * . " n rk 4 pn k. n n
F* : Op—>0x, 0 1 Ox > Pxmis> Pio P Ux>P% s P 0 P% 60) 2K (ms)

Dans les trois premiers cas, on a (pI’J{’ = RAom (B, M') = Hom ,($, M') pour tout .-
module 4, puisque ¢ est fini localement libre. De plus, pour tout .#/-module &, on dispose

d’'un isomorphisme canonique
(2.4.3.2) Jom (B, M) ® ;& ——— Hom (B, M® ;).

Grace a la relation de transitivité (1.1.1.1), ces propriétés sont encore vraies dans le
dernier cas si . est de la forme p; PN, ot N est un (x.-module quelconque, et & de la forme
p;*F, ou7 est un Uy.,-module quelconque.

Partant de I'isomorphisme wy = F wa, donné par le lemme précédent, on définit
d’abord I'isomorphisme (2.4.3.1) comme étant le composé u. des isomorphismes -

linéaires
ko ~ ' @) O ~ / o3
0y ®(;XF & = oy ®0X’ & = JFom(,;X,((/X, wx) ®(;,X, & = JFomUX,(()X, Oy ®UX’ éh).

Pour montrer que u, est @&m +5) linéaire, il suffit de vérifier qu’il est compatible aux

costratifications des deux termes, c’est a dire que, pour tout n, le diagramme
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pg(oy ®(,>XF*8') —= pjloy ®(,,:XF*5')
lz lz
(2.4.3.3) Py(F’(0x. ®;  6)) —=— p](F"(0y. ® &)

est commutatif. Pour i = 0, 1, considérons la suite d’isomorphismes

(2.4.3.4) pl(ox ®, F*6") = p)(wy) ®y p](F*E")
(2.4.3.5) =5 p/(F’oy) ® p(F*&")
(2.4.3.6) =5 O (p;’0x) By D*(p/*E")
(2.4.3.7) =5 O (p; oy ®m p]*E")
(2.4.3.8) = p}(F’(ax & ).

Grace aux propriétés de fonctorialité et de transitivité de l'isomorphisme (2.4.3.2), on
vérifie facilement que le composé est égal a pil’(u o). Par définition de la costratification
sur le produit tensoriel (¢f. 1.1.7 (i)), les isomorphismes (2.4.3.4) identifient la ligne supé-
rieure de (2.4.3.3) a I'isomorphisme

pg(y) @y piF*(6) —=— pi(wy) ® piF*(&")

défini par le produit tensoriel de la costratification de wy et de la stratification de F *&’.
Compte tenu de la définition de celle-ci, et de ce que 'isomorphisme oy = F wa, est
@&m“)-linéaire, on obtient en appliquant (2.4.3.5) et (2.4.3.6) le produit des images inver-
ses par " et ®* de la costratification n, de oy et de la stratification ¢, de ¢'. Utilisant la
compatiblité des isomorphismes (2.4.3.2) a 'image inverse par @, on voit que (2.4.3.7)
identifie ce produit a I'image inverse par @’ de la costratification produit de n, et e.
Comme, par définition, celle-ci s’identifie via (2.4.3.8) a la costratification de FO( Oy ®0X ,
&’), qui est la ligne inférieure de (2.4.3.3), la commutativité de ce diagramme en résulte.

2.4.4. COROLLAIRE. — Pour tout @%”,‘)-module a droite M', il existe un isomorphisme

canonique de @&m“)-modules a gauche

(2.4.4.1) Ve FEUC R, 0xh) S5 BP0 ® oy,

Il suffit en effet d’appliquer le résultat qui précede a &' = M’ ®0X, w)}%, puis de tenso-

riser I'isomorphisme obtenu par wgfl.

2.4.5. Remarques. — (i) Soit By une Uy -algebre munie d’une action a gauche de (728
compatible avec sa structure d’algebre, et soit %y la (y-algebre, munie d’'une action
compatible de @%”“s), quon en déduit d’apres 2.2.7. Notons T = B, ®(;‘X, (7552 Q)}m”) =

By ®(,/~,X QZ&””S). D’apres 1.1.8, la donnée d’une structure de @%”?)-module a droite sur un
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By-module M’ équivaut a celle d’'une m-PD-costratification (g,”: /), telle que les s,f' soient
semi-linéaires par rapport aux g%_l Si M’ est un PP¥-module a droite, les images
inverses (I)I’(e ) sont alors semi-linéaires par rapport aux (I)*(EB 1) = CI)*(sf )7L, de sorte
que F > 4’ est muni d’une structure canonique de @g’”s)-module a droite.

Si &’ est un @}W—module a gauche, oy ®0X, &' est un VY-module a droite d’apres
1.2.7. D’autre part, il est facile de voir sur sa construction que u, est un isomorphisme
$x-linéaire. Comme il est par ailleurs @&m“)-linéaire, il est donc @&m”)-linéaire. On voit

de méme que, si . A’ est un @(m)-module a droite, 'isomorphisme v . est @%m“)-linéaire.

(ii) Supposons que I'une des deux hypothéses suivantes soit satisfaite :
a) L’idéal a est m-PD-nilpotent;

b) Le @Sf”,‘)-module a droite .4’ est quasi-nilpotent (cf. 1.2.8).
Alors le @&m”)-module a droite F°A’ est indépendant, a isomorphisme canonique pres,
du choix du relevement du Frobenius F : on peut soit le vérifier directement en utilisant
la méthode de 2.2.5, soit le déduire de 2.2.5 grace a 2.4.4 et 2.4.3. Si on ne dispose plus d’un
relevement global du Frobenius, on peut alors procéder comme en 2.2.6, et recoller les
@(m +5)_modules a droite F’4’ définis localement par le choix de relevements locaux du
Frobenius. On définit ainsi un foncteur F§ X, / s, SUr la catégorie de tous les @(m) modules a
droite sous I’hypothése a), et sur la sous- categorle des @%m) modules a droite quasi-
nilpotents sous ’hypothése b). On vérifie aisément que 1’on obtient encore par recollement

des isomorphismes canoniques

. e b )1
(2.4.5.1) Hg + oy ® Fihis & =5 Fyl)g (0x. ® &),
(2.45.2) v s Fils (' ® oxh) =5 Fy)g (M) @ o,

pour tout @%"})-module a gauche &’ et tout @%"P-module a droite A .

Lorsque I’hypothése a) (resp. l’hypothése b) pour %y et M') est satisfaite, on peut
encore définir par recollement le foncteur F'§ X, / S, de la catégorie des @(m) modules a droite
(resp. quasi-nilpotents) dans celle des @("”s) modules a droite (resp. quasi-nilpotents), et

les isomorphismes précédents sont alors des isomorphismes de @%m“)-modules.

2.4.6. COROLLAIRE. — Sous les hypotheses de 2.3.1, le foncteur F’ est une équivalence
entre la catégorie des I\P-modules & droite (resp. quasi-cohérents) et celle des @}m*s)-

modules a droite (resp. quasi-cohérents).

C’est une conséquence immédiate de 1.2.7, 2.4.5 (i), et 2.3.6.

2.5. Un foncteur quasi-inverse

En restant encore sous les hypothéses de 2.3.1, nous complétons maintenant les

théoremes de descente 2.3.6 et 2.4.6 en construisant des foncteurs quasi-inverses pour les
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foncteurs F* et F”. Pour cela, nous expliciterons d’abord comment ces théoremes
s’appliquent a @%m“) vu comme @%m“)-bimodule, puis nous montrerons qu’un foncteur
quasi-inverse est donné par une variante de la définition usuelle du foncteur image
directe F', .

Ces résultats montrent également que les conditions de finitude telles que projec-
tivité locale, cohérence et platitude sur @3("7‘) et @%’"“) se correspondent dans I’équivalence

donnée par F * (resp. F).

2.5.1. Reprenons les hypotheses de 2.3.1, et considérons @}”?) comme un bimodule sur
lui-méme. En utilisant sa structure de @%’W-module a gauche, donc la structure de Uy.-

N

module définie par la multiplication a gauche, on peut former F*@&”?% qui est muni

d’une structure de @&m+s)-module a gauche grace a 2.2.3. On obtient donc ainsi sur
®cp(m) _ - Gm)
F 9y = OX@C’X 95

une structure naturelle de (@(m+s) @g}’?))-bimodule. S’il y a un risque de confusion, nous
préciserons par la notation F, @(m) I'utilisation de la structure gauche de ()y,-module sur
.

D’autre part, on peut utiliser la structure de @(m)-module a droite de Z¢V, donc la
structure de Uy.-module définie par la multiplication a droite, pour former F b@}”}). On
obtient alors de méme une structure naturelle de (@&”f), @&m”))-bimodule sur

FPT = Som, (Ox, Tgr) =~ TP @, O,

en posant Uy Jfom( (Ux, Ux). S’ily a un risque de confusion, nous préciserons par la
notation Fj @(m) l’utlhsatlon de la structure droite de Uy, -module sur @(m).

Enfin, on peut appliquer successivement les deux constructions F * et Fj. > On obtient
alors deux @(m+s) bimodules F Fj b G etF F, @(m) isomorphes par un isomorphisme
bi-By-linéaire

(2.5.1.1) FIRORY = Ox®, I¢Y @, Ux = FFF .

Cet isomorphisme est en fait un isomorphisme de @gfm”)-bimodules : par exemple, on
peut vérifier sa linéarité a gauche en montrant qu’il est compatible aux (m+s)-PD-strati-
fications; pour cela, il suffit d’appliquer a la m-PD-stratification canonique de ¥ la
fonctorialité de 'isomorphisme

OHFNF)) —=— FUD*(F))

lorsque .7 varie dans la catégorie des (¥%. (x)-bimodules. La linéarité a droite se voit

,(m)>
de la méme maniére.

L’énoncé qui suit montre alors comment l'action de Frobenius permet de recons-
truire le bimodule @("”S) a partir du bimodule @(’”).

2.5.2. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, il existe un isomorphisme
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canonique de @}m”)-bimodules

(2.5.2.1) G+s) =5 FEROG.

D’aprés 2.3.2, 'homomorphisme (y»-linéaire

(2.5.2.2) OXZ ®()X’2 '@X/ ) e '@X,

,(m (m+s)

induit par ® est un isomorphisme. D’autre part, on vérifie immédiatement en coordon-

nées locales que 'homomorphisme naturel
Ux ®(;‘X, Px', (m) ®(;‘X, U — Uxe ®(;>X,z Px',(m)

est un isomorphisme bi-Ux-linéaire. D’apres 2.2.2 (ii), 'isomorphisme composé se facto-
rise en un morphisme de systéemes projectifs

» n

[ : » 47 n ( {34
lim OX®(;;X(Q@X,’(m) ®(,X, Uy —— “lim”: X, (mts)

n n
qui induit un isomorphisme de pro-objets grace a 2.3.4.
En prenant le dual Uy-linéaire pour la structure gauche, et en passant a la limite
inductive, on trouve donc des isomorphismes de (/x-bimodules

@&””3) — 11_1>n JFomUX(OX ®0x' @n (m) ®0X, Ox, Ux)

n

—— li_1>nJFom0X,(.5/’n,’(m) ®0X, Ux, Ox)

n
; ]in F *.]FOTYL(;X’(.@%/’(m) ®(;X’ O 9 OX/)
n

Par ailleurs, on dispose pour tout n d'un homomorphisme canonique (Uy., U)-linéaire

JFomCX,(g’"/ Ux) B, Hom, (Ux, Ug) — JFomOX,(.@",,(m) ®0y Vx> Ux)

,(m)>
. . . e o . o
associant a un couple de morphismes (. -linéaires u .J’X,’(m) - Ug, v :Ox = Ox le
morphisme composé
Idev u
opn 7 n 7
. X’,(m) ®OX’ UX —_— . X’,(m) _ (] 1o

En prenant des coordonnées locales sur X, on voit qu’on obtient ainsi un isomorphisme

(m) N~ ~ N / N
9 ®0,. Oy —— Jt”omOX,(.@ L (m) By OUx, OUx).

'n
En passant a la limite et en appliquant F *, on obtient par composition ’isomorphisme
(2.5.2.1), dans le cas ou By = Uy..
On vérifie sans difficulté que cet isomorphisme est un isomorphisme de @%”“’s)-
bimodules en utilisant la compatibilité de 'isomorphisme (2.5.2.2) et de I'isomorphisme

analogue

Oxs B0pa Pxr,(m)(2) —— Px (m16)(2)
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avec les homomorphismes 6(’;;3/ et 6("n’l’i/s) utilisés pour définir les structures d’anneaux de
G et @&””s). Enfin, l'isomorphisme (2.5.2.1) relatif a %y se déduit du précédent par

tensorisation a gauche par %y, compte tenu de l'isomorphisme naturel

By ®, FF UG —~— FF" By ®, IE).

Remarque. — A partir des homomorphismes canoniques

UX®CXFJ} " (m) E ’@X,(m+s)’

on obtient de méme par passage aux quotients et dualité 'homomorphisme canonique
(2.5.2.3) G+ s FEG,

factorisation @&m+s)-linéaire de 'homomorphisme de fonctorialité (2.1.3.1).

2.5.3. COROLLAIRE. — (i) Les @}m”)-modules F*@%m) et Fb@&’?) sont localement projec-
tifs de type fini (respectivement a gauche et a droite).
(i) Un9U-module & gauche &' (resp. a droite M') est localement projectif de type fini
. . ko b ’ M . o ~( + )
si et seulement si F =&’ (resp. F’M") est localement projectif de type fini sur 9y % .
(iii) Si By est une Uy -algebre quasi-cohérente a sections ncethériennes sur les ouverts
affines, un @&”?)-module a gauche &' (resp. a droite .M') est cohérent si et seulement si
F*&' (resp. FP M) est un @g{m”)-module cohérent.

En effet, Uy est localement libre de rang fini sur (y,, et ’homomorphisme Oy, — Uy
est localement scindé. Il en est donc de méme de ’homomorphisme dual Oy — Uy, et

I’homomorphisme naturel (2.5.2.3)
Ggs) = PRI ®, Ux) —» F*a,

est localement scindé sur @}m“), puisqu’il s’en déduit par tensorisation avec @%”?) et
application de F'*. Par suite, F*@’g{m) est localement projectif de type fini comme @}m“)-

module a gauche. De méme, ’'homomorphisme
b7 (m) ®pbip(m) _ f(m+s)
F’95Y —— FTF°Yy7 = Gy"™s

est localement scindé sur @&m”), et FI’@}"?) est un @&m“)-module a droite localement
projectif de type fini.

Il est alors clair que, si & (resp. .#') est localement projectif de type fini, donc loca-
lement facteur direct d’un @i)(("?)-module libre de type fini, il en est de méme de § = F *&’
(resp. M = F°4’) en tant que @&m”)-module. Inversement, l'isomorphisme (2.5.2.1)
montre que le F-module a gauche (resp. a droite) correspondant a Q&m*s) dans I’équi-
valence définie par F * (resp. FP) est @&W) ®(;?‘Xr OUx (resp. Uy ®Ux' @}"7‘)), qui est localement
libre de type fini sur @%’5‘). L’assertion (ii) en résulte. L’assertion (iii) en résulte aussi, car,
si I'on suppose que %y est quasi-cohérente et a sections ncethériennes sur les ouverts

affines (ce qui entraine que %y vérifie les mémes hypotheéses), ?Z)}m) et @&m”) sont des
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faisceaux d’anneaux cohérents (cf. [5, 3.1.2]), et les foncteurs F * et F > sont exacts.

Montrons maintenant comment reconstruire le bimodule @%”,‘) a partir du bimodule
@';{m-t—s).

2.5.4. LEMME. — Soit &' un @%@-module a gauche. Il existe un isomorphisme canonique
de @'&m“)-modules a gauche

(2.5.4.1) Hoomg e (FP TG, &) —=— F*¢'.

L’isomorphisme canonique
fomg(m+s)(r@§(m+s), F*8') ;) F*6/
%

est @}m”)-linéaire lorsqu’on munit le terme de gauche de la structure de @&m +5)_module a
gauche définie par la multiplication a droite sur @%’"”). En utilisant 2.5.2, il s’écrit sous

la forme
Hom o (F¥FPGED FHE) —=— F*&".
X
Comme I’homomorphisme
Hoomgom (FTID, §) ——— Somgpm.o(F¥F°GID, F*6")
“X’ X

est un isomorphisme d’apres le théoréeme de descente 2.3.6, on en déduit I’'isomorphisme

annoncé.

2.5.5. PROPOSITION. — (i) Il existe un isomorphisme canonique de @()?/‘)-bimodules
(2.5.5.1) FPT @y FF I —=— gV,
(ii) Pourtoutn>1,

:7'or§§§(m+s>(F"@'§g”, F*Gym) = 0.

L’assertion (ii) est conséquence de 2.5.3. Pour prouver (i), on part de I'isomorphisme

@&m“)-linéaire a gauche
(2.5.5.2) Homg (FTE, GP) —=— F gy

fourni par 2.5.4 appliqué a @&m) vu comme Z¢Y-module a gauche. Par adjonction, on en

déduit 'accouplement (2.5.5.1)
Fg@(n?) ®g‘§(m+s) Fg*@(n}) e @&m),

qui est donc g™ linéaire a gauche par construction. De plus, la fonctorialité en & de
I'isomorphisme (2.5.4.1) entraine que (2.5.5.1) est aussi @&@-linéaire a droite.

Pour vérifier que c’est un isomorphisme, il suffit de le faire apres avoir appliqué F *
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a gauche. On obtient alors un accouplement
F¥F2T ®gipio FIIYY —— FrGYw
g d- ’ @%m+s) g - 4 g - )
soit encore, compte tenu de (2.5.2.1),
7(m+s) . * cp(m) ® cp(m)

Il résulte alors de la construction de (2.5.4.1) que cet accouplement n’est autre que celui

que donne la structure de @}m +5)_module de Fg*@(m), donc que c’est un isomorphisme.

Le corollaire suivant montre alors comment construire des foncteurs quasi-inverses
de F* et F” en utilisant les bimodules F *@&m ) et F I’@}"?).

2.5.6. COROLLAIRE. — Soient &' un 9V -module & gauche, M' un @f,{'ﬁl)-module a droite.

i existe des isomorphismes fonctoriels @V -linéaires a gauche
(i) Il existe d ph toriels &1 gauch
bF(m) L ko b5 (m) ko ’
(2.5.6.1) F°97 ®g§{m+s)F & ——— F°9" ®@§{m+s)F & —=— &
(ii) Il existe des isomorphismes fonctoriels @’(X”?)-linéaires a droite

L ~ ~
(2.5.6.2) FOM @i F*TE s FOM @ F*TGE 5 M

La nullité des Ffor%&mm résulte encore de 2.5.3. Pour obtenir les isomorphismes
annoncés, il suffit de tensoriser I'isomorphisme (2.5.5.1) a droite par &’ (resp. a gauche

par M), et d’utiliser I'associativité du produit tensoriel.

On obtient également pour le foncteur produit tensoriel un théoréeme de comparaison

analogue au théoreme 2.3.8 pour le foncteur #fom :

2.5.7. COROLLAIRE. — (i) Un @-module & gauche &' (resp. a droite M') est plat si et
seulement si F*&' (resp. FP M) est plat sur @&"”S).
(ii) Soient &' € D‘(g@%”?)), M e D (VY. Si £:X — S est le morphisme structural, il

existe dans D_(f_lﬁs) un isomorphisme canonique
(2.5.7.1) FOM B 6 —s M @y 6
Soient ¢’ un Z{"”-module a gauche, .4’ un @%”?)-module a droite. En tensorisant
I'isomorphisme (2.5.6.2) avec &, on obtient un isomorphisme
(F°M ®gpipen FHTG) @0 &' — M gy 6.

Compte tenu de l'isomorphisme @&m“)-linéaire F *@'&m) ®§7)}<{m> & =5 F*&’, on obtient

donc l'isomorphisme

Fb./‘(l ®§))((m+s) F*8/ —= 5 M ®,@~\)((’ﬂ) é'.
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Comme F’ est une équivalence de catégories, il s’ensuit que &’ est plat sur @&m) si et
seulement si F*§’ est plat sur @%m”). On raisonne de méme dans le cas de .#'. La

derniére assertion en résulte en prenant une résolution plate de ¢’ ou de .4".

2.6. Relation avec la descente de Cartier

Nous précisons ici comment le théoreme classique de Cartier sur la descente par
Frobenius des Uy-modules munis d’une connexion intégrable a p-courbure nulle [29, th.
(5.1)] peut s’interpréter du point de vue de la théorie arithmétique des ¥-modules. Cette
interprétation en fournit une démonstration, et permet de considérer le théoréeme 2.3.6

comme un prolongement du théoréme de Cartier.

2.6.1. Nous supposerons dans cette section 2.6 que S est un schéma de caractéristique p.
Soient X un S-schéma lisse de dimension relative d, X’ = X'V le S-schéma déduit de X par
changement de base par le Frobenius absolu de S. Soient ¢,,...,t; des coordonnées locales
sur un ouvert de X, 7, = 1o¢;, — ¢,01 € OXXSX’ di,...,0, les dérivations correspondantes.
Considérons d’abord 'homomorphisme canonique Uy x — ?PX’ (0)- Comme l'idéal . de la
diagonale est envoyé par construction dans un PD-idéal, et que X est de caractéristique p,
I'idéal .9 P engendré par les tP est d'image nulle dans Px (0)- Or le quotient UXXX/QV(p)

s’identifie & OXXX, x> ce qui fournit une factorisation
o) N n
Uxxx = Uxupx = Px00 — Px,00

L’'image de (QXXX,X dans Q"X,(O) est la sous-Uy-algébre finie localement libre ayant pour
base locale I'ensemble des 7% = k! %! avec 0 < k; < p pour tout i (de sorte que k! est
inversible). En particulier, OXxX,X N g+ U = 0 pour n > d(p — 1), et ’homomorphisme
Uxypx ™ #X% (o) est alors injectif.

D’autre part, soit A le noyau de ’lhomomorphisme @%0) - @é(l). D’apres [5, 2.2.7], A
est I'idéal bilatere engendré en coordonnées locales par les opérateurs d7,...,07. Nous

noterons @;’ ) le quotient @%) VI K.

2.6.2. PROPOSITION. — Soit & un Ux-module muni d’une connexion intégrable V. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La connexion V est a p-courbure nulle;

(ii) La structure de (@éfo)-module a gauche sur & correspondant a V est induite par

§(O)-module;

restriction des scalaires par une structure de 9
(iii) La PD-stratification de & correspondant a V est définie par extension des sca-

laires a partir d’'une donnée de descente de X a X', déterminée de maniére unique par V.

Rappelons que, si V est une connexion intégrable sur un Oy-module &, la p-courbure
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de V est I'application y : 75 — 8nd(;‘s(6) tel que y(9) = V(9)? — V(3'?)), ot I'on note V(9)
Paction sur ¢ d’'une dérivation o définie par V (donc la multiplication par o0 pour la
structure de @g?)-module correspondante), et 9 —> 9'?) Topération de puissance p-iéme
sur l'espace des dérivations. C’est une application semi-linéaire par rapport a I’endomor-
phisme de Frobenius absolu de X [29, (5.2)], si bien que, pour que V soit & p-courbure
nulle, il faut et suffit que les opérateurs E)LP = V(ai)p annulent &, d’ou I’équivalence de (i) et

(i).

La PD-stratification correspondant a V est la famille d’isomorphismes
définie localement par

g,(lex) = E okx @ 7]
|kl <n

pour toute section x de &. Cette expression montre que V est a p-courbure nulle si et
seulement, pour toute section x de & et pour tout n > d(p — 1), ¢,(x) est une section du
sous-faisceau & ® Uxupx © € @ Py (m)- L'équivalence de (i) et (iii) en résulte aussitot.

2.6.3. COROLLAIRE (Théoréme de Cartier). — Le foncteur Fy g induit une équivalence
entre la catégorie des (Uy.-modules et celle des (x-modules munis d’'une connexion

intégrable a p-courbure nulle.

Comme le morphisme de Frobenius relatif est localement libre de rang fini, cela
résulte immédiatement par descente fidelement plate de I’équivalence entre (i) et (iii).

Remarque. — Si 6 est un ‘@éfl)-module, il est a p-courbure nulle en tant que @;?)-module,
puisque les ag’ sont d’image nulle dans @;(1). On voit donc que, dans cette situation, la
structure de géfo)-module de & permet de redescendre ¢ en un (Uy.-module &', grace au
théoréme de Cartier, tandis que sa structure de @é})-module permet en outre de munir &’
d’'une connexion intégrable, griace au théoréme 2.3.6.

Mentionnons enfin que, pour m > 1, la condition de nullité de la p-courbure a été
généralisée aux @%’”)-modules par Le Stum et Quiros [31]; ils ont ainsi obtenu un
théoréme de descente analogue au théoréme de Cartier pour les itérés Fy ¢ : X — X (m)
fournissant une équivalence de catégories entre QD;(M)-modules a p-courbure nulle et
(Uxom-modules. On peut bien entendu interpréter ce résultat comme un théoréme de
descente fidelement plate comme nous I’avons fait ici lorsque m = 0.
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3. Théorémes de commutation a ’action de Frobenius

Sur C, on dispose en théorie des ¥-modules de quatre opérations de base dont on peut
déduire les autres: image directe f, , image inverse extraordinaire f ' dual, produit
tensoriel externe. Dans la théorie arithmétique, il y a lieu en outre de considérer deux
opérations supplémentaires :

- le changement de base, le schéma de base n’étant plus nécessairement le spectre
d’'un corps;

- l'extension de 'anneau d’opérateurs différentiels : extension des scalaires d’un
faisceau d’opérateurs de la forme % ®0X @&m) a un faisceau de la forme %’ ®0X @%m /), avec
m<m'.

Dans ce chapitre, nous montrons que toutes ces opérations commutent au foncteur
d’image inverse par Frobenius F™* défini en 2.2.3. Comme F* est une équivalence de
catégories, ces opérations commutent donc également a la descente par Frobenius.

3.0.1. Précisons d’abord quelques hypothéses et notations que nous adopterons systémati-
quement dans les sections qui suivent, et que nous omettrons donc de répéter explicite-

ment dans les énoncés.

(i) Nous désignerons par S le schéma de base (resp. par S — T un morphisme de
changement de base). Pour chacune des opérations considérées, nous rappelerons au
préalable la définition générale. Aucune hypothése n’est nécessaire sur S lorsque m =0
ou m = oo. Si m e IN*, nous supposerons que S est un Z(p)-schéma.

Lorsque nous considérerons un S-schéma lisse X, nous supposerons donné sur X un
faisceau de (/y-algébres By muni d'une action compatible de @;}”), et nous poserons
@&m) =By ®0X @g(m). Lorsque nous considérerons un morphisme de schémas f: X — Y,
nous supposerons que By = f By, muni de action de @%’”) définie par image inverse a
partir de celle de @g,m) sur %y (voire, s’il y a lieu, de laction de @&m”) obtenue par
application de 2.2.3).

(ii) Pour mettre en évidence la « nature cristalline » des opérations telles que f et S
nous généraliserons leur construction au cas ou S est muni d'un m-PD-idéal quasi-
cohérent (a, b, a), qu’on supposera m-PD-nilpotent, et ou les morphismes seront seule-
ment définis modulo a. Nous noterons S, = V(a), et, dune maniere générale, I'indice 0
désignera la réduction d’'un S-schéma modulo a, ou des données définies au-dessus de
S,. Sous ces hypotheses, les foncteurs image inverse seront les foncteurs f(;k définis en
appliquant 2.1.6. En particulier, nous généraliserons ce qui a été dit plus haut en sup-
posant que, lorsqu’un morphisme f : X; — Y, est donné, on a By = f(;k.@y.

(iii) Pour énoncer les propriétés de commutation & F ¥, nous supposerons que p est
nilpotent sur S, et que S est muni d'un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, ) tel que p € a.

Nous supposerons fixé un entier s, et, si X est un S-schéma lisse, nous désignerons par



64 P. BERTHELOT

X' un S-schéma lisse relevant Xés).

Ces propriétés peuvent d’abord étre énoncées dans une situation « relevée » : nous ne
ferons pas d’hypotheése de PD-nilpotence sur a, les morphismes de schémas considérés
seront des morphismes de S-schémas lisses, et les diagrammes seront commutatifs sur
S. Nous noterons alors F' : X — X' un S-morphisme relevant le morphisme de Frobenius
relatif F )8(0 /Sy

(iv) Enfin, nous donnerons une variante « cristalline » des énoncés précédents : nous
supposerons alors que S et (a, b, o) vérifient a la fois les hypothéses de (ii) et de (iii), donc
en particulier que a est m-PD-nilpotent. Dans ce cas, il suffit & nouveau que les mor-
phismes soient donnés entre les réductions sur S,. Les foncteurs image inverse seront
donc encore définis en appliquant 2.1.6, renforcé par 2.2.6 lorsque, comme pour le
foncteur F;;O /Sy? il y aura lieu de prendre en compte 1’élévation du niveau par Frobenius.

3.1. Extension de I'anneau d’opérateurs

Avec les hypothéses de 3.0.1, nous montrons ici que, pour m’ > m, le foncteur F *

commute a une extension de 'anneau d’opérateurs différentiels de la forme
' (m) o1 (m")
B ®UX' Dyl — € ®(;X, Dy

La démonstration procede par réduction a la caractéristique p. Pour cela, nous

utiliserons une variante non commutative du lemme de Nakayama :

3.1.1. LEMME. — Soient A un anneau non nécessairement commutatif, a ¢ Z(A) un
nilidéal du centre de A, M un A-module & gauche de type fini. Si M = aM, alors M = 0.

Soient x,,...,x, des générateurs de M en nombre minimum, et supposons que r > 0.
1 r g pPp q

Il existe des éléments a, € aA tels que x, = X7_; a,x;, dout (1 —a,)x, = Zir:_ll a;x;. On peut

écrire a, comme une somme finie a, =¥, a, b,, avec oy, € q, b, € A. Soit a’ < a le sous-idéal

de Z(A) engendré par les a,. Comme a’ est un idéal de type fini contenu dans le centre de

A, c'est un idéal nilpotent, et d’autre part a € a’"A pour tout n. Par conséquent, a, est

nilpotent, et M peut étre engendré par r — 1 éléments, ce qui contredit I’hypothese.

3.1.2. Sous les hypotheses de 3.0.1 (iii), soient m’ > m, %y (resp. €'x) une Uy -algebre
munie d’'une action compatible de QJS(",‘) (resp. Q)&”f/)), By — €5 un homomorphisme @&’7)-
linéaire de (. -algébres. On pose By = F *By., €y = F *C., et on munit ces algebres des
actions respectives de Q)&m”) et @%’”,“) définies grace a 2.2.3. On peut alors considérer les
faisceaux d’opérateurs différentiels a coefficients dans ces algebres, définis par

F(m) _ (m) F(m+s) _ (m+s)
@ ’ _— q% ’ ®(VX, @X’ b @X’ -_ QOBX ®(//“X @X b
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(m) (m) Gm'+s) _ ¢ (m'+s)

3.1.3. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, soit &' € D—(g@g(”f))_ 1l existe dans
D‘(g,@'&m’”)) un isomorphisme canonique

7(m'+s) ]L~ *or ~ ko7(m') ]L~ ’
(3131) @ ®gﬂ(m+s) F 6 _— F (@ ’ ®C/(m) 6 )
X 5% 9y

Montrons d’abord que, pour tout @(m) module a gauche &', il existe un isomorphisme
canonique de @&m +$)modules a gauche

(3.1.3.2) T gyipo F¥6" —=— FXIZ) @y &).

En appliquant F * 4 ’homomorphisme d’extension des scalaires &' — 7 ®g§(¢) 6’y on

obtient un homomorphisme
, ~( /) ’
F*¢' — F*(9Y ®@)((rp) é")

semi-linéaire par rapport a4 I’homomorphisme @}’"“) - @}m’”) . Par extension des
scalaires, on obtient ’homomorphisme @&m’”)-linéaire voulu.

Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on observe qu’on peut
se ramener au cas ou &' = @'g{m) En effet, cet homomorphisme est fonctoriel en &', de sorte

que I'’homomorphisme
(3.1.3.3) TG+ ®gpee F*IGY — FHIE)

obtenu pour &' = @g(”f) est @%”?)-linéaire a droite. Il est clair d’aprés sa construction que
I’homomorphisme qu’on en déduit par tensorisation sur ,@g’?) avec un @%”?)-module a
gauche &’ n’est autre que (3.1.3.2).

D’apres 2.5.3, la source et le but de (3.1.3.3) sont tous deux localement projectifs de
type fini sur @‘g{m'+s). Comme p est nilpotent sur S, I'idéal a c (/g engendre un nilidéal
dans le centre de @&m,+s), et le lemme précédent entraine qu’il suffit de prouver que
(3.1.3.3) est un isomorphisme lorsque a = 0. On est ainsi ramené au cas ou S est de
caractéristique p, et F' le morphisme de Frobenius relatif Fy, ¢: X — X"

L’assertion étant locale, on peut supposer qu'on dispose de coordonnées ¢,,...,¢; sur
X relativement a S. Pour tout entier m”, soit (8<k><m 1) la base correspondante de Q(’” 0,
D’aprés (2.2.4.3), Phomomorphisme canonique z, : Z"+%) — F*G™ envoie Q@(ms) sur
1o Q<@/1’S><m> si chacun des k; est divisible par p®, et sur 0 sinon. Rappelons (c¢f. [5, (2.2.5.1)])
que,sim”,kelN,etsik= 2;-”:"0_1 ajpj +ap™’, avec 0 < a; < p pour tout j < m” — 1, alors

m"—1 ' .
M = . [T @PH%EP" DS,
j=0
avec U, , € Z( ) et 3P/l = 3P ) pour j < m”. Si k n’est pas divisible par p®, avec s < m”
il existe un entier j < s tel que a;# 0, et 9% " est multiple de 97’1, 1. Par suite, le noyau de

r,, s est I'idéal a gauche de @("“’S) engendré par les a[P 1 pour 1 <i<d,et0<j<s.
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Comme, pour tout j < s < m+s, les homomorphismes de transition @&m“) - @&m'“)
envoient les allp” = 9P m+s sur les Bl[p]] := 9P m'+9), on obtient

(@g(m/-}-s) ®@§M+S)F*@(n7) ~ @’;{m/+s)/ E (@’g{mws)al[pl] — '@§m/+S)/Ker(”m’,s) ~ F*(@’(n’q’))’

1<i<d
0<j<s

d’ou1 I'isomorphisme (3.1.3.2).
Grace a 2.5.7 (i), on obtient alors I'isomorphisme (3.1.3.1) en appliquant (3.1.3.2) a
une résolution plate de ¢&'.

3.1.4. COROLLAIRE. — Sous les hypotheéses de 3.0.1 (iv), on pose By = FXO/SO By
Cx =F;§O/SO €y . Pour tout &' € D™ (BEGUY), il existe dans D~ (g@(m +5)) un Lsomorphzsme

canonique

o ! ) L ¥ > 1 ~
(3.1.4.1) @&m +s ®@§(m+s) F§0>;S06 X /S (@X/ ®g(m) 6 )

Soient F', F' : U — X' deux relévements de FX /5, Sur un ouvert U de X. Pour tout
FI-module ¢’, on dispose des isomorphismes rlngfs) F’*&’ ~, F*§', et
T}(?ml_:jS) F/*(@é(”,l ) ®g(m) & = F (@&{r} ) ®Q(m) .

Le carré

@I‘g(m/jLs) ®5’/‘(m+s) F/*((Dw — F,* (@(m ) ®5ﬁ(m) 61)

Id o "3 l 0 l l A

@(m/+s) ®~ F*é” ~ F* (@'(m') ®~ 6/)
X G+ ’ Tx gy © )

formé a partir des isomorphismes (3.1.3.2) relatifs a F' et F' est commutatif, car il suffit de
le montrer avant de tensoriser la colonne de gauche par @')({m/“) Cela résulte alors de la

fonctorialité de r}mpfs) appliquée a 'homomorphisme &' — @(m ) ®@(m) &', et de ce que, si 7'
est un P )-module, les isomorphismes 'L'If,mﬁis) et T;‘mers) relatifs a 7’ sont égaux.

Il en résulte que les isomorphismes (3.1.3.2) définis par des relevements locaux de
Frobenius se recollent, et on obtient ainsi pour tout @&@-module un isomorphisme global

F(m'+s) - S * >/ ~ s k Z(m') - 51
@X ®@§{m+s) FXO/S06 _— FXO/S() (@Xr ®CZ§’7) 6 ).

En prenant des résolutions plates sur @%”?), cet isomorphisme s’étend ensuite aux catégo-

ries dérivées.

3.2. Changement de base et image inverse extraordinaire

Nous rappelons d’abord la définition du foncteur de changement de base, et du
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foncteur f : pour les Z-modules. Leur compatibilité au foncteur F* est ensuite une consé-

quence facile des propriétés de transitivité établies dans la section 2.2.

3.2.1. Considérons le foncteur de changement de base. Avec les hypotheses de 3.0.1 (i),
soient S — T' un morphisme de schémas, ¥ un T-schéma lisse, X =S x; Y, f: X - Y la
projection. L’homomorphisme canonique (2.1.3.1)

@é(m) f*@évm)
est alors un isomorphisme (cf. [5, 2.2.2]). On en déduit un homomorphisme
f—lgj;m) s f*@§/m) ~ @Ag{m)

qui est un homomorphisme de faisceaux d’anneaux, grace a la fonctorialité en Y /T des
homomorphismes 6(”m')L qui définissent la structure d’anneau de @g,’”). Pour tout @g,m)-
module a gauche 7, on en déduit un isomorphisme canonique de @%’")-modules

D ®pagom [T — fYF

permettant de définir simplement par extension des scalaires le @%’”)-module f*F déduit
de 7 par le changement de base S — T.

Si By est une (y-algebre munie d’'une action compatible de g et By= f*By, on
dispose encore d’'un homomorphisme de faisceaux d’anneaux f‘%@?’” - @%’”), donnant
pour tout @g,m)-module 7 un isomorphisme

(3.2.1.1) g R 170w Flg ~, ri7

qui permet de définir par extension des scalaires le @}’”)-module déduit de 7 par
changement de base
De méme, l'extension du foncteur de changement de base aux catégories dérivées

s'interpréte comme extension des scalaires grace a l'isomorphisme
~ ) L .
(3.2.1.2) g O -1g70m) Fl7 ~ 5 L7,

défini pour 7 € D‘(@é,m)), et obtenu en appliquant I'isomorphisme précédent a une résolu-
tion plate de 7.

3.2.2. PROPOSITION. — Supposons que S et T soient munis de m-PD-idéaux quasi-
cohérents (ag, by, ag) et (ap, by, ay) vérifiant les hypothéses de 3.0.1 (iii), et tels que S — T
soit un m-PD-morphisme. Soient X' =S x; Y', f' : X' - Y’ la projection, By une Oy-
algebre munie d’une action compatible de @(Y”,”), By = f' *?BY,.

(i) SiFy:Y — Y'est un reléevement de F;O/TO, sotent Fy : X — X' le morphisme déduit
de Fy par changement de base, By = Fy By, By = f By =~ F{Bx Pour tout 7' € D‘(@&’?)),

il existe un isomorphisme canonique de D‘(@}m”))

(3.2.2.1) glp+s) &3 igmas fIFEF —= 5 FE(GW é 1z fLF)
. . . < X f @Y Y' X X f g)Y’ . .
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(i) Si ag et ap sont m-PD-nilpotents, soient $y = FY 1T, By, By = [ By = FSO/S By

Pour tout 7' e D~ (@(m)) il existe un isomorphisme canonique de D~ (@(m+s))

(32.22) Gty ®f_1§)<ym+s) RS T —= Fis (T ®f,_1g(yw 7.

Il suffit de prouver les versions non dérivées de ces isomorphismes lorsque 7' se
réduit a un @y/")-module, car, d’apres 2.5.7, on peut calculer les foncteurs dérivés en jeu
en remplacant 7' par une résolution plate sur @{,m) Utilisant I'isomorphisme (3.2.1.1), on
voit qu’il s’agit de définir un isomorphisme @(m +5)_linéaire f*F vT7' S5 FLf'*F' (resp.
f*Fff’;T F = F)sf*/s f'*7"). Dans le premier cas, on a f' o Fy = Fy o f, et, grace a
2.2.3 (111) il suffit d’utlllser I'isomorphisme de transitivité des images inverses. Dans le

deuxiéme cas, on utilise sa généralisation donnée par (2.2.6.1).

3.2.3. Revenons a la situation générale de 3.0.1 (i) , et précisons dans ce cadre la définition
du foncteur image inverse extraordinaire.

(i) Soient f : X — Y un morphisme de S-schémas lisses, de dimensions relatives dy et
dy sur S, dy,y = dy — dy, By une (y-algébre munie d’'une action compatible de qim.

= f*By. Rappelons que, d’aprés 2.1.4, on dispose sur @%’”_))Y =f *@;m) d’'une structure
canonique de (I, f _lgg}”))-bimodule.

Suivant les conventions de [12], nous définirons le foncteur image inverse extra-

ordinaire f' : D™(Z™) — D~(Z) par

~ L
(3.2.3.1) LT = TGy @y £ 7 ldy y ).

Ce foncteur dépend de m en général, et il sera parfois utile de le préciser dans les
notations : nous emploierons alors la notation f* 1z
Soient # € D™ (@%,m)), et ¥ une résolution de 7 plate sur @;}n). On a donc des isomor-

phismes de complexes de @&m)-modules

(3.2.3.2) LT = Ty ®pagum) f9 [dyy)

R

By ®p1p) L7 Ty y]

‘ -1
= Ox ®paq, [P ldxyl,

grice auxquels on peut aussi calculer #'7 en prenant des résolutions @@m)-linéaires de 7
qui soient plates sur %y, ou sur Uy,.

(ii) Plagcons nous maintenant sous les hypothéses de 3.0.1 (ii), et soient f, : X; = Y, un
morphisme de S,-schémas lisses, X, Y deux S-schémas lisses relevant X, et Y,,. D’apres
2.1.6, on peut encore définir par recollement un (7, fo 1@'(m)) -bimodule canonique noté
@&m_))y— 0@(’”) On peut donc généraliser la définition de f' en posant dans ce cas, pour
F e D~ (G,

~ L
(3.2.3.3) FoF = DLy @ prgum, fo ' F Ldyy)-
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On observera qu’on dispose encore du foncteur f(;k de la catégorie des @Ig}")-modules a
gauche dans celle des @&m)-modules a gauche, défini par recollement griace aux isomor-
phismes 7 o a partir des foncteurs f™ associés aux relévements locaux f de Jfo- On dis-
pose aussi du foncteur dérivé correspondant IL f(;k , calculable en prenant des résolutions
@§m)-linéaires a termes plats sur (y (ou sur %By) et en recollant leurs images inverses
locales par les isomorphismes Ty g Pour tout @;m)-module a gauche 7, on dispose de

méme d'un isomorphisme @'&m)-linéaire
7(m) - 1 _ p¥c

défini par recollement a partir des isomorphismes (3.2.3.2) locaux, et donnant naissance

a lI'isomorphisme
(3.2.3.4) foF = ILf§7 Idy yl.

Par contre, on prendra garde qu’en général le foncteur ]Lf(;k ne s’exprime sous la forme
dun produit tensoriel comme dans les isomorphismes (3.2.3.2) que lorsqu’on dispose
d’'un relévement global de f, en f : X — Y, sinon Uy n’est pas muni dune structure

naturelle de f; 1 ()y-module a droite.

3.2.4. PROPOSITION. — Sous les hypotheses de 3.0.1 (iii), soient f,: X, — Y, un mor-
phisme de S -schémas lisses, X, Y, X', Y' des S-schémas lisses relevant X, Y,,, Xés) et
Y e

(i) Supposons donnés des S-morphismes f:X Y, f : X' > Y, Fy: X - X', Fy :
Y—>~Y' relevant f, fés), F)S(O/SO, et F;O/SO. SiNFYof = f' o Fy, il existe pour tout 7' e
D‘(@;’?l)) un isomorphisme canonique de D‘(@;}”*S))

{(m+s)

(3.2.4.1) U REF = FEF .

(ii) Supposons a m-PD-nilpotent. Il existe pour tout 7' € D‘(@fg,’fl)) un isomorphisme
canonique de D~ (ZJ"+)

{(m+s)

(3.2.4.2) FY S T Byt (0T,

Notons d’abord que dy,y = dy,y. Soit #’ une résolution de 7' plate sur @é,’f‘). Grace a
2.5.7 (i), on est ramené dans le premier cas a construire un isomorphisme canonique

@}m +5)_linéaire
(3.2.4.3) FEFEP =5 FEfF

Cet isomorphisme, valable sans hypothése sur %', s’obtient alors en appliquant 2.2.3 (iii).
Dans le cas (ii), il faut de méme construire un isomorphisme canonique @%’”*s)-
linéaire
% % / ~ % (8) % pr
(3.2.4.4) 5o F;O/SOPP - F)‘“’(O/S0 fo¥' TP,

et cet isomorphisme est alors fourni par 2.2.6 (iii).
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Remarque. — En appliquant I'assertion (ii) dans le cas particulier ou X et Y sont deux
reléevements de X, et f, = IdXO, on voit en particulier que les équivalences de 2.1.7 sont

compatibles aux foncteurs F *.

3.3. Produits tensoriels interne et externe

La compatibilité du foncteur F'* au produit tensoriel externe est analogue a ce que

nous venons de voir pour les images inverses.

Observons d’abord que le produit tensoriel sur (y est compatible & F*:

3.3.1. LEMME. — On se place sous les hypotheses de 3.0.1 (iii).
(i) Si F :X — X' est un reléevement de FX /Sy et si &', F' e D (IV), il existe dans

D~ (@(m+s)) un isomorphisme canonique
L
(3.3.1.1) F*6’®(,XF*;7’ —=— F*&' @ 7).

(ii) Si a est m-PD-nilpotent, et si &', 7' € D‘(@%’?)), il existe dans D‘(@&m”)) un iso-
morphisme canonique

L
(3.3.1.2) Fiks. 6 ®0X Nis T~ Fyhs (6@ T,

Soit #’ une résolution de 7' plate sur @}m) Comme ¥’ est a termes plats sur Uy, la
source et le but de (3.3.1.1) sont les complexes de @<m+s) modules donnés respectivement
par F*¢’ ®, F*@' et F*(&' ®,. #"). 1l suffit donc de vérifier que I'isomorphisme (-
linéaire canonlque entre ces deux complexes est @(’””) linéaire. On peut supposer que &’
et 7' sont réduits a un seul module, et on est ramené a vérifier que cet isomorphisme est
horizontal pour les (m+s)-PD-stratifications de F*¢’ @ F*7' et F*(§' ® 7'). Si (¢)), (n,)
sont les m-PD-stratifications de &', 7', celle de &' ® 7' est alors (g, ® n,), et, avec les nota-
tions de 2.2.2, 'assertion résulte de ce que les images inverses par les morphismes @ :
A;L(, (mas) = ASL(’, (m) commutent au produit tensoriel.

Dans le cas (ii), assertion résulte du cas (i) une fois observé que les isomorphismes
de recollement Tp p cOmmutent eux aussi au produit tensoriel, puisqu’ils se déduisent

des m-PD-stratifications en appliquant un foncteur image inverse.

3.3.2. Précisons maintenant la construction du produit tensoriel externe, sous les
hypothéses générales de 3.0.1 (i). Soient X, Y deux S-schémas lisses, Z = X xg Y, et notons
f:Z—X,g:Z — Y les deux projections. Soient & un @&m)-module a gauche, 7 un @g}")-
module & gauche. Les images inverses f*8, g*7 possédent une structure naturelle de
@(Zm)-module a gauche, et, d’apres [5, 2.3.3], il en est de méme de leur produit tensoriel

6 ®(;,Z g*7. Par définition, c’est le produit tensoriel externe de & et 7, qu'on notera
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Lorsque S est le spectre d’'un corps, c’est un bifoncteur exact en chacune des varia-
bles & et 7. En général, ce n’est plus le cas. Néanmoins, si ¥ est un @;}”)-module plat, ou
plus généralement plat sur Uy, le foncteur 7 — f*2 ®0z g*F est exact. Il en résulte
qu’on peut dériver le produit tensoriel externe en un bifoncteur

1L
§8, T+ DL x D(GY) — D (@),

calculable en prenant une résolution plate de I'un des deux arguments.

Si . (resp. %) est une (x-algebre (resp. ()y-algebre) munie d’'une action compatible
de @(m) (resp. @(m)) € =AK, % est une (J,-algébre munie dune action compatible de
@“’” En notant comme précédemment @<m> A &, I, I =B &, Iy, TP =
€ Q, @(m) on voit immédiatement que le produit tensorlel externe se generahse en un
bifoncteur D™ (TE) x DGy — D~(TG™).

3.3.3. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, et sous les hypothéses de 3.0.1
(iii), soient X, Y des S-schémas lisses de réductions X, Y, et X', Y' des S-schémas lisses
relevant Xés) et YéS). Notons Z=XxgY,Z,=X, Xs, Y),Z' = X'xg Y.

(i) Supposons donnés des relévements Fy : X —» X', Fy, : Y —» Y' de FX /Sy’ FY /Sy’
et posons Fy=Fy xFy:2Z - 2'.Si & e D™ (@(m)) F'eD” (@(m)) il existe dans D~ (QZJ(’"*S))

un Lsomorphlsme Canonlque
(3.3.3.1) Fio'R F*F _~ FX&'R. F)
0.9 x¢ Mo fy: z og )

(ii) Si a est m-PD-nilpotent, et si & € D™ (FVV), F D‘(@yfl)), il existe dans D‘(@%m+s))

un isomorphisme canonique

(3.3.3.2) Fiks & X, F3is 7 —= F >';SO(<9' 0, -

Soient f:Z X, g:Z->Y,f':Z' - X', g’ : Z' - Y’ les projections, et ', 9’ des
résolutions plates de &’ et 7. Dans le cas (i), il suffit de définir un isomorphisme @(Zm+8)'
linéaire

Ed kopt i S & ’ ~ k 1k opt i X0 X
STFEyP ®(/,Zg Fy 9" = F,(f""? ®(/Z,g 9,
et on prend le composé des isomorphismes définis par 2.2.3 (iii) et 3.3.1 (i) :
* ok gpt A vk g)r A~ ) prkopt ) k k)1 A~ & ¥ gp ) E X0 X
S Fx? ®(,’,Zg Fy 9" =S F, 7P ®OZFZg 9" = F,(f""7 ®0Z,g 9.

Le cas (ii) se traite de la méme maniére.
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3.4. Image directe

Apres avoir précisé la construction du foncteur image directe nous établissons

+7
maintenant la commutation de f, a F *,

3.4.1. Rappelons la construction du bimodule canonique définissant les images directes.

Soient m € IN, S un schéma (resp. Z(p)-schéma simeIN™),

a) Sous les hypotheéses de 3.0.1 (i), soit f : X — Y un morphisme de S-schéma lisses.
On peut associer a f un (f _1@@"‘), @&m))-bimodule de deux manieres :

(i) En tensorisant @’g;m a droite par a){,l, on obtient un @;m)-bimodule a gauche, auquel
on applique f* par la structure tordue. On obtient ainsi un ( f‘lgg}"), Q’Z&m))-bimodule a
gauche, qu’on transforme en (f _1@'§,m), @&m))-bimodule par tensorisation a droite par wy.

On note
g(m)  _ pxccp(m) —1
Dy v = f1Dy" ®0y wy) ®UX 0y

le bimodule ainsi obtenu.
(i) On peut aussi appliquer £* a la structure gauche de @'g,m) & a){,l, ce qui donne un
(@}m), f _lggfm))-bimodule a gauche. On le transforme alors en ( f‘1@§m), @}m))-bimodule

en tensorisant a gauche par wy, d'ou
F(m) 1+ _ *i7(m) —1
IDylx' = ox B, fo (Dy" &g, o).
n fait, les bimodules 7 et 7 " sont canoniquement isomorphes. En effet, on
En fait, les bimodules Z{™y et ' sont t hes. En effet
dispose d’apres 1.3.4 d’'un isomorphisme de transposition
. Gm) -1 _ ~ 7(m) —1
By + " & oy ——— Iy @ oy

échangeant les deux structures de @&m)-module a gauche de @;m) ®OY wY_l (déduit de
(1.3.4.3) par tensorisation avec %y,). En lui appliquant f * a droite sur la source (et donc a

gauche sur le but), on obtient un isomorphisme de (f _1@},’”), @}m))-bimodules a gauche
PR, 07 —= fHTP 8, o7,
En le tensorisant avec wy, on obtient I'isomorphisme de (f 4@%}"), @&m))-bimodules

Bxy : @%_)X — @%_)X'
Nous utiliserons cet isomorphisme pour identifier ces deux bimodules, que nous noterons
- i 5 (m)
indifféremment 4y’ .
b) Sous les hypotheses de 3.0.1 (ii), soient X et Y deux S-schémas lisses de réductions
X,etY,sur S, f,: Xy » Y, un S,-morphisme. Puisque, d’apres 2.1.6, on dispose par

recollement d’'un foncteur bien défini f(;" de la catégorie des @Ig}")-modules a gauche dans

celle des @&m)-modules a gauche, le bimodule @(Y’Q x garde un sens si I'on pose

gm) ¥k cp(m) -1 - % (F(m) 1
Dylx = Jo,a Dy ®, 0y) & ox = ox & fi (Iy" & wy).
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Le lemme suivant précise quels sont les bimodules sur X' qui correspondent par

descente par Frobenius aux bimodules @(m”) et .@g’:}?)

3.4.2. LEMME. — (i) Avec les notations précédentes, et sous les hypotheses de 3.0.1 (iii),

. . ’ . ’ ’ . ’ ’ N s s (s)
sotent Fy : X 5> X', Fy,:Y > Y'et f': X' > Y’ des relévements de FXO/S9: FYO/SO et {0 tels
que Fy o f = f' o Fy. Il existe alors des isomorphismes canoniques de (@%’n”), f_1@§,m+s))-
bimodules et de (f_1@§,m+s), @&m”))-bimodules

(3.4.2.1) T == FEFYAE = FE(FHEFRTED)),

(342.2) Gy =5 FRFFAVY) y = Fy ((fi*(F§ (TY0 @ oy) B, wg).

(i) Supposons que a soit m-PD-nilpotent. Il existe alors des isomorphismes canoni-
ques de (v@&m”), f_1@§m+s))-bimodules et de (f_l,@’g,m”), @&"l”))-bimodules

(3.4.2.3) gy = F)S(ﬂ;sOFSOb/S Ty = Fy s, (o (Fy, (m)))
~ b
(3.4.24) @gn:)? - F)séo/so O/S ayr) X'

b (&) *(F -1
= FSO/SO d(f S Y /S g(@y/ ®( wy/)) ®0X’ O)X/).

On observera que, dans cet énoncé, on commet un abus de notation en écrivant

b G(m) % G(m) N op(m) 7(m) ; '
Fy9%" v, ou Fy 9y «, dans la mesure ou 9y v et ") 5 sont des faisceaux sur X' et
non sur Y’; on peut le justifier en remarquant que le foncteur f'*, appliqué pour 'une
des structures de (Jy,-module, commute en un sens évident aux foncteurs .#om et ® qu’on

applique a l'autre structure pour définir F @(m) et F*(@(’n) ®, L Oy D).

D’apres 2.5.2, il existe un isomorphisme canonique de @g,m”)-blmodules
(3.4.2.6) Glm+s) ~, FERLG.

En lui appliquant f* pour la structure gauche, et en utilisant I'isomorphisme @}m”)-
linéaire f¥*FEFLGUm) =~ F¥ £ *F2. U™ fourni par (3.2.4.3), on obtient (3.4.2.1).

En tensorisant maintenant (3.4.2.6) a droite par w{,l, et en composant l’isomor-
phisme obtenu avec celui qu’on déduit de (2.4.4.1), on obtient un isomorphisme de @;/m-i-s)_

bimodules a gauche
T+ @, oyt =5 Fyf (F (@9 ®, wyh) = Fy ((Fy (TYV @ o).

En lui appliquant f* pour la structure droite, et en utilisant I'isomorphisme f*Fy =
F3f'*, on obtient un isomorphisme de (f —1@§m+s)’ @&m”))-bimodules a gauche

Gy By @ y) 75 FY o fi(Fy (9 gy @y, ©y)).

Pour obtenir (3.4.2.2), on tensorise celui-ci a droite par wy, et on le compose avec 'isomor-
; ; (m) N ’ 7 (m) —1
phisme (2.4.3.1) relatif au 9%"’-module a gauche f*(Fy (Zy" B¢, Oy )
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Lorsque a est m-PD-nilpotent, les foncteurs et les isomorphismes mis en jeu dans les
constructions précédentes pour des relevements locaux de Frobenius se recollent, ce qui
fournit globalement sur X les isomorphismes (3.4.2.3) et (3.4.2.4).

3.4.3. Supposons maintenant que S soit un schéma ncethérien de dimension de Krull
finie, et que f : X — Y soit un S-morphisme quasi-séparé et quasi-compact. Le foncteur f,,
est alors de dimension cohomologique finie sur la catégorie des faisceaux abéliens sur X.
Sous ces hypotheses, on dispose donc, pour tout faisceau d’anneaux % sur X, d’'un fonc-
teur dérivé Rf, : D™(9) — D (f,9). On définit alors un foncteur f _ : D‘(@}’”)) —
D‘(@%}”)) en posant, pour & € D‘(@&m))

Ce foncteur dépend de m ; si nécessaire, nous le préciserons par la notation f ).

Sous les hypotheses de 3.4.1 b), on définit le foncteur f;,, de la méme maniere.

Remarque. — Supposons que S soit un schéma quelconque, que la dimension relative de
X par rapport a S soit constante, et que l'on soit dans I'une des situations suivantes :

(1) m=0;

(ii) p est localement nilpotent sur S.
Nous montrerons dans [7] que, dans ces deux cas, @&’QX est de Tor-dimension finie sur
@(’”) Le produit tensoriel dérivé 9) ®g(m} 6 peut alors étre défini pour ¢ € D+(@(m)) si
bien que la formule (3.4.3.1) garde un sens pour & € D+(@(m)) et définit un foncteur f, :
D+(@§(m)) — D+(@§,’”)) sans hypothése ncethérienne sur S. Néanmoins, pour les théore-
mes de changements de base permettant de passer a la limite projective sur des quotients
d’anneaux de valuation discrete, il est plus naturel de travailler avec des complexes
appartenant a D‘(@&m)), de sorte qu’en pratique les hypothéeses faites plus haut seront les
plus utiles.

3.4.4. THEOREME. — Supposons que les hypothéses de 3.0.1 (iii) et de 3.4.3 soient satis-
faites, et soient X, Y deux S-schémas lisses, f, : X, = Y, un S-morphisme entre leurs
réductions modulo a, X', Y' des relévements lisses sur S de Xés) , Yés).

(i) Soientf:X —>Y,f :X' Y ,Fy:X - X ,Fy:Y - Y’ des relevements de f,, f5°,
F5 J/Sy? FY /Sy Si Fy o f=f o Fy, il existe pour tout &' € D~ (TP un isomorphisme
canonique de D (@(m+s))

(3.4.4.1) f (n—L+s>(F)}k &) = F}’,“f’ m (E).

(m))

(i) Supposons que a soit m-PD-nilpotent. Pour tout &' € D™(9"’), il existe un isomor-

phisme canonique de D™ (@g}"”))

(3.4.4.2) Fosonio(F5s,6) =5 Fylg £67m(8").
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Placons nous d’abord sous les hypothéses de (i). Le foncteur exact F* induit une
équivalence de catégories D~ (@(m)) =, D (@(m“)) et, d’apres 2.5.6 (i), un foncteur
quasi-inverse est fourni par é — Fy b @(’" ®Cf§z’“‘°‘) 6. Pour définir I'isomorphisme (3.4.4.1),

il suffit donc de définir un 1somorphlsme
b@(m _[\(m+s) f+(m+s)(F &) = f+(m)(8 )
dans D‘(@'(Y"?)). Par définition, f+(m+s)(F;(k£l) = Rf,(#), en posant
F = @(m-ﬁ-s) é~ F*& D—(f—lg(nHS))
T = Pyex GG Lx0 € Y :

Comme, d’apres 2.5.3, Fy b @(m) est un @g}n +5)_module a gauche localement projectif de type

fini, le morphisme canonique
~( L
FoLam ®Q<m+s> Rf,(7) —> RE(fTIEFTE) S paggnen 7)

est un isomorphisme de D‘(@g}’?)). Comme f = f’ en tant qu’application continue entre

espaces topologiques, on est ainsi ramené a définir un isomorphisme
(3.4.4.3) fUFLTP) ®f e (DY) ®g<m+g> Fi&h) = G . ®Q<m> &'

dans D~(f1G).

Grace a (3.4.2.2), on dispose d'un isomorphisme canonique de bimodules
TYeR = Fy ((fF (TP 8 o) 8 o).

En appliquant I'isomorphisme d'invariance du produit tensoriel (2.5.7.1), on obtient alors
dans D_(f_lg(m”)) l'isomorphisme

L
e ®@(m+9) Fyé == (fi"(Fy, 7/ D0 ©3")) B0y Ox) B &
Le terme de gauche de (3.4.4.3) s'identifie ainsi a

FAELTI) &, sgn i (FFFE (T @, a3t) ® r9) Oy &
Y=Y’ f—lg&m-%—s) Y,g v Yy’ (;X' X! g&"})

~ (FUELTE) ® pgnen N F5 (TP @, 0h)) ® ) g &
= yLy"") Bpaggen f Oy, Py’ Ep10,, Ox) SG © -
Or on dispose de 'isomorphisme de @'g,"?)-bimodules (2.5.5.1)

. N . — , . . . ~(m)
qu'on peut tensoriser a droite par a)Y, pour en déduire un isomorphisme de ¥y"-

bimodules a gauche
Fy 090 g Fyf (YY) 8 03) =5 T¢¥ @, w3

En lui appliquant £, et en tensorisant a droite par oy, on obtient un isomorphisme de
(f_lgg,”?), @')((”,L))-bimodules

FEEFTE) @ psgygnro fHES (BP0 @ ayh)) ® s wx =5 G 4.

Il suffit alors de le tensoriser par & pour obtenir I'isomorphisme (3.4.4.3).
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Si on suppose que a est m-PD-nilpotent, on peut construire I'isomorphisme (3.4.4.2)
en suivant la méme méthode : le lecteur s’assurera que, sous cette hypotheése, chacun des
isomorphismes utilisés dans la construction précédente reste bien défini sans supposer
les morphismes relevables (compte tenu de ce que f = f' = f,, en tant que morphismes

d’espaces topologiques).

3.5. Foncteur dual

Nous complétons cet examen des compatiblités entre le foncteur F™* et les opérations
de la théorie des ¥-modules en mentionnant le cas du foncteur dual, di a A. Virrion (cf.
[40], [41], [42]).

3.5.1. Rappelons d’abord la définition du foncteur dual. On se place sous les hypotheses
de 3.0.1 (i), et on suppose X de dimension relative constante d sur S. Si § € D‘(@&m)), on
définit le complexe dual de & comme étant

(3.5.1.1) D(&) = R omyp (6, Iy" &, ox'[d]).

Avec cette généralité, le complexe ID(&) appartient a D+(@(m)) mais cette définition est
parf(J(m)) auquel cas ID(6) est aussi dans Dparf(@(m)) [42, T
(3.3)]. On remarquera que, grace a l'involution By définie en (1.3.4.3), on peut indifférem-

surtout intéressante si § € D

ment utiliser la structure gauche de @(’") -module de @(M) ®y wX pour définir la linéarité
dans le foncteur #om, et la structure tordue pour définir la structure @(m) linéaire a
gauche de ID(&), ou bien l'inverse. Si nécessaire, nous préciserons le schéma X et le
niveau m intervenant dans la définition de ID par une notation telle que ID&’”).

3.5.2. THEOREME [42, II (3.2)]. — On suppose vérifiées les hypothéses de 3.0.1 (iii).
(1) Soit F : X - X' un relévement de FX /S, Pour tout §8' e D~ (@(m)) il existe un iso-

morphisme canonique de D+(@(m+s))
(3.5.2.1) ]DAg{m+S)F>k6/ ~ F*]D&n,l)(é”).

(ii) Si a est m-PD-nilpotent, il existe pour tout &' € D~ (@(m)) un isomorphisme cano-
nique de DY (G +%))

(3.5.2.2) ]D§(m+S)F;(:/Sog/ ~ Fjg(*/S ]D(m)(g)

Nous renvoyons a [42] pour la démonstration dans le cas (i). Celle de (ii) est
analogue, les isomorphismes employés restant définis sans hypothese de relevabilité sur

F 5’}0 /S, lorsque a est m-PD-nilpotent.
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4. F-9"-modules

Dans ce chapitre, on fixe un anneau de valuation discrete complet V' d’inégales
caractéristiques, et on note K son corps des fractions, m son idéal maximal, £ son corps
résiduel, supposé de caractéristique p. Tous les schémas formels considérés sur V' sont
supposés munis de la topologie m-adique, et localement de type fini sur v". L’indice @
désigne la tensorisation d’un faisceau abélien par Q.

Soient ¥ un V-schéma formel,  un ¥-schéma formel lisse. Nous étendrons d’abord
le théoréme de descente par Frobenius aux modules sur les anneaux d’opérateurs com-
plétés @(Im) (relatifs a &), et sur leur limite @E lorsque m — co. Nous donnerons ensuite
deux applications importantes de ces résultats : d'une part, nous montrerons que 1’action
de Frobenius sur la cohomologie de de Rham d’un @y%-module est un isomorphisme;
d’autre part, lorsque ¥ = Spf?/, ces résultats nous permettront de calculer la dimension
homologique des faisceaux d’anneaux @.&’-n), et de borner celle des faisceaux @E{mé et @;Q

Nous introduirons ensuite la notion de F-@;.,Q-module, i.e. de @; Q-module muni
d’'une action de Frobenius. Dans la derniére section, nous expliquerons comment on peut
considérer cette notion comme la généralisation naturelle dans le cadre de la théorie
arithmétique des ¥-modules des notions de F-isocristal convergent et surconvergent.

Comme nous 'avons expliqué dans l'introduction, nous n’étendrons pas ici les théo-
rémes prouvés dans le chapitre précédent sur la compatibilité de F* aux opérations de
base sur les Y-modules au cas des @&m)-modules ou des @:},Q-modules, renvoyant pour
cela a [7], o nous donnerons une construction systématique de ces opérations prenant en
compte les conditions de complétion nécessaires. Nous expliciterons néanmoins ici dans
le cas des modules cohérents la commutation de F™ a l'extension du faisceau d’opéra-
teurs d’opérateurs (cf. 3.1). C’est en effet cette propriété qui va nous permettre de ramener
I’étude des F-@} Q-modules cohérents a celle des @@Q-modules cohérents munis d’une
action de Frobenius en un sens convenable, griace au théoréeme d’équivalence 4.5.4. Nous
en déduirons alors le corollaire remarquable suivant : bien que, comme nous le verrons
en 4.2.3, 'anneau ‘@TIQ ne soit pas un faisceau d’anneaux ncethériens, la catégorie des F'-
@} Q-modules cohérents est une catégorie noethérienne.

4.1. Descente des @p(l’.”)-modules

Rappelons que, si e est I'indice de ramification absolu de V', on peut munir 'idéal m
d’'une m-PD-structure si et seulement si p™ > e/(p—1). Une telle structure est alors
donnée par un idéal m*, ou k est un entier tel que e/ (p—1) < k < inf(e+1, p™) (cf. [5,
1.3.1]). De plus, d’apres la proposition A.4 de 'appendice, cette structure est topologique-
ment m-PD-nilpotente si et seulement si e/(p—1) < p™.

Pour ne pas étre limités dans certaines applications par des hypotheses sur I'indice
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de ramification, nous serons ainsi amenés a considérer non seulement des relévements
du Frobenius relatif de la réduction modulo m d'un V'-schéma formel %, mais, plus
généralement, des relevements du Frobenius relatif de la réduction de & modulo un sous-
idéal de m contenant p. On supposera donc fixés dans la suite un tel idéal a, et un idéal
b c a qui soit un PD-idéal et munisse a d’'une m-PD-structure : si a = m”, b = m*, b munit
a d’'une m-PD-structure si et seulement si e/ (p—1) < k < inf(e+h, p™h), et cette struc-
ture est topologiquement m-PD-nilpotente si et seulement si e/(p—1) < p™h (cf. A.4).

4.1.1. Pour tout ¥-schéma formel ¥, nous noterons S; la réduction de ¥ modulo aitl,
Comme b; = b + pV est principal, la PD-structure de b, s’étend a (/g . L’idéal b()g munit
donc a(g d’une m-PD-structure, ce qui nous permettra d'utiliser sulr S; les résultlats des
chapitresl précédents.

Si 4 est un ¥-schéma lisse, nous noterons @;"}2,, ou simplement @}m) lorsqu’aucune

confusion n’est possible, le faisceau

Z(m) . 1; (m) j.i+lcp(m) _ 1: (m)
Dy = 11‘1@;&1'/.7’/ A" Dy = @@Xi/si-
i i
Comme dans les chapitres précédents, nous travaillerons plus généralement avec
des faisceaux d’opérateurs différentiels a coefficients dans une (,-algébre %, munie
d’une action compatible de @(Im) : si $, est une telle algebre, de réduction %y sur X, nous

noterons

@(zvm) = %01 ®(1,{1. gzj(IW/L()/ = le (95)91' ®(;¢{ @%2/)/ ‘1”1(%{ ®(;‘f @(In/zg/) = h;n%xl ®(;>Xi @g?/)si
l l
le faisceau d’anneaux séparé complété m-adique du faisceau d’anneaux %, ® @(rm)
Soit s un entier. Si F' : ' — %’ est un morphisme de ¥-schémas formels lisses

relevant FX /Sy’ et si &' est un (J;,-module, nous noterons comme sur les schémas usuels

F*§ = Or® & F°' = Jfom( Uy, &"). Nous supposerons donnée une (,-algebre %,
munie d’une actlon de @(m) et nous poserons B, = F*$B,.,. Alors chacune des algebres

*%’X, est munie d’une action naturelle de @(””S) de sorte que, par passage a la limite,
on dlspose encore d'une structure d’anneau sur @(’””) = hm B ® @(’“S)

Exemple. — Reprenons la situation considérée en 2.2.8 (ii) : on suppose donnés un
diviseur Z c X, d'image inverse Z' X(()S), et un entier r tel que p™*! | r. Gréce a2.2.9, on
dispose pour tout i d'un isomorphisme @g’"”)-linéaire F*B4(Z', r) = By (Z p°r).
D’apres leur construction, ces isomorphismés sont compatiblesl pour i varlable de sorte
que, si 'on pose %r’—%)r (Z',r) _11m By Z', 1), By = BI(Z p’r) —hm Bx (Z p°r),on en
déduit un isomorphisme d’algebres @(””s) linéaire

(4.1.1.1) F*B,(Z', 1) = B(Z, p°r).

Les résultats qui suivent s’apliquent donc au couple d’anneaux @(m) =lim, $4(Z', r) ®
— i
DYV et Gt =lim; By (Z, p°r) @ DG,
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4.1.2. PROPOSITION. — Soient s € IN, ¥ un V-schéma formel,  un ¥-schéma formel lis-
se, X, — S, sa réduction modulo a, F : ' — A" un morphisme de ¥-schémas formels lisses

relevant ch /s, . Alors :

@) F*@f}’?), Fd@(m) et F*Fd@gfm) sont respectivement munis de structures canoni-
ques de (QZ)("”S) @5;’,‘)) bimodule, de (@E}’?), @.&(Im*s))-bimodule, et de @.&m”)-bimodule; de

plus, '’homomorphisme canonique
FIFGW — FFGYY  (resp. F{O0Y — FFIF}GMW)

est @(”HS) linéaire a gauche (resp. a droite), et identifie localement F*@(’") (resp. Fq @(m))
a un facteur direct de F Fj @(m) sur @fmﬂ).

(ii) 1l existe un Lsomorphlsme canonique de gf;(lpers)-bimodules

(4.1.2.1) Gq+s) =5 FERLTP.

(iii) Il existe un isomorphisme canonique de @Elp"?) bimodules

(4.1.2.2) FPT g F AT —=— GV,

Si U est un ouvert affine de 4 tel qu’il existe sur U, un systeme de coordonnées
locales relativements a S, et si les sections te I'(U, Uy) relévent un tel systeme, alors,
pour tout i, (;; est libre de type fini sur (;;,, de base les ¢ avec 0 < a; < p. 11 en résulte que

les homomorphismes

Ffa@ — UmFFGE, FROP — limF] Vg,
i T
FFTy — lim FFRa,
T
sont des isomorphismes. Par passage a la limite, on en déduit donc les structures de
bimodule annoncées sur F*@E{”f), Fb@(m) et F Fb@(m), et le fait que les homomor-
phismes de (i) soient @fm +s) -linéaires. Pour en construlre localement un scindage (resp.
une rétraction) @Fm“)-linéaire il suffit d’observer que la donnée des t; définit une famille
compatible de scindages (JX, - OX (resp. rétractions Uy — (/X,) OX,-hnealres d’ou, par

tensorisation avec .@(m) et apphcatlon de F'* (resp. Fb ), une famllle compatible de scin-

dages F*@(m) —F; FI’@("‘) (resp. rétractions F, Fb@(m) Fg@gg?)) @&"7+s)-llnea1res.

Pour tout i, on dispose de I'isomorphisme de @%’?*S)-bimodules (2.5.2.1)

13

@<m+s> —~ y F*F b@“n).

Il résulte de la construction de ces isomorphismes qu’ils sont compatibles pour i variable,
ce qui fournit I'isomorphisme (4.1.2.1) par passage a la limite. De méme, on dispose pour
tout i de I'isomorphisme de @(m)-bimodules (2.5.5.1)

FP gy ®g<m+s>F T —=— G,

et ces isomorphismes sont compatlbles pour i variable. Comme les @(m+s) modules
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F 3 @I(Im) et F g* Q’Z(Im) sont localement facteurs directs de @(Im +$) Phomomorphisme canoni-

que

(Lim F§I) @ggurn im FFT) — lim (F° T ®ggn F*TGY)
i i i '

est un isomorphisme, et I'isomorphisme (4.1.2.2) en résulte.

Remarque. — Soit & un V'-schéma formel lisse, de dimension relative d > 0. Il résulte de
I’énoncé précédent que, si U est un ouvert affine de ¥ possédant un systeme de coordon-
nées locales t,,...,¢,, et si m > 1, 'anneau I'(%, @.&(Im)) contient des diviseurs de zéro. En
effet, soit F' : &' — 2’ un morphisme de ¥-schémas formels lisses relevant la puissance m-
ieme du Frobenius relatif de la réduction de X modulo p. Les sections #%, avec 0 < o; < p™
forment alors une base de () sur (.. Si 'on note (6 )0<a <pm la base duale de F 01, =
7Fom( Uy, Oy, l'isomorphisme (4.1.2.1) s’explicite comme un isomorphisme de @(m)
modules a gauche
@(m) _~ GB F*@(O)

Sil=2X%, e, estla décomposition de 1 e @(m), on a nécessairement ey #* 0 pour tout o.
D’autre part on en déduit la relation eg = ez 1= Zg 5y AVec ege, € F*@(O) 0, , d’ou1
ege, _051Q¢a,eﬁ_eg

Pour m = 0, I'(%, @(0)) est par contre un anneau sans diviseurs de O lorsque % est
connexe. En effet, il est sans p-torsion, et séparé pour la topologie p-adique. Notant ici X,
la réduction de X modulo m, il suffit alors de vérifier que I'(U,,, @(0)) est sans diviseurs de
zéro, ce qui résulte par exemple de ce que, pour la filtration par l’ordre grI'(U,, @(0)) est
une algebre de polyomes a coefficients dans 'anneau régulier I'(U,,, U 0)

Signalons que, pour m > 1, la famille d’idempotents considérée ici a été explicitée
par Garnier [24, 2.5], grdce a la construction d'un opérateur différentiel d’ordre infini H

dont I'action sur (, fournit la trace relativement a (., divisée par pds

4.1.3. THEOREME. — Supposons les hypothéses de 4.1.2 satisfaites.
(i) Pour tout @(m)-module a gauche &' (resp. @(m)-module a droite M'), F*8’ (resp.

FPA’) est muni d’une structure fonctorlelle de @("”s)

module a gauche (resp. a droite).
(ii) Le foncteur F™ (resp. F®) induit une équivalence entre la catégorie des @(m)

modules a gauche (resp. a droite) et celle des @&m”)-modules a gauche (resp. a droite).
(iii) Le foncteur qui associe a un @(m+s) module a gauche & (resp. a un @;%m“)-module

a droite M) le @(m)-module a gauche Fj @(m) ®@<m+s) 6 (resp. le @(m)-module a droite

M ®g<m+s> F @(m)) est quasi-inverse de F ™ (resp. de Fb)

En appliquant F'* & I'isomorphisme canonique @(rm) ®§75}”) &' = &', on obtient un
isomorphisme

(4.1.3.1) F*I ®gun &' = F*6'.
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Grace a 4.1.2 (i), cet isomorphisme permet de munir F *§’ d’'une structure de @E{m“)-
module a gauche, fonctorielle en &', d’out (i). En tensorisant l'isomorphisme (4.1.2.2) a
droite par &', on voit que le foncteur & — F b@(m ®@(m+s) ¢ est quasi-inverse a gauche de
F*. De méme, en tensorisant 'isomorphisme (4.1.2. 1) a droite par un @(m”) module a
gauche &, on voit que ce foncteur est quasi-inverse a droite de F'*.

Les assertions relatives aux modules a droite se prouvent de la méme manieére.

4.1.4. Remarques. — (i) Supposons que &’ soit séparé et complet pour la topologie m-
adique, de sorte qu’il en est de méme pour F *&’. Pour tout i, F*(8'/a’*1§’) est muni
d’une structure canonique de @(””S) module. Par passage a la limite, on obtient donc une
structure de @(””S) module sur F*&’. Cette structure coincide avec celle quon définit
dans I’énoncé précédent au moyen de I'isomorphisme (4.1.3.1), car il suffit de le vérifier
i+1

modulo a’™* pour tout i, et d’appliquer a I'isomorphisme @(m) linéaire

@%n? ®@(np (&'alt1e) =5 &§/aitlg’

(m+s)

le fait que F * est un foncteur a valeurs dans la catégorie des 9" **-modules.

(ii) Si &' est un gjéf"?)-module a gauche, la structure de @_f[m*s)-module a gauche
construite sur F*¢’ est indépendante du choix fait pour 1'idéal b définissant la m-PD-
structure de a. En effet, il suffit par construction de le vérifier lorsque &’ est I'un des @(T).
Or, si b’ est un autre idéal de ¥ munissant a d’'une m-PD-structure, il existe une relati:)n
d’inclusion entre b et b’, par exemple b’ c b, et b’ est nécessairement un sous-PD-idéal
deb puisque ¥ est sans p-torsion. Il en résulte que les opérations de puissances divisées
partielles sur les g’Xi,(m)(v) sont indépendantes du choix fait pour b. Par suite la
factorisation ® de F* construite en 2.2.2 ne dépend pas non plus de ce choix, ce qui

entraine l'assertion.

(iii) Si l’on suppose donné un ¥-morphisme de 7'-schémas formels lisses G : 4" — %
relevant F'§ X(s) /Sy? alors, pour tout @(m)-module 8", I'isomorphisme canonique F*oG™*&§”
=5 (GoF) 6 est @<m+s+s) linéaire : il suffit encore de le vérifier lorsque &” ﬂ%”%), et

cela résulte alors de 2.2.3 (iii) par passage a la limite.

(iv) Silon suppose que a est topologiquement m-PD-nilpotent, et si F et F' sont deux
relevements du Frobenius relatif F'5 X, /Sy’ les isomorphismes de recollement tpp i F ’*@(m)
= F*@(m) définis en 2.1.6 et 2.2.5 sont compatibles pour i variable, et fournissent par
passage a la limite un isomorphisme canonique de (@(m+s) @(m)) -bimodules Tp prt

F'*G) =~ F*G 1l en résulte que le (F7"+%, I)-bimodule F*@(m) reste bien défini
a isomorphisme canonique prés sans supposer donné un relevement global de FX /Sy" On
peut alors définir un foncteur F)s( S, de la catégorie des @(m)-modules a gauche dans celle
des @("”s) modules a gauche en posant

s#  _ (pEGMY @, o

et les conclusions du théoréme restent valables.
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(v) Les conclusions du théoréme entrainent formellement les conclusions analogues
oj(m)

pour les Yy Q-modules (rappelons que, pour tout 4, on note @(m ) = (m) Q).

Observons qu’on peut étendre au cas formel ’énoncé de commutation 3.1.3 entre F *

et 'extension de 'anneau d’opérateurs différentiels :

4.1.5. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 4.1.2, soient m' > m, €, une 01,-algébre
munie d’'une action compatible de @(m ) , By — € un homomorphisme d’algébres @ul" -
linéaire. Posons @(m) € ® @I’ ,Cp=F*Cy, @(m +8) =€y ® @%m +5) Pour tout &' e

D~ (g@f}’?)) il existe dans D_(g@fm/”)) un isomorphisme canonique

L
(4.1.5.1) g+ ®@<m+s)F 6 = FHAP @gum &).

D’apres la définition des structures de @&m”)-module (resp. @%’” +5)_module) au
moyen de (4.1.3.1), 'isomorphisme a prouver peut encore s’écrire

~ ’ ]L
g+ ®C,<m+s) (F*G ®q(m)6) —=~ F*@;"?>®%W» (T Bgom &).

Par associativité du produit tensoriel, on est ainsi ramené a définir un isomorphisme de
(@9, ) -bimodules

(4.1.5.2) TP+ ®gmes UG —=—s FHG.

Comme F *@(m) est un @&m”)-module localement projectif de type fini, le produit tensoriel
de gauche est complet, et il suffit de passer a la limite projective a partir des isomor-
phismes (3.1.3.3) sur les X.

Remarques. — (i) Le lecteur prendra garde que, si 'on ne fait aucune hypothese de
finitude sur le complexe &', les produits tensoriels qui interviennent dans cet énoncé ne
sont pas complets en général. Nous renvoyons a [7] pour les énoncés mettant en jeu des
produits tensoriels dérivés complétés. Lorsque %, vérifie les conditions de [5, 3.3.3], de
sorte que @(m) et @(””S) sont des faisceaux d’anneaux cohérents, et que &’ € Dcoh(@ff’?))
les produits tensoriels algébriques considérés ici coincident avec les produits tensoriels
complétés que nous utiliserons dans [7].

(ii) Lorsque a est m-PD-nilpotent, I’énoncé reste valable pour le foncteur FX /s, e
I’absence d’'un relevement global de Frobenius.

4.2. Descente des @} -modules

Par passage a la limite pour m variable, nous déduisons maintenant des résultats

précédents des énoncés analogues pour les @J}.-modules.
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4.2.1. Avec les notations de 4.1.1, soit (@(m))

completes pour la topologie m-adique. Supposons que, pour tout m, I'algebre OB(’”) soit

m>m, U systeme inductif de (,-algebres
munie d’'une action compatible de @é’-"), et que 'homomorphisme %E{m) ?B&m”) soit
semi-linéaire par rapport a ’homomorphisme @(m) @(m +1_ Nous noterons encore @(m)
= %(m) ® ..@(m) le faisceau d’opérateurs différentiels obtenu par complétion p-adique de

%(’”) ® @(m) et nous poserons

2T _ 13 pm) gt — 1im G _ 13 2(m) & (m)
By = lim B, Dy = lim Iy = lim (B" ®01 D).
m m m

Soit a € m un idéal contenant p. Fixons un PD-idéal b c a (par exemple, b = (p)). Il
existe alors un entier m tel que, pour m > m,, b munisse a d’'une m-PD-structure. On
observera que, quitte & remplacer m, par m; + 1 si nécessaire, on peut supposer que cette
structure est m-PD-nilpotente (cf. A.4). Pour tout i, nous noterons encore S; la réduction
modulo a’*! d'un ¥-schéma formel &.

Soient s un entier, F : ¥ — %’ un morphisme de ¥-schémas formels lisses relevant
F)s( /Sy’ F* F’ les foncteurs correspondants (cf. 4.1.1). Nous supposerons donné sur 4’ un
systeme inductif d’algebres (%(’”‘))m> m, COmme précédemment, et nous poserons ﬂ(m”)
= F*%’(m) D’apres la remarque de 2.2. 3 les homomorphismes F*%(m) - F*%(’”“) sont
semi-linéaires par rapport & ’homomorphisme @(m) - @&mﬂ). Les .%@(Im”) forment donc
un systeme inductif de (/j-algebres du type précédent. Nous noterons @}, CE} les fais-
ceaux d’opérateurs différentiels correspondants.

Exemple. — Les faisceaux de fonctions a singularités surconvergentes le long d’un
diviseur fournissent un exemple type de la situation considérée ici. Reprenons en effet les
hypothéses de I'exemple de 4.1.1, et, pour tout m, posons @(’”) .@T(Z’, p™*1), de sorte
que, avec les notations de [5, 4.2.4 et 4.2.5], on obtient 99{ = ()T(TZ’), @} = @_:%/(TZ’). On
déduit d’autre part des isomorphismes (4.1.1.1) I'isomorphisme

(4.2.1.1) F*0,.(12") = 0,(12),

de sorte que 'on obtient également @} = @}(TZ ).

4.2.2. PROPOSITION. — On suppose satisfaites les hypotheses de 4.2.1.
(il F;@IE,, Ij”g@j{ift F;;F(?@; sont respectivement munis de structures canoniques
de (@f., @3}.,), (@j.,, D) et @;-bimodules. De plus, ’homomorphisme canonique

F*Fg@”( — F*@'T (resp. Fg@'} — F*Fg@”r )

est QZ)T -linéaire a gauche (resp. a droite), et identifie localement F @ (resp. F g @”}) aun
facteur direct de F FI’@T

(ii) 11 existe un zsomorphzsme canonique de @}-bimodules
~ ~ b ~.
(4.2.2.1) G —=— FIF}T}.

(iii) Il existe un isomorphisme canonique de @Zy-,-bimodules
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(4.2.2.2) FT} ®g Fi @y —=— Tf.

Par passage a la limite inductive, on déduit de 4.1.2 (i) les structures de bimodule
annoncées. Comme les scindages locaux Fg*@;,’??) - F; Fg@;m) (resp. les rétractions
locales F;< F g Q’Z(Im) - F 3 @i&,@) construits en 4.1.2 sont déduits du scindage /), — U, (resp.
de la rétraction )y — (U ) défini par un systéme de coordonnées locales, ils sont compa-
tibles pour m variable, de sorte qu’ils fournissent par passage a la limite un scindage @}-
linéaire F;< @T - Fg F(I; @; (resp. une rétraction @Z{.-linéaire F;< Fg @'T - Fg @'Z{)

On obtient de méme les isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) par passage a la limite
inductive a partir de (4.1.2.1) et (4.1.2.2).

Remarque. — 1l résulte de la remarque (ii) de 4.1.4 que les structures de bimodules et les
isomorphismes construits ici ne dépendent pas du choix auxiliaire du PD-idéal b que

nous avons utilisé pour appliquer les résultats de la section 4.1.

4.2.3. COROLLAIRE. — Soit 4 un V'-schéma formel affine et lisse de dimension rela-
tive d > 1. Les anneaux I'(&, (@:}) et 'Y, @} Q) =~ (4, @_,;}) ® Q ne sont pas neethériens.

L’assertion relative a I'(¥, @}) résulte simplement de ce que sa réduction modulo a
est Panneau des opérateurs différentiels usuels I'(X), @XO), qui n’est pas neethérien.

Pour montrer l'assertion relative a I'(Z, @.;IF,Q)’ on peut supposer que a = b = (p).
Choisissons pour tout m > m, un ¥-schéma formel lisse x™ relevant Xé’”), et un V-
morphisme F,, s m=1 _y gr(m) pelevant FX(g’"—“/SO : X(()m_l) N Xém). Soit 6, : @_\/}(m_l) -
Fn”;@:}(m) I’homomorphisme canonique, qui envoie 1 sur 1 ® 1. Posons

F™ =F oF, jo..0oF : 4 — 2™,
0 = Fm=D*(g Yo Fm=2 %9, No...00 : Ly — F*G ),

et soient ./, = Ker(6™ & Id :@9} Q™ Fm *@;m) Q), A =TI, 4,). Les A, forment une
suite croissante d’idéaux a gauche de I'(Z, @} Q) et il suffit de vérifier qu’elle n’est pas
stationnaire.

D’apres 4.2.2, 0, est surjectif pour tout m, et son noyau s’identifie a
F:z(@.‘j{'(m) ®(l?“d-(m) Ker(Ogm-1 = Ugm)),

I'exposant ~ désignant le dual U, (m) -linéaire. Comme (U, (1) est localement libre de rang
pd > 1 sur Uym), et @Z{.(m) sans p-torsion, Ker(6, © Id) est non nul. Puisque les F; sont
fidelement plats, les homomorphismes F (m-i-1) >k(Gm_ ;) ® Id sont également surjectifs et
de noyau non nul, de sorte que les .//,, forment une suite strictement croissante d'idéaux a
gauche de @E’Q Comme ils sont cohérents (et méme localement projectifs de type fini)

sur @TI Q’ I’assertion résulte alors du théoreme A [5, 3.6.4].
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4.2.4. THEOREME. — Sous les hypothéses de 4.2.1, le foncteur F* (resp. F) définit
une équivalence de la catégorie des @T -modules a gauche (resp. a droite) avec celle des
QZ)T -modules & gauche (resp. a droite). Le foncteur 6 — FI’@T ®g+ é (resp. M +—
M ®m F* @T )) est quasi-inverse de F* (resp. F).

Soit &’ un QZ},-module a gauche. Compte tenu de 4.2.2, la structure de @§ -module a
gauche de F *§’ est fournie par I'isomorphisme canonique

F*3f ®g &' —=— F*§".

Le fait que le foncteur ¢ — Fb@T ' ®@} & soit quasi-inverse de F'* se déduit encore des
isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) en procédant comme en 4.1.3.

Remarques. — (i) Comme on I'a observé en 4.2.1, la m-PD-structure de a est m-PD-
nilpotente pour m > m, + 1. Il s'ensuit que, si F' et F'’ sont deux relevements de Frobenius,
les isomorphismes 1 . : F' ’*@(m) = F*@(’”) sont définis dés que m > m; + 1. On obtient
donc, sans hypothéses sur ¥ ni sur a, un isomorphisme canonique de (@T , @T)-blmo-
dules 15 5 : F’ @I’ = F*@T .. En recollant par ces isomorphismes les bimodules F*@T
définis par des relevements locaux de Frobenius, on obtient donc un bimodule qu’on note-
ra encore F*@}, bien défini méme s’il n’existe pas de relevement global du Frobenius
relatif. En utilisant le bimodule F *@T , ainsi obtenu, on peut procéder comme en 4.1.4 (iv)
et généraliser la construction du foncteur F™* de la catégorie des @T ~-modules dans celle
des @;}-modules sans supposer 'existence d’'un relevement global F'; le théoréeme précé-
dent reste alors valable. On notera que le foncteur F;}O”; S, ainsi obtenu est encore indépen-
dant du choix du PD-idéal b c a.

(ii) Le théoreme implique formellement 1’énoncé analogue obtenu en remplacant @_j.,

et @; par @} qet @} Q-

Notons enfin que le foncteur F* (resp. F)s( /S, ) commute a l'extension du faisceau

d’opérateurs différentiels au sens suivant :

4.2.5. PROPOSITION. — Sous les hypotheses de 4.2.1, soit &' € D—<g@g’?>). 1l existe dans

D‘(g(@;f{) un isomorphisme canonique
(4.2.5.1) T @gmen F¥6" —s F¥( T @ &)
"4 XSG +s) I T e ©
Utilisant I’associativité du produit tensoriel, on se raméne encore a prouver 1’énoncé

dans le cas ou &' = @I(I’") Il résulte alors de (4.1.5.2) par passage a la limite inductive

lorsque m’' — co.
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4.3. Action de Frobenius sur la cohomologie de de Rham

Nous explicitons maintenant quelques conséquences des théoréemes de descente qui
précedent, en montrant notamment que les fleches de fonctorialité induites par Frobenius
sur la cohomologie de de Rham d’un @&’?@-module ou d’'un @} g module sont des isomor-
phismes. Ce résultat généralise le théoréeme classique sur l’action de Frobenius en
cohomologie cristalline [9, 1.3].

Dans cette section et dans la suivante, nous aurons a utiliser le complexe de
Spencer, qui sert en caractéristique 0 a fournir une résolution de (/y localement libre de
rang fini sur 9. Nous préciserons donc d’abord dans quelle mesure il peut encore étre

employé a cet effet sur les anneaux d’opérateurs différentiels considérés ici.

4.3.1. PROPOSITION. — Soient X — S un morphisme lisse entre deux schémas
quelconques (resp. entre deux V'-schémas formels), d la dimension relative de X sur S,
Tx= (Q)lf)v le faisceau tangent de X relativement a S.

(0)

(i) Il existe un homomorphisme canonique 7y — 9%, induisant un isomorphisme

(4.3.1.1) S(Ty) —~— gra

entre l'algébre symétrique de 7y et le gradué associé a @%0 ) pour la filtration par Pordre.
(ii) L’application @gg) — Uy envoyant un opérateur P sur P-1 fait du complexe de

Spencer
d
(0) g (0) (0)
Dx ®(;?X/\*7X — ... — Yy ®(JX7X — 9%,

une résolution @g?)-linéaire de Uy.

On sait (voir par exemple [1, ch. II, prop. 2.1.5]) que 'homomorphisme canonique
@&0) — Yy induit entre les opérateurs d’ordre < 1 un isomorphisme @ﬁg)l = @X,l- On en
déduit 'existence d’'un homomorphisme (y-linéaire 75 — @ég) factorisant ’homomor-
phisme usuel 7y — Yy, et induisant un isomorphisme 7y == grl@&o). Pour vérifier que
I’homomorphisme $(7y) — gr@%m qui en résulte est un isomorphisme, on peut se placer
sur un ouvert ou X posséde des coordonnées locales, et cela résulte de la description de la
structure d’anneau de @&0) donnée dans [1, ch. II, cor. 4.2.6], ou [5, 2.2.4].

Rappelons que la différentielle du complexe de Spencer est donnée par

Pe(u;n...nuy) — E (—1)i_1Pui®(u1A...AiLiA...Auk)

1

+ E (-1t Pg ([u;, uj] NUGA . NT AL A llj/\ CAUy).
i<j
Comme dans le cas classique [28, 1.6], on voit qu’il donne une résolution de () en munis-
sant le terme @é? ) Q@ NFT x de la filtration produit tensoriel de la filtration par 'ordre sur

@g), et de la filtration de /\kFTX égale a 0 en degrés < k, et a /\kF/"X en degrés > k, puis en
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passant au gradué associé, ce qui rameéne au complexe de Koszul d'une algebre de
polynomes.

Remarque. — En général, la fleche $(7y) — gr@&m) n’est pas un isomorphisme pour
m > 1, et, de méme, le complexe de Spencer sur @&m) n’est pas une résolution de (5 : on

s’en convaincra immédiatement a partir des relations de [5, 2.2.4].

4.3.2. COROLLAIRE. — Soient V' un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0, p), ¥ un V'-schéma formel, X un ¥-schéma formel lisse. Alors le
complexe de Spencer @.’EIQ) ® N* Ty est une résolution @&Q)-linéaire de Uy .

En notant X; — S, la réduction modulo mitlde X' - &, le complexe @éo) QN Ty— Oy
est la limite projective des complexes @)(g QN T x, = OXi' Or chacun de ces complexes est
acyclique d’apres la proposition, et ils forment un systéme projectif de complexes a ter-
mes quasi-cohérents, et & morphismes de transition surjectifs, donc acycliques pour le

foncteur ll&l Par passage a la limite, on obtient donc encore un complexe acyclique.

Comme dans le cas algébrique, le complexe de Spencer @(}”) ® A'7, n'est pas en
général une résolution de (/) si m > 0. Par contre, '’énoncé suivant montre que 1’on

obtient une résolution apres tensorisation par Q.

4.3.3. PROPOSITION (cf. [3, (38.2.2)]). — Soient V' un anneau de valuation discrete com-
plet d’inégales caractéristiques (0, p), ¥ un V'-schéma formel, X un ¥-schéma formel
lisse. Pour tout m, le complexe de Spencer @S{’% ® N\°T y est une résolution @&m@-linéaire

de (Q.UI-’Q. De méme, le complexe @;’j{',Q ® N* Ty est une résolution @E Q-linéaire de 091‘,Q'

Pour tout m, 'homomorphisme canonique *@.&(IQ) - @é’ﬂ) donne un isomorphisme
apres tensorisation par Q. D’autre part, comme @é{m) est a sections ncethériennes sur les
ouverts affines, @;’") est plat sur @(Im) (cf. [5, 3.2.3]). Par conséquent, @f{mé est plat sur
@3;,({)@. Le complexe de Spencer usuel étant une résolution de 01 qQ sur @5,(.)’)@, le complexe

Z(m) 4 : Z(m) ‘ 4
@IQ & A 7% est une résolution de @.%',Q ®g)&Q’)Q 091’,@- Le calcul en coordonnées locales
rameéne alors a vérifier que 'homomorphisme canonique

I/ E 999 — Urq
i
est un isomorphisme, ce qui résulte de [3, (3.2.1)].

L’assertion relative a @} Q® N\ Ty résulte alors de la précédente par passage a la

limite.

4.3.4. Revenons maintenant aux conséquences des théorémes de descente. A partir de

4.1.2 et 4.1.3, on peut reprendre les raisonnements de 2.3.8, 2.5.3 et 2.5.7, et en déduire que



88 P. BERTHELOT

les énoncés analogues sont valables sur @(m) et @(””s) ainsi que sur @&mQ et @(m+s) De
méme, griace a 4.2.2 et 4.2.4, on peut étendre ces propriétés a @q, et ,@T , ainsi qu’a @g q €t
7 i,q- Pour abréger, nous les énoncerons simplement sur @(m) et @("”s)

(i) Les @(’"“) modules F*@(m) et Fl’@(m) sont localement projectifs de type fini (res-
pectivement a gauche et a droite). Un QZ);;’-’?)-module a gauche &’ (resp. a droite .A') est
localement projectif de type fini si et seulement si F*&’ (resp. F " #’) est localement
projectif de type fini sur Qj'(’?”‘ +8),

(i) Si%, est telle que, pour tout CBX soit une (y,-algébre quasi-cohérente a sections
nceethériennes sur les ouverts affines, un @(m)-module a gauche &' (resp. a droite A') est
cohérent si et seulement si F 6’ (resp. F°4') est un @.&(Im“)-module cohérent.

(iii) Un @.&W)-module a gauche &’ (resp. a droite .#’) est plat si et seulement si F*&’
(resp. FPA’) est plat sur @Ié{m“).

(iv) Soient &’ e D‘(g@&’.’,‘)), M€ D‘(@'&’.’,‘) ). Si f: 2 — & est le morphisme structural, il

existe dans D™ (f _105/,) un isomorphisme canonique
L L
(4.3.4.1) FPM' gy F*6" —=— M By 6.
(v) Sié'e D+(g@(m)) et7'e D(g@(m)) le foncteur F * induit des isomorphismes
(4.3.4.2) R omg (7', &) —— Rl omgp.s(F *F F*E),
(4.3.4.3) IRHomg(}m(.‘?’, &) —— IRHom@S}HS)(F *FLEFE).

En particulier, lorsque m = 0, ces isomorphismes fournissent des isomorphismes

(4.3.4.4) Q. ®, & —=— Rllomye (U, F¥6"),
(4.3.4.5) RI (2, 6') —=— RHomy, (O, F*6).

Comme toujours, I’hypothese d’existence d'un relevement global de Frobenius peut
étre supprimée si la m-PD-structure de a est nilpotente.

Lorsque l'on tensorise par ®, l'isomorphisme (4.3.4.2) entraine que laction de

Frobenius sur la cohomologie de de Rham d’un @(m)Q-module est un isomorphisme :

4.3.5. THEOREME. — Sous les hypothéses de 4.1.2, soit &' € D+(g@§l’??,)Q) (resp. D+(g@f}’Q)).

Alors le morphisme induit par fonctorialité par F entre les complexes de de Rham

. > 1 . ko
(4.3.5.1) Q5 ®Q[, & —— Q ®Q{F é
est un quasi-isomorphisme. Lorsque &' € D+(g@} Q) ou lorsque (= D+(g@§,’77)Q) et que a
est m-PD-nilpotent, ce quasi-isomorphisme reste bien défini dans D+(f_1(05/;)) sans
supposer qu’il existe un relevement global de Frobenius (en notant f: 4 — %).

Comme F *OGI = Uy, on déduit de (4.3.4.2) I'isomorphisme

IRJFOT?’LJ(m) ((/1/ Q,G) —> ]R]FOTTL (m+s)(()zﬂ Q’ *6/).
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D’apres 4.3.3, on peut calculer ces foncteurs dérivés en prenant d’une part la résolution

de Spencer de O, qQ sur @g’?)@, d’autre part la résolution de Spencer de (U, qQ sur @é{mé‘w.

On obtient ainsi des isomorphismes

~

Qé/‘/ ®0;1" 6/ _—> IRJFOTTLQA/(I;;;’)Q((/\%»/,Q, 6/),

Qo:( ®()'JI‘F*6, = ]R,,mec})&rtLérs)(()%’Q, F*S/),
d’ol1 par composition un isomorphisme dans la catégorie dérivée
(4.3.5.2) Qr®, & —— Q,Q, F*&,

qui reste bien défini globalement sans hypothése sur l’existence de F lorsque a est m-PD-
nilpotent, car c’est le cas pour 'isomorphisme (4.3.4.2).

Il reste a s’assurer que cet isomorphisme est bien celui que définit F' par fonctoria-
lité entre les complexes de de Rham. Par construction, (4.3.5.2) est le quasi-isomorphisme

Q,®E = Jfom;]y{)Q(@;% ®N' Ty, E) = ,fom;;%s)(p*(@g,% ® N T ), F*6").
Pour le comparer a (4.3.5.1), on construit un morphisme de complexes
GPEO N Ty ——— FHAF® N T )
de la maniere suivante. Pour tout %k, on dispose d'un homomorphisme canonique
( ) kg ( ) kc
@;nass <% ,«1-/\ Ty — @1m<§s ®0le AT g
Grace l'isomorphisme (4.1.2.1), on obtient ensuite les homomorphismes
7 ) kA kg ~ 7 (m) >~ kc
D7G” @, FNT o = FFU G B, O o F*NT
=5 FHOg ®, Or 8, Ny
ev A( ) ko
—> FrOq @0, N T s
le dernier étant défini par I'’évaluation en 1 sur U, = #om, (U4, U,). Pour vérifier qu’on

obtient bien un morphisme de complexes, on peut procéder par réduction modulo m**?!

pour tout 7, puis passer aux duaux (Uy-linéaires en utilisant la filtration par 'ordre : en
revenant a la construction donnée en 2?5.2, on voit alors facilement d’'une part que le dual
de 'homomorphisme ainsi construit est défini par les homomorphismes .@”l{,(m) ® Q;‘}i, -
9 Slfi,(m be) ® Qf,“(i induits par F, et d’autre part que les différentielles de ces complexes
correspondent par dualité aux linéarisations des différentielles des complexes de de
Rham (au sens de [26, 6.2] et [1, ch. IV, 3.1]). L’assertion en découle, d’ott I’énoncé relatif

a@}méz L’énoncé relatif a @} q Se prouve de la méme maniere.

4.4. Dimension homologique

Soient X un k-schéma lisse, 4 un V-schéma formel lisse de dimension relative d. Le
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théoreme de descente par Frobenius va nous permettre ici de ramener 1’étude de la

dimension homologique des faisceaux d’anneaux @&m) et @(Im) a celle de @g?) et @é{o). Nous

en déduirons que, si 4 est affine, la dimension homologique des anneaux I'(¥, @é{’.”)) est
m)

égale a 2d + 1, et que celle des anneaux I'(4 @f{ Q) et I'(Z, @E, Q) est respectivement
majorée par 2d et 2d + 1.

4.4.1. LEMME. — Soient S un schéma quelconque, et X un S-schéma lisse purement de
dimension relative d sur S.

(i) Le morphisme wy ®C’X @;é)) — wy défini par la structure de @g))-module a droite de
oy fait du complexe de de Rham Qy ® @;?) de @g?) (vu comme @;?)-module a gauche)
une résolution @g))-linéaire a droite de wy placé en degré d.

(ii) Pour i #d, Sxt}[é?)((QX, @%))) = 0, et il existe un isomorphisme canonique de @lg?)-
modules a droite

(4.4.1.1) éa’xtg;?)((? DY) = oy

Pour prouver (i), on procéde comme pour ’énoncé analogue 4.3.1 relatif au complexe
de Spencer : on filtre le complexe Q5 ® @ég) en utilisant la filtration par lordre, et, en
passant au gradué associé, on se ramene au complexe de Koszul de oy ® (gr@&o)) par
rapport a la suite réguliere formée par les classes d’'une base locale de dérivations (cf. [28,
1.6]). L’assertion (ii) en résulte en utilisant la résolution de Spencer de Uy pour calculer
]RJFomg/‘Sg)(OX, @g?)) ; le complexe ,7Fom£/)§?)(@§?) ® N' Ty, @é?)) s’identifie alors au com-
plexe de de Rham Q3 ® ,@g?).

4.4.2. COROLLAIRE. — Soient V' un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0, p), & un V-schéma formel, I un ¥-schéma formel lisse purement de

dimension relative d sur &.

g))-module a droite définie par passage a la

limite a partir de 1.2.6, le complexe de de Rham Q. ®(;,{ @519) est une résolution @(29)

(i) Silon munit o, de la structure de g

linéaire a droite de w, placé en degré d.
(ii) Pour i #d, Sxtéy)((%, ,@_{519)) = 0, et il existe un isomorphisme canonique de @(29)
modules a droite

(4.4.2.1) Extgo(Oy, IP) = 0.

L’assertion (i) résulte de ’énoncé précédent par passage a la limite comme en 4.3.2,
et lassertion (ii) s’en déduit aussitot.

4.4.3. PROPOSITION. — Soient R un anneau ncethérien régulier de caractéristique p,
f: X =SpecA — S = SpecR un morphisme affine et lisse, dont les fibres sont de dimension
d,r= SUP #(x) dim(QS,S. Pour tout m > 0, ’anneau D&m) =I'(X, @%m)) est de dimension
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homologique égale a 2d + r.

Soient X’ = X™ I'image inverse de X par le m-iéme itéré du morphisme de Frobe-
nius absolu de S, F = Fy,g : X — X' le morphisme de Frobenius relatif correspondant.
Comme un Uy,-module & est quasi-cohérent si et seulement si F*&§ est un (y-module
quasi-cohérent, F* induit d’aprés 2.3.6 une équivalence de catégories entre la catégorie
des D'®-modules a gauche et celle des Dgfm)-modules a gauche. Les dimensions
homologiques de D;?,) et D&m) sont donc égales, de sorte qu’il suffit de montrer 1’énoncé
lorsque m = 0.

Dans ce cas, le gradué associé a la filtration par l'ordre sur Dé?) s'identifie a ’alge-
bre symétrique du A-module projectif de type fini I'(X, 7), ol 7 est le faisceau tangent
sur X relativement &4 S. Comme A est régulier de dimension d+r, et 7y localement libre
de rang d, grD&O) est un anneau régulier de dimension 2d + r. D’autre part, un
argument classique basé sur l'utilisation de résolutions filtrées libres (voir par exemple
[10], [28], [39], ou le Séminaire Malgrange [32, exp. IV], ou encore [34]) montre qu’'on a
I'inégalité

dimDY’ < dimgrDY’ = 2d +r.

Pour achever la démonstration, il suffit alors de donner un exemple de D&O)-module
E tel que Ext?)‘jgfr(E, D;?)) # 0. Soient y € f(X) un point tel que dimOS,y =T, 8,...,8, €EMg
c Os, , une suite réguliere de générateurs. On peut alors trouver un point fermé x € X,
d’image y dans S et de codimension d dans sa fibre, tel quil existe dans my , un systéeme

de coordonnées locales ¢,...,t; en x relativement a S. Les sections s .,sr,t{’,...,tg

1o
appartiennent au centre de @;?)x, de sorte que le Ux-module a support ponctuel & =
Ux
phisme Sxt%?)((?X, @%))) =~ 0y, et le fait que la suite s

x/(sl,...,sr,t{’,...,tg) a une structure naturelle de @;?)-module. En utilisant I'isomor-

1,...,sr,tf,...,t§ est une suite régu-
liere sur wy ., on vérifie facilement que Sxt;?ofr(é, @g?)) # 0, de sorte que £ = I'(X, &)
) X

fournit 'exemple cherché.

Remarque. — Pour m > 1 et d > 1, les classes §; des dérivations 0, associées a un systéme
de coordonnées locales vérifient la relation 67 = 0 dans gr@&m) (la filtration étant toujours
la filtration par 'ordre). Par suite, grDé(m) n’est pas un anneau régulier, et n’est pas de

dimension homologique finie.

4.4.4. PROPOSITION. — Soient V' un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0, p), 4 un V-schéma formel affine et lisse, de dimension relative d sur
V'. Pour tout m > 0, ’anneau ﬁfrm) = I'(¥, @&m)) est de dimension homologique égale a
2d + 1.

Soient m I'idéal maximal de ¥, k son corps résiduel. L’anneau D;;m) est un anneau

noeethérien [5, 3.2.2], séparé et complet pour la topologie m-adique. En passant au gradué
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associé a la filtration m-adique, il en résulte que
dim 1/)\5{”) < dim grDAL&’")

(voir par exemple [34, D, Cor. 7.11]). Soient X la fibre spéciale de %, et posons D%m) =
I'ix, @%’”)) ~ groﬁépm). Comme ﬁ(lm) est sans p-torsion, on définit un isomorphisme de k-
algebres graduées

DY ®, k[t] —~— gr D™

en envoyant ¢ sur la classe dans gr D(m) d’'une uniformisante = de V. Si T'= Spec k[¢], et
Y = X x T, ’homomorphisme naturel

Dy ®, k[t] — T(Y, 2%

est un isomorphisme, de sorte que, d’apres 4.4.3, dim grD(m) 2d + 1.

On obtient donc ainsi la majoration
dim D™ < 2d + 1.

Pour montrer qu’il existe sur ll)\fr’”) un module de dimension projective 2d + 1, on peut,
comme dans la démonstration de 4.4.3, utiliser la descente par Frobenius pour se
ramener au cas ou m = 0. En effet, soient S; = Spec(V"/p?"), X, la réduction de ¥ modulo
p, et F : 4 — 2’ un morphisme de ¥-schémas formels lisses relevant FX /8," Grace au
théoreme 4.1.3, il suffit alors de montrer que D( est de dimension homologlque 2d + 1.
Supposons donc que m = 0. On choisit alors un point fermé x € X de codimension d, tel
qu’il existe une suite réguliére de parametres ¢;,...,¢; € my . qui soit un systéme de coor-
données locales, et on pose E = OX’x /(tf,...,th), vu comme ll)\g))-module. Soit & le @g))-
module a support ponctuel correspondant. A partir de 'isomorphisme (4.4.2.1) et de la
suite exacte longue définie par la multiplication par = sur (J,, on obtient un isomorphis-
me de @f}n-modules a droite

xtdb &0 HOg, B —=— oy

Comme le complexe de Koszul de la suite (¢f,...,¢5) sur Uy est une résolution @939)-
linéaire de &, on en déduit que 6xt3‘<io§r 1((9, @_&Q)) = 0.
4.4.5. PROPOSITION. — Soient & un V'-schéma formel affine et lisse de dimension

relative d, l/)\:/fznm) I, @(m)) E un D(m) module de type fini sans p-torsion. Alors E

possede une résolution projective de type fini sur ﬁéﬁm) de longueur < 2d.

Comme ﬁ(rm) est sans p-torsion, il en est de méme de tout DAépm)-module projectif.
Soient P* une résolution projective de type fini de E, et N = Z~2¢+1(P*). Le complexe

0 N p-2d+1 PO E 0

est alors un complexe acyclique, a termes sans p-torsion. Par réduction modulo m, on
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obtient donc un complexe acyclique dans lequel les termes P'/mP’ sont projectifs de type
fini sur ﬁé{m)/mﬁflm) ~T'(X, @&m)) = D&m). D’apres 4.4.3, E/mE est de dimension projective
< 2d, de sorte que N/mN est un D&m)-module projectif de type fini.

Il suffit donc de prouver que, si N est un ﬁ;,m)-module de type fini sans p-torsion, et
tel que N/mN soit projectif sur D&m), alors N est projectif sur ﬁ(Im) Soient v : L — N un
morphisme surjectif, ou L est un ﬁ;y’-”)-module libre de type fini, et M = Ker(u). Puisque N
est sans p-torsion, M/mM est le noyau de la réduction de u modulo m. La projectivité de
N/mN entraine qu’il existe un isomorphisme D&m)-linéaire N/mN & M/mM = L/mL.
On est alors ramené a prouver que si N vérifie les conditions précédentes, et si de plus
N/mN est libre sur D(m), alors N est libre sur ﬁ(Im) Soient ey,...,e, des éléments de N
relevant une base de N/mN, et u : L = (ﬁ;;m))” — N 'homomorphisme défini par les e;.
Comme N est séparé et complet pour la topologie m-adique, u est surjectif. Son noyau M a
pour réduction modulo m le noyau de la réduction de u, qui est nul. Or, ﬁ(lm) étant noethé-

rien, M est également séparé et complet. Par suite, M = 0, et N est libre.

/\

4.4.6. PROPOSITION. — Sous les hypothéses précédentes, soit D Q)Q ﬁ '®Q =~
', @(m) ). Alors D(méz est de dimension homologique finie d’, avec d < d’ < 2d.

La minoration d < d’ résulte de ce que I'(Z, OPI’Q) est de dimension projective d sur
D%m()Q, comme le montre le calcul des Ext? par la résolution de Spencer.

D’apres [EGA Opy (17.2.3)] (qui reste valable dans le cas non commutatif), il suffit,
pour obtenir la majoration d’ < 2d, de vérifier que, pour tout D(m) -module E de type fini

(ou méme monogene), et tout D%’”&z-module M, on a

EXthIm) (E,M) =

pour i > 2d. En utilisant une présentation de E sur D(f”é, on peut trouver un ﬁ(m)-module
de type fini E tel que E ~ EQ, et, quitte a diviser E par son sous-module de p- torsmn on
peut supposer que E est sans p-torsion. La proposition précédente entraine que E possede
une résolution projective sur Dénm) de longueur au plus 2d. Par suite, il en est de méme
pour E sur D(Im@, d’ou l'assertion.

Remarque. — 1l parait vraisemblable que la majoration fournie par I’énoncé 4.4.5 ne soit
pas optimale, et qu'un ﬁ;{”)-module de type fini sans p-torsion soit en fait de dimension
projective au plus égale a d. Dans ce cas, la dimension homologique de D(méz serait égale
ad.

4.4.7. PROPOSITION. — Sous les hypotheses précédentes, soit D.;’Q = ll_m) m ﬁ(;’% =
T, 95 o)
(i) Tout D; Q-module cohérent est de dimension projective au plus égale a 2d.

(ii) L’anneau D; q est de dimension homologique finie d”, avec d < d"” < 2d + 1.
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Soit E un D o, Q-module cohérent. Il existe alors un entier m et un ﬁ(l”%-module cohé-
rent E™ tels que E =~ DOI Q ®D(ma)Q E™Mm . D’apres 4.4.6, E™ possede une résolution projec-
tive de longueur < 2d sur D { . Comme ,@; qQ est plat sur QZJ( [5 3.5.4], il s’ensuit par
extension des scalaires que E possede une résolution prOJectlve de longueur < d.

La relation d < d"” résulte encore de ce que Uy q est de dimension projective d sur
‘@;Q Pour prouver que d” < 2d + 1, il suffit de prouver que

Ext;)} JE M) =

pour tout D Q-module monogeéne E, tout D;f[’ Q-module M et tout 1 > 2d + 1. Soit E =~
Q’Q/I une présentation de E, et, pour tout m, posons I, = D‘},Q(I N D(m) ), E, = D} Q/I
OnaalorsI=U 1 ,E-=~ hgm E, , et, pour tout M, un isomorphisme

Hom,: (E,M) == lim Hom,: (E, , M),
Z,Q — Z,Q

m

d’ot1 résulte une suite spectrale

Ey) = Rﬂi;n Ext]J)};Q(Em, M) = E"= Eth_Z;Q(E’ M).
m
Or, pour tout m, I, est un idéal a gauche de type fini de D} 7,Q puisque D(mqg est neethé-
rien. Par conséquent, E, est cohérent sur Dz Q> ¢t les EXti)T (E M) sont nuls pour
J > 2d d’apres (i). Comme les dérivés R’ 11m sont nuls pour z > 1, l'assertion (ii) en

découle.

Gréace au théoreme A pour les différents types de modules considérés [5, 3.3.9, 3.4.6
et 3.6.4], les énoncés précédents entrainent immédiatement le corollaire :

4.4.8. COROLLAIRE. — Soit 4 un V-schéma formel lisse de dimension relative d.
(i) Tout @(m) module cohérent possede localement une résolution localement projec-
tive de type fini de longueur < 2d + 1.
(i) Tout @(’”) module cohérent sans p-torsion posséde localement une résolution loca-
lement projective de type fini de longueur < 2d.
(iii) Tout @(m) -module cohérent posséde localement une résolution localement projec-
tive de type ﬁm de longueur < 2d.
(iv) Tout @ rQ -module cohérent posséde localement une résolution localement projec-
tive de type fini de longueur < 2d.
(v) Les catégories D, h(@(m)) D, h(@( Q) e D]o h(@r @) sont respectivement égales a
D;)arf(@(m)) Dparf(‘@(m) ) etDbarf(@;’I,Q)‘

4.5. Descente des F@} Q-modules

Nous introduisons ici la notion de F-,@} Q-module, qui formalise la donnée d’une
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action de Frobenius sur un @;-,Q-module. Comme nous le verrons dans la section
suivante, cette notion constitue une généralisation naturelle, dans le cadre de la théorie
des ¥-modules arithmétiques, de la notion de F-isocristal. Nous montrons dans cette
section comment les théoréemes de descente par Frobenius permettent de 'interpréter en
termes de @_&({)Q-modules. Une premiére conséquence intéressante de cette interprétation

est la ncethérianité de la catégorie des F-@;}. Q-modules cohérents.

4.5.1. Soient £ un corps parfait de caractéristique p, ¥" un anneau de valuation discrete
complet de corps résiduel %, d’idéal maximal m, dont le corps des fractions K est de carac-
téristique 0, s > 1 un entier, o : ¥" = ¥ un automorphisme relevant la puissance s-ieme
de 'automorphisme de Frobenius de k2. Dans ce qui suit, nous considérerons s et o
comme fixés.

Si 4 est un ¥V'-schéma lisse, nous noterons 4’ = X° le ¥'-schéma formel déduit de &
par le changement de base défini par o. Rappelons que, d’aprées 4.2.4, on dispose d’une
équivalence de catégories naturelle F* entre la catégorie des @;/,Q-modules et celle des
@‘,},Q-modules, définie par recollement des foncteurs F'* fournis par des relévements
locaux de F'5,,, ou X est la réduction de ¥ modulo m. Si § est un @:gpr-module, nous
commettrons ici I’abus de notation consistant & désigner par F *& le @} Q-module F*g°,
ou & est le @T 3 Q-module déduit de & par le changement de base o.

On peut itérer le foncteur F * de la maniére suivante. Pour tout n > 0, soit 2 le ¥~
schéma formel déduit de 4 par le changement de base 6. Si F : & — I’ est un relévement
de Fy,, soit F . @ 5 gi+1D 1e morphisme déduit de F par changement de base. Pour
tout n >0, on pose F* =F" Vo . o F: 2 - I™. Le foncteur F** est une équivalence
entre la catégorie des @;m)’Q-modules et celle des @} Q-modules. Pour tout @} Q-module
&, nous noterons F"*& le @} g module F n*69", Par transitivité des images inverses, le
foncteur F"* est canoniquement isomorphe au foncteur (F*)" = F* o ... o F™ obtenu en
itérant n fois le foncteur F' *. Il est indépendant a isomorphisme canonique prés du choix
du relevement F' de F'y ;..

Définition. — Avec les notations précédentes, on appelle F-@:}, Q-module (ou Fs@}Q
module il y a risque de confusion) la donnée d’un @} Q-module ¢ et d'un isomorphisme
@.,},Q-linéaire ®: 8 = F*¢. Un morphisme de F-@},Q-modules u:(l6, 0 - (#,Y¥) est
un morphisme @‘}, Q-linéaire u:6—7 tel que Yo u =F *(u) o ®. Nous dirons qu'un F-
@;}yQ-module (6, @) est cohérent si & est cohérent en tant que @1},Q-module. Nous
noterons FZ'(X) (resp. F@ZOh(&” )) la catégorie des F-@;}yQ-modules (rsp. cohérents).

Si K|, est le sous corps de K formé des éléments invariants par o, la platitude de F
entraine que les catégories FOT(X) et F@IOh(% ) sont des catégories abéliennes K-
linéaires, la formation des noyaux et conoyaux commutant a I'oubli de ®.

Si (6, @) est un F-@_}’Q-module, on dispose pour tout n d’'un isomorphisme @}Q
linéaire ®" : § = F"*§, défini comme le composé

" = F" 1¥(®)o...0®.
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Exemples. — (i) Comme F *(Q%,Q = 0.@1‘,@} y compris en tant que @TI Q-module, I'identité
de O%-,Q définit sur O%,Q une structure canonique de F-@iv Q-module.

(i) Soit Z < X un diviseur. Il résulte de I'isomorphisme (4.2.1.1) que le faisceau
Uﬂp’Q(TZ) des fonctions sur ¥ a singularités surconvergentes le long de Z posséde une
structure canonique de F-@;}, Q-module.

(iii) Nous verrons dans la section 4.6 comment la catégorie des F-isocristaux conver-
gents (resp. surconvergents le long d’'un diviseur Z c X) peut étre identifiée a une sous-
catégorie de la catégorie des F-@;},Q-modules (resp. des F-@}’Q(TZ )-modules).

(iv) Nous montrerons dans [7] que la catégorie des F -@;’Q-modules cohérents est

stable par image directe par un morphisme propre.

Remarque. — Le lecteur familier avec le point de vue des F'-isocristaux s’interrogera
probablement sur le choix du sens de la fleche dans la définition de la notion de F@; Q
module : il pourrait sembler plus naturel de se donner un isomorphisme F*§ = &.
Bien que la distinction puisse paraitre formelle, puisqu’il s’agit d’isomorphismes, les dif-
férences de variance entre cristaux et ¥Y-modules rendent plus naturel le choix fait ici.
Sans développer ce point davantage dans le présent article, nous nous contenterons
d’observer qu’on peut généraliser la structure de F@} Q-module en imposant seulement
la donnée d'un homomorphisme & — F *§; le faisceau @;Q lui-méme est alors muni
naturellement d’une telle structure, définie par ’homomorphisme canonique @:?;“,Q -
@ r.Q étudié plus haut, qui est surjectif, mais non injectif.

4.5.2. On se propose maintenant d’interpréter la catégorie des F-@J} Q-modules cohé-
rents au moyen de structures définies sur les anneaux d’opérateurs différentiels de
niveau fini. Pour cela, fixons un entier m tel que m posséde une m-PD-structure. Suppo-
sons de plus que I'on soit dans I'une des deux situations suivantes :

(i) m est m-PD-nilpotent;

(ii) On a fixé un relevement F : ' —» 2" de F'y ;..
Lorsque V" est absolument non ramifié, le choix le plus intéressant est de prendre m = 0.
On observera que ’hypothése (i) est alors satisfaite des quep > 2, ce qui permet d’éviter de
faire ’hypothese (ii).

Sous ces conditions, on dispose pour tout m’ > m du foncteur F* de la catégorie des
@(’”)-modules dans celle des @(’”Q+S) -modules. Poursuivant 1’abus de notation fait en
4.5. 1 nous noterons encore F *§ le Q}(’" +5)_module F *§°, ou & est un @(m )-module, et &°
le Q(m ) -module qui s’en déduit par le changement de base o.

On peut itérer comme plus haut le foncteur F *. Le foncteur F"* est alors une

@(mJ“”s) modules. Pour tout

équivalence entre la catégorie des gm I“‘) Q -modules et celle des
.@(m) -module &, nous noterons F"*§ le @(mér”s) -module F”*&" Par transitivité des
images inverses, ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur (F*)" = F*

F * obtenu en composant n fois les foncteurs F * de niveau adéquat. Lorsque m est m-PD-

nilpotent, il est indépendant a isomorphisme canonique pres du choix du relévement F de
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s
X/k*

Nous consideérerons les couples (6", ®™*%)) formés d’un @(m) -module &™), et
d’un isomorphisme @(m“) linéaire
(m+s) ( ) & (m) ~ * o(m)
O] @qmés ®@(Imq>Q6m =5 F*&'"™,
Ils forment une catégorie FZ'™(¥), en prenant pour morphismes (&M, pim+s)y
(Fm, gm+s)y dans FP'"™ (X)) les morphismes gtm) linéaires u'™ : & s FM) tels que

7,9

won+s) o (Id @ u™) = F*(u'™) o ®™+5) Compte tenu de la platitude de J(m“) sur @}"?Q,
c’est aussi une catégorie abélienne K-linéaire sur laquelle le foncteur d’oubh de @m+9)

est exact.

On définit un foncteur de FZ'™ () dans FZ'(X) en associant de la maniére
suivante un F@T[ g module (6, ®) a un couple (&M pim+s)y .
f (m)
a) Onpose s = @}Q ®@;% &M .

b) On définit ® comme l'isomorphisme composé
T} Bgm & —=— g o ®g o (@ E Sgim &m)

Ide®(m+s)
— T @ g FFE™

~ *copt . (m)

dans lequel le dernier isomorphisme est fourni par (4.2.5.1). Nous dirons simplement que
(8, ®) est déduit de (™), @m+9)) par extension des scalaires.

4.5.8. Nous aurons aussi a utiliser un foncteur similaire de FZ'™ (Z) dans FZ'"™(Z).

Pour tout m’ > m, et tout @&m@-module &™) nous noterons &) le @%&-module

@Jr Q ®g () &™) . de méme, nous noterons um) . gm _y g(m) g morphisme déduit d’un

morphlsme @(J){mé-hnéaire u(m . §m s 7 pay extension des scalaires.

Soient m' > m, et (8, ®"*5)) un objet de FZ'™ (¥). Pour associer a (5§, @m+9)
un objet de F&'™)(I), il peut y avoir a priori plusieurs facons de procéder; en fait, elles
s’identifient canoniquement les unes aux autres :

a) On munit 6™ d’un isomorphisme @&mds)-linéaire QUn'+s) . gm'+s) ~, prgim’)

défini comme le composé

pim'+s) . olm'+s) ~ ‘@5’77(5—8) ®§7/§m68) glm+s) ~ @’Sme+S) ®§7)flm63) FEgm) ~ F*S(m’),
ou le dernier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1).

Sim"” > m’, les propriétés de transitivité évidentes des isomorphismes (4.1.5.1) four-
nissent le carré commutatif
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T Bgguean 6+ 2y gl

7,Q
Id @ ®™m'+s) l 0 l J/ Pm +s)
(4.5.3.1) e ®g e F ¥gm) =~ prgm?

b) Pour tout n > 0, on peut aussi munir F'" *6(m) Pune structure naturelle d’objet de

Fqtm+ns)gr ), en lui associant I'isomorphisme composé

q)ilm-‘r(n—i-l)s) :Q}ma(n+l)s) ®Q&m6ns>Fn*6(m) ~ Fn*g(m—i—s) ~ Fn-i—l*(()w(m)’

ot le premier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1), et le second est F"*(d"+9)).

¢) En utilisant a), on peut définir pour tout n > 0 un isomorphisme
q)n,(m’—i-ns) . 8(m’+ns) ~ F" *g(m’)
en procédant par récurrence : on pose @0 (m) Id, et

(4532) (I)n,(m’+ns) — F*((I)n—l,(m'+(n—1)s)) o cD(m'-i—ns).

d) Silon munit 7+ et &) des isomorphismes @+ D) of @"'+5) définis en
a), et F**6"™) de I'isomorphisme (I)glm/“””)s) quon en déduit par b), I'isomorphisme
@™ (M'+715) ogt un isomorphisme de F +7) (). Pour le vérifier, il suffit grace a (4.5.3.1)

de le faire lorsque m’ = m. Il s’agit alors de prouver la commutativité du diagramme

(m+(n+1)s)
@ m +(n+1)s) ® ( Qms) 6(m+ns) Qi F*g(m+ns)

;

d ®q)n,(m+ns) J/ 2 2 J/ F*(q)n,<m+n8))

A <1)(m+(n+1>s)
D § Y ®gian FMHEM — oy PTG ,

ce qui s’énonce encore, compte tenu de (4.5.3.2),
1,(m+(n+l)s) _ glm+(n+l)s) ) ( )
(4.5.3.3) QL imAint sl — @ Mt o (Jde @™ M),

On procéde par récurrence sur n. Dans la définition de @+ "+ +1s) o peut alors
remplacer F*(®™(Mm+79)) par F*((D(n”f{”s)) o F*(Id @ @~ L(m+(-Ds)y On ge raméne

ainsi a vérifier la commutativité du diagramme

P(m+(nt+l)s) *(Id®q)n—1,(m+(n—l)s))
* o(m+ns)
— S F*¢

(m+(n+1)s) (m+ns) . n—1%o(m)

| A

~ 1d @ @™ (m+ns) ~
@yﬁa(n+1)s) ®67&mérns) &(m+ns) —>@.¥jta(n+1)s) ®§7}&’?f§”5) FrEgm) ~ F*(Fn—l *6(m+s))’

~

~

qui résulte sans difficulté de (4.5.3.1) et des propriétés de transitivité et de fonctorialité des
isomorphismes (4.1.5.1) en explicitant la définition de @™ ™*"$) via (4.5.3.2).
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4.5.4. THEOREME. — Sous les hypothéses précédentes, le foncteur construit en 4.5.2
induit une équivalence entre la catégorie FQZJT on(4) des F- @Jl Q-modules cohérents et la
catégorie F@(m)(T) des couples (5™, @+ op 8 est un @(m) -module cohérent, et

(m+s) . G(m+s) .. (m) ~ * o(m)

un isomorphisme @(%?1058) linéaire.

Supposons d’abord donnés deux couples (5™, @"+5)) ot (F™ Wim+s)) Jéfinissant
des F-@UI Q-modules (6, @) et (#, V) par la construction de 4.5.2. Soit um . gm _y gim)
un morphisme de FZ'(¥) induisant le morphisme nul de § dans 7. Comme & et
F™ sont de présentation finie, il existe localement sur 2 un entier n > 0 tel que z™*" =
0. La compatibilité de '™ aux isomorphismes ®+% et ¥"*+%) fournit un diagramme
commutatif

(m+ns)

6(m+ns) — F" *g(m)

‘ Fn*(u(n'I))

u(m+ns>

J
(m+ns)

‘7(m+ns) — Fn*‘7(m)

d’otr Pon déduit que F™**(u™) = 0. Comme F"* est localement défini par extension des
scalaires par un morphisme U, — U, libre de rang fini, il en résulte que u'™ = 0. Le
foncteur est donc fidele.

Montrons maintenant qu’il est pleinement fidele. Puisqu’il est fidéle, c’est une
assertion locale sur 4, qu’on peut donc supposer affine. Soit u : § — 7 un morphisme de
F- @’{ Q-modules Comme & et 7 sont de présentation finie, il existe un entier n > 0 et un
morphisme @("”’LS) linéaire vpMm*18) ; glm+ns) _y z(m+ns) yo] que u = Id ® v'™*"). Comme u
est un morphlsme de F@} g modules, les deux morphismes @(}'} ﬁé('”l) $)_linéaires

U(m+(n+1)s) l[l(m+(n+1)s)

6(m+(n+1)3) N .7(m+(n+1)8) - N F*.7(m+"s),
8(m+(n+1)s) q)(m:(fﬂ)s) F*(S,(m+ns) F(p(mens)) F*;7-(m+ns)’

donnent le méme morphisme par tensorisation avec ir.q- 11 existe donc n’' > n tel que ces
deux morphismes donnent le méme morphisme apres tensorisation par @(m&g (n'+1)s)
Quitte & remplacer n par n’, on obtient ainsi un morphisme v+ de F@(m“‘s)(if)

donnant u apres tensorisation par 7r.qQ-

Comme o est un automorphisme, le théoréeme de descente 4.1.3 fournit alors un
morphisme de @Elmé-modules u™ 50 7 te]l que F™*(u'™) gidentifie a v via
les isomorphismes @™ (Mm+ns) . gm+ns) ~, pnigm) pn,(mtns) . gimins) ~, pnigm) 1e

morphisme u«™
ym+s) o (m+s)

ainsi obtenu est un morphisme de F@gg‘}f (&) : pour vérifier que

=F*(u™) o ®m+9) il suffit en effet de le faire apreés avoir appliqué F™*.
On considere alors le diagramme
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*((I)(ers))

Id @ @ (m+ns) giim+ (n+1)s) ® FrEgim (4.1.5.1) FrEgim+s) L Fr+lxgim)

~ 7, ~
Zl p(m+(n+l)s) IdeF™*(y(m) l ? Fn*(u(m+s))l 0 Frtla(y(m)y l 0

Id @ P> (m+ns)
_—

6(m+(n+1)s)

g:(m+(n+1)8) @&mér(nH)S) RF™" *.7(m) (4~1~5-1)5 Fn*g,—(m+s) Fn*(‘y(msé) Fn+1*.7(m).

Le carré de gauche commute par définition de '™ et celui du milieu par fonctorialité
des isomorphismes (4.1.5.1); il suffit donc de vérifier la commutativité du rectangle
extérieur du diagramme. D’apres (4.5.3.3), les isomorphismes du haut et du bas sont
respectivement égaux a @1+ (tDs) of pr+1,(m+(n+D)s) (Qp est ainsi ramené a vérifier
la commutativité du diagramme

O(m+(n+1)s) F*((I)n,(m+ns))

~

p(m+(n+l)s) J/ I F*(U(erns)) l I Fn+1>k(u(m)) l l

.7(m+(n+1)s) ly(m“ml)s)a F*.7(m+ns) FE(ym (mns)) Fn-i-l*g;(m).

év(m+(n+1)s) F*(S(m+”s) F”+1*8(m)

Or le carré de gauche commute parce que v'”*"® est un morphisme de F@(’“ns)(é{’ ), et

(m) " Ce dernier est donc bien un morphisme de

celui de droite par défiinition de u
FG'™ ().

Reste a voir que le morphisme Id & '™ déduit de u'™ par tensorisation avec &, 7.Q
est égal a u. Mais, puisque u'™ est un morphisme de FZ'™(X), il sensuit que
\Pn,(m+ns) o u(m+ns) _ Fn*(u(m)) o (I)n,(m+ns) _ \Pn,(m+ns) o U(m+ns)’ donc que u(m+ns) _
pm 1) Jou Tassertion.

Montrons enfin que le foncteur est essentiellement surjectif. Grace a la pleine
fidélité, c’est encore une question locale sur Z. Supposons donc & affine, et soit (&, ®) un
objet de FJE’;Q(QF ). Puisque & est un 9, T, Q-module cohérent, il existe un entier n > 0, un
J(’”*”s) module cohérent 7™+ et un isomorphisme &, x. Q-hnealre 7)) 7.q ® G F(m+ns)
= 6 Grace a l'isomorphisme (4.2.5.1), et & la cohérence de F *&, on peut supposer,
quitte & augmenter n, que l'isomorphisme ® : § = F™*§ provient par extension des
scalaires d’'un isomorphisme WU+ +Ds) . gim+(ntls) ~, pig(m+ns) 16 théoreme de
descente fournit alors un J(m()Q-module cohérent & et un isomorphisme @&méns)
linéaire 7 +18) ~, pr*g(m) De plus, grace a (4.1.5.1), 7+ (+Ds) g6 descend alors par
F™ en §*+9) et le théoréme de descente permet aussi de descendre W+ D) en un
isomorphisme @&més) -linéaire m+s) . glm+s) ~, prem) risomorphisme F(m+7s) ~,
F*6™) est alors un isomorphisme (F(+79) pim+ntlls)y ~, (prigim) d)fl’"“n*l)s)) de

F@m+1) (). D’apres 4.5.3 d), on dispose par ailleurs de 'isomorphisme

n,(m+ns) . (m+ns) g(m+(n+l)s) ~ n*xo(m) glm+(n+l)s)
@ . (6 , D )~ (FPHE0M, @l )

dans F@'"+7) (). On obtient donc dans FZ'™*"$)(I) un isomorphisme

(Qc;’(m+ns) \I;(m+(n+1)s)) ~ (£(m+ns) q)(m+(n+1)s))

d’out Ton déduit par extension des scalaires un isomorphisme de F@' () entre (8, @) et le

@I qgmodule défini par (&), @lm+s)y,
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Remarque. — 11 résulte donc de I’énoncé que, pour m’ > m, le foncteur d’extension des
scalaires est une équivalence entre les catégories FZ™ (') et F@'"™)(I). Pour tout n > 0,
il en est de méme du foncteur F** entre F@"™ (X)) et F@™+")(I), ce foncteur étant par

ailleurs isomorphe au foncteur d’extension des scalaires griace a l'isomorphisme
(I)n,(m+ns)

4.5.5. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses précédentes, supposons de plus 4 quasi-
compact. La catégorie des F-@E Q-modules cohérents est alors une catégorie ncethérienne.

L’hypothése de quasi-compacité permet de supposer que % est affine. Comme la
formation des noyaux commute & Poubli de @ (resp. ®"*%)) sur F@T(X) (resp. F@"™ (X)),
un morphisme de F9T () (resp. F@'"™ () est un monomorphisme si et seulement si le
morphisme de QZJI Q -modules (resp. @(m) -modules) sous-jacent est un monomorphisme.
Grace au théoreme A et a I'énoncé precedent, I'assertion résulte alors de ce que 'anneau
', @([m()Q) est un anneau ncethérien [5, 3.3.4].

4.5.6. Sous certaines hypothéses, les résultats de cette section s’étendent aisément au
cas de faisceaux d’opérateurs différentiels a coefficients dans une () -algébre sur laquelle
ils operent. On suppose pour cela qu'on dispose des données suivantes :

a) un systeme inductif de (/,-algebres (?B&m)) m> my? tel que chaque OB(I’”) soit complete
pour la topologie m-adique;

b) pour tout m, une structure de @(m) module (done, par continuité, de @(m) module)
sur B(m) compatible & sa structure de (/;,-module, et telle que ’'homomorphisme @(m)
%(Im + 1) soit @g’”-hnealre ;

¢) une famille d’isomorphismes @flm”)-line’aires
(4.5.6.1) F*@E{m) ~ %é’m+s)’

compatibles pour m variable.
On pose alors, comme en 4.2.1, @(m) B(m) ® @(’") @ llm @(m) Les isomor-
phismes (4.5.6.1) fournissent des isomorphismes de falsceaux d’ anneaux

*p(m)y & Glm+s) ~ . G(m+s)
(F=%") @Dy = 9y
compatibles pour m variable, d’ou I'isomorphisme de faisceaux d’anneaux

hm ((F*@(m)) ®g(m+s)) @T
m
Si 6 est un 7, T, Q-module la proposition 4.2.2 appliquée a &° permet de munir F *§
d’'une structure de module sur 'anneau llm ((F*%(m)) ® @(m+s)) Grace a l'isomor-
phisme précédent, on obtient donc sur F *§ une structure naturelle de 9 T, Q-module.
Généralisant 4.5.1, on peut alors définir la notion de F-@p}. Q-module comme constituée

par la donnée d'un @ Q-module ¢ et d’'un isomorphisme .@'; Q-linéaire ®:65 = F*6. Le
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théoreme 4.5.4 reste alors valable pour les F-@'E, Q-modules de présentation finie, four-
nissant une équivalence avec la catégorie des couples (&, (I)(m“)) ou & est un QZ)(;"()Q-
module de présentation finie, et ®™*9) : @(m+s) ®z ), &M ~, F*¢™ un isomorphisme

@(més) -linéaire.

De méme, si 'on suppose que les homomorphismes @(m) —>@(m+1) sont plats, et que
les faisceaux d’algebres ﬁ(m)/m ﬁ(m) sont quasi-cohérents, sectlon neethériennes sur
les ouverts affines, le corollaire 4.5.5 reste valable.

On observera que toutes ces hypothéses sont satisfaites lorsqu’on se donne un divi-
seur Z c X, et qu'on prend %’(m) %’I(Z p™*1), de sorte que Q r.Q= @} Q(TZ) Les énoncés
4.5.4 et 4.5.5 s’appliquent donc aux F @ Q(TZ) -modules.

4.6. Relations avec les F-isocristaux

Soit & un ¥'-schéma formel lisse, de fibre spéciale X. Dans [3] et [5], nous avons
montré comment la catégorie des isocristaux convergents sur X (resp. surconvergents le
long d’un diviseur Z c X) peut s’interpréter en termes de @E Q-modules (resp. @J}L{-,Q(TZ )-
modules). Nous étendons ici cette interprétation a la structure de F'-isocristal, en la
reliant a celle de F@; Q-module. Nous supposons encore fixé un entier s > 1, et nous
considérerons plus généralement la catégorie des F °-isocristaux; pour simplifier, nous
les appelerons simplement F-isocristaux dans ce qui suit.

Nous noterons ¥y la fibre générique de % (au sens des espaces analytiques rigides),
et sp : (Yy, (Qq.K) — (&, Oy Q) le morphisme de spécialisation correspondant (qui est un
morphisme de sites annelés).

Nous traiterons d’abord le cas des F-isocristaux convergents, pour lesquels ’énoncé
est plus simple. Les résultats qui suivent nous permettront d’identifier la catégorie des
F-isocristaux convergents sur X a une sous-catégorie pleine de la catégorie F@ZOh(Q') des
F-@} Q-modules cohérents.

4.6.1. Rappelons que la donnée du relevement & de X permet de décrire la catégorie des
isocristaux convergents sur X comme équivalente a la catégorie des U, -modules cohé-
rents E munis d’'une connexion V intégrable et convergente, i.e. telle que la série de Taylor
définissant la stratification associée soit convergente sur le tube de la diagonale de X dans
A x . Le 01 Q-module 6 = spy .. E posséde alors une structure naturelle de @} Q-module,
définie de la manieére suivante [3, (3.1.1)]: si % < % est un ouvert affine, la finitude de
I'(Ug, E) sur I'(Uyg, (’)gk) fournit sur I'(Ug, E) une topologie naturelle d’espace de
Banach; si % est muni de coordonnées locales définissant des dérivations d;, la condition
de convergence signifie que, pour tout n < 1, || Q[k]ekH n't >0 pour k& — oo, la norme étant
I'une quelconque des normes de Banach sur F(Q(;{, E); la donnée de la connexion déter-

mine l'action de I'(U, 9, Q), et cette action se prolonge alors par continuité en une action
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de I'(, @.};‘,Q) grace a la condition de convergence de la connexion.

D’apres [5, 4.1.4], le foncteur sp,, définit ainsi une équivalence entre la catégorie des
isocristaux convergents sur X et celle des @J} Q-modules O;[, Q-cohérents (qui sont alors
automatiquement @7} Q-cohérents).

4.6.2. LEMME. — Soient F : X — %' un morphisme de V-schémas formels lisses relevant
F%, et E' un ng-module cohérent, muni d’'une connexion intégrable et convergente. Il
existe un isomorphisme canonique @’} Q-linéaire

(4.6.2.1) F*spy. E' — sp, , FZE'".

Observons d’abord que, pour tout morphisme de ¥'-schémas formels f : %2 — 47, et
tout 0;¥k-module cohérent E’, il existe un isomorphisme canonique U, g linéaire

(4.6.2.2) frspy B —=— spy . fRE'

En effet, les théorémes de Kiehl [30] et la construction du morphisme sp,. entrainent que
le Uy, Q-module spy 4 E' est cohérent, et le morphisme canonique spj, spy B’ — E’ un
isomorphisme. Compte tenu de la fonctorialité du morphisme de spécialisation, on en

déduit l'isomorphisme
* * ~ % * ~ *
spy S spy BT ——— frspyspy G E —— fKE'

Comme le O%.’Q-module 6= f*sp%q*E’ est cohérent, on voit de méme que le morphisme

& = Spyy spj}?@ est un isomorphisme, ce qui donne I'isomorphisme cherché :
¥ ~ % * ~ %
Sospp e BY —=— spy.spy ST spy BT —=— spy, S E".

Supposons maintenant que %’ soit lisse, et que E’ soit muni d’une connexion
intégrable et convergente. D’apres 4.6.1, le (/I Q-module spy B’ est alors muni d’une
structure naturelle de @}},’Q-module. Sous les hypotheses de I'énoncé, la méthode de 4.2.4
permet de munir F*spg.,*E' d’'une structure de @},Q-module. D’autre part, I'image
inverse d’'une connexion convergente est encore convergente, de sorte que qu.*F;{kE '
posséde également une structure de @;’ Q-module.

La ,@E Q-linéarité de I'isomorphisme (4.6.2.1) est une propriété locale sur &, ce qui
permet de supposer que 4 est affine et posséde un systéme de coordonnées locales
ty,...,ty, définissant des dérivations d;,...,d;. On vérifie d’abord facilement que (4.6.2.1)
commute & I'action des dérivations o, : il suffit de considérer le morphisme F| : Pﬁ, - P:E,
induit par F x F entre les voisinages infinitésimaux du premier ordre de ¥ et ¥, et
d’appliquer a la stratification définissant la connexion de E’ la fonctorialité de ’isomor-
phisme (4.6.2.2) correspondant a F,. L’action de I'(¥, @Z(.,Q) sur I'(4, spy[*F;E’) est
déterminée par continuité a partir de celle des o, grace a la topologie de Banach de
', sp_q-*F;EE’), définie par sa structure de I'(¥, (Q.Q-,Q)-module. D’autre part, nous
avons défini la structure de @;’ Q-module de F >kspg.,*lﬁl’ " par réduction au cas de @?}’,Q’

grace a l'identification
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F*spy B —~— (F*@;, Q) ®§,ﬁ', spy o E'.

Un opérateur P € I'(4, @I Q) appartient au sous-anneau I'(¥, @(m+s)) pour m assez
grand, et son action sur F * spy . E’ peut aussi étre décrite par 11dent1ﬁcat10n

F*spy. B —— (F*@(m) )®_@(m) spyiE'.

Comme sp,, E' est aussi cohérent sur @Elm)Q, il s’ensuit que (F *@(ImQ) ®C[(m) spy o B’ est
cohérent sur @(més) Par suite, I'(¥, (F*@(’”) ) ®g(m) spy . E') est un module de type fini
sur l'algebre de Banach ncethérienne I'(¥, @(m”) ) ce qui permet de le munir d’une
topologie de module de Banach. De plus, pour tout e’ € I'(2”, sp, ,E’), application
r«, F*@(m) ) - I'4, (F *@(’”) ) ®@(m) sp,E’) définie par la tensorisation avec e’ est
continue pour les topologies de I'(Z, @(m+s)) modules [13, 3.7.3]. Il en résulte que 'action
de I'(4, @é{’.’fas)) sur I'(4, F >ksp&y-, +E’") est déterminée par celle des J;, par continuité pour
cette topologie. Or, d’apres le lemme 4.1.2 de [5], les topologies de T'(¥, OI Q)-module et de
', @(m+s)) module sur I'(Z, F * spyE’) coincident. Par conséquent, la compatibilité
de (4.6.2.1) a laction des 0, entraine que c’est un isomorphisme I'(¥, @.fl’?és))-hnealre

pour tout m, d’ou le lemme.

4.6.3. PROPOSITION. — Le foncteur sp, induit une équivalence entre la catégorie des

F-isocristaux convergents sur X et celle des F-@;} Q-modules Oy Q-cohérents.

Soient 27 = 2°° le V-schéma formel déduit de 4 par changement de base par o, et Fy
I’endomorphisme de Frobenius absolu de X. Supposons d’abord donné un morphisme de
V'-schémas formels lisses F' : X' — 4" relevant F'5,, . La donnée de F' permet de décrire le
foncteur image inverse F)s(* sur la catégorie des isocristaux convergents comme étant le
composé de 'extension des scalaires par o et du foncteur image inverse usuel F I}k pour les
modules a connexion intégrable (ces deux opérations préservant la condition de
convergence). Si E est un isocristal convergent sur X, la donnée d’'une structure de F-
isocristal convergent sur E est la donnée d'un isomorphisme horizontal ¢ :F;;E" ~5 E.
Puisque sp, ., est une équivalence de catégorie entre isocristaux convergents sur X et
@E Q-modules ()1 Q-cohérents, on voit griace au lemme 4.6.2 que la donnée de ¢ équivaut a

celle du morphisme @J} Q-linéaire défini par sp.;{*(q‘)_l)
® : sp, E =5 spy FRE° = F*sp,. E° = F*(sp,,.E)°,
soit encore a la donnée d’une structure de F -@; Q-module sur 6 = spy .. E.

Soient F, F'' deux relévements de Fy,,. Par la construction précédente, on obtient
alors deux isomorphismes ® : sp, . E == F*(sp%.*E)G et ®' :sp, E =5 F'*(sp&y-*E)G.
Comme nous 'avons observé dans la remarque (i) de 4.2.4, on dispose d’autre part d’un
isomorphisme canonique de @E Q-modules Tp g - F’*sp‘&[,*E" l)F*sp%.,*EG. Pour
prouver que la structure de F -@; Q-module de ¢ est indépendante du choix de F, il faut

prouver I'égalité 1, p» o ®' = ®. Les morphismes ® et ®’ sont définis par les lignes du
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diagramme

~

spy B ———>sp,, FE°—— F'*sp,.,E°—=— F'*(sp,.E)°

H { l sp.(ep pr) { l TF,F’ { l TF,F’

~ ~

spy B ——> sp, FrE° —~— F¥sp,.,E° ——— F*(sp,,.E)° ,

~

dans lequel I'isomorphisme Ep pr F I'{*E °C = F ;‘;E 9 est défini grace a la convergence de
la stratification de E°. Le fait que le carré de gauche commute est conséquence de la
fonctorialité de la catégorie des isocristaux convergents par rapport aux morphismes
définis sur la fibre spéciale : I'isomorphisme ep g est I'isomorphisme canonique qui
identifie les deux réalisations du foncteur F)S(;kk fournies par F;g et Fl’f*, isomorphisme
grace auquel la notion de F-isocristal convergent posséde un sens intrinseque. Le carré
de droite étant trivialement commutatif, on est ramené a prouver la commutativité de
celui du centre.

C’est une assertion locale, ce qui permet de supposer que %4 est affine et que %~
possede un systéme de coordonnées locales ¢,...,t;, définissant des dérivations d;,...,d;.
Soient e € (X, E®), et Fi'(e) € T(Xy, FFE?) = I' (¥, spg-*FI’{*E"). L’élément
eF’F,(FI’{*(e)) e 'Yy, FI?E") est défini par

e (FiE(e) = 3 (FR() = FRanMFE@ e),

série qui converge pour la topologie naturelle d’espace de Banach de I'(Xy, FZE®)
(définie par sa structure de I'(4%, O, Ty )-module de type fini). D’autre part, nous avons
défini en 4.2.4 I'isomorphisme 75 ;. par réduction au cas de @r Q> 8réce aux identifica-

tions
F'*spyB° —=— (F'"9} o) O  spriE°

(resp. F*), et a I'isomorphisme 1y 5. relatif a @} Q- Ce dernier est obtenu par passage a

la limite inductive pour m variable a partir des isomorphismes

(m+s) F/*@(m) F*@(Im)Q

définis pour m assez grand. On a alors
pp(Fi@) = O (F' () —F*N™F*'™®)) se;

dans cette expression, la série est convergente pour la topologie naturelle d’espace de
Banach sur I'(¥, F*@(m) ), définie par sa structure de module de type fini sur I’algebre
de Banach ncethérienne I"(OZ’ @(m+s)) Comme I'(¥, (F *QZ(’”) ) ® spy, E°) est également
un I'(Y, @<m+s)) module de type fini, il posséde lui aussi une topologie naturelle de
module de Banach et ’homomorphisme T'(Z, F*@(Im)Q) - I'(Z, (F*@(Im Q) ® spy. E°)

défini par la tensorisation par e est continu pour ces topologies. Il en résulte que

tpp(Fi(e) = 3 (F*(t) —F*¢NWF*"®) g e)
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= E (F'*(t) —F*(t'))EF*1 o9 ®e)),

ou la somme converge ici pour la topologle de Banach de I'(4, (F *@(m) ) ® spy o E°),
définie par sa structure de I'(¥, @(’””)) module. Or, d’apres [5, 4.1.2], les topologies sur
', (F*@f{',”Q) ® spyr o E°) = F(TK, FZE°) définies par les structures de I'(Z, @(m+s))
module et de I'(4, O.,JI’Q) -module coincident. Avec l'identification (4.6.2.1), il s’ensuit que
Tp = SPy 4 (€p po), d'out la commutativité voulue.

Nous avons donc ainsi obtenu '’équivalence de catégories annoncée lorsque Fy,, se
releve sur V', et montré que celle-ci ne dépend pas, a isomorphisme canonique pres, du
choix de ce relevement. Par recollement, on en déduit alors I’énoncé dans le cas général.

4.6.4. Remarque. — Dans le cas des isocristaux convergents, le théoréme 4.5.4 s’expli-
cite de manieére tautologique. En effet, si & est un isocristal convergent, ’'homomorphisme
canonique & — ﬂ(m) ®g q ¢ est un isomorphisme pour tout m [3, (3.1.4)]. Il en résulte
que, quels que s01ent m < m’, ’homomorphisme

(4.6.4.1) a5 By 6 — &,

(m ) sur &, est un isomorphisme Q(m ) linéaire, inverse de I’isomor-

défini par 'action de &
phisme d’extension des scalalres. Sid:6 == F*§ munlt 6 d’une structure de F-& e
module, 'objet de F@(cg”ﬁ(&” ) qui lui correspond par 4.5.4 est alors simplement constitué de

6 lui-méme, qui est cohérent sur @(m) d’apres [3, (3.1.4)], muni de I'isomorphisme

pm+s) . @}77&8) ®Q§;’l&26 ~ & _~ s F*g.

En effet, la structure de @ -module de & fournit un homomorphisme 7 7T, Q-linéaire
@[ Q ®Cﬂ(m) ¢ — &, qui est un 1somorphlsme par passage a la limite a partir de (4.6.4.1).
On verlﬁe 1mmed1atement que cet isomorphisme identifie la structure de F 97 r.Q -module
sur (@:{ Q ®@§ma)g & déduite de @™+ par extension des scalaires a la structure ® donnée
sur 6. -

4.6.5. Voyons maintenant comment les résultats précédents se généralisent aux F-
isocristaux surconvergents. On suppose donc donné un diviseur Z dans X, et on note
respectivement Y et % les complémentaires de Z dans X et dans %. On reprend les nota-
tions de [5], ainsi que de 2.2.8 (ii), 4.1.1 et 4.2.1, et, pour tout entier m > 0, on pose

BINZ) = Bz, p™Y), BIYZ) = B (2)®Q,

2(m) i T _ i QM) S Gm)
Q( Z) = llm %)Ul Q(Z), @% Q( Z) = ll_r)n@ol (Z2) ®C"’91'@3'»Q'

m m
Soient j I'inclusion de Y dans X, et ]Y[ = sp;.l(Y) C 4k le tube de Y dans . Si f est
un relevement dans (/, d’'une équation locale de Z dans X, nous noterons U, l'ouvert de

—l/p”’l

4 g défini localement par la condition | f(x)| > p : sir est assez grand, il ne dépend

pas du choix de f, et les ouverts U, ainsi définis localement se recollent, de sorte que cet
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ouvert est bien défini. Pour r variable, les U, forment un systeme fondamental de voisina-
ges stricts de ]Y[ dans & (cf. [2] ou [4]). On note j, I'inclusion de U, dans 4, et, pour tout
faisceau abélien M sur 4%, on pose

. . . .*

JM =limj,, j*M.

r

Par construction, on a sp, r* ]r*(JU = 3(r)Q(Z ), d’o1, compte tenu de la quasi-compacité
du morphisme sp,, sp,,.J (/I Ur Q(TZ) D’apres [5, 4.4.2], le foncteur sp,, induit une
équivalence entre la catégorie des Jr*()U -modules (resp. j O, 7, -modules) cohérents, et
celle des ﬁ(r) Q(2)- modules (resp. (), 7, Q(TZ) -modules) cohérents.

Sous les présentes hypotheéses, la catégorie des isocristaux sur Y surconvergents le
long de Z est équivalente a la catégorie des j T(7‘;,;FK-m0dules localement libres de rang fini
E, munis d’'une connexion V intégrable et surconvergente le long de Z, i.. telle que la
série de Taylor définissant la stratification correspondante soit induite par un isomor-
phisme de j TO_,QZKX‘,;IK-modules sur le tube de X dans 4 x 4. En explicitant la condition de
surconvergence en coordonnées locales, on voit alors que, pour tout isocristal E sur Y,
surconvergent le long de Z, le (), 7, Q(TZ)-module Spy +E est muni d’une structure natu-
relle de @ Q(TZ) -module [5, 4.4.3].

4.6.6. LEMME. — Soient Z' ¢ X'® le diviseur déduit de Z par changement de base par le
Frobenius absolu F}, j' : Y® s X F : X — X' un morphisme de V-schémas formels
lisses relevant Fx,,, ¥ = %"\ Z'. Si E' est un j'T(‘]ﬂ,}{-module cohérent muni d’une
connexion intégrable et surconvergente le long de Z’, il existe un isomorphisme canonique

9}y o('2)-linéaire

(4.6.6.1) F*spy. E' — sp, , FRE'.

Considérons d’abord plus généralement un morphisme de schémas formels f : % —
2" et un diviseur Z’' < X' tel que Z” = X xy Z' soit un diviseur de X. La compatibilité des
algebres 4 /(Z’ p™™1) aux images inverses (voir 2.2.8 (ii), b)) permet de considérer f
comme un morphlsme d’espaces annelés (¥, ]5)(” (Z”)) — (@7, 99(” Q(Z )), et aussi, par
passage a la limite inductive, comme un morphlsme @, ()%Q(TZ”)) — (@7, O_uryQ(TZ ).
Considérons alors les morphismes sp, et sp,» comme des morphismes d’espaces annelés

spy @ (X ,_]r*(/UN) — (4, @;?Q(Z”)), spyr 1 (45 ,j;*oU;) - @, Q@E}-),’Q(Z’))
(resp. Ty, J" "0y ) = (X, 0y o("Z"), Ay, i Op) - A7, O (721,

ou j, : U c g, j': U c Ly sont les immersions ouvertes définies a partir de Z’ et Z"
comme j, 'a été plus haut a partir de Z. Comme les foncteurs sp[* et sp; sont des
équivalences de catégories quasi-inverses entre les catégories des j' (QU’ -modules cohé-
rents et des %(r ) (Z ")-modules cohérents (resp. ]"TO -modules cohérents et Oy Q(TZ ")-
modules coherents) et de méme sur 4, 'argument du lemme 4.6.2 s’étend tel quel, et

fournit pour tout j,, ;-module cohérent E’ (resp. j 'T(?%{-module cohérent) un isomor-
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phisme .@g’)Q(Z”)-linéaire (resp. Og-,Q(TZ ")-linéaire)
(4.6.6.2) Fispy B ——— sp, . JRE’

les foncteurs f* et f7 étant pris pour les morphismes d’espaces annelés considérés ici.
Si l'on revient au cas du morphisme F : & — %’ considéré dans ’énoncé, et d’un
’T()Z -module E’ cohérent muni d’'une connexion intégrable surconvergente le long de
Z',on a alors Z" = p*Z, j" = j, U'=U %(”Q(Z“) (”S)(Z) (d’apres (4.1.1.1)),

r+s?
OI Q(TZ”) = OZ ql TZ). On voit encore en passant par les stratlﬁcatlons associées a la

connexion que cet isomorphisme est (U g 'Z) ® @ o)-linéaire. Pour prouver qu’il est

Q(TZ )-linéaire, on utilise [5, 4.4.5] pour passer par continuité de l’action de
O 7.q( Z) ® @r a celle de @} Q(TZ) de la maniére suivante. Il existe un entier r; et un
O, 25 -module localement libre de rang fini E) sur U, oo muni d'une connexion intégrable
surconvergente, tel que E’ ~ ]/TE/ en tant que module a connexion. Si &) = spy, ]r +Eq»
& est alors un %( 0) (Z )-module cohérent, et il existe pour r > r; des 1s0morphlsmes

(r)Q(Z)®6 = SPy *Jr*-]r E(,)’

(4.6.6.3) lim 47 o(Z) ® 6 = sp,, B,

r>r0

respectivement .@(r ) Q(Z ) et Uy Q( TZ")-linéaire; de plus, il existe une suite d’entiers r,,

avec r, > max(m, r, _,), et une structure de (GB(r ) (Z ) ®£ZJ£{"")Q) -module sur %(r ) (Z ) ®

&y, telles que les homomorphlsmes
Byrg(Z) ® & —— Byra(Z) ® &

soient (BYr, QZ) ® g -linéaires, et Iisomorphisme (4.6.6.3) 7}, o("Z")-linéaire.
Comme F*%(r ) QZ) = %(rmJFS)(Z) F (B(r ) QZ) ® &) est muni d’une structure natu-
relle de @(rm”)(Z) ® @(’””) module. De méme, E, = F; E{ est un module localement libre
de type ﬁm a connexion intégrable et surconvergente sur Ur L tel que FI?E’ ~j i (E,); de
plus, si &, = sp, . (E,), &, satisfait de maniere naturelle la condition analogue a celle de

& pour la suite d’entiers r avec m > 0, telle que r, . . =r  + s. Pour prouver que

m+s?

(4.6.6.1) est @q Q( TZ)-linéaire, il suffit alors de prouver que, pour tout m, 'isomorphisme
F*(Byng(Z) ® &) = Bnss(Z) ® &,

défini également par (4.6.6.1) est (%UMH)(Z) ® @(””S) )-linéaire. Or, pour tout ouvert
affine U c &, 'action de I'(%, %’(r’"‘rs)(Z) ® @(’"+S) ) sur le terme de droite prolonge par
continuité celle de T"(%, %g,"as)(Z) &® ‘@:{,Q) griace a la topologie de Banach définie sur
', @gm(ﬁs) ® &,) par sa structure de module de type fini sur l'algébre de Banach
neethérienne I'(%, @(r’"‘rs) (Z)). Sur le terme de gauche, on voit comme dans la démons-
tration de 4.6.2 que l’actlon de T"(%, @(r"LH)(Z) ® @(m”)) prolonge par continuité celle de
', .B_E;’"(gs)(Z) ® @I,Q) grace a la topologle de Banach définie sur I'(%, F (B(r ) (Z ) ®

éy)) par sa structure de module de type fini sur l'algébre de Banach noetherlenne
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I, %(rm+s)(Z) ® @(m+s)) Comme ces deux topologies coincident d’apres [5, 4.1.2], le

lemme en résulte.

4.6.7. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 4.6.5, soient E un isocristal sur Y,
surconvergent le long de Z. La donnée d’'une structure de F-isocristal (surconvergent le

long de Z) sur E équivaut a celle d’une structure de F-@ Q(TZ) module sur & = spy . E.

Soient Z' 'image inverse de Z dans X, j': Y < X&), Fy le Frobenius absolu de
X, X" =%°. Supposons d’abord qu’il existe un ¥-morphisme F : X — 2’ relevant F'5,,. Le
foncteur FX* sur la catégorie des F-isocristaux sur Y surconvergents le long de Z est alors
obtenu par composition de I’extension des scalaires par o, et du foncteur image inverse
F7 de la catégorie des J’TO -modules a connexion intégrable et surconvergente dans
celle des JTO -modules a connex10n intégrable et surconvergente. Or, d’apres [5, 4.4.5],
le foncteur spd,* est un foncteur pleinement fideéle de la catégorie des isocristaux sur Y
surconvergents le long de Z dans la catégorie des @_‘;’Q(TZ)-modules. La donnée d’une
structure de F-isocristal sur un tel isocristal E est par définition la donnée d'un isomor-
phisme ¢ :FI?E" =~ E. Elle équivaut donc a la donnée de l'isomorphisme @ Q(TZ)-
linéaire sp_;lw*(q)_ ) 1 8py o (BE) == sp.,l-*(FKE"). Comme, d’apreés 4.6.6, on dispose d’un
isomorphisme canonique @;’Q(TZ)-linéaire spy«(FRE®) = F*sp,. ,E°, on voit que la
donnée de ¢ équivaut a celle d’'une structure de F-@Z{.’Q(TZ )-module sur & = sp, . (E).

Pour en déduire 1’énoncé dans le cas général, on procéde comme dans la
démonstration de 4.6.3. Il faut encore vérifier que, si 'on se donne deux relévements
locaux F, F' de F',,, les isomorphismes canoniques € :F*E° = FZE° qui permet-
tent de définir par recollement la structure de F-isocristal de E correspondent, au moyen
des identifications

(46.7.1) spy FEET S5 Fspy B0 =5 (F Dl ('2)) @y, iz 5Py B,

(resp. F'') aux isomorphismes T o F'*sp%-,*EG = F*sp_cl-,*EG qui permettent de
déﬁnir la structure de F- @E, Q(TZ) -module de sp, .,E. Comme ces identifications sont
% Q( 'Z)-linéaires, de sorte que les isomorphismes spl*(eF ) et Tp p Sont localement
définis comme en 4.6.3 par des séries de Taylor dont les termes généraux se corres-
pondent, il suffit de vérifier que ces séries convergent pour des topologies qui se
correspondent dans les identifications. Si % est un ouvert affine de &, on ne dispose plus
comme en 4.6.3 de topologies de Banach sur les modules de sections pour lesquelles ces
séries convergent, mais on peut se ramener a une limite de situations analogues en
choisissant un voisinage strict U du tube de Y dans 4%, et un O, e -module E localement
libre de rang fini sur U , muni dune connexion intégrable surconvergente, tel que E =~
TE en tant que ]TO -module a connexion. Si l'on pose 6 = spI*Jr +Eq, O,
SPy s sy E0 = GB(”Q(Z) & 6 , alors il existe comme dans la demonstratlon de 4.6.6 une
suite croissante d’entiers r,, > m telle que le 9 B(r )(Z) module de type fini &, soit aussi
muni d’'une structure de (@(r )(Z) ® @(m) )- module de type fini, et les fleches é -6,

Tm Tm+1
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soient (@.E;”'%(Z) @@;mé)- linéaires. Les identifications (4.6.7.1) et les isomorphismes Ep p
et 7p g proviennent alors d’identifications et d’isomorphismes analogues pour chaque m
par passage a la limite pour m — oo . Pour m fixé, on peut raisonner comme en 4.6.3 pour
vérifier que les séries de Taylor définissant sp.;{*(eF’ 7)) et T pr cONvergent vers des
éléments de I'(Uy, F;EEO) et I'(U, F*@rm) qui se correspondent via (4.6.7.1), et

I’'assertion en résulte ensuite par passage a la limite.

. sk
Jr, +sxJr +s

Appendice : Filtration m-PD-adique

Soient R une Z(p)-algébre, (a, b, o) un m-PD-idéal de R, A une R-algébre, I ¢ A un
idéal muni d’'une m-PD-structure (J, y) compatible a (b, o). Cette m-PD-structure permet
de munir A d’une filtration par des sous-idéaux I'™ de I, appelée filtration m-PD-adique,
dont une définition est donnée dans [5, 1.3.7]. Sous les hypotheéses ou cette définition est
utilisée dans [5] (essentiellement celles de [5, 1.5.3]), elle fournit bien le résultat voulu.
Sous des hypotheses plus générales, il s’avere qu’elle ne possede pas toujours les proprié-
tés de nilpotence que I'on souhaite. En particulier, si p = 2, 'exemple de [5, 1.3.7] n’est
pas correct. En effet, supposons que A = Z,, I = 2A, et que J c I définisse une m-PD-
structure sur I pour un certain m > 0. Alors 2 € (J + pA) N I, de sorte qu’avec la définition
de [5], on obtient que 2! e I'*! pour tout n, d’apres [5, 1.3.8 (i)]. Or 2™ ne tend pas vers 0
pour n — oo, si bien que, quel que soit m, la filtration ainsi définie n’est pas topologique-
ment nilpotente.

Nous allons donc introduire ici une définition légérement modifiée, fournissant une
filtration plus fine que celle de [5]. Avec cette définition, ’exemple de [5, 1.3.7] devient
valable, ainsi que toutes les autres propriétés démontrées dans [5] — a l'exception de la
premiere assertion de [5, 1.3.8 (i)], que 'on veut précisément invalider. En particulier, les
deux définitions fournissent la méme filtration sous les hypotheses de [5, 1.5.3], de sorte
que, dans le cas lisse, cette modification ne change pas les faisceaux de parties princi-
pales a puissances divisées partielles [5, 2.1], ni les faisceaux d’opérateurs différentiels

correspondants.

A.1. Notons 8 la PD-structure de b; = b + pR prolongeant o et la PD-structure canonique
de (p), et B l'extension de B a b;A. L’'idéal J, = J + b;A est muni d’'une PD-structure
canonique prolongeant y et 8, et, pour y J;, et a € IN, nous noterons yl les puissances
divisées correspondantes. Pour x € I, nous noterons comme d’habitude x'™' les puissances

divisées partielles de x. Soit # I’ensemble des filtrations décroissantes (F'"A) de A qui

>
vérifient les propriétés suivantes : "=t
(i) FPA=A,F'A =1, et, quels que soient n, n' >0, F"A.-F" A c F"t"A.
(ii) Quels que soient n>1, x e F"A et k>0, x'¥ e F*A.
(iii) Quel que soit n >0, J; N F"A est un sous-PD-idéal de J.

L’'idéal J N F"A = J N (J; N F"A) est alors un sous-PD-idéal de J,, et, pour tout
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n > 1, il définit sur F"A une m-PD-structure. Elle est compatible a (b, «), car d'une part
bjANF"A=b;An (J;NF"A) est un sous-PD-idéal de J;, donc de b; A, d’autre part les
PD-structures de b; et J N F"A sont compatibles, puisque celles de b; et J le sont par
hypotheése.

A.2. PROPOSITION. — Dans l'ensemble F des filtrations vérifiant les conditions (i), (ii)
et (iii) de A.1, il existe une filtration (I{”})n20 plus fine que les autres.

Observons que le PD-idéal J; est stable a la fois par les opérations de puissances
divisées y'*! et par les opérations de puissances divisées partielles y{b}. On introduit la
notation suivante: si a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,) sont deux suites d’entiers > 1, on pose

y[g;é} = ((... (((y[all){bl})[azl){bz} o )[a,]){bt}

On a donc en particulier yl®! = yla; 1 100 — 31130} G o/ b’ a” b” sont des suites d’entiers
comme plus haut, et si I'on pose a = (a3,...,a,,a{,...,a,,), Q = (bq,...,b,,b{,...,b/)), on a
(y[g’;é’})[g'/;é”} :y[g;é}. On remarquera que, quels que soient x€e A,yeJ;,ona

(xy)[g;é} — xalbl...atbty[g;é}_

Comme dans [5], on note I, I'idéal de A engendré par les produits de la forme

{nq} {n,}
11 c X

engendré par les produits de la forme

x , avec x; € I pour tout i, et X n;, > n. On définit alors I'" comme lidéal de A

{n1} {n.}y lay;00) [as,b}
(4.2.1) ximl gl ylesen |yl

), b= (b

Jt b; IRIRET Jt) avec

oux, el, yjeJ ﬂId pour certains entiers dj,gj:(aj,l,
t;i21,a;,>1, b k>1 et

r S
St Ydiby..b, 2 n.
i=1 J=1

Comme J; NI est un sous-PD-idéal de JJ; grace a [5, (1.3.2.2)], les I'™ forment bien
une filtration d’anneau de A telle que I'" = I, donc vérifiant (i). Les propriétés des puis-
sances divisées partielles montrent que, pour vérifier (ii), il suffit de le faire pour un géné-
rateur de la forme (A.2.1), et cela résulte encore de ces propriétés. Pour vérifier (iii), on
observe quun élément zeJ; NI 7} peut s’écrire comme somme d’un élément z' € I et
d’'une combinaison linéaire d’éléments z| qui sont de la forme (A.2.1) avec s > 1. Les
éléments z étant dans J; N I'™ Télément 2z’ est dans J; N1, et, par définition, 2 =

21} appartient a I'™ pour tout A > 1. D’autre part, si 2z, est de la forme z) = u y[“ 0}

nlh] _ (u )h [a,h,b 1}

, on
voit que z, est aussi dans I pour tout & > 1. Il en résulte que Jin I{n}
est un sous-PD-idéal de J,. Afortiori,J N1 7} est un sous-PD-idéal de J, qui munit alors
I'™ d’une m-PD-structure, et bjAnI 7} est un sous-PD-idéal de b,A, ce qui entraine que
cette structure est compatible a (b, o).

Si (F™A) est une filtration de 7, alors x'™ € F™A pour tout x € I et tout n, d’apres (i) et

(ii). Il résulte alors de (i) que I; c F o\ pour toutd > 0. Siyed NF 44, la condition (iii)
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entraine que y'* e J; N FiA pour tout a > 1, et la condition (ii) entraine que (y[“]){b} €

J NF dbg pour tout b > 1. Appliquant encore (i), on voit que I'*! = F"A pour tout n.

Nous adopterons désormais les définitions suivantes :

A.3. D¢éfinition. — Sous les hypotheéses de A.1, la filtration m-PD-adique de A est la
filtration par les idéaux I ) dont Iexistence est assurée par la proposition A.2. Il est clair
qu’elle est fonctorielle par rapport a (A, I, J, y). Cette filtration dépend du choix de m, et,
si nécessaire, nous le préciserons par la notation I %o,

Nous dirons désormais que I est m-PD-nilpotent si, avec la définition de A.2, il existe
un entier n tel que I'™ = 0; lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous dirons plus
simplement que I est PD-nilpotent (cf. la remarque (vi) plus bas). De méme, lorsque I’ est
un idéal quelconque d’une R-algebre A’, les enveloppes a puissances divisées partielles
nilpotentes P('ﬁn),a(I ') seront désormais définies comme étant les quotients de Py o ")
par la filtration m-PD-adique au sens de la présente définition.

Remarques. — (i) On observera qu'on ne modifie pas l'idéal I'™ en restreignant la
famille de générateurs considérés en (A.2.1) de la maniére suivante :

(A.3.1) Sin>0,on peut supposer n, > 1, dj > 1.

m+1

(A.3.2) On peut supposer bj’k >p

b<p™tl ona 2% =uz® avecu e szp). Il s’ensuit que, siy e J; N1, et si la suite b est

[a;b}

pour tout j et tout £ < ;. En effet, si z € J;, et si

m+1

telle que b, < p , on peut écrire y sous la forme

[a;b}

ylassh _ C((y[g,;é/})[ak;l})(bk—l)ak+1bk+1...atbt(y[g’;é'})[gn;éu}

2

avec c € Z(p), a'=(a,...,a;,_1),0"'=(by,....,0,_1),a"=(aq,a;, 1,...,a,),0" = (b, 1,...,b).
L’assertion en résulte.

(ii) La filtration ainsi définie coincide encore avec la filtration PD-adique pour m = 0,
et avec la filtration I-adique en caractéristique 0.

(iii) Notons I’ 1a filtration définie en [5, 1.3.7]. Il résulte de [5, 1.3.8] que cette filtra-
tion est dans 7. A fortiori,onal, cI tnt = 11"} pour tout n. On observera qu’on peut avoir
I £ 11" comme le montrent la remarque initiale et la proposition A.4 plus bas.

(iv) Supposons que A soit 'algebre R(t,,...,%;),,, des polyndmes a puissances divisées
de niveau m en d variables [5, 1.5.1], et I son m-PD-idéal canonique, engendré par les ti{”},
pour 1<i<d,n>1. Alorsonal, = I'" = 117 et T est donc le R-module libre de base
les produits tl{”l}...ténd}, avec X n;, > n : en effet, on a dans ce cas It — I, d’apres
[5, 1.5.1]. L’assertion (ii) de [5, 1.5.1] reste donc valable avec la définition de la filtration m-
PD-adique donnée ici.

(v) Pour m' > m, considérons (J, y) comme définissant une m’-PD-structure sur I. Si
I'"™e et I'"™ ) sont respectivement les filtrations m-PD-adique et m’-PD-adique, on a
I < I pour tout n.

(vi) On prendra garde que la condition de m-PD-nilpotence sur I n’implique pas que J
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soit PD-nilpotent au sens classique, c’est a dire qu’il existe un entier n’ tel que Jr1 =0
un exemple en est fourni par 'anneau Z/2"Z, pour n > 2, dans lequel 'idéal maximal
m = 27./2"Z posséde une PD-structure canonique non PD-nilpotente; par contre, si ’on
considere m comme définissant une 1-PD-structure sur lui-méme, celle-ci est 1-PD-

nilpotente d’apres ’exemple qui suit.

Précisons en effet la filtration obtenue dans le cas d'un anneau de valuation discréte.

A.4. PROPOSITION. — Soient V' un anneau de valuation discréte d’inégales caractéris-
tiques (0, p), m son idéal maximal, e son indice de ramification, n une uniformisante de
V', a=m" un idéal de V', b = m* un sous-idéal de a, m un entier. On suppose que ket m
sont tels que b soit un PD-idéal de V' et définisse une m-PD-structure sur a.

(i) La filtration m-PD-adique de a est donnée par

{n} _ _ hy{n'}
a™ =aq, = (zMH" )n’zn'

Elle est indépendante du choix de b, et elle est m-PD-nilpotente si et seulement si
p"h > e/(p-1).

(ii) Soient A une V-algeébre, I = aA, J = bA. Alors J, muni de la PD-structure prolon-
geant celle de b, définit une m-PD-structure sur I, et la filtration m-PD-adique correspon-
dante est donnée par I'™ =a'™ A.

En particulier, on voit que m possede une m-PD-structure topologiquement m-PD-
nilpotente si et seulement si p™ > e/(p—1), de sorte que, avec la définition adoptée ici,
I'exemple de [5, 1.3.7] est valable.

Compte tenu des relations entre les opérations de puissances divisées partielles, la
définition de a, entraine que cet idéal est engendré par les éléments (n')in l}, avec n’ > n.
De méme, il est clair que I, =a, A, que les I, vérifient les conditions (i) et (ii) de A.1, et que
la filtration par les I, est plus fine que toute filtration vérifiant les conditions (i) a (iii) de
A.1. Comme la filtration m-PD-adique est la plus fine de celles qui vérifient ces condi-
tions, il suffit de s’assurer que, siJ; =< + pA, alors J; N a, A est un sous-PD-idéal de J;.
Or on a d’une part J; = nk/A, avec k' = min(e, k), d’autre part a, = (7°) pour un certain
entier c,,, de sorte que J; Na, A = nc/A, avec ¢’ = max(c,,k’). Sic, <k',J;, Nna,A=J,,et
I'assertion est claire. Sinon, un élément x € J; N a, A s’écrit x = ncly, et, pour i > 1, xll =
(z¢)lyi: Passertion résulte alors de ce que (7€)1 e (x).

Comme V" est sans p-torsion, la PD-structure dun idéal de V" est unique lorsqu’elle
existe. Il s’ensuit que, sur a, les opérations x —> x'™ sont idépendantes du PD-idéal b
définissant la m-PD-structure de a. Ce qui précéde entraine qu’il en est alors de méme

pour la filtration I'*!. Enfin, puisque a!™ = ((z®)"*"?) , la m-PD-structure de a est

n'>n’
topologiquement m-PD-nilpotente si et seulement si (z")!" tend vers 0 pour n — oco. Or, si

n=pmg+r,avec0<r<p™ ona (z?) " = g™ ("M et (zP"M)L2) 5 0 pour ¢ — oo si et
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seulement si p™h > e/(p-1).

Montrons maintenant qu’avec la présente définition, la proposition [5, 1.3.8] reste
vraie (a Pexception de la premieére assertion de (i)). Compte tenu de ce que les I'™ vérifient

les conditions (i) a (iii) de A.1, il reste a vérifier :

A.5. PROPOSITION. — Avec les notations et les hypothéses de A.3, la filtration m-PD-
adique de A vérifie les propriétés suivantes :

(i) Soientn>1,A=A/I'"" n:A 5 A Phomomorphisme canonique, I =IA, J=JA, 7
la PD-structure quotient sur J. Alors (J, 7) définit sur I une m-PD-structure compatible a
(b, o), © est un morphisme strict pour les filtrations m-PD-adiques, et r est universel pour
les m-PD-morphismes de (A, I, J, y) dans une R-algébre A’ munie d’un m-PD-idéal (I,
J’, v") compatible & (b, «) et tel que I''™ = 0.

(ii) Soient A — A’ un homomorphisme plat, I' = IA’, muni de la m-PD-structure (J' =
JA', y') étendant celle de I (cf. [5, 1.3.2 (i)]). La filtration m-PD-adique de A’ est donnée
par '\ —rinipr

La condition (iii) de A.1 entraine que la PD-structure y passe au quotient sur o, et
que la PD-structure 7 obtenue est strictement compatible a (b, ). Elle munit donc I d’une
m-PD-structure compatible a (b, a), pour laquelle on a #(I;) = I 4 pour tout d. En
particulier, T , = 0. Pour prouver que r est strict, il suffit de montrer que, siy e :71 NI d
alors y!®% e z(11901---0) pour tout aettout b = (bq,...,b,). On peut supposer que d < n, et
écrire y=n(y’') =n(z),avecy' el ,zed,, ety —z¢€ I'" = 119 Par suite, z € J; N AL

la,b} ¢ [ldby...b}  go11 Tassertion. Puisque 7 est strict, on a

résulte alors de (i) et (ii) que z
I'™ = 0, et le quotient A/I'™ posséde la propriété universelle voulue.

La derniére assertion se voit comme en [5, 1.3.8].
Remarque. — Sous les hypotheses de [5, 1.5.3], les enveloppes a puissances divisées
partielles nilpotentes ne changent pas si I'on remplace dans leur définition la filtration de
[5, 1.3.7] par celle que nous considérons a présent. En effet, compte tenu de (iv) plus haut,
Iargument de platitude de [5, 1.5.3] raméne au cas d'une algébre de polyndomes, qui

résulte de la remarque faite en A.3, (iv).

A.6. PROPOSITION. — (i) Pour tout i € IN, la filtration m-PD-adique définie sur A; =
A/p't1A par Uimage I de I, munie de la m-PD-structure quotient, est limage de la
filtration m-PD-adique de A. En particulier, la filtration m-PD-adique de A est topologi-
quement m-PD-nilpotente si et seulement si, pour tout i € IN, la filtration m-PD-adique de
A, est m-PD-nilpotente.

(ii) Supposons que p soit nilpotent dans A. Alors la filtration m-PD-adique de A est

m-PD-nilpotente si et seulement s’il existe un entier n tel que I, = 0.



9 -MODULES ARITHMETIQUES II 115

Soient 7: A — A,, jl I'image de J, dans A;,. Siy e jl N I_d, on peut écrire y = n(y’) =
n(z),avecy' el , zed;, ety —z epitlA c J,. Par suite, y' eJ; N I,, et I'assertion (i) est
claire.

Comme I, c I 7} 1a condition de (ii) est nécessaire. Pour prouver qu’elle est suffi-
sante, on peut supposer m > 1. Fixons un entier n tel que I, = 0, et considérons I'ensemble
IE des familles d’entiers de la forme

=(r,n=_(ny,...,n),s,d=(dy,...,dy), t=(t,...,1), b= (bj,k)lsJSs,lskstj)’

our,s>0,n;,d;, ¢, b, >1etb,, > p™*1 pour tout (j, k) avec k < t;. Soit E; c IE le sous-
b J ’
ensemble des famllles A telles qu’il existe des éléments x; € I, yiedynly,et des suites a =
(aj,k)lngS,lgkstj’ avec a; 5, > 1 pour tous J, k, tels que I’'élément (A.2.1) correspondant soit
non nul. Alors IE; est un ensemble ﬁni En effet, on observe d’abord que 'onar <n, s<n,
puisque chaque élément xl{ y b} appartient & I. De méme, on a n, <n, d <n,b; ik <N
pour tous i, j, k. Il suffit donc de montrer que les ¢; sont uniformément bornes. Si I'on pose
bi1=p"q;+1;,,avec0<r, <p™ ona (y}“ﬁl]){bf’l} = (bj,1!/qj,1!)(3’}‘11'-1])[6131]. Or, si
t; > 1 on a b >perl >p, et b~ '/q- 1! est divisible par p. Par suite, (y}a‘ 711101} est de 1a

[a;b} .a; . b.

forme pz, avec z € J, ce qui entralne que y; est divisible par pajyzbj,z .t%jt, o0 ¢ = ;.

Comme a; =1, bJ : > 1 pour tous J, k&, et b ik me+1 > p? pour tout & < £, il en résulte que
p2i=2 < ¢, ot c est tel que p€ =0 dans A.

Soit alors n; le maximum des valeurs de n(A) =%, n, + 2 d;b;q...0; ¢, pour AelE,,
et soit n’ > n,. Comme, d’aprés (A.3.1) et (A.3.2), 'idéal I "’ possede un systéme de
générateurs qui correspondent tous a une famille A e EXIE, ces générateurs sont tous

nuls, et I est m-PD-nilpotent.

A.7. COROLLAIRE. — (i) Soit A — A’ un homomorphisme d’anneaux tel que y s’étende
strictement a A’ (relativement a (by, B) [5, 1.2.2]). Si I est m-PD-nilpotent, et si p est
nilpotent dans A’, alors I' = IA’, muni de la m-PD-structure définie par JA' (qui est
compatible a (b, o)), est m-PD-nilpotent.

(i) Soient (I', J', v, (", J", y") deux m-PD-idéaux de A, tels que vy’ et y" soient
strictement compatibles (relativement a (b, B) [5, 1.2.2]). Si I' et I" sont m-PD-nilpotents,
et si p est nilpotent dans A, alors I =1' + I", muni de la m-PD-structure définie par J =

J' + J" (qui est compatible a (b, «)), est m-PD-nilpotent.

Compte tenu de A.6, la premiere assertion résulte de ce que I, =1, A’, et la seconde
de ce que I, =X I'.1’,..

n'+n"=n"n""n

A.8. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de A.1, soient A = R(t,...,t;) ., Ualgebre de
polynémes a puissances divisées de niveau m a coefficients dans R, I = (t,...,t;) son
m-PD-idéal canonique, J c I le sous-PD-idéal canonique,I' =1 + aA,J =J + bA. On fixe
un entier ng, et on note A=A/I"*Y T et J' les image de I' et J' dans A. On munit J' et
J ' de Uunique PD-structure prolongeant celles de J et de b, ce qui munit I' et I' de m-PD-
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structures. Les filtrations m-PD-adiques de I' et I' sont alors données par

(A.8.1) rint — | E aké{k} | V &, akea{n—lkl} }
i k

(A.8.2) it — E a,t™ |V b, a,caln 1B}
\k|£n0

Soit Fil"A la filtration de A définie par le second membre de (A.8.1). Par fonctorialité
et multiplicativité, il est clair que Fil?A < I''"™ pour tout n. La caractérisation des I''"
donnée en A.2 entraine alors qu’il suffit de vérifier que la filtration Fil"A satisfait les
conditions (i) - (iii) de A.1. La condition (i) est évidente. Comme Fil"A est un idéal gradué,

{n} raménent la vérification de

les propriétés d’additivité et d’homogénéité des opérations x
la condition (ii) au cas d’'un élément de la forme q, g{’f}, qui est clair. Pour vérifier (iii),
posons b; =b + pR,J; =J' + b; A. 1] faut alors Sassurer que, pour tout n > 1, J; N Fil"A
est un sous-PD-idéal de J;. Comme J; et Fil"A sont gradués, on se rameéne encore a
montrer que les puissances divisées de tout élément de J; N Fil"A de la forme a, % sont
dans Fil"A, ce qui résulte des propriétés analogues de a'”~ %! et des g{@}. -

L’assertion relative a A se montre de la méme maniére.

A.9. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de A.8, I' est m-PD-nilpotent si et seulement
st a est m-PD-nilpotent.

Cela résulte aussitot de A.8.
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