
d - modules arithm�tiques II.

Descente par Frobenius

Pierre BERTHELOT *

(IRMAR, Universit� de Rennes)

Introduction 2

1.ÊÊd-modules � droite 7

1.1. Interpr�tation inÞnit�simale des d-modules � droite. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2. Action par lÕop�rateur adjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3. Isomorphismes de transposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.ÊÊTh�or�mes de descente 27

2.1. Foncteur image inverse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2. �l�vation du niveau par Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3. Descente par Frobenius. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.4. Cas des d-modules � droite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.5. Un foncteur quasi-inverse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.6. Relation avec la descente de Cartier. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.ÊÊTh�or�mes de commutation � lÕaction de Frobenius 63

3.1. Extension de lÕanneau dÕop�rateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.2. Changement de base et image inverse extraordinaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.3. Produits tensoriels interne et externe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.4. Image directe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.5. Foncteur dual. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.  F-dì-modules 77

4.1. Descente des ^dx -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.2. Descente des d ì

x  -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.3. Action de Frobenius sur la cohomologie de de Rham . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.4. Dimension homologique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.5. Descente des F-d ì

x, ›-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.6. Relations avec les F-isocristaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Appendice : Filtration m-PD-adique 110

Bibliographie 116

                                                                        
* ÊPendant la pr�paration de cet article, lÕauteur a b�n�Þci� du soutien du programme TMR de la
Communaut� Europ�enne, dans le cadre du r�seau Arithmetic Algebraic Geometry.



2 P.  BERTHELOT

Introduction

Dans cet article, nous poursuivons lÕ�tude de la th�orie des d-modules sur des bases
ÇÊarithm�tiquesÊÈ (en caract�ristique p, en in�gale caract�ristique, É), commenc�e dans
[5]. Notre objectif est ici dÕanalyser certaines propri�t�s sp�ciÞques aux Á / pn Á-sch�mas,
ou aux sch�mas formels sur une base p-adique, li�es � lÕaction de Frobenius.

Pour un sch�ma X propre et lisse sur un corps parfait k de caract�ristique p, une dif-
f�rence essentielle entre la cohomologie cristalline et la cohomologie ˘-adique pour  ̆≠ p
se situe au niveau de lÕaction de FrobeniusÊ: sur les groupes H i

�t(üX, Á˘), cÕest un isomor-
phisme, alors que cÕest seulement une isog�nie sur les groupes H i

cris(üX / W(k), oX / W).
Bien s�r, ce comportement particulier nÕest pas un d�faut, mais est au contraire � la base
de nombreuses applications sp�ciÞques � la cohomologie cristalline, et est en r�alit� lÕune
des propri�t�s qui en font tout lÕint�r�t.

Nous examinons ici une propri�t� de m�me nature, au niveau des cat�gories de
coefÞcientsÊ: alors que lÕimage inverse par le morphisme de Frobenius est une �quiva-
lence de la cat�gorie des faisceaux �tales sur X avec elle-m�me [SGA 4, VIII, 1.1], il nÕen
est pas de m�me pour la cat�gorie des cristaux. Le premier r�sultat qui met en �vidence
ce type de ph�nom�ne est probablement le th�or�me classique de Cartier ([14], [15]) sur la
descente par Frobenius des oX -modules munis dÕune connexion int�grable � p-courbure
nulle : si S est un sch�ma de caract�ristique p, X un S-sch�ma lisse, F : X @ X' le
morphisme de Frobenius de X relativement � S, lÕimage inverse e = F *e' dÕun oX' -
module e' est munie dÕune connexion int�grable canonique, qui est � p-courbure nulle, et
le foncteur F * �tablit une �quivalence entre la cat�gorie des oX'-modules et celle des oX -
modules munis dÕune connexion int�grable � p-courbure nulle [29, th. 5.1].

Lorsque e' est lui-m�me muni dÕune connexion int�grable ¯', lÕimage inverse de ¯'
par F nÕest autre que la connexion canonique � p-courbure nulle de e. On pourrait donc
avoir lÕimpression que toute information relative � ¯' a �t� perdue en prenant lÕimage
inverse par F. Une cons�quence des r�sultats de cet article est quÕil nÕen est rien. Pour
garder trace de la connexion ¯', il faut utiliser la famille de faisceaux dÕop�rateurs diff�-
rentiels dX

(m) construite dans [5]. Rappelons que le faisceau dX
(0) est engendr� librement

sur oX par les d�rivations, que la donn�e dÕune structure de d X
(0)-module � gauche sur un

oX -module �quivaut � celle dÕune connexion int�grable, et que les faisceaux dX
(m) forment

un syst�me inductif dont la limite est le faisceau dX des op�rateurs diff�rentiels usuels
[EGA IV, (16.8.1)]. Dans la pr�sente situation, nous montrerons que la structure de d(0)

X' -
module � gauche de e' permet de munir F *e' dÕune structure naturelle de d X

(1)-module �
gauche, et notre th�or�me de descente 2.3.6 entra�nera que le foncteur F * induit une �qui-
valence entre la cat�gorie des d(0)

X' -modules � gauche et celle des d X
(1)-modules � gauche.

CÕest cet �nonc� quÕon peut consid�rer comme lÕanalogue cristallin (de caract�ristique p)
du th�or�me dÕinvariance par F * du topos �tale.

Le th�or�me de descente par Frobenius 2.3.6, qui est au cÏur de cet article, se situe
dans un contexte plus g�n�ral qui permet de remonter de la caract�ristique p � une
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situation dÕin�gales caract�ristiques. Nous nous pla�ons en effet sur un sch�ma S annul�
par une puissance de p, sur lequel est donn� un id�al å contenant p et muni dÕune
structure partielle dÕid�al � puissances divis�es de niveau m. Si X est un S-sch�ma lisse,
de r�duction X0 sur S0 = V(å), et si F  : X @ X' est un morphisme de S-sch�mas lisses
relevant une puissance F s

X0 / S0
 du morphisme de Frobenius relatif, nous montrons

dÕabord que, pour tout d(m)
X' -module � gauche e', F *e' est muni dÕune structure naturelle

de d X
(m + s)-module � gauche, puis que le foncteur F * induit une �quivalence de cat�gories

entre d(m)
X' -modules � gauche et d X

(m + s)-modules � gauche. La d�monstration proc�de par
r�duction au th�or�me de descente Þd�lement plate pour le morphisme F, gr�ce �
lÕinterpr�tation des structures de d X

(m)-module � gauche en termes de stratiÞcations [5].
Nous donnons ensuite en 2.5.6 une construction dÕun foncteur quasi-inverse � F *

qui se r�v�le dÕune grand utilit�. Pour cela, nous �tablissons pour les d X
(m)-modules �

droite un th�or�me de descente analogue au pr�c�dent, en consid�rant le foncteur F à

d�Þni par F àm = homoX'
(oX , m), introduit par Grothendieck et Hartshorne pour la

th�orie de la dualit� pour les oX -modules quasi-coh�rents [27]. Nous utilisons ici une
interpr�tation inÞnit�simale de la structure de d X

(m)-module � droite en termes de
ÇÊcostratiÞcationsÊÈ (cf. 1.1.3), qui constitue lÕanalogue pour les modules � droite de la no-
tion de stratiÞcation pour les modules � gauche. Cette interpr�tation est d�velopp�e dans
la premi�re partie de lÕarticleÊ; en caract�ristique nulle, elle est probablement connue des
sp�cialistes, mais elle ne semble pas Þgurer dans la litt�rature. Sur un sch�ma de base
quelconque, elle permet de munir le faisceau ∑X des diff�rentielles de degr� maximum
sur X d'une structure de dX -module � droite, gr�ce � la th�orie du foncteur image inver-
se extraordinaire f ! pour les oX -modules quasi-coh�rents d�velopp�e dans [27]. Le
th�or�me 1.2.3 montre que la structure ainsi d�Þnie de mani�re intrins�que sÕexplicite en
coordonn�es locales par la formule usuelle de lÕaction par lÕop�rateur adjoint.

Rappelons que, pour m ≥ 1, les faisceaux dX
(m) ne sont pas engendr�s par les d�ri-

vations, de sorte que munir un oX -module dÕune structure de d X
(m)-module est en g�n�ral

plus d�licat quÕen caract�ristique nulleÊ; le recours � lÕinterpr�tation en termes de strati-
Þcations et costratiÞcations est alors souvent la mani�re naturelle de proc�der. CÕest donc
aussi de cette mani�re que nous d�Þnissons dans la premi�re partie des structures de
d X

(m)-modules (� droite ou � gauche selon les cas) sur les produits tensoriels et les
modules dÕhomomorphismes. A lÕaide de la structure de dX -module � droite construite
sur ∑X , on en d�duit le proc�d� habituel de passage des d X

(m)-modules � gauche aux dX
(m)-

modules � droite, et r�ciproquement, par tensorisation avec ∑X ou ∑ X
-1.

Apr�s avoir �tabli les th�or�mes de descente dans la deuxi�me partie, nous consa-
crons la troisi�me partie de cet article � montrer la compatibilit� du foncteur F * aux
op�rations cohomologiques de base de la th�orie des dX -modules, g�n�ralis�es ici aux
d X

(m)-modules. Les conventions et notations que nous employons sont celles de Bernstein
et Borel [12]. Si les cas de lÕimage inverse f ! et du produit tensoriel externe r�sultent
facilement des propri�t�s de fonctorialit� de F *, celui de lÕimage directe f+ est plus
int�ressant, et constitue une application du th�or�me de descente par Frobenius (cf. 3.4.4).
Il en est de m�me pour le cas du foncteur de dualit� locale, d� � Virrion, pour lequel nous
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renvoyons � [42]. Une autre propri�t� importante �tablie ici est la commutation de F *

auxÊextensions du faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels au moyen des homomorphismes
dX

(m) @ dX
(m'), pour m' ≥ m, qui servira dans la derni�re partie pour redescendre les

F-d ì
x, ›-modules. Toutes ces compatibilit�s sont essentielles pour assurer la permanence

de lÕaction de Frobenius � travers toutes les op�rations cohomologiquesÊ; elles entra�ne-
ront que tout d ì

x, ›-module dÕorigine g�om�trique est muni dÕune structure naturelle de
F-d ì

x, ›-module [7].
Signalons aussi que les diff�rents r�sultats mentionn�s ici sont en fait �tablis sous

des hypoth�ses un peu plus g�n�ralesÊ:
a) Lorsque lÕon suppose que la PD-structure donn�e sur å est m-PD-nilpotente, il nÕest

pas n�c�ssaire de disposer dÕun rel�vement F de Frobenius globalement sur X pour d�Þ-
nir le foncteur F * et �tablir ses propri�t�s. On peut en effet utiliser la technique cristal-
line standard pour recoller au moyen dÕune stratiÞcation les images inverses d�Þnies par
des rel�vements locaux de Frobenius.

b) Nous avons syst�matiquement utilis� des faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels
d�duits des faisceaux dX

(m) par extension des coefÞcients � une oX -alg�bre sur laquelle
dX

(m) op�re. Rappelons quÕune des motivations pour lÕintroduction de cette g�n�ralit�
suppl�mentaire Ñ qui nÕoffre pas dÕautre difÞcult� que lÕalourdissement des �nonc�s qui
en r�sulte Ñ est de pouvoir obtenir des r�sultats sur les alg�bres de fonctions � singula-
rit�s surconvergentes, et sur les modules sur ces alg�bres, par r�duction modulo pn et
passages � la limite. Le lecteur trouvera dans [6] un exemple de lÕutilisation de ces tech-
niques, pour prouver le th�or�me de coh�rence sur d ì

x, › dÕun tel faisceau dÕalg�bres.

Soient v un anneau de valuation discr�te complet dÕin�gales caract�ristiques,
dÕindice de ramiÞcation e, de corps r�siduel parfait k, et m un entier tel que pm(üp - 1) ≥ e.
Le d�but de la derni�re partie est consacr� � �tendre par passage � la limite les th�or�mes
de descente au cas des faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels compl�t�s ^dx

(m) sur un v-
sch�ma formel lisse x, puis au faisceau d ì

x limite inductive de ceux-ci lorsque m  @ &. En
particulier, le foncteur F * induit une �quivalence de la cat�gorie des d ì

x, ›-modules
coh�rents avec elle-m�me. Il appara�t ainsi que, lorsquÕon tensorise par › et quÕon passe
� la limite pour m @ &, on retrouve des propri�t�s dÕinvariance topologique analogues �
celles des faisceaux �tales. Pour ne pas allonger exag�r�ment le pr�sent article, nous nÕy
avons par contre pas inclu lÕextension au cas des ^d x

(m)-modules, ni � celui des dì
x -

modules, des th�or�mes de compatibilit� de F * aux op�rations cohomologiques montr�s
dans la troisi�me partieÊ: en effet, la d�Þnition de ces op�rations pose alors des probl�mes
assez d�licats li�s aux compl�tions, que nous traiterons dans [7].

Observons ici que, lorsquÕon tensorise par ›, les th�or�mes de descente obtenus sont
li�s � diff�rents r�sultats connus. Ainsi, compte tenu des relations entre d ì

x, ›-modules
coh�rents et isocristaux convergents explicit�es dans [3] et [5], le dernier �nonc� peut �tre
vu comme une extension � des coefÞcients plus g�n�raux, mais ici sur un sch�ma lisse et
pour le morphisme de Frobenius, du th�or�me dÕinvariance topologique de la cat�gorie
des isocristaux convergents prouv� par Ogus [36, 4.10]. De m�me, via le dictionnaire
quÕon peut �tablir entre action de ^d(m)

x, › sur un Þbr� � connexion int�grable et rayon de
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convergence sur le disque g�n�rique des solutions des syst�mes diff�rentiels p-adiques
(voir notamment la th�se de Garnier [23]), les th�or�mes de descente �tablis ici apparais-
sent dans le cas formel comme une g�n�ralisation des r�sultats de Dwork et Christol sur
lÕexistence de structures de Frobenius faibles sur les syst�mes compl�tement solubles
dans le disque g�n�rique (voir par exemple [22], [16], [17], [18]). Rappelons que cÕest
pr�cis�ment ce type de structures quÕutilisent Christol et Mebkhout pour d�Þnir les expo-
sants des syst�mes diff�rentiels p-adiques [19]. A cet �gard, on notera que les formules
obtenues par Garnier ([24], [25]), pour expliciter le th�or�me de descente par Frobenius
pour les ^d(m)

x, ›-modules et les d ì
x, ›-modules � gauche, permettent de pr�ciser les liens

entre les m�thodes alg�bro-g�om�triques employ�es ici et celles de lÕanalyse p-adique.

Les th�or�mes de descente par Frobenius sont un des outils essentiels dont on dis-
pose dans la th�orie arithm�tique des d-modules, et seront tr�s utilis�s dans les articles
qui suivront ([7], [8]). Nous en donnons d�j� ici plusieurs applications importantes.
Mentionnons en particulierÊles suivantes :

(i) Supposons que lÕautomorphisme de Frobenius de k se rel�ve en un automor-
phisme ß de v. Soit alors F : x @ x un rel�vement du morphisme de Frobenius absolu de
la Þbre sp�ciale X de x (si e < pm(üp - 1), cette hypoth�se dÕexistence de F globalement sur
x est inutile, gr�ce � la m�thode �voqu�e en a) plus haut). Pour tout ^d(m)

x, ›-module e, le
morphisme de fonctorialit�

H *
dR(üx, e)   #@  H *

dR(üx, F *e)

est alors un isomorphisme (th. 4.3.5). On notera que, pour m = 0 et e = ox , on retrouve
ainsi, comme cons�quence tr�s simple des th�or�mes de descente, le fait que lÕaction de
Frobenius sur la cohomologie cristalline de X est un isomorphisme apr�s tensorisation
par › [9, th. 1.3.1].

(ii) Le th�or�me de descente permet de ramener le calcul de la dimension homolo-
gique des anneaux ^d x

(m) � celui de ^dx
(0), quÕon peut traiter par les techniques de Þltration

habituelles. Nous montrons ainsi que chacun des ^d x
(m) est de dimension 2d + 1, o� d est la

dimension relative de x sur v, et nous bornons respectivement celles de ^d(m)
x, › et dì

x, › par
2d et 2d + 1 (voir 4.4.4 � 4.4.7). Rappelons que lÕon conjecture que ces derni�res sont en fait
�gales � d. Un r�sultat de ce type avait �t� annonc�, pr�matur�ment semble-t-il, par
Mebkhout et Narvaez [33] (voir [5, 2.2.7]).

Notant encore F * lÕimage inverse par le morphisme de Frobenius absolu, nous
introduisons dans la section 4.5 la notion de F-d ì

x, ›-module, qui consiste en la donn�e
dÕun d ì

x, ›-module e et dÕun isomorphisme d ì
x, ›-lin�aire e  #@õ   F *e. Cette notion peut

�tre consid�r�e comme g�n�ralisant les notions de F-isocristal convergent et surconver-
gent sur X, ainsi que nous lÕexpliquons dans la section 4.6. Le r�sultat principal �tabli ici,
gr�ce au th�or�me de descente 2.3.6, est que tout F-d ì

x, ›-module coh�rent se descend
canoniquement avec son isomorphisme sur ^d(m)

x, ›. Une cons�quence remarquable de ce
th�or�me de descente est que la cat�gorie des F-d ì

x, ›-modules coh�rents est une cat�gorie
nÏth�rienne, alors que lÕanalyse de lÕaction de F sur dì

x, › montre que dì
x, › nÕest pas un
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faisceau dÕanneaux nÏth�riens (cf. 4.2.3). Signalons aussi que ce r�sultat de descente
pour les F-d ì

x, ›-modules est � la base de la construction de la vari�t� caract�ristique que
nous donnerons dans [8], et de la caract�risation homologique de lÕholonomie pour les F-
d ì

x, ›-modules obtenue par Virrion [42].

 EnÞn, nous revenons dans un appendice sur la construction de la Þltration m-PD-
adique, d�Þnie par un id�al I muni dÕune structure partielle dÕid�al � puissances divis�es
de niveau m. En effet, lÕune des conditions impos�es dans [5] sÕav�re trop contraignante,
et ne fournit pas la propri�t� de nilpotence voulue pour m ≥ 1 lorsque p = 2. La d�Þnition
adopt�e ici v�riÞe les bonnes propri�t�s de nilpotence, et nÕinduit aucune modiÞcation
dans les cas o� cette Þltration �tait employ�e dans [5]Ê; en particulier, elle ne modiÞe pas
les voisinages � puissances divis�es nilpotentes de niveau m dans le cas dÕune immersion
ferm�e entre sch�mas lisses, donc laisse inchang�s les faisceaux de parties principales,
et les faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels quÕon en d�duit.

Conventions g�n�rales

0.1.1. Dans tout lÕarticle, on d�signe par p un nombre premier Þx�, et par Á(üp) le localis�
de Á par rapport � lÕid�al premier (üp).

0.1.2. Sauf mention expresse du contraire, les modules consid�r�s sur un faisceau
dÕanneaux non commutatifs d seront des modules � gauche, les r�sultats �nonc�s
restant valables en �changeant droite et gauche. Si o @ d est un homomorphisme
dÕanneaux, nous consid�rerons en g�n�ral d comme o-module gr�ce � la multiplication
� gauche. Si * est lÕun des symboles Ø, +, -, ou b, D*(d) d�signe comme dÕhabitude la
cat�gorie d�riv�e des complexes de d-modules � gauche v�riÞant les conditions
correspondantes dÕannulation des faisceaux de cohomologie. LorsquÕil y aura lieu de
distinguer explicitement entre droite et gauche, nous utiliserons des notations telles que
D(gd) ou D(düd). Nous noterons D -

cohü(d) (resp. Db
parfü(d)) la sous-cat�gorie pleine de

D-(d) dont les objets sont les complexes � cohomologie coh�rente (resp. parfaits � coho-
mologie born�e [SGA 6]). Si X est un sch�ma, et d un faisceau dÕanneaux sur X muni
dÕun homomorphisme oX  @  d, nous d�signerons par D*

qcü(d) la sous-cat�gorie pleine de
D*(d) form�e des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont oX -quasi-coh�rents.

0.1.3. Soient A, B deux anneaux. Nous adopterons la terminologie suivante pour d�signer
les bimodules :

a) Nous dirons que E est un (üA, B)-bimodule si E est muni de deux structures
compatibles de A-module � gauche et de B-module � droite. Un morphisme de (üA, B)-
bimodules f : E @ F est un morphisme lin�aire � la fois pour les structures de A-module
� gauche et pour les structures de B-module � droite. Lorsque A = B, nous dirons
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simplement que E est un A-bimodule (resp. f un morphisme de A-bimodules).
b) Nous dirons que E est un (üA, B)-bimodule � gauche (resp. � droite) si E est muni

de deux structures compatibles de A-module � gauche et de B-module � gauche (resp. de
A-module � droite et de B-module � droite). Lorsque A = B, nous dirons simplement que E
est un A-bimodule � gauche (resp. � droite). On d�Þnit comme pr�c�demment les mor-
phismes de bimodules � gauche, ou de bimodules � droite.

0.1.4. Nous reprendrons les d�Þnitions de [5, 1.1.2] concernant les coefÞcients bin�miaux
modiÞ�s : rappelons que, si m est un entier Þx�, et si k = k' + k", o� k = pmq + r, k'  = pmq'
+ r', k" = pmq" + r", avec 0 ≤ r, r', r" ≤ pm - 1, on pose

{k
k'}(m)  :=   qü!

Öq'ü! q"ü! ,      Ì
k
k'(m)  :=  (k

k'){k
k'}(m) 

ü-ü1
.

Nous �tendrons ces notations en posant, pour m = + &,

{k
k'}(&)  :=   1,      Ìk

k'(&)  :=  (k
k').

LorsquÕaucune confusion nÕen r�sultera, nous omettrons de noter lÕindice m.

1 . d-modules � droite

Soient X @ S un morphisme lisse entre deux sch�mas, i lÕid�al de la diagonale dans
X |S X, t1 , . . . , td des coordonn�es locales au voisinage dÕun point x ‘ X, Ÿ1 , . . . , Ÿd les
d�rivations correspondantes. Passons bri�vement en revue les diff�rents faisceaux dÕop�-
rateurs diff�rentiels dont on dispose sur X (relativement � S) :

(i) Sans hypoth�se sur S, le faisceau dX des op�rateurs diff�rentiels usuels est d�Þni
� partir des alg�bres pün

X = oX | X / i n +ü1 des voisinages inÞnit�simaux de la diagonale de X
dans X |S X, en posant

dX  =  Ù
n ≥ 0

 homoX
(pün

X , oX) ;

au voisinage de x, il poss�de une base sur oX form�e dÕop�rateurs not�s     Ÿ    [k], tels que   

    k    ü!     Ÿ    [k] =     Ÿ       ük [EGA, IV (16.8.4)]Ê;   

(ii) Toujours sans hypoth�ses sur S, le faisceau dX
(0) des op�rateurs diff�rentiels de

niveau 0 (appel�s ÒPD-diff�rentielsÓ dans [1, II, 2.1.3]) est d�Þni de mani�re similaire par

dX
(0)  =  Ù

n ≥ 0
 homoX

(pün
X, (0) , oX),

o� pün
X, (0) = pX, (0) / i

 [n +ü1] est lÕalg�bre du n-i�me voisinage inÞnit�simal � puissances
divis�es de la diagonale ; il a pour base au voisinage de x les puissances usuelles     Ÿ    ük des   

d�rivations Ÿi .
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(iii) Si lÕon suppose maintenant que S est un Á(üp)-sch�ma, on dispose pour tout m  ‘ ˙
du faisceau d X

(m) des op�rateurs diff�rentiels de niveau m [5, 2.2.1], obtenu en rempla�ant
les enveloppes � puissances divis�es pr�c�dentes par les enveloppes � puissances divis�es
partielles pün

X, (m) = pX, (m) / ǜi
ü{n +ü1} d�Þnies en [5, 2.1.2] :

dX
(m)  =  Ù

n ≥ 0
 homoX

(pün
X, (m) , oX) ;

au voisinage de x, ce faisceau poss�de une base dÕop�rateurs not�s     Ÿ    Ìk(m), ou simplement   

    Ÿ    Ìk, tels que (    k       ü! /     q    ü!)ü    Ÿ    Ìk =     Ÿ       ük, o�     q        est le quotient de la division euclidienne de     k     par pm.

Les r�sultats de ce chapitre sÕappliqueront � chacun des ces faisceaux. Pour uniÞer
les notations, il est commode dÕadjoindre dX (resp. pün

X) � la famille des anneaux dX
(m)

(resp. pün
X, (m)) en posant Ü̇  =  ̇Ù {&}, dX

(&) = dX et pün
X, (&) = pün

X . Lorsque nous Þxerons
m  ‘ Ü̇ , il sera toujours sous-entendu que, si m ≠ 0, &, on suppose que S est un Á(üp)-
sch�maÊ; lorsque m = 0 ou m = &, on pourra prendre pour S un Á-sch�ma quelconque.
Rappelons que, pour m ≤ m' ‘ Ü̇ , il existe un homomorphisme canonique d X

(m) @ dX
(m'), et

que 
#@
lim m ‘ ˙ d X

(m)   #   õ @ d X
(&). Nous emploierons �galement la notation ˙ * = ˙ è {0}.

Soit m ‘ Ü̇ . Nous commencerons par introduire la notion de costratiÞcation, qui
fournit pour les d X

(m)-modules � droite une description analogue � celle que donne la
notion de stratiÞcation pour les d X

(m)-modules � gauche. Cette description nous servira
ensuite pour montrer que, sur une base quelconque, le module ∑X des diff�rentielles de
degr� maximum poss�de une structure naturelle de dX -module, fournie par la th�orie du
foncteur image inverse extraordinaire f ! pour les oX -modules quasi-coh�rents. En coor-
donn�es locales, elle correspond � lÕaction habituelle par lÕop�rateur adjoint. Comme en
caract�ristique 0, elle permet de transformer un d X

(m)-module � gauche en d X
(m)-module �

droite, et r�ciproquement. Nous expliciterons enÞn les isomorphismes de transposition
qui permettent dÕ�changer les structures de oX-module utilis�es sur dX

(m) lorsquÕon effec-
tue certains produits tensoriels avec un d X

(m)-module.

1.1. Interpr�tation inÞnit�simale des d-modules � droite

Lorsque S est un Á(üp)-sch�ma, et m ≥ 1, d X
(m) nÕest pas engendr� par les d�rivations,

mais par les op�rateurs Ÿi
Ìüp j pour j ≤ m, et il ne sufÞt donc pas en g�n�ral de se donner

lÕaction des d�rivations pour munir un oX -module e dÕune structure de d X
(m)-module.

Dans le cas des modules � gauche, la notion de m-PD-stratiÞcation introduite en [5, 2.3.1]
fournit une interpr�tation inÞnit�simale de ce type de structure, quÕil sera souvent n�ces-
saire dÕutiliser pour d�Þnir une action de dX

(m) : une structure de d X
(m)-module � gauche

sur e est d�termin�e par la donn�e dÕune famille compatible dÕisomorphismes entre les
images inverses p i

ü*üe de e sur les voisinages inÞnit�simaux � puissances divis�es de
niveau m de la diagonale dans X |S X. On montre ici quÕil existe une description
analogue pour la donn�e dÕune structure de d X

(m)-module � droite, en rempla�ant les
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images inverses ordinaires p i
ü*üe par les images inverses extraordinaires p i

ü!üe construites
par Grothendieck et Hartshorne pour les complexes quasi-coh�rents de oX -modules [27].
On en d�duit lÕexistence des structures habituelles (voir par exemple [35, 2.4] ou [11,
1.3.1]) sur les produits tensoriels et modules dÕhomomorphismes sur oX de d X

(m)-modules,
compl�tant ainsi ce qui �tait �tabli dans [5, 2.3.3] dans le cas des d X

(m)-modules � gauche.

1.1.1. Rappelons dÕabord quelques r�sultats de [27] concernant le foncteur image inverse
extraordinaire dans le cas des morphismes Þnis.

a) Soit ƒ : a @ b un homomorphisme de faisceaux dÕanneaux. Le foncteur ƒ* de res-
triction des scalaires de b � a poss�de un adjoint � droite, associant � un a-module m le
b-module homa(b, m) : pour tout b-module n, lÕ�valuation en 1 ‘ b fournit un isomor-
phisme canonique dÕadjonction

Homa(n, m)  “#  õ   Homb(n, homa(b, m)).

Nous noterons ƒüà :  D+(a) @  D+(b) le foncteur d�riv� droit correspondant, qui est d�Þni
par ƒüàüm = Èhoma(b, m) pour m ‘ D+(a). Si ¥ : b @ c est un deuxi�me homomor-
phisme, il existe un isomorphisme naturel de foncteurs (¥ Ï ƒ)à ñ ¥à Ï ƒà, car dÕune part
on dispose dÕun tel isomorphisme entre les foncteurs non d�riv�s, dÕautre part ƒà trans-
forme les a-modules injectifs en b-modules injectifs.

b) Soit f : X @ Y un morphisme Þni entre deux sch�mas. Suivant [27, III, ¤6], nous
noterons alors f à : D+(Yü) @ D+(üXü) le foncteur d�Þni par

f àüm  =    ̀f * ÈühomoX
(üf*oX , m),

o�   ̀f  d�signe le morphisme (plat) dÕespaces annel�s (üX, oX) @ (Y, f* oX). Si de plus f est
un hom�omorphisme (resp. un hom�omorphisme Þni localement libre), on a donc
simplement f àüm =  ÈühomoY

(üf*oX , m) (resp. homoY
(üf*oX , m)), et cette notation est

compatible avec la pr�c�dente. Lorsque X et Y sont localement nÏth�riens, le foncteur f à

envoie D +
qc(Yü) (resp. D +

coh(Yü)) dans D +
qc(üXü) (resp.  D +

coh(üXü)).

c) Si f : X @ Y et g : Y @ Z sont deux morphismes Þnis, et si m ‘ D+(oZ), on dispose
dÕun isomorphisme fonctoriel

(1.1.1.1) (g Ï fü)à(m) ñ f à(ügà(m))

dans les deux cas suivantsÊ:

(i) Si X, Y et Z sont localement nÏth�riens, et si m ‘ D +
qc(Z), dÕapr�s [27, II, 6.2]Ê;

(ii) Si f et g sont des hom�omorphismes, car les foncteurs   ̀f * et g̀ * sont alors les
foncteurs identit�, et on est ramen� � la situation de a).

1.1.2. Fixons maintenant quelques notations. Dans ce qui suit, on suppose donn�s un
entier m ‘ Ü̇ , et un morphisme lisse X  @ S de dimension relative d. Pour 0 ≤ i ≤ r, on
note pi : X

 r +ü1
/ S  @ X les projections. Chacune dÕentre elle munit les enveloppes � puissances
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divis�es pün
X, (m)(r) [5, 2.1.2] dÕune structure de oX -alg�bre ; si n�cessaire, nous emploie-

rons la notation pi *üp
ün
X, (m) (r) pour pr�ciser la structure utilis�e, et nous adopterons une

convention analogue pour les produits tensoriels de tels faisceaux. Pour 0 ≤ i < j ≤ 2, nous
noterons pi j : X  |S X |S X @ X |S X la projection correspondant aux indices i, j.

Si t1 , . . . , td sont des coordonn�es locales sur un ouvert de X, nous poserons comme
dÕhabitude †i = p 1

ü*(ti) - p 0
ü*(ti) ‘ oX | X , et nous noterons     †    {k} = †1

{k1} . . . †d
{kd} les puissances   

divis�es partielles de niveau m des †i dans pün
X, (m) [5, 1.3.5]. Rappelons que, pour æ    k    æ ≤ n,

ces sections forment une base de pün
X, (m) [5, 2.1.2], et que, par d�Þnition, les     Ÿ    Ìk en sont la   

base duale dans d(m)
X, n= homoX

(üüp0 * pün
X, (m)ü, oX).

On note dÕautre part

∂(m)
 n, n'  :  pün + n'

X, (m)   ##@  pün
X, (m) ¢oX

 pün'
X, (m)

le m-PD-morphisme canonique d�Þni en [5, 2.1.3], et q i
n, n' les morphismes compos�s :

q0
 n, n'  :  pün + n'

X, (m)   ##@  pün
X, (m)   ##@  pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m) ,

q1
 n, n'  :  pün + n'

X, (m)   ##@  pün'
X, (m)   ##@  pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m) .

1.1.3. D�Þnition. Ñ  Sous les hypoth�ses de 1.1.1, soit m un oX -module. Une m-
PD-costratiÞcation (ou simplement une costratiÞcation si m = &, ou si aucune confusion
nÕen r�sulte) sur m relativement � S est la donn�e dÕune famille dÕisomorphismes pün

X, (m)-
lin�aires

™n  :  p0
à m = homoX

(üp0 * pün
X, (m)ü, m)   #@õ    homoX

(üp1 * pün
X, (m)ü, m) = p 1

à m,

telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) ™0 = Idm ;

(ii) Si fln
X, (m) = Spec pün

X, (m) , et si in', n : fl n
X, (m) Ã@ fln'

X, (m) est lÕimmersion canonique,
alors ™n  =  i àn', n(™n') pour n ≤ n' (on dira que les ™n forment une famille compatible
dÕisomorphismes)Ê;

(iii) Pour tous n, n', le diagramme

homoX 
(üp0 *(pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m)), m)   ####@õ
∂(m)

n, n' à(™n+n')   homoX 
(üp2 *(pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m)), m)

q0
n, n' à(™n+n') õ õ q1

n, n' à(™n+n')

(1.1.3.1) homoX 
(üp1 *(pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m)), m)

est commutatif.

On v�riÞe facilement que cette derni�re condition est �quivalente � la condition de
cocycle suivante : pour tout n, le diagramme
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homoX 
(üp0 * pün

X, (m)(2)ü, m)   ####@
pà

0ü2(™n)
õ   homoX 

(üp2 * pün
X, (m)(2)ü, m)

pà
0ü1(™n) õ õ pà

1ü2(™n)

(1.1.3.2) homoX 
(üp1 * pün

X, (m)ü(2), m)

est commutatif.
Comme dÕhabitude, un homomorphisme oX -lin�aire entre deux oX -modules munis

de m-PD-costratiÞcations sera dit horizontal sÕil induit des morphismes commutant aux
™n pour tout n.

LÕ�nonc� suivant montre que la notion de costratiÞcation est bien lÕanalogue pour les
d-modules � droite de la notion de stratiÞcation pour les d-modules � gauche.

1.1.4. PROPOSITION. Ñ  Soient m un oX -module, et m ‘ Ü̇. Il y a �quivalence entre les
donn�es suivantes :

a) Une structure de d X
(m)-module � droite sur m prolongeant sa structure de oX -

module  ;
b) Une famille compatible dÕhomomorphismes

µn  :  homoX
(üp0 * pün

X, (m)ü, m)   ##@  m,

oX -lin�aires pour la structure de oX -module d�Þnie par la multiplication � droite sur
pün

X, (m)ü, telle que µ0 = Idm , et que, pour tous n, n', on ait un diagramme commutatif

homoX
(üp0 * pün'

X, (m)ü, m)  
µn'########@ m

˚ ˚
(1.1.4.1)

~µn … … µn+n'

homoX
(üp0 *(pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m)), m)
∂(m)

n, n'

##@ homoX
(üp0 * pün + n'

X, (m)ü, m),

o� ~µn est lÕhomomorphisme pün'
X, (m)-lin�aire correspondant par adjonction au morphisme

compos�

homoX
(üp0 *(pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m)), m)   ##@  homoX
(üp0 * pün

X, (m)ü, m)   
µn##@  m

(qui est oX -lin�aire pour la structure d�Þnie par p1 sur p ün
X, (m) ¢oX

 pün'
X, (m))ü;

c) Une m-PD-costratiÞcation (™n) sur m.
De plus, un homomorphisme oX -lin�aire entre deux d X

(m)-modules � droite est
d X

(m)-lin�aire si et seulement sÕil commute aux homomorphismes µn (resp. aux isomor-
phismes ™n).

Comme p0 *p ün
X, (m)ü est localement libre de rang Þni sur oX , on peut �crire

homoX
(üp0 * pün

X, (m)ü, m)  ñ  m ¢oX
 homoX

(üp0 * pün
X, (m)ü, oX)  =  m ¢oX

 d(m)
X,  n.

La donn�e des applications µn sÕinterpr�te donc comme la donn�e dÕune famille
compatible dÕaccouplements m ¢oX

 d(m)
X,  n @ m, donc comme une action � droite de dX

(m), et
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on v�riÞe que la commutativit� des diagrammes (1.1.4.1) �quivaut � la condition
dÕassociativit� de cette action, donc au fait que les µn d�Þnissent une structure de dX

(m)-
module � droite.

DÕautre part, la donn�e dÕune famille (µn) dÕhomomorphismes oX -lin�aires pour la
multiplication � droite sur pün

X, (m) correspond par adjonction � la donn�e dÕune famille
dÕhomomorphismes pün

X, (m)-lin�aires

™n  :  homoX
(üp0 * pün

X, (m)ü, m)   ##@  homoX
(üp1 * pün

X, (m)ü, m).

Il est alors facile de sÕassurer que la commutativit� de (1.1.4.1) �quivaut par adjonction �
celle de (1.1.3.1). Comme la commutativit� de (1.1.3.1) pour tous n, n' �quivaut � celle de
(1.1.3.2) pour tout n, les ™n sont automatiquement des isomorphismes. En effet, on dispose
de lÕhomomorphisme π : pün

X, (m)(2) @ pün
X, (m) correspondant � lÕimmersion X 2 Ã   @ X 3

donn�e par (x, y) ò    @ (x, y, x), et, en appliquant πà � la relation (1.1.3.2), on voit que ™n
admet pour inverse lÕhomomorphisme ßà ™n quÕon en d�duit par lÕautomorphisme de
sym�trie ß : pün

X, (m)   #   õ @ pün
X, (m)ü. Par suite, la donn�e des µn est bien �quivalente � celle

dÕune m-PD-costratiÞcation.
LÕassertion relative aux homomorphismes se voit de la m�me mani�re.

1.1.5. COROLLAIRE. Ñ  Supposons S localement nÏth�rien. Alors la donn�e dÕune
structure de d X

(m)-module � droite sur un oX -module m, prolongeant sa structure de oX -
module, �quivaut � celle dÕune famille compatible dÕisomorphismes ™n : p 0

 !ü m   #   õ @ p 1
 ! m sur

les fl n
X, (m) , telle que ™0 = Idm , et que p1, 2

 ! (™n) Ï p0, 1
 ! (™n) = p0, 2

 ! (™n) sur les fl n
X, (m)(2).

En effet, les morphismes pi et pi, j sont Þnis et plats. DÕapr�s la th�orie du foncteur
image inverse extraordinaire [27, III, 8.7], on a alors

p i
 ! m  =  pi

üà m  =  homoX
(pi * pün

X, (m)ü, m).

De m�me, pi, j
 !  = pi, j

üà  , de sorte que les donn�es du corollaire constituent exactement une m-
PD-costratiÞcation.

1.1.6. LEMME. Ñ  Soient m un d X
(m)-module � droite, et (™n) la costratiÞcation qui lui

correspond dÕapr�s 1.1.4. Si t1 , . . . , td sont des coordonn�es locales sur un ouvert de X, et
si ( ~    Ÿ    Ìk) constitue la base duale de (    †       {k}) dans homoX

(üp1 * p ün
X, (m) , oX), on a pour tout x ‘   

m et tout     k     ‘ ü̇d

(1.1.6.1) ™n(x ø     Ÿ    Ìk)  =  å
    h    

   

 ≤    k   

 {k
    h    
    } ~    Ÿ    Ìh ø x     Ÿ        Ìk - h   ,    

avec les identiÞcations

(1.1.6.2) homoX
(üp0 * pün

X, (m)ü, m)  ñ  m ¢oX
 homoX

(üp0 * pün
X, (m)ü, oX)  =  m ¢oX

 d(m)
X, n ,

(1.1.6.3) homoX
(üp1 * pün

X, (m)ü, m)  ñ  homoX
(üp1 * pün

X, (m)ü, oX) ¢oX
 m.
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En particulier, on a

(1.1.6.4) ™n(x ø     Ÿ    Ìk)(1)  =  x     Ÿ       Ìk.   

DÕapr�s 1.1.4, ™n est lÕunique morphisme pün
X, (m)-lin�aire tel que le compos�

µn  :  homoX
(üp0 * pün

X, (m)ü, m)  
™n ##@  homoX

(üp1 * pün
X, (m)ü, m)  

ev1 ##@m,

o� ev1 est le morphisme dÕ�valuation en 1, corresponde par lÕidentiÞcation (1.1.6.2) �
lÕaction de d(m)

X, n. Si ∂   k   , x ‘ homoX
(üp0 * pün

X, (m)ü, m) correspond � x ø     Ÿ    Ìk, on a µn(∂   k   
   

, x) = x     Ÿ    Ìk.   

DÕautre part, il r�sulte des relations entre puissances divis�es partielles [5, 1.3.6] que,
pour tout     h    , on a

(1.1.6.5)     †    {h} ∂   k   
    

, x  =  {k
    h    
    }∂   k    -     h    , x .

Si lÕon pose

™n(∂   k   , x)  =  å
    h    

   ~    Ÿ    Ìh ø x    h    
    

 ,

on a donc pour tout     h    

x    h      =  ™n(∂   k   , x)(    †    {h}) =  (    †        {h} ™n(∂   k   
    

, x))(1)  =  ™n(    †    {h} ∂   k   
    

, x)(1)

=  µn(    †    {h} ∂   k   
    

, x))  =  {k
    h    
    }x     Ÿ    Ìk - h   .    

Cela fournit en particulier la relation (1.1.6.4).

Remarque. Ñ  LÕisomorphisme inverse de ™n est alors fourni par

(1.1.6.6) ™n
-1(~    Ÿ    Ìk ø x)  =  å

    h    

   

 ≤    k   

  (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    } x     Ÿ    Ìk - h    ø     Ÿ        Ìh.    

1.1.7. PROPOSITION. Ñ  Soient e un d X
(m)-module � gauche, m, n deux d X

(m)-modules �
droite.

(i) Il existe sur m ¢oX
 e (resp. homoX

(e, m)) une unique structure de d X
(m)-module �

droite telle que, pour tout syst�me de coordonn�es locales sur un ouvert U  « X, et tous     k     ‘
ü̇d, x ‘ ‚(U, e), y ‘ ‚(U, m), ƒ : eæüU @ mæüU , on ait

(1.1.7.1) (üy ø x)     Ÿ    Ìk  =  å
    h    

   

 ≤    k   

  (-1)æhæ {k    
    h    
    } y     Ÿ    Ìk - h    ø     Ÿ        Ìhüx,    

(1.1.7.2) (ƒ     Ÿ    Ìk)(x)  =  å
    h    

   

 ≤    k   

 {k
    h    
    } ƒ(    Ÿ    Ìhüx)ü    Ÿ        Ìk - h   .    

(ii) Il existe sur homoX
(n, m) une unique structure de d X

(m)-module � gauche telle
que, pour tout syst�me de coordonn�es locales sur un ouvert U « X, et tous     k     ‘ ü̇d, z ‘
‚(U, n), ¥ : næüU @ mæüU , on ait
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(1.1.7.3) (    Ÿ    Ìkü¥)(z)  =  å
    h    

   

 ≤    k   

  (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    } ¥(z     Ÿ    Ìh)ü    Ÿ        Ìk - h   .    

On utilise lÕinterpr�tation des structures de d X
(m)-modules en termes de strati-

Þcations et costratiÞcations donn�e en [5, 2.3.2] et en 1.1.4.

Notons pün
X pour pün

X, (m) . Comme pün
X est localement libre de rang Þni, on dispose pour

i = 0, 1 des isomorphismes canoniques

homoX
(üpi * pün

Xü, m) ¢pn
X
 (pün

X ¢oX
 e)  #  õ @  homoX

(üpi * pün
Xü, m) ¢oX

 e

 #  õ @  homoX
(üpi * pün

Xü, m ¢oX
 e).

Si (™n
 e) (resp. (™n

 m)) est la m-PD-stratiÞcation (resp. costratiÞcation) de e (resp. m), cette
identiÞcation permet de munir m ¢oX

 e dÕune m-PD-costratiÞcation en posant ™ n
 m ¢ e  = ™ n

 m ø
(™ n

 e)-1. En coordonn�es locales, on d�duit alors de (1.1.6.4) la relation

(üy ø x)ü    Ÿ    Ìk  =  ™n
 m ¢ e(üy ø x ø     Ÿ       Ìk)(1).   

Compte tenu de [5, (2.3.2.3)], on a

™n
m  ¢ e(üy ø x ø     Ÿ    Ìk) =  ™n

 m(üy ø     Ÿ       Ìk) ¢pn
X
 (™ n

 e)-1(x ø 1)   

=  (å
    h     ≤    k   

 {k
    h    
    }~    Ÿ    Ìh ø y     Ÿ        Ìk - h   ) ¢pn

X
 (å

   i   

     (-1)æiæ     †       {i} ø     Ÿ       Ìi x).   

Comme     †    {i} ~    Ÿ       Ìh = {h    
   i   
    }~    Ÿ    Ìh - i    , et que ~    Ÿ       Ìh - i    (1) = 0 pour    i       ≠     h    , la formule (1.1.7.1) en r�sulte.

Gr�ce aux isomorphismes dÕadjonction

homoX
(üpi * pün

Xü, homoX
(e, m))  #  õ @  homoX

(e ¢oX
 pi * pün

Xü, m)

 #  õ @  hompn
X
(e ¢oX

 pi * pün
Xü, homoX

(üpi * pün
Xü, m)),

on peut munir h = homoX
(e, m) dÕune m-PD-costratiÞcation en posant ™n

 h = hom(™n
 e

 ,
™n

 m). Pour lÕexpliciter en coordonn�es locales, Þxons ƒ ‘ h, et, comme en 1.1.6, notons
∂   k   , ƒ  ‘ homoX

(üp0 * pün
X , h) lÕhomomorphisme tel que ∂   k   , ƒ(    †    {i}) = ∂   i   

   
,    k    ƒ, o� ∂   i   ,    k    est le symbole

de Kronecker. Par les isomorphismes dÕadjonction, il lui correspond lÕhomomorphisme
e  ¢oX

 p0 * pün
X @ homoX

(üp0 * pün
X , m) d�Þni par

x ø     †    {i}  ò    @  (    †       {j} ò    @ {i    + j   
   i   
   }∂   i    +    j   ,    k    ƒ(x))  =  {k

   i   
    }ƒ(x) ø     Ÿ    Ìk - i   .   

En appliquant ™ n
 h � ce dernier, on obtient alors lÕhomomorphisme

    †    {i} ø x  ò    @  å
   0   

   

 ≤     h     ≤    k    -    i   

         å
   0    ≤    j    ≤    k    -    i    -     h    

         {i + h   
    h    

    }{ k
   i   
    
 +     h    }{k - i     - h   

   j   
    } ~    Ÿ    Ìk - i    - h    - j     ø ƒ(    Ÿ       Ìhüx)ü    Ÿ        Ìüj.   

LÕhomomorphisme p1 * pün
X @ homoX

(e, m) qui lui correspond via les isomorphismes
dÕadjonction est d�Þni par la valeur en 1 du terme de droite, qui est le coefÞcient
correspondant �    j    =     k     -    i    -     h    . DÕapr�s (1.1.5.4), (ƒ     Ÿ    Ìk)(x) = (™ n

 h(∂   k   
   

, ƒ)(1))(x), de sorte que
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(ƒ     Ÿ    Ìk)(x) est le coefÞcient obtenu en prenant de plus    i       =     0     dans la formule pr�c�dente, ce
qui donne la relation (1.1.7.2).

Sous les hypoth�ses de (ii), on dispose par fonctorialit� et extension des scalaires des
homomorphismes canoniques

homoX
(n, m) ¢oX

 pi * pün
X   #@  hompn

X
(homoX

(üpi * pün
Xü, n), homoX

(üpi * pün
Xü, m)).

Ceux-ci sont des isomorphismes, car, par composition avec les isomorphismes
canoniques

homp n
X
(homoX

(üpi * pün
Xü, n), homoX

(üpi * pün
Xü, m))  #  õ @  homoX

(homoX
(üpi * pün

Xü, n), m)

 #  õ @  homoX
(n, pi * pün

X¢oX
 m)

 #  õ @  homoX
(n, m) ¢oX

 pi * pün
X

(o� le second isomorphisme repose sur lÕisomorphisme de bidualit� pour pi * pün
X), on

obtient lÕidentit�. Gr�ce � ces identiÞcations, on peut donc munir k = homoX
(n, m) dÕune

m-PD-stratiÞcation en posant ™ n
 k = hom(™ n

 n, (™ n
 m)-1).

Pour lÕexpliciter en coordonn�es locales, on remarque dÕabord gr�ce � (1.1.6.5) que,
si i = 0 et ¥   k    ‘ k, lÕimage de ¥   k    ø     †    {k} par lÕidentiÞcation pr�c�dente est le morphisme Í   k   

   

d�Þni par

z ø     Ÿ    Ìi  ò    @  {i   
    k    
   }¥   k   (z) ø     Ÿ    Ìi - k   .   

Pour tout morphisme pün
Xü-lin�aire Í : n ¢oX

 (üp0 * pün
X)´ @ m ¢oX

 (üp0 * pün
X)´, il existe donc

une unique famille dÕhomomorphismes oX -lin�aires ¥   k    : n @ m telle que Í = œ    k    Í   k  , o�
Í   k    est d�Þni comme plus haut.  On applique cette remarque au morphisme Í = ™ n

k(1 ø ¥)
‘ k ¢oX

 p0 * pün
Xü, correspondant �

Í'  =  (™n
 m)-1 Ï (Id(p1 * pn

X)́  ø ¥) Ï ™n
 n  :  homoX

(üp0 * pün
Xü, n)  #@  homoX

(üp0 * pün
Xü, m).

On peut �crire Í= œ    k    ¥   k    ø     †    {k}, avec ¥   k   
    =     Ÿ    Ìkü¥ ‘ k. Pour calculer les ¥   k   

   
 , on consid�re une

section de la forme z ø     Ÿ    Ìi ‘ n ¢oX
(üp0 * pün

X)´ ñ homoX
(üp0 * pün

Xü, n). Compte tenu de   

(1.1.6.6) et (1.1.6.1), son image par Í' est donn�e par

Í'(z ø     Ÿ    Ìi) =  å
    h    

   

 ≤    i   

 {i
    h    
   }( å

    h     ≤    k    ≤    i   

    (-1)æk - h   æ {i     - h   
   i   

    
 -     k    }¥(z     Ÿ    Ìh)     Ÿ        Ì k - h    ø     Ÿ        Ìi - k   )   

=  å
   k    ≤    i   

 {i
    k    
   } (å

    h     ≤    k   

  (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    }¥(z     Ÿ    Ìh)ü    Ÿ        Ì k - h   ) ø     Ÿ        Ìi - k   .   

On v�riÞe ais�ment que les applications

z  ò    @   å
    h     ≤    k   

  (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    }¥(z     Ÿ    Ìh)ü    Ÿ        Ì k - h       

sont bien des morphismes oX -lin�aires ; dÕapr�s ce qui pr�c�de, cela entra�ne que ce sont
les morphismes ¥   k    =     Ÿ    Ìkü¥, dÕo� (1.1.7.3).   
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1.1.8. Soit b une oX -alg�bre commutative. Rappelons quÕune structure de d X
(m)-module �

gauche sur b est dite compatible � sa structure de oX -alg�bre si elle induit cette derni�re,
et si les isomorphismes ™n

 b : pün
X, (m) ¢oX

 b   #   õ @ b ¢oX
 pün

X, (m) d�Þnissant la m-PD-
stratiÞcation correspondante sur b sont des isomorphismes de pün

X, (m)-alg�bres ; il est
�quivalent de demander que lÕaction de dX

(m) sur b v�riÞe la formule de Leibnitz
[5, 2.3.4]. On peut alors munir b ¢oX

 d X
(m) dÕune structure de faisceau dÕanneaux telle que

les applications naturelles b @ b ¢oX
 dX

(m) et dX
(m) @ b ¢oX

 dX
(m) soient des homomor-

phismes dÕanneaux, et la donn�e dÕune structure de (b ¢oX
 d X

(m))-module � gauche sur
un b-module e, prolongeant sa structure de b-module, est �quivalente � la donn�e dÕune
m-PD-stratiÞcation (™n

 e) sur e telle que les isomorphismes ™n
 e soient semi-lin�aires par

rapport aux ™ n
 b [5, 2.3.5].

Ce dernier r�sultat sÕ�tend aux d X
(m)-modules � droite de la mani�re suivante. On ob-

serve dÕabord que, si a est une oX -alg�bre commutative, et m un b-module, alors b op�re
par fonctorialit� sur homoX

(a, m), de mani�re oX -lin�aire, de sorte que homoX
(a, m) est

muni dÕune structure canonique de (a ¢oX
 b)-module. On applique alors cette remarque

� a = pi * pün
X, (m)ü. Lorsque la structure de b-module de m est induite par une structure de

(b ¢oX
 d X

(m))-module � droite, ce qui fait a fortiori de m un d X
(m)-module � droite, la m-PD-

costratiÞcation ™n
 m correspondante est semi-lin�aire par rapport � (™ n

 b)-1 : par un calcul
direct en coordonn�es locales, on le d�duit de la formule de Leibnitz. R�ciproquement, si
m est un b-module muni dÕune m-PD-costratiÞcation ™n

 m semi-lin�aire par rapport �
(™ n

 b)-1, il poss�de une unique structure de (b  ¢oX
 d X

(m))-module � droite correspondant �
cette costratiÞcation. En effet, il est muni dÕune structure de d X

(m)-module � droite par
1.1.4. Comme b  ¢oX

 dX
(m) est engendr� comme anneau par b et dX

(m), m poss�de au plus
une structure de (b  ¢oX

 d X
(m))-module � droite prolongeant lÕaction de ces anneaux, de

sorte que, pour v�riÞer son existence, il sufÞt de le faire par un calcul en coordonn�es
locales, et cela r�sulte encore de la formule de Leibnitz.

1.2. Action par lÕop�rateur adjoint

Sur un sch�ma X lisse sur un corps de caract�ristique 0, il est classique que le
faisceau ∑X des formes diff�rentielles de degr� maximum est muni dÕune structure cano-
nique de dX -module � droite. Gr�ce � la th�orie du foncteur image inverse extraordinaire
f ! pour les oX -modules quasi-coh�rents, et � lÕinterpr�tation dÕune structure de
dX -module � droite en termes de costratiÞcation donn�e dans la section pr�c�dente, nous
montrons ici quÕune telle structure existe sur ∑X sans hypoth�se de caract�ristique, pour
tout morphisme lisse X @ S. En explicitant les isomorphismes de [27], nous montrons
ensuite que cette structure, construite de mani�re intrins�que, est comme dÕhabitude
donn�e en coordonn�es locales par lÕaction de dX par lÕop�rateur adjoint.

Comme on dispose dÕhomomorphismes canoniques dX
(m) @ dX , il sufÞt dans cette

section dÕ�tudier lÕaction du faisceau dX des op�rateurs diff�rentiels usuels.
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1.2.1. Soit f : X @ S un morphisme lisse de dimension relative d entre deux sch�mas. On
suppose dans un premier temps que S est localement nÏth�rien, ce qui permet dÕutiliser
les r�sultats de [27]. On munit alors le faisceau ∑X = „d

X / S dÕune structure de dX -module
� droite de la mani�re suivante.

On note fl X
 n = Spec p n

X le voisinage inÞnit�simal dÕordre n de X plong� diagonalement
dans X  |S X, pi : fl X

 n @ X les projections. Comme f est lisse, la construction du foncteur f !

pour les complexes � cohomologie quasi-coh�rente [27, III, th. 8.7] montre que ∑X =
f !(oS [-d]). Comme f Ï p0 = f Ï p1 , on en d�duit un isomorphisme canonique

(1.2.1.1) ™n  :  p0
 à  ∑X  =  p0

 !  ∑X  ñ  p0
 !  f !(oS [-d])  ñ  p 1

 !  f !(oS [-d])  ñ  p1
 !  ∑X  =  p1

 à  ∑X .

La transitivit� du foncteur f ! par rapport � f entra�ne que, pour n variable, les ™n forment
une famille compatible dÕisomorphismes, avec ™0 = Id, et quÕils satisfont la condition de
cocycle de 1.1.5. Par cons�quent, ils munissent ∑X dÕune structure canonique de dX -
module � droite.

1.2.2. Soit U « X un ouvert sur lequel il existe un syst�me de coordonn�es locales t1 , . . . , td
relativement � S. Pour tout m ‘ Ü̇ , on peut d�Þnir comme en caract�ristique nulle
lÕadjoint dÕun op�rateur diff�rentiel P = œ    k    a   k   ü    Ÿ    Ìk ‘ ‚(U, dX

(m)) en posant   

(1.2.2.1) tP  =  å
   k   

  (-1)æk

   

æ     Ÿ       Ìk a   k   
   

 .

On v�riÞe imm�diatement que, pour tous P, Q ‘ ‚(U, d X
(m)), on a t(PQ) = tQ tP. On obtient

ainsi une anti-involution de lÕanneau dX
(m), qui d�pend du choix des coordonn�es ti (il en

existe n�anmoins une g�n�ralisation intrins�que, cf. 1.3.4).

1.2.3. TH�ORéME. Ñ  Soient S un sch�ma localement nÏth�rien, f : X @ S un mor-
phisme lisse de dimension relative d, ∑X = „ d

X / S , U « X un ouvert poss�dant un syst�me
de coordonn�es locales t1 , . . . , td , et a ‘ ‚(U, oX). Alors, pour la structure de dX -module �
droite sur ∑X d�Þnie en 1.2.1, on a

(1.2.3.1) (a dt1 ä . . . ä dtd)ü.üP  =  (tPü.üa) dt1 ä . . . ä dtd

pour tout P ‘ ‚(U, dX).

Par associativit�, on se ram�ne � v�riÞer la relation :

(1.2.3.2) ◊     k     ≠     0    ,    (dt1 ä . . . ä dtd)ü    Ÿ    [k]  =  0.   

Soient Y = X |S X, q0 , q1 : Y @ X les projections, t'i = q0
 *(ti), ti" = q 1

 *(ti), †i = ti" - t'i . Comme
plus haut, on note     Ÿ    [k] (resp. ~    Ÿ       [k]) la base duale de la base des     †        k dans homoX

(üp0 * pün
X , oX)   

(resp. homoX
(üp1 * pün

X , oX)). En posant ∑ = dt1 ä . . . ä dtd , il sufÞt dÕapr�s (1.1.6.1) de
prouver que, si ™n est lÕisomorphisme d�Þni par (1.2.1.1), on a pour tout n, et tout     k     tel que
æ    k    æ ≤ n,
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(1.2.3.3) ™n(∑ ø     Ÿ    [k])  =  ~    Ÿ       [k] ø ∑.   

Comme les pj sont Þnis et plats, on a p j
 ! ∑X = homoX

(üpj * pün
X , ∑X). Soit Xn « Y le

sous-sch�ma ferm� d�Þni par lÕid�al i = († 1
 n + 1, . . . , †d

 n + 1). Pour prouver les relations
(1.2.3.3), les surjections püdn

X  @ oXn
 @ pün

X permettent de remplacer le syst�me projectif des
pün

X par celui des oXn , qui sont encore Þnis et plats sur oX .
Soit alors     n     = (n, . . . , n). On v�riÞe imm�diatement que, pour tout     k    ,     †     k     Ÿ       [n] =     Ÿ        [n - k    ]   

(resp.     †     k  ~    Ÿ        [n] = ~    Ÿ         [n - k    ]), de sorte que p0
 ! ∑X (resp. p 1

 ! ∑X) est un oXn
-module libre de rang 1,   

de base ∑  ø      Ÿ    [n] (resp. ~    Ÿ         [n] ø ∑). Par lin�arit�, il sufÞt donc de prouver (1.2.3.3) pour     k         =     n    .
La d�monstration1 de cette relation est lÕobjet des sections qui suivent.

1.2.4. Notons �galement pj les projections de Xn sur X, et ™n les isomorphismes induits par
les isomorphismes (1.2.1.1) sur les Xn . On peut aussi les d�crire de la mani�re suivante :
si u : Xn Ã@ Y est lÕimmersion canonique, ™n est �gal � lÕisomorphisme compos�

(1.2.4.1) p0
 ! ∑X  ñ  u ! q0

 ! ∑X  ñ  u ! ∑Y [d]  ñ  u ! q1
 ! ∑X  ñ  p1

 ! ∑X ,

avec pj
 ! ∑X = homoX

(üpj * oXn , ∑X) ñ homoX
(üpj * oXn , oX) ¢oX

 ∑X .

DÕautre part, les formes diff�rentielles ∑' = q0
 *∑ et ∑" = q1

 *∑ forment respectivement
des bases de q 0

 *∑X ñ ∑Y, 1 / X , et q1
 *∑X ñ ∑Y, 0 / X , en notant ∑Y, j / X le faisceau des formes

diff�rentielles de degr� maximum relatif � qj . Comme les qj sont lisses, on a, avec les
notations de [27, III 2],

q j
 ! ∑X  =  q j

 £ ∑X  =  q j
 *∑X ¢oY

 ∑Y, j / X [d],

et, dÕapr�s [27, III 2.2], les isomorphismes q j
 ! ∑X [-d] ñ ∑Y sont les isomorphismes

(1.2.4.2) qj
 *∑X ¢oY

 ∑Y, j / X   ##@õ   ∑Y

envoyant respectivement ∑' ø ∑" et ∑" ø ∑' sur ∑' ä ∑" et ∑" ä ∑' = (-1)d ∑' ä ∑". Les
isomorphismes u ! q j

 ! ∑X ñ u ! ∑Y [d] se d�duisent par d�calage et fonctorialit� des isomor-
phismes (1.2.4.2). Comme i est un id�al r�gulier, les h q(u ! e[d]) sont nuls pour tout oY -
module plat e et tout q ≠ 0, et h0(u ! e[d]) peut �tre calcul� au moyen de lÕisomorphisme
local fondamental [27, III 7.2]
                                                                        
1 ÊÊDans cette d�monstration, nous suivons les d�Þnitions de [27] concernant les foncteurs f £ et f à, et les
isomorphismes reliant ces foncteurs. Dans un preprint r�cent [20], Conrad signale que, avec ces d�Þni-
tions, les relations de transitivit� du type de [27, III, 1.6 et 8.6] relatives aux compos�s de 3 morphismes
n�cessitent dans certains cas lÕintroduction de signes correcteurs, et il propose dÕautres conventions de
signe pour y rem�dier (diff�rentes de celles de lÕappendice de [21]). Les modiÞcations quÕil introduit ne
d�pendent que de la dimension relative des morphismes consid�r�s lorsquÕils sont lisses, ou de leur
codimension lorsquÕil sÕagit dÕimmersions r�guli�res. En particulier, ce sont les m�mes modiÞcations qui
interviendraient dans le calcul qui suit de lÕisomorphisme p0

 !  ∑X ñ u ! ∑Y [d] et dans celui, totalement
sym�trique, de lÕisomorphisme p1

 !  ∑X ñ  u ! ∑Y [d]. Par suite, bien que leur adoption am�nerait � modiÞer
les signes de certaines des formules interm�diaires utilis�es en 1.2.4 et 1.2.5, ces changements de signe se
compenseraient dans le calcul de lÕisomorphisme compos� p 0

 !  ∑X ñ p1
 !  ∑X , et nÕaffecteraient pas la formule

(1.2.3.1). CÕest pourquoi, pour la commodit� des r�f�rences, nous avons conserv� ici les conventions de [27].
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h0(u ! e[d])  =  ext d
oY

(oXn , e)   ##@õ   e ¢oY
 (Ä

 d
 i / i 2)´.

Si on note ∆i la classe de †i
 n + 1 dans i / i 2, les isomorphismes u ! q j

 ! ∑X ñ u ! ∑Y [d]
sÕidentiÞent donc aux isomorphismes

qj
 *∑X ¢oY

 ∑Y, j / X ¢oY
 (Ä

 d
 i / i 2)´   ##@õ   ∑Y ¢oY

 (Ä
 d

 i / i 2)´

envoyant respectivement ∑' ø ∑" ø (∆1 ä . . . ä ∆d)´ et (-1)d ∑" ø ∑' ø (∆1 ä . . . ä ∆d)´ sur
(∑'  ä  ∑") ø (∆1 ä . . . ä ∆d)´. Pour prouver 1.2.3, il sufÞt donc de v�riÞer que les isomorphis-
mes p j

 ! ∑X ñ u ! q j
 ! ∑X sont respectivement donn�s par

(1.2.4.3) ∑  ø      Ÿ    [n]  ò@  ∑' ø ∑" ø (∆1 ä . . . ä ∆d)´,    

(1.2.4.4) ~    Ÿ     [n] ø ∑  ò@  (-1)d ∑" ø ∑' ø (∆1 ä . . . ä ∆d)´.    

1.2.5. LÕisomorphisme p j
 ! ∑X ñ u ! q j

 ! ∑X est lÕisomorphisme r�sidu [27, II 8.2] :

 pj
 à ∑X  =  homoX

(pj *oXn , ∑X)   #@õ    u à qj
 £ ∑X  ñ  qj

 *∑X ¢oY
 ∑Y, j / X ¢oY

 (Ä
 d

 i / i 2)´.

Rappelons sa construction, pour j = 0. On consid�re le diagramme commutatif

Y '0 Ã#@  X 3 ##@
q0 2 Y

q '0 … ˚ v0 q0 1 … ˚ s0 … q0
¿ À ¿ À ¿

(1.2.5.1) Xn Ã#@
u

Y ##@
q0  X,

o� les carr�s sont cart�siens. Les morphismes q01 et q02 sont les projections sur les
facteurs correspondant aux indices, et la section s0 est d�Þnie par les † i" = 1 ø †i . On a p0 =
q0 Ï u, et on note h0 le morphisme compos� Y '0 @ Y, qui est donc Þni et plat. Par construc-
tion, lÕisomorphisme r�sidu est le compos� des trois isomorphismes

p 0
 à ∑X  ñ  v0

 à q'0
£ p0

 à ∑X  ñ  v0
 à h0

à q0
 £ ∑X  ñ  u à q0

 £ ∑X ,

qui sÕexplicitent comme suit.

a) Soit j lÕid�al de v0 . LÕisomorphisme j / j 2  #@õ   oXn
 ¢ „1

Y'0 / Xn
 d�Þni par la d�riva-

tion relativement � Xn induit une trivialisation oXn
  #@õ   v0

* ∑Y'0 / Xn
 ¢ (Äd j / j 2)´. Pour tout

oXn
-module plat e, lÕisomorphisme

e  ñ  e ¢ v0
* ∑Y'0 / Xn  ¢ (Ä

 d
 j / j 2)´  ñ  ÈhomoY'0

(oXn , q'0
 *e ¢ ∑Y'0 / Xn

[d])  =   v0
 à q'0

£ e

est obtenu en composant cette trivialisation avec lÕisomorphisme local fondamental. Si on
note encore † i" la classe de † i" dans j, cet isomorphisme envoie donc une section e de e sur
e ø (d† 1" ä . . . ä d† d") ø (†1" ä . . . ä † d")´. Comme d†i" = d(h 0

* t i"), lÕimage de ∑ ø     Ÿ    [n] dans    

v 0
 à q '0

£ p 0
 à ∑X est donc la section

(1.2.5.2) (∑ ø     Ÿ    [n]) ø (d(h 0
* t1") ä . . . ä d(h0

* td")) ø (†1" ä . . . ä †d")´.    

b) LÕisomorphisme

q '0
£ p 0

 à ∑X[-d] =  q'0
 *homoX

(oXn , ∑X) ¢oY'0
 ∑Y'0 / Xn
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ñ  homoY
(oY'0 , q0

 *∑X ¢oY
 ∑Y, 0 / X)  =  h0

à q0
 £ ∑X[-d]

r�sulte des isomorphismes de commutation aux changements de base du dual sur oX
dÕun oX -module localement libre de rang Þni, et du module des diff�rentielles relatives.
Par cons�quent, lÕisomorphisme v 0

 à q '0
£ p 0

 à ∑X ñ v 0
 à h 0

à q 0
 £ ∑X , qui sÕen d�duit par d�calage et

fonctorialit�, envoie la section (1.2.5.2) sur

(1.2.5.3) (∑' ø ∑" ø q0
 *(    Ÿ    [n])) ø (†1" ä . . . ä †d")´.    

c) LÕisomorphisme v 0
 à h 0

à q 0
 £ ∑X  ñ  u à q 0

 £ ∑X est d�Þni par lÕisomorphisme de transiti-
vit� v 0

 à h 0
à ñ u à pour le compos� de deux morphismes Þnis. Si lÕon choisit une r�solution

injective i÷ de q 0
 £ ∑X , cÕest lÕisomorphisme canonique

homoY'0
(oXn , homoY

(oY'0 , i
÷))   #@õ    homoY

(oXn , i
÷).

On peut �galement le d�crire en utilisant des r�solutions localement libres de type Þni de
oXn

 sur oY et oY0'
 : si l÷, l'÷ sont de telles r�solutions, et si ƒ : l÷ @ l'÷ est un morphisme

semi-lin�aire par rapport � oY @ oY0' 
, induisant lÕidentit� sur oXn , cet isomorphisme

sÕidentiÞe au quasi-isomorphisme

hom÷
oY'0

(l'÷, homoY
(oY'0 , i

÷))   #@õ    hom÷
oY

(l'÷, i÷)  #@  hom÷
oY

(l÷, i÷).

Comme oY' est localement libre de type Þni sur oY , ce dernier sÕidentiÞe encore au quasi-
isomorphisme

homoY'0
(l'÷, homoY

(oY'0 , q0
 *∑X ¢oY

 ∑Y, 0 / X))[d]  #@õ    hom÷
oY

(l'÷, q0
 *∑X ¢oY

 ∑Y, 0 / X)[d]

(1.2.5.4) #@  hom÷
oY

(l÷, q0
 *∑X ¢oY

 ∑Y, 0 / X)[d].

Prenons pour l÷ le complexe de Koszul de la suite †1
 n + 1, . . . , † d

 n + 1 sur oY , et pour l'÷

celui de la suite † 1", . . . , †d" sur oY'0 . On remarque alors que h 0
*(†i) = †'i + † "i , en notant † 'i

lÕimage dans oY '0
 de la section †i ø 1 de oX 3 . Comme on a † 'i = q '0

*(†i), et que †i
 n + 1 = 0 dans

oXn , on peut �crire dans oY '0

h0
*(†i

 n + 1)  =  († 'i + †i" )
n + 1 - †'i

 n + 1  =  † i"(å
k = 0

n
 h 0

*(†i)
n - k † i'

 k).

Posons ai = œ n
 k = 0 h 0

*(†i)
n - k † i'

 k. On d�Þnit de la mani�re suivante un morphisme de com-
plexes ƒ : l÷ @ l'÷ induisant lÕidentit� sur oXn

 : si lÕon �crit l÷ (resp. l'÷) comme produit
tensoriel des complexes l i

÷ : oY @ oY (resp. l i'
÷ : oY'0

 @ oY'0
), plac�s en degr�s [-1, 0], et

ayant pour diff�rentielle la multiplication par † i
 n + 1 (resp. † i"), ƒ est le produit tensoriel des

morphismes ƒi donn�s par h 0
* en degr� 0, et par ai h 0

* en degr� -1. Soit e1 ä . . . ä ed (resp.
e '1  ä . . . ä e 'd la base canonique de l -d (resp. l' -d). Dans lÕisomorphisme (1.2.5.4), le
premier isomorphisme est induit par lÕ�valuation en 1 ‘ oY'0 . Si ¥ est lÕhomomorphisme
oY '0 -lin�aire qui envoie e '1  ä . . . ä e'd sur ∑' ø ∑" ø q 0

 *(    Ÿ    [n]), son image est donc lÕhomomor-    

phisme oY -lin�aire qui prend la valeur ∑' ø ∑" sur     †    ' k ø (e '1  ä . . . ä e 'd) lorsque     k        =     n    , et 0
lorsque     k     ≠     n    . Comme ƒ(e1 ä . . . ä ed) = (a1 . . . ad) e '1  ä . . . ä e 'd , et que le coefÞcient de     †    ' n    

dans a1 . . . ad est �gal � 1, lÕimage de ¥ par (1.2.5.4) est donc lÕhomomorphisme
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oY -lin�aire qui envoie e1 ä . . . ä ed sur ∑' ø ∑". Or lÕisomorphisme local fondamental relatif
� lÕimmersion u (resp. v0) envoie par construction la classe de ∑' ø ∑" ø (e1 ä . . . ä ed)´ sur
∑' ø ∑" ø (∆1 ä . . . ä ∆d)´ (resp. la classe de (∑' ø ∑" ø q 0

 *(    Ÿ    [n])) ø (e '1  ä . . . ä e 'd)´ sur    

(∑' ø ∑" ø q0
 *(    Ÿ    [n])) ø (†1" ä . . . ä †d")´), ce qui ach�ve dÕ�tablir la formule (1.2.4.3).    

On explicite de la m�me mani�re lÕisomorphisme p1
 ! ∑X ñ u ! q 1

 ! ∑X , en utilisant le
diagramme cart�sien

Y '1 Ã#@  X 3 ##@
q0 2 Y

q '1 … ˚ v1 q1 2 … ˚ s1 … q1

¿ À ¿ À ¿
(1.2.5.5) Xn Ã#@

u
Y ##@

q1  X,

dans lequel la section s1 est maintenant d�Þnie par les †'i = †i ø 1. Soit h1 le morphisme
compos� Y'1 @ Y. Dans le calcul de lÕisomorphisme p 1

 à ∑X ñ v 1
 à q '1

£ p 1
 à ∑X analogue � celui

fait en a) plus haut, on observe que d†'i = -d(ti ø 1 ø 1) = -d(h 1
 *t 'i). Il en r�sulte que ~    Ÿ    [n] ø    

∑ a pour image (-1)d( ~    Ÿ    [n] ø ∑) ø (d(h 1
 *t '1) ä . . . ä d(h 1

 *t 'd)) ø († '1 ä . . . ä † 'd)´. Le reste du    

calcul sÕeffectue comme dans le cas pr�c�dent. La formule (1.2.4.4) en d�coule, achevant
ainsi la d�monstration du th�or�me 1.2.3.

1.2.6. COROLLAIRE. Ñ  Pour tout morphisme lisse X @ S, il existe sur ∑X une unique
structure de dX -module � droite prolongeant sa structure de oX -module, et telle que, pour
tout syst�me de coordonn�es locales t1 , . . . , td sur un ouvert U de X, toute section a ‘
‚(U,  oX), et tout op�rateur P ‘ ‚(U, dX), on ait

(1.2.6.1) (a dt1 ä . . . ä dtd) P  =  (tPü.üa) dt1 ä . . . ä dtd .

Comme la condition de lÕ�nonc� caract�rise de mani�re unique la structure de
dX -module � droite de ∑X , il sufÞt de faire la construction localement sur X. On peut donc
supposer X et S afÞnes. DÕautre part, si S' @ S est un morphisme de sch�mas, et si X' =
S'  |S  X, une structure de dX -module � droite sur ∑X v�riÞant la condition de lÕ�nonc�
d�Þnit par extension des scalaires une structure de dX' -module � droite sur ∑X' , v�riÞant
(1.2.6.1) pour tout syst�me de coordonn�es locales provenant de X : cela r�sulte de ce que
oS est dans le centre de dX , et dX' ñ oS' ¢oS

 dX . Or le th�or�me 1.2.3 montre quÕune telle
structure existe lorsque S est nÏth�rien, et quÕelle commute aux changements de base
S'  @ S, o� S' est nÏth�rien. Le corollaire en r�sulte par lÕargument usuel de passage � la
limite.

1.2.7. La structure de dX -module � droite sur ∑X que fournit le th�or�me 1.2.3 permet
dÕ�tendre sans hypoth�se de caract�ristique la m�thode usuelle pour transformer un
dX -module � gauche en dX -module � droite, et r�ciproquement : il sÕagit de donner un
sens intrins�que global � lÕaction par lÕop�rateur adjoint. Soit donc m ‘ Ü̇ Ê:

a) Si e est un d X
(m)-module � gauche, alors ∑X ¢oX

 e poss�de dÕapr�s 1.1.7 une struc-
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ture canonique de d X
(m)-module � droite, d�Þnie en coordonn�es locales par (1.1.7.1). En

notant ∑ = dt1 ä . . . ä dtd la base locale de ∑X d�Þnie par des coordonn�es t1 , . . . , td , et en
identiÞant ∑X ¢oX

 e et e au moyen de cette base, il r�sulte de (1.1.7.1) et (1.2.3.2) que la
structure de d X

(m)-module � droite de ∑X ¢oX
 e sÕidentiÞe � celle quÕon d�Þnit sur e par

(P, x)  ò@  tP.x.

Nous dirons souvent que la structure ainsi d�Þnie sur ∑X ¢oX
 e est la structure tordue de

d X
(m)-module � droite.

b) Si m est un dX
(m)-module � droite, alors m ¢oX

 ∑X
-1 ñ homoX

(∑X , m) poss�de dÕapr�s
1.1.7 une structure canonique de d X

(m)-module � gauche, d�Þnie en coordonn�es locales
par (1.1.7.3). Localement, on peut encore identiÞer m ¢oX

 ∑ X
-1 et m gr�ce � la base duale ∑´

de ∑ X
-1, et cette structure correspond alors � celle quÕon d�Þnit sur m par

(P, x)  ò@  x.tP.

Nous dirons encore que la structure obtenue sur m ¢oX
 ∑X

-1 est la structure tordue de
d X

(m)-module � gauche.
c) De ces description locales r�sulte que les isomorphismes canoniques

∑X
-1 ¢oX

 (∑X ¢oX
 e)   #@õ    e,

(m ¢oX
 ∑X

-1) ¢oX
 ∑X   #@õ    m

sont d X
(m)-lin�aires, de sorte quÕon obtient des �quivalences de cat�gories quasi-inverses

lÕune de lÕautre entre la cat�gorie des d X
(m)-modules � gauche et la cat�gorie des dX

(m)-
modules � droite.

Soient b une oX -alg�bre commutative, munie dÕune action � gauche de dX
(m)

compatible avec sa structure dÕalg�bre, et b ¢oX
 d X

(m) le faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels
associ� (cf. 1.1.8). Les constructions pr�c�dentes sÕ�tendent alors aux b ¢oX

 dX
(m)-

modules. En effet, si e est un b ¢oX
 d X

(m)-module � gauche, les isomorphismes ™n
 e formant

la m-PD-stratiÞcation de e sont semi-lin�aires par rapport aux isomorphismes ™n
 b

d�Þnissant celle de b. La costratiÞcation de ∑X ¢oX
 e �tant donn�e par ™n

 ∑  ¢  e = ™n
 ∑ ø (™ n

 e)-1,
il sÕensuit que ™n

 ∑  ¢  e est semi-lin�aire par rapport � (™ n
 b)-1, donc que ∑X ¢oX

 e est muni
dÕune structure naturelle de b ¢oX

 d X
(m)-module � droite. On voit de m�me que, si m est un

b ¢oX
 d X

(m)-module � droite, m ¢oX
 ∑X

-1 est un b ¢oX
 d X

(m)-module � gauche, et que les
isomorphismes de c) sont b ¢oX

 d X
(m)-lin�aires.

Supposons maintenant que m ‘ ˙. Par passage de gauche � droite, on peut alors
�tendre aux d X

(m)-modules � droite les conditions de nilpotence introduites dans [5, 2.3.7]Ê:

1.2.8. PROPOSITION. Ñ  Soit X @ S un morphisme lisse, tel que p soit nilpotent sur S.
(i) Il existe un entier N tel que, pour tout ouvert U « X, tout syst�me de coordonn�es

relatives t1 , . . . , td sur U, et toute section ∑ ‘ ‚(U, ∑X), on ait ∑     Ÿ    Ìk = 0 pour æ     k        æ ≥ N.
(ii) Soit m un d X

(m)-module � droite. Les conditions suivantes sont �quivalentes :
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a) Il existe un recouvrement de X par des ouverts Ui poss�dant un syst�me de
coordonn�es relatives tel que, si on note     Ÿ    Ìk les op�rateurs diff�rentiels correspondants, il   

existe pour toute section e de m sur un ouvert de Ui  un entier N tel que e     Ÿ    Ìk = 0 pour æ     k        æ ≥
N.

b) La condition dÕannulation pr�c�dente est valable pour tout ouvert U « X, tout
syst�me de coordonn�es locales sur U, et toute section de m sur U.

c) Le d X
(m)-module � gauche m ¢oX

 ∑ X
-1 est quasi-nilpotent.

LÕassertion (i) r�sulte de ce que la structure de d X
(m)-module de ∑X est induite par sa

structure de dX -module, et de ce que     Ÿ    Ìk =     q       !      Ÿ    [k], o�     q        est d�Þni par     k     = pm    q     +     r    , avec
0  ≤  ri < pm pour tout i. Compte tenu de [5, 2.3.7], lÕassertion (ii) en r�sulte gr�ce aux
formules (1.1.7.1) et (1.1.7.3).

D�Þnition. Ñ  Nous dirons quÕun d X
(m)-module � droite est quasi-nilpotent sÕil v�riÞe les

conditions de la proposition, et nilpotent si lÕentier N peut �tre choisi ind�pendant de e.
Cette derni�re condition est ind�pendante du syst�me de coordonn�es locales consid�r�Ê:
pour le v�riÞer, on peut se ramener par suites exactes au cas o� m est annul� par p, soit
encore au cas o� S est de caract�ristique pÊ; dÕapr�s [5, 2.2.7], les op�rateurs Ÿ i

Ìüpm + 1 engen-
drent alors un id�al bilat�re k « dX

(m), ind�pendant du syst�me de coordonn�es choisi, et
la condition de nilpotence �quivaut � dire que m est annul� par une puissance de k.

1.3. Isomorphismes de transposition

Par multiplication � droite ou � gauche, lÕanneau dX
(m) est muni dÕune structure

naturelle de bimodule sur lui-m�me. Les sections qui pr�c�dent montrent que, par
tensorisation avec un d X

(m)-module � gauche ou � droite, on peut obtenir selon les cas une
nouvelle structure de bimodule sur le produit tensoriel. Il est parfois n�cessaire de
pouvoir �changer les structures ainsi obtenues, et nous explicitons ici les isomorphismes
qui permettent de telles transformations. En particulier, nous donnons une forme intrin-
s�que de lÕautomorphisme de passage � lÕadjoint, qui intervient souvent dans la construc-
tion des morphismes canoniques de la th�orie des d-modules. Curieusement, ce point
semble quelque peu n�glig� par certains auteurs, ce qui donne parfois lieu � des construc-
tions incompl�tes ou incorrectes.

1.3.1. PROPOSITION. Ñ  Soient e un d X
(m)-module � gauche, et dX

(m) ¢oX
 e, e  ¢oX

  dX
(m) les

faisceaux obtenus en prenant respectivement le produit tensoriel pour la multiplication �
droite et � gauche sur d X

(m). Ces faisceaux sont tous deux munis dÕune structure canoni-
que de d X

(m)-bimodule, et il existe un unique isomorphisme de d X
(m)-bimodules

¤e  :  dX
(m)  ¢oX

 e   ##@õ   e ¢oX
 dX

(m)
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tel que ¤e(1 ø e) = e ø 1 pour toute section e de e. En coordonn�es locales, on a alors

(1.3.1.1) ¤e(    Ÿ    Ìk ø e)  =  å
    h    

   

 ≤    k   

  {k
    h    
    }     Ÿ    Ìk - h   e ø     Ÿ        Ìh.    

LÕisomorphisme ¤e sera appel� isomorphisme de transposition relatif � e.

La structure de d X
(m)-module � gauche de dX

(m) ¢oX
 e provient de la multiplication �

gauche sur d X
(m), et sa structure de d X

(m)-module � droite est la structure produit tensoriel
d�Þnie par 1.1.7 � partir de la multiplication � droite sur dX

(m). De m�me, la structure de
d X

(m)-module � droite de e  ¢oX
  dX

(m) est donn�e par la multiplication � droite sur dX
(m), et

sa structure de d X
(m)-module � gauche est la structure produit tensoriel d�Þnie en

[5, 2.3.3] � partir de la multiplication � gauche sur dX
(m). Que ces structures soient

compatibles r�sulte de la fonctorialit� des structures produit tensoriel.

Gr�ce la structure de d X
(m)-module � gauche de e ¢oX

 dX
(m), il existe un unique mor-

phisme de dX
(m)-modules � gauche ¤e : d X

(m) ¢oX
 e @ e ¢oX

 dX
(m) envoyant une section de la

forme P ø e, P ‘ dX
(m), e ‘ e, sur P(e ø 1). Comme dX

(m) ¢oX
 e et e ¢oX

 dX
(m) sont des dX

(m)-
bimodules, on est ramen�, pour v�riÞer la d X

(m)-lin�arit� � droite de ¤e , � montrer que,
pour tout Q ‘ dX

(m), on a ¤e((1  ø e)Q) = ¤e(1 ø e)Q. On peut supposer quÕon dispose dÕun
syst�me de coordonn�es locales sur X, et il sufÞt alors de le faire dÕune part dans le cas o�
Q = a ‘ oX , ce qui est clair, dÕautre part lorsque Q est de la forme     Ÿ    Ìk. On a dans ce cas   

¤e((1 ø e)    Ÿ    Ìk) =  ¤e(å
    h    

   

 ≤    k   

 (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    }     Ÿ    Ìh ø     Ÿ        Ìk - h   e)  =  å

    h    

    

 ≤    k   

 (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    }     Ÿ    Ìh(    Ÿ        Ìk - h   e ø 1)    

=  å
    h     ≤    k   

 (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    } (å

   i    ≤     h    

  {h
   i   
    }     Ÿ    Ìh - i        Ÿ       Ìk - h   e ø     Ÿ        Ìi)   

=  å
   i    ≤    k   

 ( å
   i    ≤     h     ≤    k   

 (-1)æk - h   æ {k    
    h    
    }{h

   i   
    }Ìk - i    

    h    
   

 -    i   )     Ÿ    Ìk - i   e ø     Ÿ       Ìi   

=  e ø     Ÿ    Ìk,   

la derni�re �galit� r�sultant de 0.1.4 et des relations classiques entre coefÞcients bi-
n�miaux.

En sens inverse, on d�Þnit un morphisme e ¢oX
 dX

(m) @ dX
(m) ¢oX

 e en envoyant une
section de la forme e ø P sur (1 ø e)P, et on v�riÞe de m�me les lin�arit�s n�cessaires.
Compte tenu de celles-ci, il est clair que ces deux morphismes sont r�ciproques lÕun de
lÕautre, et quÕils sont caract�ris�s par la relation ¤e(1 ø e) = e ø 1. La formule (1.3.1.1)
r�sulte imm�diatement de la d X

(m)-lin�arit� � gauche de ¤e .

1.3.2. Soit b une oX -alg�bre commutative munie dÕune structure compatible de dX
(m)-

module � gauche. On dispose alors dÕune structure dÕanneau canonique sur b ¢oX
 dX

(m),
telle que les morphismes b @ b ¢oX

 dX
(m) et dX

(m) @ b ¢oX
 dX

(m) donn�s respectivement par
b ò  @ b ø 1 et P ò  @ 1 ø P soient des morphismes dÕanneaux, que (b ø 1)(1 ø P) = b ø P, et
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que, en coordonn�es locales, le produit (1 ø     Ÿ    Ìk)(b ø 1) soit donn� par la formule de   

Leibnitz [5, 2.3.5]. DÕautre part, la proposition pr�c�dente fournit un isomorphisme de
d X

(m)-bimodules

¤b  :  dX
(m) ¢oX

 b   ##@õ   b ¢oX
 dX

(m),

de sorte quÕon obtient par transport de structure une structure dÕanneau sur dX
(m) ¢oX

 b.
Elle sÕexplicite comme suit :

a) Par construction, ¤b(1 ø b) = b ø 1. Il en r�sulte que le morphisme b @ d X
(m) ¢oX

 b

donn� par b ò  @ 1 ø b est un morphisme dÕanneaux.
b) De m�me, ¤b(P ø 1) = P(1 ø 1). Comme lÕaction de dX

(m) sur b est compatible avec
son action sur oX , on voit quÕen coordonn�es locales on a     Ÿ    Ìk.1b = 0 pour tout     k        ≠     0    . Il en
r�sulte que P(1 ø 1) = 1 ø P, de sorte que le morphisme d X

(m) @ d X
(m) ¢oX

 b donn� par P ò  @
P ø 1 est un morphisme dÕanneaux.

c) Comme ¤b est par construction un isomorphisme dÕanneaux, on a (1 ø b)(P ø 1) =
¤ b

 -1(b ø P). DÕapr�s la construction de ¤ b
 -1, on obtient, pour P =     Ÿ    Ìk :   

(1 ø b)(    Ÿ    Ìk ø 1)  =  å
   i   

   

 ≤    k   

 (-1)æk - i    æ {k   
   i   
    }     Ÿ    Ìi ø     Ÿ       Ìk - i   b.   

d) Puisque ¤b((P ø 1)(1 ø b)) = ¤b(P ø 1)¤b(1 ø b) = (1 ø P)(b ø 1), il r�sulte de la
formule de Leibnitz et de la d�Þnition de ¤b que ¤b((P ø 1)(1 ø b)) = ¤b(P ø b), si bien que
que (P ø 1)(1 ø b) = P ø b.

Nous identiÞerons syst�matiquement dX
(m) ¢oX

 b et b ¢oX
 dX

(m) au moyen de lÕiso-
morphisme ¤b . Lorsque lÕanneau b sera Þx�, et quÕaucune confusion nÕen r�sultera,
nous emploierons la notation

~dX
(m)  :=  b ¢oX

 dX
(m)  ñ  dX

(m) ¢oX
 b.

Pour tout ~d X
(m)-module � gauche e, on voit facilement que lÕisomorphisme

¤e  :  ~dX
(m) ¢b e   ##@õ   e ¢b ~dX

(m)

d�Þni par

~dX
(m) ¢b e   #@õ    dX

(m) ¢oX
 e   #@õ    e ¢oX

 dX
(m)   #@õ    e ¢b ~dX

(m)

est un isomorphisme de ~d X
(m)-bimodules.

1.3.3. PROPOSITION (cf. [37, 2.4.2] ou [38, 1.7]). Ñ  Soient m un d X
(m)-module � droite, et

m  ¢oX
  dX

(m) le faisceau obtenu en prenant le produit tensoriel pour la multiplication �
gauche sur dX

(m). Ce faisceau est muni dÕune structure canonique de d X
(m)-bimodule �

droite, et il existe une unique involution

∂m  :  m  ¢oX
  dX

(m)   ##@õ   m  ¢oX
  dX

(m)

�changeant les deux structures de d X
(m)-module � droite de m  ¢oX

  d X
(m), et telle que

∂m(x  ø  1) = x ø 1 pour toute section x de m. En coordonn�es locales, on a alors
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(1.3.3.1) ∂m(e ø     Ÿ    Ìk)  =  å
    h    

   

 ≤    k   

  (-1)æhæ {k    
    h    
    } e    Ÿ    Ìk - h    ø     Ÿ        Ìh.    

Comme en 1.3.1, lÕisomorphisme ∂m sera appel� isomorphisme de transposition
relatif � m.

LÕune des structures de d X
(m)-module � droite de m  ¢oX

  dX
(m) est fournie par la

multiplication � droite sur dX
(m), et lÕautre est la structure produit tensoriel d�Þnie par

1.1.7 � partir de la multiplication � gauche sur d X
(m)

Ê; nous les appelerons respectivement
structure droite et structure gauche. La fonctorialit� de la structure produit tensoriel en-
tra�ne encore que ces deux structures munissent m  ¢oX

  d X
(m) dÕune structure de bimodule

� droite.

Comme lÕapplication canonique m @ m  ¢oX
  dX

(m) est oX -lin�aire pour la structure
gauche de m  ¢oX

  d X
(m), elle se factorise de mani�re unique par un morphisme ∂m  :

m  ¢oX
  d X

(m) @ m  ¢oX
  d X

(m) qui soit d X
(m)-lin�aire pour la structure droite sur la source et la

structure gauche sur le but. On v�riÞe que ∂m est aussi d X
(m)-lin�aire pour la structure

gauche sur la source et la structure droite sur le but par un calcul en coordonn�es locales
analogue � celui qui a �t� fait en 1.3.1. Il sÕensuit que ∂m Ï ∂m = Id, dÕo� lÕ�nonc�.

Remarques. Ñ  (i)ÊÊLÕisomorphisme de transposition ∂m peut aussi �tre d�crit de la
mani�re suivante. La costratiÞcation ™m fournit des isomorphismes pün

X, (m)-lin�aires

m  ¢oX
  dX, n

(m)  ñ  homoX
(üp0 * pün

X, (m) , m)   #@õ    homoX
(üp1 * pün

X, (m) , m).

DÕautre part, lÕinvolution ß �changeant les deux facteurs de X |S X d�Þnit un isomor-
phisme ß*-semi-lin�aire

homoX
(üp1 * pün

X, (m) , m)   #@õ    homoX
(üp0 * pün

X, (m) , m).

Par passage � la limite inductive pour n variable, on obtient donc ainsi un isomorphisme

m  ¢oX
  dX

(m)   ##@õ   m  ¢oX
  dX

(m).

Pour v�riÞer quÕil est bien �gal � ∂m , il sufÞt de le faire par un calcul en coordonn�es
locales. On reprend alors les notations de 1.1.6. Comme ß*(    †    {k}) = (-1)æk   æ     †       {k}, on a   

ß*( ~    Ÿ    Ìk) = (-1)æk   æ     Ÿ       Ìk, et lÕassertion r�sulte de (1.1.6.1) et (1.3.3.1).   

(ii) Sous les hypoth�ses de 1.3.2, soit m un ~d X
(m)-module � droite. On v�riÞe encore que

lÕinvolution

∂m  :  m  ¢b  ~dX
(m)   #@õ    m  ¢oX

  dX
(m)   #@õ 

∂m

  m  ¢oX
  dX

(m)   #@õ     m  ¢b  ~d X
(m),

est ~d X
(m)-lin�aire � droite.

1.3.4. En appliquant ce qui pr�c�de au cas o� m = ∑X , on obtient une forme intrins�que de
lÕautomorphisme de passage � lÕop�rateur adjoint, qui sÕexprime classiquement en coor-
donn�es locales comme une anti-involution dÕanneau dX

(m)  #@õ   dX
(m) d�pendant du choix
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des coordonn�es (cf. 1.2.2). En effet, la structure de d X
(m)-module � droite de ∑X d�Þnit

gr�ce � 1.3.3 une involution canonique que nous noterons

(1.3.4.1) ∂X  :  ∑X  ¢oX
  dX

(m)   ##@õ   ∑X  ¢oX
  dX

(m),

�changeant les deux structures de d X
(m)-module � droite. En tensorisant par ∑X

-1 � droite
sur la source et � gauche sur le but, on obtient un isomorphisme canonique de (dX

(m),
d X

(m))-bimodules

(1.3.4.2) åX  :  ∑X  ¢oX
  dX

(m) ¢oX
 ∑X

-1   ##@õ   dX
(m).

EnÞn, en tensorisant ce dernier par ∑X
-1 � gauche sur la source et � droite sur le but, on

obtient une involution canonique

(1.3.4.3) ∫X  :  dX
(m) ¢oX

 ∑X
-1   ##@õ   dX

(m) ¢oX
 ∑X

-1

�changeant les deux structures de d X
(m)-module � gauche.

Sur un ouvert U « X muni de coordonn�es locales t1 , . . . , td , on peut identiÞer ∑X � oX
gr�ce � la base dt1 ä . . . ä dtd , et ∑X

-1 � oX gr�ce � la base duale. La source et le but des
isomorphismes åX , ∫X et ∂X sÕidentiÞent alors � dX

(m). Avec ces identiÞcations, il r�sulte
alors de (1.2.3.2) et (1.3.3.1) que ces isomorphismes associent � un op�rateur P = œ    k    a   k        Ÿ    Ìk   

lÕop�rateur œ   k    (-1)ækæ     Ÿ       Ìka   k   
    = tP. Ces isomorphismes fournissent donc une expression

globale, ind�pendante des coordonn�es, de lÕisomorphisme de passage � lÕadjoint. Ils
seront encore appel�s isomorphismes de transposition.

2. Th�or�mes de descente

Ce chapitre est consacr� � la d�monstration des th�or�mes de descente par un
rel�vement du morphisme de Frobenius, et � la construction dÕun foncteur quasi-inverse
� F *. Nous donnerons dÕabord la d�Þnition g�n�rale du foncteur f * pour les dX

(m)-
modules � gauche, en mettant en �vidence sa nature cristalline. Nous montrerons
ensuite que, dans le cas dÕun rel�vement F : X @ X' de la puissance s-i�me du morphisme
de Frobenius relatif, il se produit un ph�nom�ne dÕ�l�vation du niveau : lÕimage inverse
F *e' dÕun d(m)

X' -module est munie dÕune structure naturelle de d X
(m + s)-module. Le th�o-

r�me de descente pour les d X
(m)-modules � gauche, que nous �tablirons ensuite, sÕ�nonce

alors en disant que, vu comme foncteur de la cat�gorie des d(m)
X' -modules vers celle des

d X
(m + s)-modules, le foncteur F * est une �quivalence de cat�gories. Apr�s avoir donn� un

r�sultat analogue pour les d X
(m)-modules � droite, nous montrerons que le (d(m)

X' , dX
(m + s))-

bimodule F àdX
(m) permet de construire un foncteur quasi-inverse de F *. EnÞn, nous

pr�ciserons le lien entre le th�or�me de descente pour les d X
(m)-modules � gauche, et le

th�or�me de Cartier sur la descente des oX -modules munis dÕune connexion int�grable �
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p-courbure nulle.

2.1. Foncteur image inverse

Pour la commodit� des r�f�rences, nous donnons dÕabord ici la d�Þnition g�n�rale
du foncteur image inverse pour les d X

(m)-modules � gauche, ainsi que quelques propri�t�s
de base de ce foncteur. En particulier, nous mettons en �vidence sa nature cristalline,
ainsi que celle de la cat�gorie des d X

(m)-modules � gauche elle-m�me.

Dans cette section, m d�signe un �l�ment de Ü̇ Ê; lorsque m ‘ ˙ *, on suppose comme
dÕhabitude que les sch�mas consid�r�s sont des Á(üp)-sch�mas.

2.1.1. Consid�rons un diagramme commutatif de morphismes de sch�mas de la forme

X  ##@
f

Y  ##@
g

Z
… … …
¿ ¿ ¿
S  ##@ T  ##@ U

dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T et U. Soient dÕautre part fln
X, (m) ,

fl n
Y, (m) , fl

n
Z, (m) les voisinages inÞnit�simaux � puissances divis�es de niveau m et dÕordre n

de X, Y, Z dans X |S X, Y |T Y, Z |U Z. Par fonctorialit� (cf. [5, 2.1.4]), on en d�duit le
diagramme commutatif

fl n
X, (m)  ##@

f | f
fln

Y, (m)  ##@
g | g

fln
Z, (m)

p0
… … p1 q0

… … q1
… …

¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿
(2.1.1.1) X  ####@

f
Y  ####@

g
Z ,

o� les ß�ches verticales sont les projections naturelles.

On notera pour simpliÞer dX
(m), dY

(m) et dZ
(m) pour d(m)

X / S , d
(m)
Y / T et d(m)

Z / U . Si f est un oY -
module, la donn�e dÕune structure de d Y

(m)-module � gauche sur f prolongeant sa struc-
ture de oY -module �quivaut � celle dÕune m-PD-stratiÞcation, cÕest � dire dÕune famille
compatible dÕisomorphismes ⁄n : q 1

 *f  #@õ   q 0
 *f v�riÞant la condition de cocycle [5, 2.3.2].

Le diagramme (2.1.1.1), ainsi que le diagramme analogue form� avec les produits triples,
entra�ne que f *f est alors muni de la m-PD-stratiÞcation image inverse, d�Þnie par les
™n = (üf | fü)*(⁄n). On obtient donc ainsi une structure canonique de d X

(m)-module �
gauche sur f *f. De plus, si f' est un second d Y

(m)
 -module � gauche, un morphisme

oY -lin�aire ƒ : f  @ f' est d Y
(m)-lin�aire si et seulement sÕil est compatible aux m-PD-

stratiÞcations. On voit ainsi que le foncteur f * sÕ�tend de mani�re naturelle en un fonc-
teur, que nous noterons encore f *, de la cat�gorie des d Y

(m)-modules � gauche dans celle
des d X

(m)-modules � gauche.
La commutativit� du diagramme (2.1.1.1) entra�ne alors que, pour tout d Z

(m)-module
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� gauche g, lÕisomorphisme de transitivit� (üf * Ï g *)(g) ñ (üg Ï fü)*(g) est d X
(m)-lin�aire.

2.1.2. PROPOSITION. Ñ  Supposons que p soit localement nilpotent sur T, et que f soit
un d Y

(m)-module � gauche quasi-nilpotent [5, 2.3.7]. Alors f *f est un d X
(m)-module �

gauche quasi-nilpotent.

Soient flX, (m) et flY, (m) les voisinages inÞnit�simaux � puissances divis�es de niveau
m (sans condition de nilpotence) de X et  Y dans X |S X et Y |T Y. Notons encore pi , qi leurs
projections sur X et Y. Pour tout n, on dispose du carr� commutatif

fl n
X, (m)  ##@

f | f
fln

Y, (m)

á á
¿ ¿

flX, (m)  ##@
f | f

flY, (m) ,

et, dÕapr�s [5, 2.3.7], f (resp. f *f) est un d Y
(m)-module � gauche (resp. d X

(m)-module �
gauche) quasi-nilpotent si et seulement si les isomorphismes ⁄n (resp. ™n) d�Þnissant la
m-PD-stratiÞcation de f (resp. f *f) sont induits par un isomorphisme ⁄ : q 1

 *f  #@õ   q 0
 *f

(resp. ™ : p 1
 *f *f  #@õ   p 0

 *f *f) v�riÞant la condition de cocycle. LÕ�nonc� en r�sulte
aussit�t.

2.1.3. Comme en caract�ristique 0, la structure de d X
(m)-module de f *f peut �galement

�tre d�crite en utilisant un bimodule canonique. En effet, si lÕon pose

d(m)
X @ Y  =  f *dY

(m),

d(m)
X @ Y est muni dÕune structure naturelle de (dX

(m), f -1d Y
(m))-bimoduleÊ: sa structure de

d X
(m)-module � gauche se d�duit de celle de dY

(m) par 2.1.1, et sa structure de f -1dY
(m)-

module � droite est d�Þnie par fonctorialit� (ce qui entra�ne que ces deux structures
commutent). On dispose alors de lÕisomorphisme dÕassociativit�

d(m)
X @ Y ¢f -1d(m)

Y
 f -1f  =  (oX ¢f -1oY

  f -1dY
(m)) ¢f -1d(m)

Y
 f -1f  ñ  oX ¢f -1oY

 f -1f  =  f *f,

dont on v�riÞe ais�ment la d X
(m)-lin�arit�.

Le bimodule d(m)
X @ Y est muni dÕun homomorphisme naturel

(2.1.3.1) dX
(m)   ##@  d(m)

X @ Y  =  f *dY
(m),

qui est obtenu � partir des homomorphismes de fonctorialit�

f *pün
Y, (m)   ##@  pün

X, (m)

par dualit� et passage � la limite inductive. En observant que les homomorphismes ∂ n, n'
(m)  :

pün + n'
X, (m) @ pün

X, (m) ¢oX
 pün'

X, (m) utilis�s pour d�Þnir la multiplication sur dX
(m) [5, 2.1.3]

commutent aux homomorphismes de fonctorialit�, on voit que lÕhomomorphisme (2.1.3.1)
est d X

(m)-lin�aire � gauche. Il est par ailleurs facile de voir quÕil envoie la section 1 ‘ dX
(m)
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sur la section 1 ø 1 de f *d Y
(m).

2.1.4. Soient bY une oY -alg�bre commutative munie dÕune action compatible de dY
(m),

(⁄n  : q1
 * bY  #@õ   q 0

 * bY)n la m-PD-stratiÞcation correspondante. Les ⁄n sont des isomor-
phismes dÕalg�bres, de sorte quÕil en est de m�me de leurs images inverses par les
morphismes fln

X, (m) @ fl n
Y, (m). Il en r�sulte que lÕaction de dX

(m) sur bX := f *bY est com-
patible � sa structure de oX -alg�bre.

Nous noterons alors ~dY
(m) = bY ¢oY

 dY
(m), ~dX

(m) = bX ¢oX
 dX

(m). En utilisant [5, 2.3.5
(ii)], on voit de m�me que, si f est un ~d Y

(m)-module � gauche, f *f est muni dÕune
structure naturelle de ~d X

(m)-module � gauche. En particulier, si lÕon pose ~d(m)
X @ Y := f * ~d Y

(m),
la structure naturelle de ~d Y

(m)-bimodule de ~d Y
(m) fournit une structure canonique de (~dX

(m),
f -1 ~d Y

(m))-bimodule sur ~d(m)
X @ YÊ.

2.1.5. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.1.1, soient (å, ∫, å) « oS un m-PD-id�al
quasi-coh�rent, S0 le sous-sch�ma ferm� de S d�Þni par å, X0 la r�duction de X sur S0 ,
f,  f' : X @ Y deux T-morphismes ayant la m�me restriction f0  : X0 @ Y � X0 . Soit f un
d Y

(m)-module � gauche. On suppose v�riÞ�e lÕune des deux conditions suivantes :

a) Le m-PD-id�al å est m-PD-nilpotent (cf. A.3)Ê;

b) p est localement nilpotent sur T, et le d Y
(m)-module f est quasi-nilpotent.

Il existe alors un isomorphisme d X
(m)-lin�aire canonique

†f, f'  :  f' *f   ##@õ   f *f,

tel que †f, f = Id, et que, si f" : X @ Y est un troisi�me morphisme de restriction f0 � X0 , on
ait †f, f" = †f, f' Ï †f', f" .

Par platitude, la m-PD-structure de å sÕ�tend � X, et munit donc lÕid�al å oX de X0
dans X dÕune m-PD-structure. La propri�t� universelle des voisinages � puissances
divis�es entra�ne que le morphisme (üf, f') : X @ Y 2 se factorise par un unique PD-
morphisme g  :  X @ flY, (m) tel que f = q0 Ï g, f' = q1 Ï g. Si la m-PD-structure de å est m-PD-
nilpotente, il en est de m�me par platitude de celle de å oX , de sorte que g se factorise par
flr

Y, (m) pour r assez grand. Dans ce cas, on pose †f, f' = g *(⁄r), o� ⁄r est lÕisomorphisme
fourni par la m-PD-stratiÞcation de fÊ; lÕisomorphisme †f, f' ne d�pend pas du choix de r.
Sous les hypoth�ses de b), f est un d Y

(m)-module quasi-nilpotent, et la m-PD-stratiÞcation
(⁄n) est induite par un isomorphisme ⁄ : q 1

 *f   #@õ   q 0
 *f sur flY, (m) ; on pose alors †f, f' =

g *(⁄). Il est clair que ces d�Þnitions sont compatibles, et on obtient ainsi un isomor-
phisme oX -lin�aire f' *f  #@õ   f *f, qui satisfait les conditions de transitivit� voulues
gr�ce � la condition de cocycle.

Il reste � voir que †f, f' est d X
(m)-lin�aire. Il revient au m�me de montrer que †f, f' est

horizontal pour les m-PD-stratiÞcations (™n) et (™ 'n) de e := f *f et e' := f' *f, soit encore
que, pour tout n, le diagramme
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p 1
 * e'  ####@õ

p 1
 *(†f, f')

p 1
 * e

™'n
… • • … ™n
¿ ¿

(2.1.5.1) p 0
 * e'  ####@õ

p 0
 *(†f, f')

p 0
 * e

est commutatif sur fl n
X, (m). Fixons lÕentier n. DÕapr�s [5, 1.5.3], la m-PD-structure canoni-

que de lÕid�al de X dans fln
X, (m) est compatible � celle de å, de sorte que lÕid�al de X0 dans

fln
X, (m) est aussi canoniquement muni dÕune m-PD-structure. De plus, celle-ci est nilpo-

tente lorsque celle de å lÕest, dÕapr�s A.9. Le morphisme fl n
X, (m) @ X 2 @ Y 2 | Y 2 d�Þni par

(üf|f, f'|f') se factorise donc par un morphisme h : fl n
X, (m) @ flY, (m)(3)Ê; lorsque å est

m-PD-nilpotent, h se factorise de plus par fls
Y, (m)(3) pour un entier s assez grand, quÕon

peut choisir au moins �gal � max(n, r). Supposons dÕabord quÕon soit dans ce dernier
cas. Pour i, j ‘ {0, 1, 2, 3}, i < j, soit qi, j : fl

s
Y, (m)(3) @ fls

Y, (m) le morphisme induit par la
projection sur les facteurs dÕindices i et j. On obtient alors

p 0
 *(†f, f')  =  p 0

 *(üg *(⁄s))  =  h*(q *
0, 2(⁄s)),

et, de m�me, p 1
 *(†f, f')  =  h*(q *

1, 3(⁄s)). DÕautre part, on a par d�Þnition

™n  =  (üf | fü)*(⁄s)  =  h*(q *
0, 1(⁄s)),

et, de m�me, ™'n = h*(q *
2, 3(⁄s)). Il sufÞt donc de sÕassurer que q *

0, 1(⁄s)  Ï  q *
1, 3(⁄s) =

q *
0, 2(⁄s) Ï q *

2, 3(⁄s), ce qui r�sulte de ce que les deux membres sont �gaux �  q *
0, 3(⁄s) dÕapr�s

la condition de cocycle. Si lÕon se place sous les hypoth�ses de b), lÕisomorphisme ⁄ v�riÞe
lui-m�me la condition de cocycle, et le raisonnement est le m�me, en se pla�ant sur
flY, (m)(3) au lieu de fl s

Y, (m)(3).

Remarque. Ñ  Si bY est une oY -alg�bre munie dÕune action compatible de dY
(m), et si lÕon

pose bX = f *bY , b 'X = f' *bY , lÕisomorphisme † b
f, f' : b 'X  #@õ   bX est un isomorphisme dX

(m)-
lin�aire de oX -alg�bres, puisque les ⁄r sont des isomorphismes de p r

Y, (m)-alg�bres. Par
suite, † b

f, f' sÕ�tend en un isomorphisme dÕanneaux † ~ d
f, f' : b 'X ¢ d X

(m)  #@õ   bX ¢ dX
(m).

Si f est un bY ¢ d Y
(m)-module, lÕisomorphisme † f

f, f' : f' *f  #@õ   f *f est alors semi-
lin�aire par rapport � † ~d

f, f' .

2.1.6. LÕ�nonc� qui pr�c�de permet alors dÕ�tendre la construction du foncteur image
inverse pour les d Y

(m)-modules au cas dÕun morphisme non n�cessairement relevable.

a) Supposons dÕabord comme dans lÕ�nonc� pr�c�dent que S est muni dÕun m-PD-
id�al quasi-coh�rent (åS , ∫S , åS), quÕon suppose m-PD-nilpotent. Soient S0 « S le sous-
sch�ma ferm� d�Þni par åS , X un S-sch�mas lisse, de r�duction X0 , Y un T-sch�ma lisse,
et f0 : X0 @ Y un T-morphisme. Soit f un d Y

(m)-module � gauche. Tout point x ‘ X poss�de
un voisinage U sur lequel il existe un prolongement f : U @ Y de la restriction de f0 �
X0  ı U. DÕapr�s 2.1.5, le d X

(m)-module � gauche f *f ne d�pend pas, � isomorphisme
d X

(m)-lin�aire canonique pr�s, du choix fait pour f. Gr�ce � la relation de transitivit� pour
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les isomorphismes †f, f' , on peut alors recoller les d X
(m)-modules d�Þnis localement par le

choix dÕun prolongement de f0 , et obtenir ainsi � partir de la donn�e de f et de f0 un
d X

(m)-module � gauche canonique. Avec un abus de notation �vident, nous le noterons
f 0

 *f ; lorsque f0 se prolonge en f, on a donc par construction une identiÞcation canonique
f 0

 *f ñ f *f.
En particulier, supposons donn� un m-PD-id�al quasi-coh�rent (åT , ∫T , åT), tel que

S  @ T soit un m-PD-morphisme. Soient T0 « T le sous-sch�ma ferm� d�Þni par åT , Y0 la
r�duction de Y sur T0 , et f0 : X0 @ Y0 un T0 -morphisme. La construction pr�c�dente
sÕapplique au morphisme (encore not� f0) X0 @ Y d�Þni par f0 . Si Z est un U-sch�ma
lisse, et si g0 : Y0 @ Z est un S0-morphisme, on dispose encore pour tout d Z

(m)-module �
gauche g dÕun isomorphisme canonique d X

(m)-lin�aire

f 0
 *(üg 0

 * g)   #@õ    (üg0 Ï f0)* g.

Cette construction sÕapplique en particulier au d Y
(m)-module � gauche dY

(m).  Comme
lÕaction � droite de d Y

(m) est d Y
(m)-lin�aire � gauche, elle est compatible aux isomorphismes

de recollement, si bien que f0
 *dY

(m) est encore de mani�re naturelle un (dX
(m), f0

 -1dY
(m))-

bimodule. On conservera la notation

d(m)
X @ Y  =  f0

 *dY
(m),

et, pour tout d Y
(m)-module � gauche f, on a encore un isomorphisme canonique de dX

(m)-
modules � gauche

d(m)
X @ Y ¢f0

 -1d(m)
Y

 f0
 -1f   #@õ    f 0

 *f.

Si bY est une oY -alg�bre munie dÕune action compatible de dY
(m), il r�sulte de la

remarque de 2.1.5 que bX = f0
 *bY est une oX -alg�bre, munie dÕune action compatible de

d X
(m). Le faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels ~dX

(m) = bX ¢oX
 dX

(m) est donc bien d�Þni, et, si
lÕon �tend la construction pr�c�dente en posant

~d(m)
X @ Y  =  f0

 *~dY
(m),

~d(m)
X @ Y est de mani�re naturelle un ( ~d X

(m), f 0
 -1 ~d Y

(m))-bimodule.

b) Si on ne suppose plus åS m-PD-nilpotent, mais quÕon suppose par contre p locale-
ment nilpotent sur T, la construction pr�c�dente garde un sens pour f lorsque f est
quasi-nilpotent, et permet de construire le foncteur f 0

 * sur la sous-cat�gorie pleine des
d Y

(m)-modules quasi-nilpotents. On prendra garde n�anmoins que dY
(m) lui-m�me nÕest

pas un d Y
(m)-module quasi-nilpotent, de sorte que la construction du bimodule d(m)

X @ Y n Õa
de sens que si åS est m-PD-nilpotent, ou si lÕon se donne un rel�vement f : X @ Y de f0Ê;
dans ce cas, elle d�pend en g�n�ral de ce rel�vement.

En consid�rant le cas o� S = T, et o� X et Y sont deux rel�vements de X0 sur S, on
d�duit formellement de ces constructions le corollaire suivant, qui pr�cise les conditions
sous lesquelles la cat�gorie des d X

(m)-modules � gauche ne d�pend que de X0 :



d -MODULES  ARITHM�TIQUES  II 33

2.1.7. COROLLAIRE. Ñ  Soient (åS , ∫S , åS) « oS un m-PD-id�al quasi-coh�rent, S0 le sous-
sch�ma ferm� de S d�Þni par å, X0 la r�duction de X sur S0 .

(i) Si åS est m-PD-nilpotent, la cat�gorie des d X
(m)-modules � gauche ne d�pend, �

�quivalence canonique pr�s, que de (X0 , S, åS , ∫S , åS), et est fonctorielle par rapport � ces
donn�es.

(ii) Sans hypoth�ses de nilpotence sur åS , les conclusions de (i) restent valables si p
est localement nilpotent sur S, et si lÕon se limite � la sous-cat�gorie pleine des dX

(m)-
modules � gauche quasi-nilpotents.

2.2. �l�vation du niveau par Frobenius

Nous �tudions maintenant plus sp�ciÞquement le foncteur image inverse associ� �
un S-morphisme F  : X @ X' dans le cas o� F est un rel�vement de la puissance s-i�me du
morphisme de Frobenius relatif. Nous montrons quÕil existe alors sur lÕimage inverse
dÕun d(m)

X' -module � gauche une action naturelle du faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels
d X

(m + s) induisant par restriction des scalaires lÕaction de d X
(m) construite en 2.1.1.

Pour mettre en �vidence ses propri�t�s de fonctorialit�, nous serons en fait amen�s �
construire cette action dans une situation plus g�n�rale, o� F est un rel�vement dÕun
morphisme de sch�mas se factorisant par une puissance du Frobenius relatif.

2.2.1. Soient m ≥ 0 un entier, S, T deux sch�mas munis de m-PD-id�aux quasi-coh�rents
(åS , ∫S , åS) et (åT , ∫T , åT), S @ T un m-PD-morphisme. On suppose v�riÞ�es les
conditions suivantes (qui impliquent les conditions analogues sur S)Ê:

(i) p est nilpotent sur T ;
(ii) p ‘ åT .

On note ∫'S le sous-PD-id�al ∫S + p oS « åS , muni des puissances divis�es ∫S prolon-
geant åS et les puissances divis�es canoniques de (üp)Ê; on d�Þnit de m�me le sous-PD-
id�al ∫'T « åT .

Soit S0 le sous-sch�ma ferm� de S d�Þni par åS , qui est donc de caract�ristique p ; si
X est un S-sch�ma, on note X0 sa r�duction sur S0 . Pour tout s ≥ 0, on d�signe par X0

 (s) le
S0-sch�ma d�duit de X0 par le s-i�me it�r� du Frobenius absolu de S0 , de sorte que le
s-i�me it�r� du Frobenius absolu de X0 d�Þnit un diagramme commutatif

X0  ##@
F 

s
X0 / S0 X0

 (s)  ##@ X0

… …
¿ ¿
S0  ##@

F 
s
S0 S0,

dans lequel le carr� est cart�sien. Si Y0 est un T0-sch�ma, on d�Þnit de fa�on analogue le
T0-sch�ma Y 0

 (s) et le T0-morphisme F s
Y0 / T0

 : Y0 @ Y0
 (s).
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Dans ce qui suit, on suppose donn�sÊ:

a) Un S0-sch�ma lisse X0 , un T0-sch�ma lisse Y0 , de dimension relative d sur T0 , et
un T0-morphisme f0 : X0 @ Y0 ;

b) Un S-sch�ma lisse X relevant X0 ;
c) Un entier s ≥ 0, et un T-sch�ma lisse Y' relevant Y 0

 (s) ;
d) Un T-morphisme F : X @ Y' relevant le T0-morphisme F s

Y0 / T0
 Ï f0 = f0

 (s) Ï F s
X0 / S0 ,

o� f0
 (s) : X0

 (s) @ Y0
 (s) est d�duit de f0 par fonctorialit�.

Soit ª ≥ 1 un entier. Nous noterons X ª + 1 = X ª + 1
/ S , Y'  ª + 1 = Y'  ª + 1

/ T , Fª : X ª + 1 @ Y'  ª + 1 le
morphisme induit par F, iª (resp. i 'ª) lÕid�al de la diagonale dans X ª + 1 (resp. Y'  ª + 1), et
(pX, (m + s)(ª), `iª , ~iª) (resp. (pY', (m)(ª), `i'ª , ~i 'ª )) lÕenveloppe � puissances divis�es partiel-
les de niveau m + s (resp. m) de iª (resp. i 'ª). Pour ª = 1, nous omettrons en g�n�ral de
pr�ciser ª dans les notations.

2.2.2. PROPOSITION. Ñ  (i)ÊÊSous les hypoth�ses pr�c�dentes, lÕhomomorphisme F ª
 * induit

un unique PD-morphisme

‡ª
*  :  Fª

 -1 pY', (m)(ª)   ##@  pX, (m + s)(ª)

envoyant F ª
 -1  ~i 'ª  dans ~iª + ∫S  `iª .

(ii) Pour tout n ≥ 0, on a

‡ª
*(Fª

 -1 ̀iª'
 {n}(m))  «  ̀iª

 {n}(m +s).

Rappelons que, dÕapr�s [5, 1.5.3], les puissances divis�es de ~iª sont automatique-
ment compatibles avec celles de ∫ 'S . En particulier, on dispose ainsi dÕune PD-structure
canonique sur lÕid�al ~iª + ∫S  `iª , ce qui donne un sens � lÕassertion (i).

LÕ�nonc� est local sur X, de sorte quÕon peut supposer que X et Y' sont afÞnes, et quÕil
existe des coordonn�es locales t̀1 , . . . ,  `td sur Y0 . Soient t '1 , . . . , t 'd des sections de oY' relevant
les sections 1 ø ̀ti de oY0

 (s) . Les sections t'1 , . . . , t'd sont alors des coordonn�es locales sur Y'.
Soient dÕautre part x1 , . . . , xd des sections de oX relevant les sections f 0

 *( `ti) de oX0 . Posons
†'i = 1 ø t'i - t'i ø 1 ‘ oY' 2 , ≈i = 1 ø xi - xi ø 1 ‘ oX 2 .

Puisque F est un rel�vement de F s
Y0 / T0

 Ï f0 , il existe des sections ai ‘ åS oX telles que

F *(t'i)  =  xi
 p s + ai ,      i = 1, . . . , d.

On en d�duit les relations

F 1
 *(† 'i) =  1 ø xi

 p s - xi
 p s ø 1 + 1 ø ai - ai ø 1

=  (xi ø 1 + ≈i)
 ps - xi

 p s ø 1 + 1 ø ai - ai ø 1

=  ≈i
 ps + å

k = 1

ps - 1
   (ps 

k ) xi
 ps - k ≈i

k + 1 ø ai - ai ø 1.

Comme p ‘ åS et ≈i ‘ i, et que dÕautre part ai ‘ åS oX , on voit que F1
 *(†'i) est de la forme
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(2.2.2.1) F1
 *(†'i)  =   ≈i

 ps + Ωi ,

avec Ωi ‘ åS i. On obtient alors

F1
 *(†'i

  pm)  =   ≈i
 pm + s + Ωi

 pm + p ⁄i ,

avec ⁄i ‘ åS i pm
, puisque ≈i ‘ i et Ωi ‘ åS i. Comme p åS « ∫S , puisque ∫S d�Þnit une m-PD-

structure sur åS , on voit que p ⁄i ‘ ∫S i pm
. DÕautre part, on a aussi Ω i

 pm ‘ ∫S i pm
, car Ωi ‘ åS i

et å S
(pm) + p åS « ∫S . On obtient donc Þnalement une relation de la forme

(2.2.2.2) F1
 *(†'i

  pm)  =   ≈i
 pm + s + ßi ,

avec ßi ‘ ∫S i pm
.

Pour j = 0, . . . , ª, soit q'j la projection dÕindice j de Y'  ª + 1 sur Y'. LÕid�al i 'ª est
engendr� par les sections

†'i, j  =  q 'j
 *(t'i) - q' *j - 1(t'i)  =  1 ø . . . ø 1 ø †'i ø 1 ø . . . ø 1,    i = 1, . . . , d,    j = 1, . . . , ª.

Le calcul pr�c�dent montre que lÕhomomorphisme compos� F ª
 -1 oY' ª + 1 @ oX ª + 1 @

pX, (m + s)(ª) envoie les sections †'  pm
i, j  dans le PD-id�al ~iª + ∫S  `iª . Comme pY', (m)(ª) est par

construction lÕenveloppe � puissances divis�es usuelle de lÕid�al engendr� par les †'  pm
i, j  [6,

1.4.1], il existe un unique PD-morphisme ‡ª
*  :  F ª

 -1 pY', (m)(ª) @ pX, (m + s)(ª) factorisant
F ª

 *.

DÕapr�s [5, 1.5.3] et la remarque de A.5, lÕid�al `i'ª
 {n}(m) est engendr� en tant que oY' -

module par les sections Œ i, j †'  {ni, j}(m)i, j , avec œ ni, j ≥ n. Pour prouver (ii), il sufÞt donc de
montrer que, pour tout n, ‡*(†'i

  {n}(m)) ‘ `i {n}(m + s).  Posons n = pmq + r, avec 0 ≤ r < pm. Par
d�Þnition, †'i

  {n}(m) = †'i
  r(†'i

  pm)[q]. Les relations (2.2.2.1) et (2.2.2.2) donnent donc

‡*(†'i
  {n}(m)) =  ‡*(†'i

  r)‡*(†'i
  pm)[q]  =  (≈i

 ps + Ωi)
r(≈i

 pm + s + ßi)
[q]

=  (≈i
 ps + Ωi)

r å
q' + q" = q

    (≈i
 pm + s)[q']ßi

 [q"].

Comme ≈i ‘ i et Ωi ‘ åS i, le terme (≈i
 ps + Ωi)

r est dans `i r « `i {r}(m + s). DÕautre part, le terme
(≈i

 pm + s)[q'] = ≈i
 {pm + sq'}(m + s) est dans `i {pm + sq'}(m + s) « `i {pmq'}(m + s). EnÞn, puisque ßi ‘ ∫S i pm

, le
terme ß i

 [q"] appartient � ∫ S
[q"] `i pmq" « `i {pmq"}(m + s). LÕassertion (ii) en r�sulte.

Nous noterons ‡ª : flX, (m + s)(ª) @ flY', (m)(ª) (resp. ‡ : flX, (m + s) @ flY', (m)) le mor-
phisme d�Þni par ‡ª

* (resp. ‡*), ainsi que les morphismes induits par passage aux
voisinages inÞnit�simaux.

2.2.3. PROPOSITION. Ñ  On suppose v�riÞ�es les hypoth�ses de 2.2.1.
(i) Pour tout d(m)

Y' -module � gauche f', F *f' est muni fonctoriellement dÕune
structure de d X

(m + s)-module � gauche induisant la structure de d X
(m)-module d�Þnie en

2.1.1.
(ii) Si f' est un d(m)

Y' -module � gauche quasi-nilpotent, F *f' est un d X
(m + s)-module �

gauche quasi-nilpotent.
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(iii) Soient (U, åU , ∫U , åU) un troisi�me sch�ma muni dÕun m-PD-id�al quasi-coh�rent
v�riÞant les hypoth�ses de 2.2.1,  U0 le sous-sch�ma ferm� de U d�Þnie par åU , Z0 un U0-
sch�ma lisse, T @ U un m-PD-morphisme, g0 : Y0 @ Z0 un U0-morphisme, s' un entier, Z"
un U-sch�ma lisse relevant Z 0

(s + s'), et G : Y' @ Z" un U-morphisme relevant F s'
Z0

 (s) / U0
 Ï g 0

(s)

= g0
(s + s') Ï F s'

Y0
 (s) / T0 . Alors, pour tout d(m)

Z" -module � gauche g", lÕisomorphisme de
transitivit� F * Ï G * g" ñ (G  Ï F)* g" est d X

(m + s + s')-lin�aire.

Le morphisme ‡ construit en 2.2.2 fournit un diagramme commutatif

fln
X, (m + s) Ã@ flX, (m + s)

#@#@ X

‡ … ‡ … F …
¿ ¿ ¿

fln
Y', (m) Ã@ flY', (m)

#@#@   Y'.

LÕimage inverse par ‡ de la m-PD-stratiÞcation (™ 'n) de f' munit donc F *f' dÕune
(m + s)-PD-stratiÞcation, donc dÕune structure de d X

(m + s)-module � gauche. Si lÕon
suppose de plus que f' est un d(m)

Y' -module � gauche quasi-nilpotent, (™ 'n) est induite par
un isomorphisme ™' sur flY', (m) . La (m + s)-PD-stratiÞcation de F *f' est alors induite par
lÕimage inverse de ™' sur flX, (m + s) , de sorte que F * f' est un d X

(m + s)-module quasi-
nilpotent.

LÕassertion (iii) r�sulte de ce que, si ‡* et Í * sont les factorisations relatives � F et G,
alors, par unicit�, ‡* Ï Í * est la factorisation relative � F * Ï G * = (G Ï F)*.

Remarque. Ñ  Il est clair que, si la structure de d(m)
Y' -module de f' est induite par une

structure de d(m')
Y' -module pour un entier m' ≥ m,  la structure de d X

(m + s)-module de F * f'
est induite par la structure correspondante de d X

(m' + s)-module.

Lorsque S est de caract�ristique p, et que F est simplement la puissance s-i�me F s
X / S

du morphisme de Frobenius relatif de X, il est facile dÕexpliciter la structure de
d X

(m + s)-module de F *f' :

2.2.4. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.2.1, supposons de plus que S = T,
X = Y, que åS = 0 et que F = F s

X / S . Soient X' = X (s), et soient t1 , . . . , td des coordonn�es
locales sur X, t'1 , . . . , t'd les coordonn�es correspondantes sur X', †i = 1 ø ti - ti ø 1, †'i =
1  ø  t 'i  - t'i ø 1,     Ÿ    Ìk(m + s) et     Ÿ       ' Ìk(m) les op�rateurs diff�rentiels correspondants. AlorsÊ:   

(i) LÕhomomorphisme ‡* : pX', (m) @ pX, (m + s) d�Þni en 2.2.2 v�riÞe

(2.2.4.1) ‡*(    †    ' {k}(m))  =      †       {üps k}(m + s)   

pour tout     k     ‘ ˙ d. En particulier, on a alors pour tout n et tout ª ≥ 0

(2.2.4.2) ‡ª
*(̀iª'

 {n}(m))  «  ̀iª
 {üps n}(m +s).

(ii) Si e' est un d(m)
X' -module � gauche, la structure de d X

(m + s)-module � gauche de
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F *e' est caract�ris�e par les relations

(2.2.4.3)     Ÿ    Ìk(m + s)(1 ø e') =  
ìï
í
ïî
 
1 ø Ÿ

   
'
 
Ìk     / ps(m) e'

0
      

si ps æ k   ,

sinon.

    

Comme S = S0 est de caract�ristique p, et que F est le morphisme de Frobenius
relatif de X, on a F *(t 'i) = ti

 ps
, et F 1

 *(† 'i) = †i
 ps

. Si, pour tout i, on pose ki = pmqi + ri , avec
0  ≤  ri < pm, on a alors

‡*(†i' 
{ki}(m))  =  ‡*(†i' 

ri (†i' 
pm)[qi])  =  †i

 ps ri(†i
 pm + s)[qi]  =  †i

 {ps ki}(m + s),

dÕo� lÕassertion (i).
Si (™'n) est la m-PD-stratiÞcation de e', et (™n) celle de F *e', on a pour toute section e'

de e'

™'n(1 ø e')  =  å
   k   

     Ÿ    ' Ìk(m) e' ø     †       ' {k}(m),   

et, en posant e = 1 ø e',

™n(1 ø e)  =  å
   k   

     Ÿ     Ìk(m + s) e ø     †        {k}(m + s).   

Comme 1 ø e = ‡*(1 ø e'), et que ™n = ‡*(™ 'n) par construction, on voit que la formule
(2.2.4.1) entra�ne la formule (2.2.4.3).

2.2.5. PROPOSITION. Ñ  Soient F, F' : X @ Y' deux morphismes v�riÞant les hypoth�ses
de 2.2.1. Supposons de plus que lÕune des conditions suivantes soit v�riÞ�e :

a) LÕid�al åS est m-PD-nilpotentÊ;
b) f' est un d(m)

Y' -module � gauche quasi-nilpotent.
Alors lÕisomorphisme †F, F' : F' *f'  #@õ   F *f' d�Þni en 2.1.5 est d X

(m + s)-lin�aire.

Comme en 2.1.5, on va v�riÞer que †F, F' est horizontal. Reprenons les notations de
2.2.1 et 2.2.2, et soit h = (F | F, F' | F') : X 2 @ Y' 4. Montrons au pr�alable que
lÕhomomorphisme compos�

h-1 oY' 4   ##@h*

  oX 2   ##@  pX, (m + s)(1)

se factorise par un unique PD-morphisme encore not� h* : h-1 pY', (m)(3) @ pX, (m + s)(1) ,
envoyant ~i '3 dans ~i + ∫S pX, (m + s)(1). CÕest une assertion locale sur X, ce qui permet de se
placer � nouveau dans les conditions de la d�monstration de 2.2.2. On pose donc

F *(t'i)  =  xi
 ps + ai ,        F' *(t'i)  =  xi

 ps + bi ,

avec ai , bi ‘ åS oX . Reprenant le calcul fait en 2.2.2, on voit dÕabord que

(F | F')*(†'i)  =  ≈i
 ps + Ω'i ,
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avec Ω'i ‘ åS oX 2 . Comme åS
(üpm) + p åS « ∫S , on voit ensuite que

(F | F')*(†'i
  pm)  =  ≈i

 pm + s + ß'i ,

avec ß'i ‘ ∫S oX 2 . LÕid�al ~i'3 est engendr� par les sections †'i, 1 , †'i, 2 , † 'i, 3 , de sorte que
pY', (m)(3) est la PD-enveloppe (compatible aux puissances divis�es de (üp)) de lÕid�al
engendr� par les sections †' pm

i, 1 , †' pm
i, 2 , †' pm

i, 3 . Or on a h*(† 'i, 1) = h*(† 'i, 3) = 0, tandis que
h*(†' pm

i, 2 ) = ≈i
 pm + s + ß 'i , section dont lÕimage dans pX, (m + s) appartient au PD-id�al ~i +

∫S pX, (m + s)(1). La factorisation annonc�e en r�sulte.

Supposons dÕabord que f' soit un d(m)
Y' -module � gauche quasi-nilpotent. Sa m-PD-

stratiÞcation (™ 'n) est alors induite par un isomorphisme

™'  :  pY', (m) ¢oY'
 f'   ##@õ   f' ¢oY'

 pY', (m)

v�riÞant la condition de cocycle, et †F, F' est lÕimage inverse de ™' par le morphisme X @
flY', (m) factorisant F | F'. Pour v�riÞer que †F, F' est horizontal, il faut prouver la commu-
tativit� du carr� analogue � (2.1.5.1) sur les fl n

X, (m + s) , et cela r�sulte comme en 2.1.5 de la
condition de cocycle pour ™', gr�ce lÕhomomorphisme

(2.2.5.1) pY', (m)(3)  ##@ pX, (m + s)(1)   ##@  p n
X, (m + s)(1)

d�Þni par h*.
Supposons maintenant que åS soit m-PD-nilpotent. Par lÕargument de 2.1.5, lÕhori-

zontalit� de †F, F' r�sultera encore de la condition de cocycle pour les ™ 'n si lÕon montre que,
pour n' assez grand, lÕhomomorphisme (2.2.5.1) se factorise par pY', (m)(3) n' . Il sufÞt pour
cela de montrer que, pour n Þx�, (F | F')*(† i'

 {n'}(m)) ‘ `i {n}(m + s) pour n' assez grand. Soit
n'  = p mq' + r' un entier, avec 0 ≤ r < p m. En notant encore (F | F')* lÕhomomorphisme
induit entre les enveloppes � puissances divis�es, la relation (F | F')*(† 'i) = ≈i

 ps + Ω'i , o�
Ω 'i  ‘ åS oX 2 , entra�ne alors

(F | F')*(† i'
  {n'}(m)) =  (≈i

 ps + Ω'i)
r'((≈i

 ps + Ω'i)
 pm)[q']

=  (≈i
 ps + Ω'i)

r'(≈i
 pm + s + Ωi'

  pm + pü⁄'i)
[q'],

avec ⁄'i ‘ åS oX 2 . On en d�duit :

(F | F')*(†i'
  {n'}(m))  =  (≈i

 ps + Ω'i)
r' å

q'1 + q'2 + q'3 = q'

            (≈ i
 pm + s)[q'1](Ω i'

  pm)[q'2](pü⁄ 'i)
[q'3]

=  (≈i
 ps + Ω'i)

r' å
q'1 + q'2 + q'3 = q'

            ≈i
 {üpm + sq'1}(m + s) Ωi'

  {üpmq'2}(m) p[q'3] ⁄i'
  q'3.

Comme p est nilpotent sur S, åS est un nilid�al, et ⁄i'
  q'3 = 0 si q'3 est assez grand. DÕautre

part, pX, (m + s) est plat sur S, de sorte que, dÕapr�s A.5 (ii), Ωi'
  {üpmq'2}(m) ‘ åS

 {üpmq'2}(m) oX 2 .
LÕhypoth�se de PD-nilpotence sur åS entra�ne donc que Ω i'

  {üpmq '2}(m) = 0 si q '2 est assez grand.
LÕassertion en r�sulte.

2.2.6. COROLLAIRE. Ñ  Soient s un entier, S @ T un m-PD-morphisme de sch�mas
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munis de m-PD-id�aux quasi-coh�rents v�riÞant les hypoth�ses de 2.2.1, X0 (resp. Y0) un
S0-sch�ma (resp. T0-sch�ma) lisse, f0 : X0 @ Y0 un T0-morphisme, X (resp. Y') un S-
sch�ma (resp. T-sch�ma) lisse relevant X0 (resp. Y 0

(s)).

(i) Si åS est m-PD-nilpotent, le foncteur (F s
Y0 / T0

 Ï f0)* = (üf 0
 (s) Ï F s

X0 / S0
)* d�Þni en 2.1.6

se factorise canoniquement en un foncteur de la cat�gorie des d(m)
Y' -modules � gauche

dans celle des d X
(m + s)-modules � gauche, suivi de la restriction des scalaires de dX

(m + s) �
dX

(m).

(ii) Sans hypoth�se de nilpotence sur åS , le foncteur (F s
Y0 / T0

 Ï f0)* se factorise canoni-
quement en un foncteur de la cat�gorie des d(m)

Y' -modules � gauche quasi-nilpotents
dans celle des d X

(m + s)-modules � gauche quasi-nilpotents, suivi de la restriction des
scalaires de d X

(m + s) � d X
(m).

(iii) Si, comme en 2.2.3, on suppose donn�s un second m-PD-morphisme T @ U, un
U0-morphisme g0 : Y0 @ Z0 , o� Z0 est lisse sur U0 , et un rel�vement lisse Z" de Z0

 (s + s'), et
si lÕon suppose de plus remplie lÕune des deux conditions suivantes :

a) Les m-PD-id�aux åS et åT sont m-PD-nilpotents,

b) On se restreint � la sous-cat�gorie des d(m)
Z" -modules quasi-nilpotents,

alors lÕisomorphisme canonique de foncteurs sur la cat�gorie des d(m)
Z" -modules � gauche

(F s
Y0 / T0

 Ï f0)* Ï (F s'
Z0

 (s) / U0
 Ï g0

(s))*   ##@õ   (F s + s'
Z0 / U0

 Ï g0 Ï f0)*

(cf. 2.1.6) est d X
(m + s + s')-lin�aire pour les structures induites respectivement en (i) et (ii).

Sous chacune des deux hypoth�ses consid�r�es, le foncteur (F s
Y0 / T0

 Ï f0)* est cons-
truit en recollant les foncteurs F * d�Þnis localement par le choix dÕun rel�vement F de
F s

Y0 / T0
 Ï f0 gr�ce aux isomorphismes †F, F' . Comme ceux-ci sont d X

(m + s)-lin�aires dÕapr�s
ce qui pr�c�de, ces foncteurs se recollent en un foncteur � valeurs dans la cat�gorie des
d X

(m + s)-modules � gauche. La derni�re assertion est alors cons�quence de 2.2.3 (iii).

On remarquera quÕon peut en particulier appliquer lÕassertion (iii) aux factorisa-
tions donn�es F s

Y0 / T0
 Ï f0 = f0

 (s) Ï F s
X0 / S0 , de sorte que, dans chacun des deux cas, on dispose

dÕisomorphismes canoniques de foncteurs � valeurs dans la cat�gorie des d X
(m + s)-modules

� gauche

(2.2.6.1) (F s
Y0 / T0

 Ï f0)*  ñ  f0
 * Ï F s  *

Y0 / S0
  ñ  F s  *

X0 / S0
 Ï f0

 (s) *.

En particulier, nous noterons encore F s  *
X0 / S0

 le foncteur de la cat�gorie des d(m)
X' -modules �

gauche dans la cat�gorie des d X
(m + s)-modules � gauche construit sous les hypoth�ses de (i)

ou de (ii).

2.2.7. Sous les hypoth�ses de 2.2.1, soit bY' une oY' -alg�bre munie dÕune action compa-
tible de d(m)

Y' . Comme cette compatibilit� est caract�ris�e par le fait que les isomorphismes
d�Þnissant la m-PD-stratiÞcation de bY' sont des isomorphismes dÕalg�bres, et que la
(m + s)-PD-stratiÞcation de bX := F *bY' sÕen d�duit par image inverse par les morphis-
mes ‡ : fln

X, (m + s) @ fln
Y', (m) , la structure de d X

(m + s)-module obtenue sur bX est alors compa-
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tible � sa structure de oX -alg�bre. Pour la m�me raison, si F et F' : X @ Y' sont deux
rel�vements de F s

Y0 / S0
 Ï f0 , et si lÕune des conditions a) ou b) de 2.1.5 est v�riÞ�e,

lÕisomorphisme †F, F' : F' *bX'  #@õ   F *bX' est un isomorphisme de oX -alg�bres.

De la m�me mani�re, si f' est un (bY' ¢ d(m)
Y' )-module, alors F *f' est muni dÕune

structure naturelle de (bX ¢ d X
(m + s))-moduleÊ; si F et F' : X @ Y' v�riÞent les hypoth�ses

de 2.2.1, et si lÕune des conditions a) ou b) de 2.2.5 est v�riÞ�e, alors lÕisomorphisme
†F, F'  :  F' *f'  #@õ   F *f' est (bX ¢ d X

(m + s))-lin�aire.

LorsquÕon est sous les hypoth�ses de 2.2.5, le corollaire 2.2.6 permet de d�Þnir
globalement une action canonique de dX

(m + s) sur lÕimage inverse (F s
Y0 / S0

 Ï f0)* bY' . Cette
action �tant compatible � sa structure de oX -alg�bre, on obtient encore un faisceau
dÕanneaux bX ¢ dX

(m + s), bien d�Þni m�me si on ne dispose pas dÕun rel�vement du
Frobenius sur X tout entier. De m�me, on obtient un foncteur (F s

Y0 / S0
 Ï f0)* de la cat�gorie

des (bX' ¢ d(m)
X' )-modules (resp. quasi-nilpotents sous lÕhypoth�se b)) dans la cat�gorie

des (bX ¢ d X
(m + s))-modules (resp. quasi-nilpotents).

2.2.8. Exemples. Ñ  Nous donnons ici deux exemples importants de oX -alg�bres pour
lesquelles lÕ�l�vation par F * du niveau de lÕaction des op�rateurs diff�rentiels appara�t
naturellement.

(i) Soient Y « X0 un sous-sch�ma ferm�, et pX, (m), å(üj) lÕenveloppe � puissances
divis�es de niveau m de lÕid�al j de Y dans X, compatibles au m-PD-id�al (å, ∫, å) de oS .
Notons Y' « X 0

 (s) le sous-sch�ma ferm� d�duit de Y par changement de base, j' son id�al
dans X', Y" « X0 son image inverse par FX0 / S0

 s
 , dont lÕid�al dans X est lÕid�al j(üps) + å oX

engendr� par å et par les puissances ps-i�mes des sections de j. Comme F : X @ X' est un
morphisme plat, lÕhomomorphisme canonique F *pX', (m), å(üj') @ pX, (m), å(üj(üps) + å oX) =
pX, (m), å(üj(üps)) est un isomorphisme (la derni�re �galit� r�sultant de la compatiblit� des
PD-structures � celle de å). Par construction, pX, (m), å(üj(üps)) est lÕenveloppe � puissances
divis�es usuelle de lÕid�al (üj(üps))(üp m) engendr� par les puissances p m-i�mes des sections
de j(ps), avec compatibilit� aux puissances divis�es de ∫1 = ∫ + p oS . Elle est donc �gale �
lÕenveloppe � puissance divis�es usuelle de lÕid�al j(üp m + s) avec m�me condition de compa-
tibilit�. On obtient donc Þnalement un isomorphisme canonique de oX -alg�bres

(2.2.8.1) F *pX', (m), å(üj')   ##@õ   pX, (m + s), å(üj).

DÕapr�s [5, 2.3.4 (ii)] (quÕon g�n�ralise ais�ment au cas o� lÕon se Þxe un m-PD-id�al
de compatibilit� (å, ∫, å) dans oS), la oX -alg�bre pX, (m), å(üj) est canoniquement munie
dÕune structure de d X

(m)-module. Gr�ce � 2.2.3, la source et le but de (2.2.8.1) sont donc
tous deux munis dÕune structure de d X

(m + s)-module. Il est alors facile de v�riÞer que cet
isomorphisme est d X

(m + s)-lin�aire. En effet, la structure de d X
(m)-module de pX, (m), å(üj) est

d�Þnie par la m-PD-stratiÞcation quÕon obtient en montrant que, si (̀i, ~i) est le m-PD-
id�al canonique de flün

X, (m) , et ∫ la PD-structure de ~i + ∫1 pün
X, (m) , les homomorphismes

canoniques p i
 *pX, (m), å(üj) @ pfl n

X , (m), ∫(üp i
 *j + `i) sont des isomorphismes. LÕassertion est

donc cons�quence de la commutativit� des diagrammes
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pX, (m), å(üj(üps)) = pX, (m + s), å(üj) ##@ pfln
X , (m + s), ∫(üp i

 *j + `i)

F * ˚ ˚ ‡*
… …

pX', (m), å(üj') ###########@ pfl n
X ', (m), ∫'(üp i

 *j' + `i')

associ�s aux deux projections de flün
X, (m) sur X, qui r�sulte de la fonctorialit� des envelop-

pes � puissances divis�es usuelles sous-jacentes � ces enveloppes � puissances divis�es
partielles.

(ii) Supposons que å soit m-PD-nilpotent, et soit Z « X0 un diviseur. Notons Z' « X0
 (s)

lÕimage inverse de ZÊ; comme son image inverse dans X est le diviseur ps Z, et que X est
Þd�lement plat sur X 0

 (s), Z' est un diviseur de X0
 (s). Soient f ‘ oX une section relevant une

�quation locale f0 de Z, f' ‘ oX' un rel�vement de lÕimage inverse de f0 dans oX0
(s) .

Rappelons que, pour tout entier r tel que p m + 1 æ r, on peut associer canoniquement � Z une
oX -alg�bre bX(Z, r) munie dÕune action compatible de dX

(m) [5, 4.2.3] : localement,
bX(Z,  r) = oX[T] / (üf r T - p), et lÕaction de dX

(m) est d�Þnie par une m-PD-stratiÞcation
dont on trouvera la construction dans [5, 4.2.1]Ê; on montre ensuite que les alg�bres ainsi
obtenues peuvent �tre recoll�es. Il r�sulte de cette construction que les alg�bres bX(Z, r)
v�riÞent les deux propri�t�s suivantes :

a) Si a est un entier, bX(aüZ, r) = bX(Z, ar) en tant que oX -alg�bres munies dÕune
action de d X

(m)
Ê;

b) Si T @ S est un m-PD-morphisme, Y un T-sch�ma lisse, u : Y @ X un S-
morphisme tel que ZY = Y0 |X0

 Z soit un diviseur de Y0 , alors u *(bX(Z, r))  #@õ   bY(ZY , r)
en tant que oY -alg�bres munies dÕune action de d Y

(m).
Appliqu�es � F : X @ X' et au diviseur Z' « X0

 (s), ces propri�t�s fournissent des iso-
morphismes d X

(m)-lin�aires

(2.2.8.2) F *bX'(Z', r)   #@õ    bX(üp s Z, r)  =  bX(Z, psr).

La proposition 2.2.3 fournit sur F *bX'(Z', r) une structure de d X
(m + s)-module, et dÕautre

part bX(Z, psr) poss�de �galement une structure de d X
(m + s)-module puisque p m + s + 1 æ üpsr.

Il y a alors lieu de v�riÞer la lin�arit� de cet isomorphisme par rapport � d X
(m + s)Ê:

2.2.9. PROPOSITION. Ñ  LÕisomorphisme (2.2.8.2) est d X
(m + s)-lin�aire.

Pour le v�riÞer, on montre quÕil commute aux (m + s)-PD-stratiÞcations des deux
membres. CÕest une propri�t� locale, ce qui permet dÕexpliciter ces alg�bres sous la forme
bX'(Z', r) = oX'[T'] / (üf' r T' - p), bX(Z, psr) = oX[T] / (üf psr T - p). On a dÕautre part
F *(üf') = f ps + h, avec h ‘ å oX . LÕisomorphisme (2.2.8.2) est alors celui qui relie les deux
constructions de bX(ps Z, r) fournies par les deux rel�vements f ps

 et F *(üf') dÕune
�quation locale de ps Z dans X. DÕapr�s [5, 4.2.2 et 4.2.3], cÕest lÕisomorphisme

™h  :  oX[T'] / (F *(üf')r T' - p)   ##@õ   oX[T] / (üf psr T - p)

tel que
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™h(T')  =  T(1 + T ƒ r
(m)(üf ps, F *(üf')))-1,

o� ƒr
(m)(t1 , t2) ‘ Á(p)[t1]Ìt2 - t1(m) est le polyn�me � puissances divis�es d�Þni par la

relation

t2
 r - t1

 r  =  p ƒr
(m)(t1 , t2).

DÕautre part, si lÕon note T1 , T2 les images inverses de T par les deux projections
fln

X, (m + s)  @ X, f1 , f2 celles de f, la (m + s)-PD-stratiÞcation (™n) de bX(Z, psr) est donn�e
par

™n
 (m + s)(T2)  =  T1(1 + T1 ƒ(m + s)

p s r (üf1 , f2))-1,

tandis que celle de F *bX'(Z', r) est lÕimage inverse par ‡ : fln
X, (m + s) @ fl n

X', (m) de la m-PD-
stratiÞcation donn�e de m�me par

™n'
 (m)(T'2)  =  T'1(1 + T'1 ƒr

(m)(üf'1 , f'2))-1.

V�riÞer que ™h est horizontal revient alors � montrer dans pün
X, (m + s) la relation

ƒ(m + s)
p s r (üf1 , f2) + ƒ r

(m)(üf 2
 ps

, (F | F)*(üf '2))  =  ƒr
(m)(üf 1

 ps
, (F | F)*(üf '1)) + ‡*(ƒ r

(m)(üf'1 , f'2)).

Pour prouver celle-ci, on utilise la remarque �vidente suivante : si (I, J, ¤) est un
(m + s)-PD-id�al dÕun anneau A, et si I(üps) « I est lÕid�al engendr� par les puissances
ps-i�mes des �l�ments de I, alors (J, ¤) munit lÕid�al I(üps) + J dÕune m-PD-structure. Pour
tout couple (a1 , a2) dÕ�l�ments de A tels que a1 Ñ a2 mod I, on peut donc �valuer
ƒ r

(m)(a 1
 ps

,  a 2
 ps

). On a alors lÕ�galit�

ƒ(m + s)
psr (a1 , a2)  =  ƒr

(m)(a1
 p s

,  a2
 p s

).

En effet, il sufÞt de la v�riÞer dans le cas universel o� A = Á(üp)[t1]Ìt2 - t1(m + s) et ai = ti .
Comme A est alors sans p-torsion, il sufÞt m�me de la v�riÞer dans A› , et on a alors

ƒ(m + s)
psr (t1 , t2)  =  1p (t2

 psr - t1
 psr)  =   1p ((t2

 ps)r - (t1
 ps)r)  =  ƒr

(m)(t1
 ps

,  t2
 ps

).

DÕautre part, si i est le (m + s)-PD-id�al canonique de pün
X, (m + s) , et ~i son PD-id�al, la

section (F | F)*(üf '2 - f '1) appartient � lÕid�al i (üps) + åüpn, et le PD-id�al ~i + ∫üpn munit ce
dernier dÕune m-PD-structure. La relation � v�riÞer peut ainsi sÕ�crire

ƒr
(m)(üf1

 ps
, f2

 ps
) + ƒ r

(m)(üf2
 ps

, (F | F)*(üf'2))  =

ƒ r
(m)(üf 1

 ps
, (F | F)*(üf '1)) + ƒr

(m)((F | F)*(üf '1), (F | F)*(üf '2)),

et elle r�sulte de [5, (4.2.1.3)].

2.3. Descente par Frobenius

Nous revenons maintenant au cas particulier o� F est un rel�vement de la puis-
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sance s-i�me du morphisme de Frobenius relatif, et nous �tablissons ici le r�sultat central
de cet article, montrant que le foncteur image inverse par Frobenius F * construit en 2.2.3
est alors une �quivalence de cat�gories.

2.3.1. Reprenant les notations de 2.2.1, on suppose donc donn�s deux entiers m, s ≥ 0, un
sch�ma S muni dÕun m-PD-id�al quasi-coh�rent (å, ∫, å), un S-sch�ma lisse X de r�duc-
tion X0 sur S0 = V(å), et on suppose toujours v�riÞ�es les conditions suivantesÊ:

(i) p est nilpotent sur S ;
(ii) p ‘ å.

On note ∫1 lÕid�al ∫ + poS , muni des puissances divis�es prolongeant å et les puissances
divis�es canoniques de poS  .

Soient X' un S-sch�ma lisse relevant X 0
 (s), et F : X @ X' un S-morphisme relevant le

morphisme de Frobenius relatif F s
X0 / S0

 : X0 @ X0
 (s). Il r�sulte du crit�re de platitude par

Þbres [EGA IV, (11.3.10)] que F est un morphisme plat. DÕautre part, å est un nilid�al
puisquÕil est muni dÕune m-PD-structure, et que p est nilpotent sur S. Par r�duction au
cas o� S est nÏth�rien, donc å nilpotent, il en r�sulte que F est un morphisme Þni, et que
oX est un oX' -module de pr�sentation Þnie. Par cons�quent, oX est une oX' -alg�bre
localement libre, de rang p ds si X est de dimension relative d sur S.

On suppose donn�e de plus une oX' -alg�bre bX' munie dÕune action � gauche de
d(m)

X' , compatible � sa structure dÕalg�bre. On pose bX = F *bX' , et on munit bX de lÕaction
de d X

(m + s) d�Þnie plus haut, qui est alors compatible � sa structure de oX -alg�bre. Comme
pr�c�demment, on note ~d(m)

X'  = bX' ¢oX'
 d(m)

X' , ~dX
(m + s) = bX ¢oX

 dX
(m + s) les faisceaux

dÕanneaux correspondants.

Donnons dÕabord quelques lemmes.

2.3.2. LEMME. Ñ  Soit ª ≥ 0 un entier. Le carr� commutatif

flX, (m + s)(ª)  #@ X ª + 1

‡ª
… … Fª¿ ¿

(2.3.2.1) flX', (m)(ª)  #@ X'  ª + 1

est cart�sien.

DÕapr�s [5, 1.5.3], les PD-enveloppes p(m)(i 'ª) et p(m + s)(iª) v�riÞent automatique-
ment la condition de compatibilit� � la m-PD-structure å de å. Comme Fª est un
morphisme plat, lÕhomomorphisme canonique

oX ª + 1 ¢oX' ª + 1 p(m), å(i 'ª)   ##@  p(m), å(i 'ª oX ª + 1)

est un isomorphisme. Or, par construction (cf. [5, 1.4.1]), p(m), å(i 'ªÊoX ª + 1) est lÕenveloppe
� puissances divis�es usuelle de lÕid�al iª" = i 'ª

(üpm) oX ª + 1 + ∫1 oX ª + 1 , avec compatibilit�
aux puissances divis�es de ∫1 . Pour 1 ≤ j ≤ ª, on note qj : X

 ª + 1 @ X 2 la projection sur les
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facteurs dÕindices j - 1 et j. Soient t1 , . . . , td  des coordonn�es locales sur un ouvert de X, de
r�duction `ti dans oX0 , t '1 , . . . , t 'd des coordonn�es locales sur X' relevant les 1 ø t̀i ‘ oX0

 (s) , et
posons †i = 1 ø ti - ti ø 1, †'i =  1 ø t'i - t 'i ø 1. En reprenant les calculs de la d�monstration de
2.2.2, on d�duit de (2.2.2.2) que

i ª" =  (q j
 * F 1

 *(† 'i 
 pm))1 ≤ i ≤ d

1 ≤ j ≤ ª
 + ∫1 oX ª + 1

=  (qj
 *(† i

 pm + s + ßi))1 ≤ i ≤ d
1 ≤ j ≤ ª

 + ∫1 oX ª + 1 ,

avec ßi ‘ ∫1 oX 2 ; on obtient donc

i ª" =  (q j
 *(† i

 pm + s))1 ≤ i ≤ d
1 ≤ j ≤ ª

 + ∫1 oX ª + 1 .

Par cons�quent, lÕenveloppe � puissances divis�es compatibles � celles de ∫1 de iª" nÕest
autre que p(m + s), å(iª), d'o� le lemme.

2.3.3. LEMME. Ñ  Soient ª ≥ 0 un entier, X(ª) = X |X' . . . |X' X le produit Þbr� de ª + 1
copies de X au-dessus de X', kª lÕid�al de lÕimmersion diagonale de X dans X(ª). Alors
lÕid�al ∫1 oX(ª) ı kª est un sous-PD-id�al de ∫1 oX(ª) , et munit kª dÕune (m + s)-PD-
structure canonique, compatible � å et PD-nilpotente.

Pour tout ª, X(ª) est plat sur S, de sorte que les puissances divis�es de ∫1 sÕ�tendent �
X(ª). Observons alors que la platitude sur oS de oX = oX(ª) ü/ kª entra�ne que ∫1 oX(ª) ı kª
= ∫1 kª , qui est un sous-PD-id�al de ∫1 oX(ª) . Il est clair que p kª « ∫1 oX(ª) ı kª . Pour
v�riÞer que kª

 (üpm + s) « ∫1 oX(ª) ı kª , et que la (m + s)-PD-structure obtenue est PD-nilpo-
tente, on peut supposer que X est un sch�ma afÞne sur lequel on dispose de coordonn�es
locales. Avec les notations de 2.3.2, la relation (2.2.2.2) entra�ne que, dans oX(1) , on a

†i
 pm + s  =  - ßi ,

avec ßi ‘ ∫ k1
 pm « ∫1 oX(1) ı k1. Par cons�quent, ∫1 oX(ª) ı kª munit kª dÕune (m + s)-PD-

structure, compatible � å par construction. DÕautre part ∫1 est un nilid�al de oS , puisque
cÕest un PD-id�al dans un sch�ma sur lequel p est nilpotent. Les images des †i dans oX(1)
sont donc nilpotentes, et k1 est un id�al nilpotent. Puisque †i

 pm + s  ‘ ∫ k1
 pm

, il en r�sulte par
additivit� et homog�n�it� que †i

{k} = 0 pour k assez grand. Avec les notations de A.2, il
sÕensuit de m�me que lÕid�al kª, n est nul si n est assez grand. Comme p est nilpotent sur
S, kª est (m + s)-PD-nilpotent dÕapr�s A.6.

2.3.4. LEMME. Ñ  Soit ‡ ª
* : F ª

 -1 pX', (m)(ª) @ pX, (m + s)(ª) la factorisation naturelle de F ª
 *

construite en 2.2.2. Pour tout n ≥ 0, il existe un entier n' ≥ n (ne d�pendant pour S Þx� que
de n, m, s, ª et de la dimension relative d de X sur S) tel que

`iª
 {n'}(m +s)  «  ‡ª

*(`iª'
 {n}(m))pX, (m + s)(ª).
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LÕassertion �tant locale, on peut supposer quÕil existe des coordonn�es locales sur X,
et reprendre les notations de 2.3.2. Fixons dÕabord un entier n' arbitraire, et posons n' =
pm + sq' + r', avec 0 ≤ r' < pm + s. La relation (2.2.2.2) donne alors

†i
 {n'}(m + s) =  †i

 r'(†i
 pm + s)[q']  =  †i

 r'(F1
 *(†i'

 pm) - ßi)
[q']

(2.3.4.1) =  †i
 r' å

q" ≤ q'

    ‡*((† i'
  pm)[q' - q"])(-ßi)

[q"],

avec ßi ‘ ∫ i pm
. Comme p est nilpotent, lÕid�al de type Þni i engendre un id�al nilpotent

dans pX, (m + s) . Soit N tel que i Npm
pX, (m +s) = 0. Puisque ßi

 [q"] ‘ ∫[q"]i q"pm
pX, (m +s) , on

obtient donc ß i
 [q"] = 0 pour q" ≥ N.

Pour n donn�, avec n = pmq + r, 0 ≤ r < pm, posons alors n' = dªpm + s(q + N). Si une
section  Œ i, j †

{n'i, j}(m)i, j  appartient � i {n'}(m + s), il existe i, j tels que n 'i, j ≥ pm + s(q + N). En
posant n 'i, j = pm + sq'i, j + r'i, j , avec 0 ≤ r'i, j < pm + s, on a donc q 'i, j ≥ q + N, et les seuls termes
non nuls du second membre de lÕ�galit� (2.3.4.1) pour †i

 {n'i, j}(m + s) sont tels que q 'i, j - q" ≥
q  +  1. Comme les (†i'

  pm)[q'i, j - q"] = †i'
  {pm(q'i, j - q")}(m) appartiennent alors � i' {n}(m), on en

d�duit lÕinclusion voulue.

2.3.5. LEMME. Ñ  Soient n ≥ 0 un entier, fl = flX, (m + s), fl' = flX', (m), fl' n = fl n
X', (m) , et fln =

fl' n |fl' fl.
(i) La (m + s)-PD-structure de lÕid�al `iÊpasse au quotient, et munit lÕid�al de lÕim-

mersion X Ã@ fln dÕune (m + s)-PD-structure PD-nilpotente, compatible � å.
(ii) LÕid�al j de lÕimmersion diagonale X Ã@ fl |fl' fl (resp. lÕid�al jn de lÕimmersion

X Ã@ fln |fl' n fln) est muni naturellement dÕune (m + s)-PD-structure (resp. dÕune
(m + s)-PD-structure PD-nilpotente) compatible � å, telle que les deux projections
fl  |fl'  fl  @ fl (respÊ. fln  |fl' n fl

n @ fln) soient des (m + s)-PD-morphismes.

Pour prouver la premi�re assertion, il faut montrer que, si ~i est le sous-PD-id�al
canonique de `i, ~i ı (`i' {n + 1} pX, (m + s)) est un sous-PD-id�al de ~i. Comme ~i est un sous-
PD-id�al de ~i + ∫1 pX, (m + s) , il sufÞt de montrer que ( ~i + ∫1 pX, (m + s)) ı (`i' {n + 1} pX, (m + s))
est un sous-PD-id�al de ~i + ∫1 pX, (m + s) . CÕest une assertion locale sur X, de sorte quÕon
peut supposer quÕon dispose de coordonn�es locales t1 , . . . , td . Par construction (cf. [5,
1.4.1]), ~i + ∫1 pX, (m + s) est lÕid�al de pX, (m + s) engendr� par ∫1 et par les sections († i

 pm + s)[k]

pour i = 1, . . . , d, et k ≥ 1. D'apr�s (2.2.2.2), †i
 pm + s = (F | F)*(† i'

 pm) - ßi , avec ßi ‘ ∫ oX 2 . Or
‡* est un PD-morphisme de (pX', (m) , ~i' + ∫1 pX', (m)) dans ( pX, (m + s) , ~i + ∫1 pX, (m + s)).
Par additivit�, il en r�sulte que, pour tout k ≥ 1, (†i

 pm + s)[k] Ñ ‡*(†i'
 pm)[k] mod ∫1 pX, (m + s) ,

donc que ~i « ~i' pX, (m + s) + ∫1 pX, (m + s) . Comme ‡* est un PD-morphisme, on voit donc que

(2.3.5.1) ~i + ∫1 pX, (m + s)  =  (~i' + ∫1 pX', (m)) pX, (m + s) .

Comme, dÕapr�s 2.3.2, pX, (m + s) est plat sur pX', (m) , on en d�duit que

(~i + ∫1 pX, (m + s)) ı (̀i' {n + 1} pX, (m + s))  =  ((~i' + ∫1 pX', (m)) ı `i' {n + 1}) pX, (m + s) .
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Or, dÕapr�s A.1 (iii), ( ~i' + ∫1 pX', (m)) ı `i' {n + 1} est un sous-PD-id�al de ~i' + ∫1 pX', (m) ,
dÕo� la premi�re partie de lÕassertion (i). La (m + s)-PD-structure quotient ainsi obtenue
est alors PD-nilpotente gr�ce � 2.3.4 et A.6 (ii). Elle est compatible � å par construction,
compte tenu de ce que, gr�ce � la platitude de X sur S, ∫1 ofln ı `i ofln = ∫1( `i ofln), et est
donc un sous-PD-id�al de `i ofln

Montrons maintenant lÕassertion (ii) pour lÕimmersion X Ã@ fl |fl' fl. Si k' =
Ker(ofl | fl @ ofl), on a j = `i ofl | fl + k'. On dispose alors des PD-structures suivantesÊ:

a) Sur k', lÕid�al ∫1 ofl | fl ı k' d�Þnit une (m + s)-PD-structure PD-nilpotente. En
effet, fl est plat sur S dÕapr�s [5, 1.5.3 (iii)], et il en est de m�me de fl |fl' fl gr�ce � 2.3.2.
Par suite, ∫1 ofl | fl ı k' = ∫1 k', et ∫1 ofl | fl ı k' est donc un sous-PD-id�al de ∫1 ofl | fl . Le
fait que k'(üpm + s) « ∫1 ofl | fl ı k' se voit comme dans la d�monstration de 2.3.3Ê: si on se
place sur un ouvert o� lÕon dispose de coordonn�es locales, le lemme 2.3.2 entra�ne que ofl
est libre sur ofl' avec pour base les mon�mes par rapport aux sections ti ø 1 et 1 ø ti , de
degr� < p s en chacune des 2d variablesÊ; par suite, les images des sections †i, j de oX 4

d�Þnies en posant

†i, 0  =  (1 ø 1) ø (ti ø 1) - (ti ø 1) ø (1 ø 1),    †i, 1  =  (1 ø 1) ø (1 ø ti) - (1 ø ti) ø (1 ø 1) ;

engendrent k'Ê; dans oX 4 , on a encore une relation de la forme

†i, j
 pm + s  =  F3

 *(†i, j'  pm) - ßi, j ,

avec j = 0, 1, et ßi, j ‘ ∫(k") pm
, o� k" est lÕid�al de lÕimmersion diagonale X 2 Ã@ X 2 | X 2

 ;
on conclut alors comme en 2.3.3.

b) Sur `i ofl | fl , on dispose de la (m + s)-PD-structure d�duite par platitude de celle de
`i. Comme, dans ofl , les puissances divis�es de ~i sont compatibles � celles de ∫1 , il en est
de m�me par platitude pour les PD-id�aux engendr�s par ~i et ∫1 dans ofl | fl . Par cons�-
quent, lÕid�al ~j = ~i ofl | fl + ∫1 ofl | fl ı k' est muni dÕune PD-structure prolongeant ces
deux PD-structures, ce qui munit j = `i ofl | fl + k' dÕune (m + s)-PD-structure, compatible
� å comme en (i).

La (m + s)-PD-structure ainsi construite utilise la d�composition j = `i ofl | fl + k'
fournie par la projection de fl | fl sur le premier facteur fl. Cette projection est alors un
(m + s)-PD-morphisme par construction. Pour sÕassurer que la projection sur le second
facteur fl est aussi un (m + s)-PD-morphisme, il sufÞt de v�riÞer que cette structure
co�ncide avec celle quÕon construit de la m�me fa�on en utilisant la deuxi�me projection.
Or le PD-id�al ~j d�Þnissant cette (m + s)-PD-structure est muni de la PD-structure
induite par celle de ~i ofl | fl + ∫1 ofl | fl , et ce dernier est �gal � ~i' ofl | fl + ∫1 ofl | fl dÕapr�s
(2.3.5.1), muni de la PD-structure d�Þnie par platitude par ~i' + ∫1 pX', (m). Il est donc
ind�pendant de la projection choisie. Il sufÞt alors de prouver que, en tant quÕid�al, ~j  =
ofl | fl~i + ∫1 ofl | fl ı k'. Soient †i ø 1 et 1 ø †i les images inverses de †i dans ofl | fl par les
deux projections. On a alors

1 ø †i  =  †i ø 1 + (†i, 1 - †i, 0),

dÕo�
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1 ø †i
 pm + s  Ñ  †i

 pm + s ø 1 + †i, 1
 pm + s - †i, 0

 pm + s
    mod p k' ;

comme †i, j
 pm + s ‘ ∫ k' dÕapr�s ce qui pr�c�de, lÕassertion en r�sulte.

Pour en d�duire lÕassertion (ii) pour lÕid�al jn , on proc�de comme dans la preuve de
(i). Il faut montrer que lÕintersection du sous-PD-id�al canonique ~j de j avec `i'  {n + 1} ofl | fl
est un sous-PD-id�al de ~j. On peut pour cela remplacer ~j par ~j + ∫1 ofl | fl . DÕapr�s ce
quÕon a vu dans la preuve de (i), ~j + ∫1 ofl | fl = ( ~i' + ∫1 pX', (m))ofl | fl , et on est de nouveau
ramen� par platitude au fait que ( ~i' + ∫1 pX', (m)) ı `i'  {n + 1} est un sous-PD-id�al de ~i' +
∫1 pX', (m) . DÕapr�s A.7 (ii), la (m + s)-PD-structure ainsi obtenue sur jn est PD-nilpotente,
puisque celles de k' et de `i ofln le sont, compte tenu de (i). Sa compatibilit� � å r�sulte
encore de sa construction et de lÕargument de platitude utilis� en (i).

2.3.6. TH�ORéME. Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.3.1, le foncteur F * est une �quivalence
entre la cat�gorie des ~d(m)

X' -modules � gauche (resp. quasi-coh�rents) et celle des ~dX
(m + s)-

modules � gauche (resp. quasi-coh�rents).

On observera quÕil nÕest donc pas n�cessaire de se limiter dans cet �nonc� au cas des
modules quasi-coh�rents.

LÕ�nonc� �tant local sur X, il sufÞt de le d�montrer lorsque X est afÞne et muni de
coordonn�es locales. Dans ce cas, oX ª + 1 est libre de rang Þni sur oX' ª + 1 pour tout ª, et il en
est de m�me des oX(ª) sur oX pour chacun des homomorphismes correspondant � lÕune
des projections.

Il est clair que le foncteur F * est Þd�le. Prouvons quÕil est pleinement Þd�le. Gr�ce �
2.3.3, on observe dÕabord que, si ª ‘ ˙, le morphisme canonique X(ª) @ X ª + 1

/ S  se factorise
par un morphisme X(ª) @ fl r

X, (m + s)(ª) pour r assez grand, et cette factorisation commute
aux morphismes de projection. En particulier, il existe un entier r et un diagramme
commutatif

X |X' X  ##@u flr
X, (m + s)  ##@‡ fl r

X', (m)

p0
… … p1 p0

… … p1 p '0
… … p '1

¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿
X ######## X  ###@F   X'.

Dans ce diagramme, le morphisme compos� ‡ Ï u se factorise par lÕimmersion diagonale
X' Ã@ fl r

X', (m) . En effet, ‡ Ï u est d�Þni par le PD-morphisme

pr
X', (m)(i')  =  pX', ∫(i'(üpm) + ∫1 oX' 2) / `i' {r + 1}   ##@  oX |X' X

factorisant F | F, morphisme qui sÕannule sur les † 'i , donc sur le PD-id�al engendr� par
les †'i

  pm
, et par cons�quent sur le m-PD-id�al canonique `i' de p r

X', (m)(i'). Soient alors e'
un ~d(m)

X'  -module � gauche, (™ 'n) sa m-PD-stratiÞcation, e = F *e' muni de la structure de

~d X
(m + s)-module � gauche quÕon obtient gr�ce � 2.2.3, (™n) la (m + s)-PD-stratiÞcation cor-

respondante. Comme ™r = ‡*(™ 'r), lÕisomorphisme ™ = u *(™r) : p 1
 *(e)  #@õ   p 0

 *(e) d�duit de
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™r sÕidentiÞe, via lÕ�galit� e = F *e', � lÕimage inverse par le morphisme X |X' X @ X' de
lÕidentit� de e', cÕest � dire � la donn�e de descente canonique de X � X' dont est muni e
par construction.

Soient alors e', g' deux ~d(m)
X'  -modules � gauche, e = F *e', g = F *g', ƒ : e @ g un

homomorphisme ~d X
(m + s)

 -lin�aire. Alors ƒ commute aux (m + s)-PD-stratiÞcations ™r et ⁄r
de e et g, et, en prenant lÕimage inverse par u, il sÕensuit que ƒ commute aux donn�es de
descente canoniques de e et g. Soient U « X un ouvert, A' = ‚(U, oX'), B' = ‚(U, bX'), A =
‚(U, oX), B = ‚(U, bX), E' = ‚(U, e'), E = ‚(U, e), G' = ‚(U, g'), G = ‚(U, g). Alors A est
libre de rang Þni sur A', lÕhomomorphisme A ¢A' B' @ B est un isomorphisme, de m�me
que les morphismes A ¢A' E' @ B ¢B' E' @ E (resp. G', G). Par descente Þd�lement plate,
il existe un unique homomorphisme B'-lin�aire ¥U : E' @ G' induisant ‚(U, ƒ) : E @ G
par extension des scalaires de B' � B. Lorsque U varie, les homomorphismes ¥U sont
compatibles aux homomorphismes de restriction, de sorte quÕon obtient un morphisme de
faisceaux de bX' -modules ¥ : e' @ g' tel que F *(¥) = ƒ.

Pour v�riÞer que ¥ est ~d(m)
X'  -lin�aire, il sufÞt de montrer que ¥ commute aux m-PD-

stratiÞcations (™ 'n) et (⁄ 'n) de e' et g'. Fixons n, et, comme en 2.3.5, posons fl = flX, (m + s) ,
fl'  = flX', (m) , fl' n = fln

X', (m) , et fln =  fl' n |fl' fl. Alors le morphisme ‡ : fln @ fl' n est Þni et
libre dÕapr�s 2.3.2, de sorte quÕil sufÞt de montrer cette commutation apr�s image inverse
par ‡. DÕapr�s 2.3.4, fln est contenu dans flk

X, (m + s) pour k assez grand. Comme les
(m + s)-PD-stratiÞcations (™n) et (⁄n) de e et g sont par d�Þnition les images inverses par
‡ des m-PD-stratiÞcations (™ 'n) et (⁄ 'n), les images inverses de ™'n et ⁄'n sur fln sont les
restrictions � fln de ™k et ⁄k . Elles commutent alors avec p 1

 *(ƒ) et p 0
 *(ƒ) puisque ƒ est

~d X
(m + s)

 -lin�aire, et par cons�quent ™'n et ⁄'n commutent avec p '1
 *(¥) et p '0

 *(¥), dÕo� la

~d(m)
X' -lin�arit� de ¥.

Montrons maintenant que F * est essentiellement surjectif. Soient e un ~dX
(m + s)-

module � gauche, et (™n) sa m-PD-stratiÞcation. La condition de cocycle, jointe � lÕexis-
tence du morphisme X(2) @ fl r

X, (m + s)(2) pour r assez grand, montre que lÕimage inverse
™ de ™r sur X(1) est une donn�e de descente sur e relativement � X', ind�pendante du
choix de r. Soient U « X un ouvert, et reprenons les notations pr�c�dentes. On a alors
‚(U,  p 0

 *e) = E ¢A' A, ‚(U, p 1
 *e) = A ¢A' E, et ™ induit une donn�e de descente sur le

A-module E relativement � A'. Par descente Þd�lement plate, il existe donc un unique
A'-module E' tel que E, muni de ™, soit isomorphe � A ¢A' E', muni de sa donn�e de
descente canonique. De plus, la structure de ~d X

(m + s)-module � gauche de e assure que ™ est
semi-lin�aire par rapport � la donn�e de descente canonique de bX . Sur E, la multiplica-
tion par les �l�ments de B' est donc compatible � ™, ce qui fournit une structure de
B'-module sur E' d�Þnissant la structure de B-module de E par extension des scalaires.

Pour U variable, on peut associer � chaque E = ‚(U , e) un ‚(U, bX')-module E'
gr�ce � la construction pr�c�dente. Par fonctorialit�, les ‚(U, bX')-modules ainsi obtenus
forment un pr�faisceau de bX -modules. Soient (Ui) un recouvrement ouvert de U,
Uij  =  Ui ı Uj , E'i (resp. E 'ij) le ‚(Ui , bX')-module (resp. ‚(Uij , bX')-module) associ� �
Ei  =  ‚(Ui , e) (resp. Eij = ‚(Uij , e)). Comme A ¢A' ‚(V, oX')  #@õ   ‚(V, oX) pour tout
ouvert V « U, lÕexactitude de la suite exacte de A-modules
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0   ##@  E   ##@  Õ
i

 Ei   ##@  Õ
i, j

 Eij

entra�ne par Þd�le platitude celle de la suite de A'-modules

0   ##@  E'   ##@  Õ
i

 E'i   ##@  Õ
i, j

 E'ij .

Par cons�quent, pour U variable, on obtient un faisceau de bX' -modules e' tel que le bX -
module e, muni de la donn�e de descente de X � X' induite par la (m + s)-PD-stratiÞca-
tion, soit isomorphe au bX -module F *e', muni de sa donn�e de descente canonique. Il est
clair que, si e est quasi-coh�rent, alors e' est aussi quasi-coh�rent.

Il faut alors montrer que e' est muni dÕune structure naturelle de ~d(m)
X'  -module

induisant, via lÕisomorphisme e  #@õ   F *e' et 2.2.3, la structure de ~d X
(m + s)-module de e.

Reprenant les notations pr�c�dentes, nous allons pour cela montrer que la (m + s)-PD-
stratiÞcation de e se redescend en une m-PD-stratiÞcation sur e'. Fixons n ‘ ˙. Quitte �
augmenter r, on peut supposer que fln est contenu dans fl r

X, (m + s) . Par suite, la (m + s)-PD-
stratiÞcation de e induit un isomorphisme ~™n : p 1

 *e   #@õ   p 0
 *e entre les images inverses de

e sur fln par les deux projections. Comme ~™n sÕ�crit encore

~™n  :  ‡*p'1
*e'   ##@õ   ‡*p'0

*e',

on voit que, si lÕon montre que ~™n est compatible aux donn�es de descente de fln � fl' n dont
on dispose sur p 1

 *e et p 0
 *e gr�ce aux isomorphismes p i

 *e ñ ‡*p i'
 *e', lÕargument de

descente Þd�lement plate utilis� plus haut fournira un unique isomorphisme ™'n :
p '1

*e'   #@õ   p'0
*e' tel que ‡*(™ 'n) = ~™n . De plus, on voit encore par descente Þd�lement plate

que cet isomorphisme sera automatiquement semi-lin�aire par rapport � la m-PD-
stratiÞcation de bX' , puisque les ™r le sont par rapport � celle de bX . Il sufÞra alors de
montrer que les ™'n forment une m-PD-stratiÞcation pour obtenir ainsi une structure de

~d(m)
X'  -module sur e' induisant par F * la structure de ~d X

(m + s)-module donn�e sur e.
Soient π0, 1 et π2, 3 : fln |fl' n fln @ fln les deux projections, et ®0 , ®1 les donn�es de

descente canoniques sur p 1
 *e et p 0

 *e. Il sÕagit donc de prouver que le carr�

π *
2, 3(üp 1

*e)  #@õ
®1 π *

0, 1(üp 1
*e)

π *
2, 3(~™n) … • • … π *

0, 1(~™n)
¿ ¿

π *
2, 3(üp 0

*e)  #@õ
®0 π *

0, 1(üp 0
*e)

est commutatif. Consid�rons alors le morphisme naturel fln |fl' n fln @ X 4 induit par le
produit de deux copies du morphisme fln @ X 2. Ce morphisme commute aux immersions
diagonales de X dans fln |fl' n fl

n et dans X 4. Or, dÕapr�s 2.3.5, lÕid�al jn de lÕimmersion
X  Ã@ fln |fl' n fl

n est muni naturellement dÕune (m + s)-PD-structure PD-nilpotente. Si r'
est assez grand, le morphisme fln |fl' n fl

n @ X 4 se factorise donc � travers un morphisme
v : fln  |fl' n fl

n @ flr'
X, (m + s)(3)Ê; quitte � augmenter r, on peut supposer que r' = r. Notons

qi, j  : X 4 @ X 2 la projection sur les facteurs dÕindices i, j, ainsi que les morphismes
induits entre les enveloppes � puissances divis�es, et consid�rons le diagramme commu-
tatif
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fl' n“##
‡

fln
π2, 3

“## “## 
π0, 1

fln |fl' n fl
n  ##@

v
fl r

X, (m + s)(3)  ##@ X 4

p '0 … p0
… … p0 | p0

… q0, 2
… q0, 2

¿ ¿ ¿ ¿ ¿
X' “##

F
X

p1
“## “## 

p0
X |X' X  ##@

u
fl r

X, (m + s)(1)  ##@  X 2.

Par d�Þnition, la donn�e de descente ®0 : π2, 3
 * (üp 0

 *e)  #@õ   π0, 1
 * (üp 0

 *e) est lÕimage inverse par
p0 | p0 de la donn�e de descente ™ de e, soit encore (p0 | p0)* u*(™r) = v *q0, 2

 * (™r). De
m�me, on a ®1 = v *q1, 3

 * (™r). DÕautre part, π2, 3
 * ( ~™n) : π2, 3

 *  p 1
 * e  #@õ   π2, 3

 *  p 0
 * e est lÕimage

inverse de ™r par le morphisme fln |fl' n fl
n @ fln @ fl r

X, (m + s)(1) induit par π2, 3 , qui est �gal
� q2, 3 Ï v. De m�me, π0, 1

 * ( ~™n) = v *q0, 1
 * (™r). En appliquant v *, la commutativit� �tudi�e

r�sulte donc de lÕ�galit�

q0, 2
 * (™r) Ï q2, 3

 * (™r)  =  q0, 1
 * (™r) Ï q1, 3

 * (™r),

elle m�me cons�quence de la condition de cocycle pour (™r).
LÕunicit� des isomorphismes ™ 'n redescendant les ~™n entra�ne que, pour n variable, ils

forment un syst�me compatible dÕisomorphismes. Pour sÕassurer quÕils v�riÞent la
condition de cocycle, il sufÞt de montrer que cette condition est satisfaite apr�s extension
Þd�lement plate de fl n

X', (m)(2). Pour cela, on peut utiliser le diagramme (2.3.2.1) pour
ª  =  2 : puisquÕil est cart�sien, la projection fl n

X', (m)(2) |flX', (m)(2) flX, (m + s)(2) @ fl n
X', (m)(2)

est Þd�lement plate. Or, dÕapr�s 2.3.4, fl n
X', (m)(2) |flX', (m)(2) flX, (m + s)(2) est contenu dans

fl k
X, (m + s)(2) pour k assez grand. Par suite, la condition de cocycle pour ™k sur fl k

X, (m + s)(2)
entra�ne la condition de cocycle pour ~™n sur fl n

X', (m)(2) |flX', (m)(2) flX, (m + s)(2), donc ™'n
v�riÞe la condition de cocycle sur fl n

X', (m)(2). Comme la condition de cocycle entra�ne que
™'0 est lÕidentit�, les ™'n forment bien une m-PD-stratiÞcation sur e', et le munissent donc
dÕune structure de ~d(m)

X'  -module � gauche, telle que lÕisomorphisme F *e'  #@õ   e soit

~d X
(m + s)-lin�aire. On obtient ainsi la surjectivit� essentielle de F *, ce qui ach�ve la

d�monstration.

2.3.7. COROLLAIRE. Ñ  Soient s ‘ ˙, X0 un S0-sch�ma lisse, X et X' deux S-sch�mas
lisses relevant respectivement X0 et X0

 (s), bX' une oX' -alg�bre munie dÕune action �
gauche de d(m)

X'  compatible � sa structure de oX' -alg�bre.
(i) Supposons que å soit m-PD-nilpotent, et soit bX = F s  *

X0 / S0
 bX' , o� F s  *

X0 / S0
 est le

foncteur d�Þni en 2.2.6 (i). Alors F s  *
X0 / S0

 est une �quivalence entre la cat�gorie des ~d(m)
X' -

modules � gauche et celle des ~d X
(m + s)-modules � gauche.

(ii) Supposons que bX' soit quasi-nilpotente en tant que d(m)
X' -module � gauche, et soit

bX = F s  *
X0 / S0

 bX' , o� F s  *
X0 / S0

 est le foncteur d�Þni en 2.2.6 (ii). Alors F s  *
X0 / S0

 est une
�quivalence entre la cat�gorie des ~d(m)

X' -modules � gauche quasi-nilpotents et celle des

~d X
(m + s)-modules � gauche quasi-nilpotents.

Ces deux assertions sont locales. Cela permet de supposer X et X' afÞnes, de sorte
quÕil existe un S-morphisme F : X @ X' relevant F s

X0 / S0 . La premi�re assertion est alors
par construction ramen�e au th�or�me 2.3.6.
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DÕautre part, nous avons vu en 2.2.3 (ii) que, si e' est quasi-nilpotent, alors F *e' est
quasi-nilpotent. Il reste donc � v�riÞer que, r�ciproquement, e' est quasi-nilpotent si F *e'
lÕest. La quasi-nilpotence de e = F *e' se traduit par lÕexistence sur flX, (m + s) dÕun isomor-
phisme ™ : p 1

 *e   #@õ   p 0
 *e induisant les isomorphismes ™n de la (m + s)-PD-stratiÞcation.

Comme flX, (m + s) est Þd�lement plat sur flX', (m) dÕapr�s 2.3.2, et que, pour i = 0, 1, p i
 *e =

‡*p i'
 *e', il sufÞt encore de montrer que ™ est compatible aux donn�es de descente cano-

niques de p 1
 *e et p 0

 *e pour le redescendre en un isomorphisme ™' : p 1'
 *e'  #@õ   p 0'

 *e' qui
induise la m-PD-stratiÞcation de e', donc pour montrer que e' est un ~d(m)

X' -module �
gauche quasi-nilpotent. Pour v�riÞer cette compatibilit�, il sufÞt alors de proc�der comme
pour la v�riÞcation de la compatibilit� analogue dans la d�monstration de 2.3.6, en
utilisant la (m + s)-PD-structure canonique sur lÕid�al de lÕimmersion X Ã@ flX, (m + s)
|flX', (m)

 flX, (m + s) dont lÕexistence est assur�e par le lemme 2.3.5 (ii).

Notons enÞn que le th�or�me de descente par Frobenius entra�ne formellement le
th�or�me de comparaison suivant au niveau cohomologiqueÊ:

2.3.8. COROLLAIRE. Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.3.1, soient e' ‘ D+(~d(m)
X' ), f' ‘ D(~d(m)

X' ),
e  = F *e' ‘ D+(~dX

(m + s)), f  = F *f'  ‘ D(~dX
(m + s)).

(i) Le foncteur F * d�Þnit des isomorphismes

(2.3.8.1) Èühom ~d(m)
X'

(f', e')   ##@õ   Èühom~dX
(m + s)(f, e),

(2.3.8.2) ÈüHom ~d(m)
X'

(f', e')   ##@õ   ÈüHom ~d X
(m + s)(f, e).

(ii) Si m = 0, F * d�Þnit des isomorphismes

(2.3.8.3) „÷
X' ¢oX'

 e'   ##@õ   ÈühomdX
(s)(oX , e),

(2.3.8.4) È‚dR(üX', e')   ##@õ   ÈüHomdX
(s)(oX , e).

De plus, si å est m-PD-nilpotent, ces �nonc�s restent vrais pour le foncteur F s  *
X0 / S0 .

Comme F * est une �quivalence de cat�gories, il transforme les r�solutions injectives
sur ~d(m)

X'  en r�solutions injectives sur ~dX
(m + s). LÕassertion (i) r�sulte alors de la pleine

Þd�lit� de F * appliqu�e � une r�solution injective de e'. Pour en d�duire (ii), il sufÞt
dÕobserver que oX = F *oX' , et dÕutiliser sur d(0)

X'  le classique complexe de Spencer de oX'

0   #@  d(0)
X'  ¢oX'

 ÄdtX'   #@  . . .   #@  d(0)
X'  ¢oX'

 tX'   #@  d(0)
X'    #@  oX'   #@  0,

qui, pour m = 0, est une r�solution de oX' (voir 4.3.1 plus bas). On obtient ainsi une r�solu-
tion gauche de oX' localement libre de rang Þni sur d(0)

X' , dÕo� lÕisomorphisme usuel

(2.3.8.5) Èühomd(0)
X'

(oX' , e')  ñ  „÷
X' ¢oX'

 e'

gr�ce auquel (ii) r�sulte de (i).
Lorsque å est m-PD-nilpotent, le foncteur F s  *

X0 / S0
 est bien d�Þni, et les arguments
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pr�c�dents restent valables en rempla�ant F * par F s  *
X0 / S0 .

Remarque. Ñ  On observera que, pour m ≥ 1, le complexe de Spencer de oX sur dX
(m) reste

bien d�Þni, mais nÕest plus une r�solution de oX en g�n�ral. Sous les hypoth�ses de la
partie (ii) du corollaire, on peut consid�rer e comme un complexe de d X

(0)-modules par
restriction des scalaires, et l'homomorphisme induit par fonctorialit� par F sur la coho-
mologie de de Rham se factorise alors en

È‚dR(üX', e') ñ Èühomd(0)
X'

(oX' , e') ñ ÈüHomd X
(s)(oX , e) @ ÈüHomd X

(0)(oX , e) ñ È‚dR(üX, e)

(le lecteur trouvera en 4.3.5 la d�monstration dÕun �nonc� analogue).

2.4. Cas des d-modules � droite

Pour construire un foncteur quasi-inverse du foncteur F * �tudi� dans la section 2.3,
nous aurons besoin dÕanalogues des r�sultats pr�c�dents pour les modules � droite.

On conserve donc ici les hypoth�ses de 2.3.1. Comme oX est localement libre sur oX' ,
on dispose du foncteur exact F à de la cat�gorie des oX' -modules dans celle des oX -
modules, d�Þni pour tout oX' -module m' par

F àm'  =  homoX'
(oX , m')  =  ÈhomoX'

(oX , m').

La proposition qui suit est la contrepartie, pour les d(m)
X' -modules � droite, de la proposi-

tion 2.2.3 pour les d(m)
X' -modules � gauche.

2.4.1. PROPOSITION. Ñ  Pour tout d(m)
X' -module � droite m', F àm' est muni dÕune struc-

ture naturelle de dX
(m + s)-module � droite. Si s' ‘ ˙, et si F' : X' @ X" est un rel�vement de

F s'
X 0

 (s) / S0 , lÕisomorphisme de transitivit� F à Ï F' à ñ (F' Ï F)à est d X
(m + s + s')-lin�aire.

Pour n Þx�, soit ‡ : fln
X, (m + s) @ fl n

X', (m) la factorisation de F | F construite en 2.2.2.
Appliquant ‡à aux isomorphismes p '0

àm'  #@õ   p '1
àm' fournis par la m-PD-costratiÞcation

de m', on obtient une (m + s)-costratiÞcation sur F àm', donc une structure de dX
(m + s)-

module � droite sur F àm'. La seconde assertion est claire gr�ce � la transitivit� de cette
construction.

2.4.2. LEMME. Ñ  Soient S un sch�ma, F : X @ X' un morphisme Þni localement libre
entre deux S-sch�mas lisses. Il existe un isomorphisme canonique dX -lin�aire

(2.4.2.1) µX  :  ∑X   ##@õ   F à ∑X' .

Soient f : X @ S, f' : X' @ S, et supposons dÕabord S localement nÏth�rien. On a
alors ∑X = f ! oS[- d], o� d est la dimension relative de X sur S, et ∑X' = f' ! oS[- d].
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Comme F est Þni, on a F ! = F à, de sorte que lÕisomorphisme de transitivit� f ! ñ F ! Ï f' !

fournit un isomorphisme oX -lin�aire µX . Pour montrer que µX est dX -lin�aire, il sufÞt de
v�riÞer quÕil commute aux costratiÞcations. Or, si ‡ : fl n

X @ fl n
X' est le morphisme induit

par F  |  F, et si pi : fl
n
X @ X, p'i : fl

n
X' @ X' sont les projections, la costratiÞcation de ∑X est

par d�Þnition donn�e par les isomorphismes p 0
 !  ∑X ñ p 0

 !  f ! oS[- d] ñ p 1
 !  f  ! oS[- d] ñ p 1

 !  ∑X
r�sultant des propri�t�s de transitivit� de lÕimage inverse extraordinaire, et celle de
F à ∑X' est lÕimage inverse des isomorphismes analogues par ‡. LÕassertion r�sulte alors
formellement de ces propri�t�s de transitivit�.

Comme F est un morphisme Þni localement libre, on v�riÞe sans difÞcult� en
suivant la m�thode de [27, III] que le foncteur F à et lÕisomorphisme µX commutent aux
changements de base S' @ S, o� S' est localement nÏth�rien. On peut alors d�duire le
cas g�n�ral du cas localement nÏth�rien par les arguments de passage � la limite
habituels.

Gr�ce � lÕ�nonc� qui suit, les propri�t�s du foncteur F à pour les d(m)
X' -modules �

droite se ram�nent � celles du foncteur F * pour les d(m)
X' -modules � gauche.

2.4.3. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.2.1, il existe pour tout d(m)
X' -module �

gauche e' un isomorphisme canonique de d X
(m + s)-modules � droite

(2.4.3.1) µe'  :  ∑X ¢oX
 F *e'   #@õ    F à(∑X' ¢oX'

 e').

Nous utiliserons la remarque qui suit. Pour i = 0, 1, notons ƒ : a @ b lÕun des homo-
morphismes dÕanneauxÊ:

F *  :  oX' @ oX ,    pi
 *  :  oX @  pün

X, (m + s) ,     pi'
 *  :  oX' @ pün

X', (m) ,     ‡
*  :  pün

X', (m) @ pün
X, (m + s) .

Dans les trois premiers cas, on a ƒ àm' := Èhoma(b, m') = homa(b, m') pour tout a-
module m, puisque ƒ est Þni localement libre. De plus, pour tout a-module e, on dispose
dÕun isomorphisme canonique

(2.4.3.2) homa(b, m) ¢a e   ##@õ   homa(b, m ¢a e).

Gr�ce � la relation de transitivit� (1.1.1.1), ces propri�t�s sont encore vraies dans le
dernier cas si m est de la forme p i'

 àn, o� n est un oX' -module quelconque, et e de la forme
p i'

 *f, o� f est un oX' -module quelconque.

Partant de lÕisomorphisme ∑X ñ F à∑X' donn� par le lemme pr�c�dent, on d�Þnit
dÕabord lÕisomorphisme (2.4.3.1) comme �tant le compos� µe' des isomorphismes oX -
lin�aires

∑X ¢oX
 F *e'  ñ  ∑X ¢oX'

 e'  ñ  homoX'
(oX , ∑X') ¢oX'

 e'   #@õ    homoX'
(oX , ∑X' ¢oX'

 e').

Pour montrer que µe' est d X
(m + s)-lin�aire, il sufÞt de v�riÞer quÕil est compatible aux

costratiÞcations des deux termes, cÕest � dire que, pour tout n, le diagramme
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p 0
 à(∑X ¢oX

 F *e')  ##@õ p 1
 à(∑X ¢oX

 F *e')

… • … •
¿ ¿

(2.4.3.3) p0
 à(F à(∑X' ¢oX'

 e'))  ##@õ p1
 à(F à(∑X' ¢oX'

 e'))

est commutatif. Pour i = 0, 1, consid�rons la suite dÕisomorphismes

(2.4.3.4) p i
 à(∑X ¢oX

 F *e')  #@õ    p i
 à(∑X) ¢p n

X
  p i

 *(F *e')

(2.4.3.5)  #@õ    p i
 à(F à∑X') ¢p n

X
  p i

 *(F *e')

(2.4.3.6)  #@õ    ‡à(üp i'
 à∑X') ¢p n

X
  ‡*(üp i'

 *e')

(2.4.3.7)  #@õ    ‡à(üp i'
 à∑X' ¢p n

X'
  üp i'

 *e')

(2.4.3.8)  #@õ    pi
 à(F à(∑X' ¢oX'

 e')).

Gr�ce aux propri�t�s de fonctorialit� et de transitivit� de lÕisomorphisme (2.4.3.2), on
v�riÞe facilement que le compos� est �gal � pi

 à(µe'). Par d�Þnition de la costratiÞcation
sur le produit tensoriel (cf. 1.1.7 (i)), les isomorphismes (2.4.3.4) identiÞent la ligne sup�-
rieure de (2.4.3.3) � lÕisomorphisme

p 0
 à(∑X) ¢p n

X
  p 0

 *F *(e')   ##@õ   p 1
 à(∑X) ¢p n

X
  p 1

 *F *(e')

d�Þni par le produit tensoriel de la costratiÞcation de ∑X et de la stratiÞcation de F *e'.
Compte tenu de la d�Þnition de celle-ci, et de ce que lÕisomorphisme ∑X  #@õ   F à∑X' est
d X

(m + s)-lin�aire, on obtient en appliquant (2.4.3.5) et (2.4.3.6) le produit des images inver-
ses par ‡à et ‡* de la costratiÞcation ⁄∑ de ∑X' et de la stratiÞcation ™e' de e'. Utilisant la
compatiblit� des isomorphismes (2.4.3.2) � lÕimage inverse par ‡à, on voit que (2.4.3.7)
identiÞe ce produit � lÕimage inverse par ‡à de la costratiÞcation produit de ⁄∑ et ™e' .
Comme, par d�Þnition, celle-ci sÕidentiÞe via (2.4.3.8) � la costratiÞcation de F à(∑X' ¢oX'
e'), qui est la ligne inf�rieure de (2.4.3.3), la commutativit� de ce diagramme en r�sulte.

2.4.4. COROLLAIRE. Ñ  Pour tout d(m)
X' -module � droite m', il existe un isomorphisme

canonique de d X
(m + s)-modules � gauche

(2.4.4.1) ªm'  :  F
 *(m' ¢oX'

 ∑-1
X')   #@õ    F à(m') ¢oX

 ∑X
-1.

Il sufÞt en effet dÕappliquer le r�sultat qui pr�c�de � e' = m' ¢oX'
 ∑-1

X', puis de tenso-
riser lÕisomorphisme obtenu par ∑ X

-1.

2.4.5. Remarques. Ñ  (i)  Soit bX' une oX' -alg�bre munie dÕune action � gauche de d(m)
X' ,

compatible avec sa structure dÕalg�bre, et soit bX la oX -alg�bre, munie dÕune action
compatible de d X

(m + s), quÕon en d�duit dÕapr�s 2.2.7. Notons ~d(m)
X'  = bX' ¢oX'

 d(m)
X' , ~dX

(m + s) =
bX ¢oX

 dX
(m + s). DÕapr�s 1.1.8, la donn�e dÕune structure de ~d(m)

X' -module � droite sur un
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bX' -module m' �quivaut � celle dÕune m-PD-costratiÞcation (™ n
m'), telle que les ™n

m' soient
semi-lin�aires par rapport aux ™n

b  -1. Si m' est un ~d(m)
X' -module � droite, les images

inverses ‡à(™ n
m') sont alors semi-lin�aires par rapport aux ‡*(™ n

b  -1) = ‡*(™ n
b)-1, de sorte

que F àm' est muni dÕune structure canonique de ~d X
(m + s)-module � droite.

Si e' est un ~d(m)
X' -module � gauche, ∑X' ¢oX'

 e' est un ~d(m)
X' -module � droite dÕapr�s

1.2.7. DÕautre part, il est facile de voir sur sa construction que µe' est un isomorphisme
bX -lin�aire. Comme il est par ailleurs d X

(m + s)-lin�aire, il est donc ~d X
(m + s)-lin�aire. On voit

de m�me que, si m' est un ~d(m)
X' -module � droite, lÕisomorphisme ªm' est ~d X

(m + s)-lin�aire.

(ii) Supposons que lÕune des deux hypoth�ses suivantes soit satisfaiteÊ:
a) LÕid�al å est m-PD-nilpotentÊ;
b) Le d(m)

X' -module � droite m' est quasi-nilpotent (cf. 1.2.8).
Alors le d X

(m + s)-module � droite F àm' est ind�pendant, � isomorphisme canonique pr�s,
du choix du rel�vement du Frobenius F : on peut soit le v�riÞer directement en utilisant
la m�thode de 2.2.5, soit le d�duire de 2.2.5 gr�ce � 2.4.4 et 2.4.3. Si on ne dispose plus dÕun
rel�vement global du Frobenius, on peut alors proc�der comme en 2.2.6, et recoller les
d X

(m + s)-modules � droite F àm' d�Þnis localement par le choix de rel�vements locaux du
Frobenius. On d�Þnit ainsi un foncteur F s  à

X0 / S0
 sur la cat�gorie de tous les d(m)

X' -modules �
droite sous lÕhypoth�se a), et sur la sous-cat�gorie des d(m)

X' -modules � droite quasi-
nilpotents sous lÕhypoth�se b). On v�riÞe ais�ment que lÕon obtient encore par recollement
des isomorphismes canoniques

(2.4.5.1) µe'  :  ∑X ¢oX
 F s  *

X0 / S0
 e'   #@õ    F s  à

X0 / S0
(∑X' ¢oX'

 e'),

(2.4.5.2) ªm'  :  F
 s  *
X0 / S0

(m' ¢oX'
 ∑-1

X')   #@õ    F s  à
X0 / S0

(m') ¢oX
 ∑ X

-1,

pour tout d(m)
X' -module � gauche e' et tout d(m)

X' -module � droite m'.
Lorsque lÕhypoth�se a) (resp. lÕhypoth�se b) pour bX' et m') est satisfaite, on peut

encore d�Þnir par recollement le foncteur F s  à
X0 / S0

 de la cat�gorie des ~d(m)
X' -modules � droite

(resp. quasi-nilpotents) dans celle des ~d X
(m + s)-modules � droite (resp. quasi-nilpotents), et

les isomorphismes pr�c�dents sont alors des isomorphismes de ~d X
(m + s)-modules.

2.4.6. COROLLAIRE. Ñ  Sous les hypoth�ses de 2.3.1, le foncteur F à est une �quivalence
entre la cat�gorie des ~d(m)

X' -modules � droite (resp. quasi-coh�rents) et celle des ~dX
(m + s)-

modules � droite (resp. quasi-coh�rents).

CÕest une cons�quence imm�diate de 1.2.7, 2.4.5 (i), et 2.3.6.

2.5. Un foncteur quasi-inverse

En restant encore sous les hypoth�ses de 2.3.1, nous compl�tons maintenant les
th�or�mes de descente 2.3.6 et 2.4.6 en construisant des foncteurs quasi-inverses pour les
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foncteurs F * et F à. Pour cela, nous expliciterons dÕabord comment ces th�or�mes
sÕappliquent � dX

(m + s) vu comme d X
(m + s)-bimodule, puis nous montrerons quÕun foncteur

quasi-inverse est donn� par une variante de la d�Þnition usuelle du foncteur image
directe F+ .

Ces r�sultats montrent �galement que les conditions de Þnitude telles que projec-
tivit� locale, coh�rence et platitude sur d(m)

X'  et dX
(m + s) se correspondent dans lÕ�quivalence

donn�e par F * (resp. F à).

2.5.1. Reprenons les hypoth�ses de 2.3.1, et consid�rons ~d(m)
X'  comme un bimodule sur

lui-m�me. En utilisant sa structure de ~d(m)
X' -module � gauche, donc la structure de oX' -

module d�Þnie par la multiplication � gauche, on peut former F * ~d(m)
X' , qui est muni

dÕune structure de ~d X
(m + s)-module � gauche gr�ce � 2.2.3. On obtient donc ainsi sur

F *~d(m)
X'   =  oX ¢oX'

 ~d(m)
X'

une structure naturelle de ( ~d X
(m + s), ~d(m)

X' )-bimodule. SÕil y a un risque de confusion, nous
pr�ciserons par la notation Fg

 * ~d(m)
X'  lÕutilisation de la structure gauche de oX' -module sur

~d(m)
X' .

DÕautre part, on peut utiliser la structure de ~d(m)
X' -module � droite de ~d(m)

X' , donc la
structure de oX' -module d�Þnie par la multiplication � droite, pour former F à~d(m)

X' . On
obtient alors de m�me une structure naturelle de ( ~d(m)

X' , ~d X
(m + s))-bimodule sur

F à~d(m)
X'   =  homoX'

(oX , ~d(m)
X' )  ñ  ~d(m)

X'  ¢oX'
 óX ,

en posant o´X = homoX'
(oX , oX').  SÕil y a un risque de confusion, nous pr�ciserons par la

notation Fd
 à ~d(m)

X'  lÕutilisation de la structure droite de oX' -module sur ~d(m)
X' .

EnÞn, on peut appliquer successivement les deux constructions Fg
 * et Fd

 à. On obtient
alors deux ~d X

(m + s)-bimodules Fg
 * Fd

 à ~d(m)
X'  et Fd

 à Fg
 * ~d(m)

X' , isomorphes par un isomorphisme
bi-bX -lin�aire

(2.5.1.1) Fg
 * Fd

 à~d(m)
X'   ñ  oX ¢oX'

 ~d(m)
X'  ¢oX'

 óX  ñ  Fd
 à Fg

 * ~d(m)
X' .

Cet isomorphisme est en fait un isomorphisme de ~d X
(m + s)-bimodules : par exemple, on

peut v�riÞer sa lin�arit� � gauche en montrant quÕil est compatible aux (m + s)-PD-strati-
ÞcationsÊ; pour cela, il sufÞt dÕappliquer � la m-PD-stratiÞcation canonique de ~d(m)

X'  la
fonctorialit� de lÕisomorphisme

‡*(Fd
 à(f))   ##@õ   Fd

 à(‡*(f))

lorsque f varie dans la cat�gorie des (p ün
X', (m) , oX')-bimodules. La lin�arit� � droite se voit

de la m�me mani�re.

LÕ�nonc� qui suit montre alors comment lÕaction de Frobenius permet de recons-
truire le bimodule ~d X

(m + s) � partir du bimodule ~d(m)
X' .

2.5.2. PROPOSITION. Ñ  Avec les notations pr�c�dentes, il existe un isomorphisme
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canonique de ~d X
(m + s)-bimodules

(2.5.2.1) ~dX
(m + s)   ##@õ   F *F à~d(m)

X' .

DÕapr�s 2.3.2, lÕhomomorphisme oX 2 -lin�aire

(2.5.2.2) oX 2 ¢oX' 2
 pX', (m)   ##@  pX, (m + s)

induit par ‡ est un isomorphisme. DÕautre part, on v�riÞe imm�diatement en coordon-
n�es locales que lÕhomomorphisme naturel

oX ¢oX'
 pX', (m) ¢oX'

 oX   ##@  oX 2 ¢oX' 2
 pX', (m)

est un isomorphisme bi-oX -lin�aire. DÕapr�s 2.2.2 (ii), lÕisomorphisme compos� se facto-
rise en un morphisme de syst�mes projectifs

Ò 
“#
lim

n
 Ó oX ¢oX'

 pün
X', (m) ¢oX'

 oX   ##@  Ò 
“#
lim

n
 Ó pün

X, (m + s) ,

qui induit un isomorphisme de pro-objets gr�ce � 2.3.4.
En prenant le dual oX -lin�aire pour la structure gauche, et en passant � la limite

inductive, on trouve donc des isomorphismes de oX -bimodules

dX
(m + s)  ##@õ   

#@
lim

n
 homoX

(oX ¢oX'
 pün

X', (m) ¢oX'
 oX , oX)

“## õ   
#@
lim

n
 homoX'

(pün
X', (m) ¢oX'

 oX , oX)

“## õ   
#@
lim

n
 F *homoX'

(pün
X', (m) ¢oX'

 oX , oX')

Par ailleurs, on dispose pour tout n dÕun homomorphisme canonique (oX' , oX)-lin�aire

homoX'
(pün

X', (m) , oX') ¢oX'
 homoX'

(oX , oX')  @  homoX'
(pün

X', (m) ¢oX'
 oX , oX'),

associant � un couple de morphismes oX' -lin�aires u : pün
X', (m) @ oX' , v : oX @ oX' le

morphisme compos�

pün
X', (m) ¢oX'

 oX   ##@Id ø v   pün
X', (m)   ##@u   oX' .

En prenant des coordonn�es locales sur X, on voit quÕon obtient ainsi un isomorphisme

d(m)
X', n ¢oX'

 o´X   ##@õ   homoX'
(pün

X', (m) ¢oX'
 oX , oX').

En passant � la limite et en appliquant F *, on obtient par composition lÕisomorphisme
(2.5.2.1), dans le cas o� bX' = oX' .

On v�riÞe sans difÞcult� que cet isomorphisme est un isomorphisme de dX
(m + s)-

bimodules en utilisant la compatibilit� de lÕisomorphisme (2.5.2.2) et de lÕisomorphisme
analogue

oX 3 ¢oX' 3
 pX', (m)(2)   ##@õ   pX, (m + s)(2)



58 P.  BERTHELOT

avec les homomorphismes ∂(m)
 n, n' et ∂(m + s)

 n, n'  utilis�s pour d�Þnir les structures dÕanneaux de
d(m)

X'  et dX
(m + s). EnÞn, lÕisomorphisme (2.5.2.1) relatif � bX' se d�duit du pr�c�dent par

tensorisation � gauche par bX , compte tenu de lÕisomorphisme naturel

bX ¢oX
 F *F àd(m)

X'    ##@õ   F *F à(bX' ¢oX'
 d(m)

X' ).

Remarque. Ñ  A partir des homomorphismes canoniques

oX ¢oX'
 pX', (m)   ##@  pX, (m + s) ,

on obtient de m�me par passage aux quotients et dualit� lÕhomomorphisme canonique

(2.5.2.3) dX
(m + s)   ##@  F *d(m)

X' ,

factorisation  d X
(m + s)-lin�aire de lÕhomomorphisme de fonctorialit� (2.1.3.1).

2.5.3. COROLLAIRE. Ñ  (i)  Les ~d X
(m + s)-modules F * ~d(m)

X'  et F à~d(m)
X'  sont localement projec-

tifs de type Þni (respectivement � gauche et � droite).
(ii) Un ~d(m)

X' -module � gauche e' (resp. � droite m') est localement projectif de type Þni
si et seulement si F *e' (resp. F àm') est localement projectif de type Þni sur ~d X

(m + s).
(iii) Si bX' est une oX' -alg�bre quasi-coh�rente � sections nÏth�riennes sur les ouverts

afÞnes, un ~d(m)
X' -module � gauche e' (resp. � droite m') est coh�rent si et seulement si

F *e' (resp. F àm') est un ~d X
(m + s)-module coh�rent.

En effet, oX est localement libre de rang Þni sur oX' , et lÕhomomorphisme oX' @ oX
est localement scind�. Il en est donc de m�me de lÕhomomorphisme dual óX @ oX' , et
lÕhomomorphisme naturel (2.5.2.3)

~dX
(m + s)  ñ  F *(~d(m)

X'  ¢oX'
 óX)   #@  @  F *~d(m)

X' ,

est localement scind� sur ~dX
(m + s), puisquÕil sÕen d�duit par tensorisation avec ~d(m)

X'  et
application de F *. Par suite, F *~d(m)

X'  est localement projectif de type Þni comme ~dX
(m + s)-

module � gauche. De m�me, lÕhomomorphisme

F à~d(m)
X'   Ã@  F *F à~d(m)

X'   ñ  ~dX
(m + s)

est localement scind� sur ~dX
(m + s), et F à~d(m)

X'  est un ~d X
(m + s)-module � droite localement

projectif de type Þni.
Il est alors clair que, si e' (resp. m') est localement projectif de type Þni, donc loca-

lement facteur direct dÕun ~d(m)
X' -module libre de type Þni, il en est de m�me de e = F *e'

(resp. m = F àm') en tant que ~d X
(m + s)-module. Inversement, lÕisomorphisme (2.5.2.1)

montre que le ~d(m)
X' -module � gauche (resp. � droite) correspondant � ~dX

(m + s) dans lÕ�qui-
valence d�Þnie par F * (resp. F à) est ~d(m)

X'  ¢oX'
  óX (resp. oX ¢oX'

 ~d(m)
X' ), qui est localement

libre de type Þni sur ~d(m)
X' . LÕassertion (ii) en r�sulte. LÕassertion (iii) en r�sulte aussi, car,

si lÕon suppose que bX' est quasi-coh�rente et � sections nÏth�riennes sur les ouverts
afÞnes (ce qui entra�ne que bX v�riÞe les m�mes hypoth�ses), ~d(m)

X'  et ~dX
(m + s) sont des
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faisceaux dÕanneaux coh�rents (cf. [5, 3.1.2]), et les foncteurs F * et F à sont exacts.

Montrons maintenant comment reconstruire le bimodule ~d(m)
X'  � partir du bimodule

~dX
(m + s).

2.5.4. LEMME. Ñ  Soit e' un ~d(m)
X' -module � gauche. Il existe un isomorphisme canonique

de ~d X
(m + s)-modules � gauche

(2.5.4.1) hom~dX'
(m)(F à~d(m)

X' , e')   ##@õ   F *e'.

LÕisomorphisme canonique

hom~dX
(m + s)(~dX

(m + s), F *e')   ##@õ   F *e'

est ~d X
(m + s)-lin�aire lorsquÕon munit le terme de gauche de la structure de ~d X

(m + s)-module �
gauche d�Þnie par la multiplication � droite sur ~dX

(m + s). En utilisant 2.5.2, il sÕ�crit sous
la forme

hom ~dX
(m + s)(F *F à~d(m)

X' , F *e')   ##@õ   F *e'.

Comme lÕhomomorphisme

hom~dX'
(m)(F à~d(m)

X' , e')   ##@  hom~dX
(m + s)(F *F à~d(m)

X' , F *e')

est un isomorphisme dÕapr�s le th�or�me de descente 2.3.6, on en d�duit lÕisomorphisme
annonc�.

2.5.5. PROPOSITION. Ñ (i)ÊÊIl existe un isomorphisme canonique de ~d(m)
X' -bimodules

(2.5.5.1) F à~d(m)
X'  ¢~dX

(m + s) F *~d(m)
X'    ##@õ   ~d(m)

X' .

(ii) Pour tout n ≥ 1,

tor n
~dX

(m + s)(F à~d(m)
X' , F *~d(m)

X' )  =  0.

LÕassertion (ii) est cons�quence de 2.5.3. Pour prouver (i), on part de lÕisomorphisme

~d X
(m + s)-lin�aire � gauche

(2.5.5.2) hom~dX'
(m)(F à

d  ~d(m)
X' , ~d(m)

X' )   ##@õ   F *
g  ~d(m)

X'

fourni par 2.5.4 appliqu� � ~d(m)
X'  vu comme ~d(m)

X' -module � gauche. Par adjonction, on en
d�duit lÕaccouplement (2.5.5.1)

F à
d  ~d(m)

X'  ¢~dX
(m + s) F *

g  ~d(m)
X'    ##@  ~d(m)

X' ,

qui est donc ~d(m)
X' -lin�aire � gauche par construction. De plus, la fonctorialit� en e' de

lÕisomorphisme (2.5.4.1) entra�ne que (2.5.5.1) est aussi ~d(m)
X' -lin�aire � droite.

Pour v�riÞer que cÕest un isomorphisme, il sufÞt de le faire apr�s avoir appliqu� F *
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� gauche. On obtient alors un accouplement

F *
g  F à

d  ~d(m)
X'  ¢~dX

(m + s) F *
g  ~d(m)

X'    ##@  F *
g  ~d(m)

X' ,

soit encore, compte tenu de (2.5.2.1),

~dX
(m + s) ¢~dX

(m + s) F *
g  ~d(m)

X'    ##@  F *
g  ~d(m)

X' .

Il r�sulte alors de la construction de (2.5.4.1) que cet accouplement nÕest autre que celui
que donne la structure de ~d X

(m + s)-module de F *
g  ~d(m)

X' , donc que cÕest un isomorphisme.

Le corollaire suivant montre alors comment construire des foncteurs quasi-inverses
de F * et F à en utilisant les bimodules F * ~d(m)

X'  et F à~d(m)
X' .

2.5.6. COROLLAIRE. Ñ  Soient e' un ~d(m)
X' -module � gauche, m' un ~d(m)

X' -module � droite.
(i) Il existe des isomorphismes fonctoriels ~d(m)

X' -lin�aires � gauche

(2.5.6.1) F à~d(m)
X'  

L

¢~dX
(m + s) F *e'   ##@õ   F à~d(m)

X'  ¢~dX
(m + s) F *e'   ##@õ   e'.

(ii) Il existe des isomorphismes fonctoriels ~d(m)
X' -lin�aires � droite

(2.5.6.2) F àm' 
L

¢~dX
(m + s) F *~d(m)

X'    ##@õ   F àm' ¢~dX
(m + s) F *~d(m)

X'    ##@õ   m'.

La nullit� des torn
~dX

(m + s) r�sulte encore de 2.5.3. Pour obtenir les isomorphismes
annonc�s, il sufÞt de tensoriser lÕisomorphisme (2.5.5.1) � droite par e' (resp. � gauche
par m'), et dÕutiliser lÕassociativit� du produit tensoriel.

On obtient �galement pour le foncteur produit tensoriel un th�or�me de comparaison
analogue au th�or�me 2.3.8 pour le foncteur hom :

2.5.7. COROLLAIRE. Ñ  (i)  Un ~d(m)
X' -module � gauche e' (resp. � droite m') est plat si et

seulement si F *e' (resp. F àm') est plat sur ~d X
(m + s).

(ii) Soient e' ‘ D-(g ~d(m)
X' ), m' ‘ D-(~d(m)

X'
 d). Si f : X @ S est le morphisme structural, il

existe dans D-(üf -1oS) un isomorphisme canonique

(2.5.7.1) F àm' 
L

¢~dX
(m + s) F *e'   ##@õ   m' 

L

¢~dX'
(m) e'.

Soient e' un ~d(m)
X' -module � gauche, m' un ~d(m)

X' -module � droite. En tensorisant
lÕisomorphisme (2.5.6.2) avec e', on obtient un isomorphisme

(F àm' ¢~dX
(m + s) F *~d(m)

X' ) ¢~dX'
(m) e'   ##@õ   m' ¢~dX'

(m) e'.

Compte tenu de lÕisomorphisme ~d X
(m + s)-lin�aire F *~d(m)

X'  ¢~dX'
(m) e'  #@õ   F *e', on obtient

donc lÕisomorphisme

F àm' ¢ ~dX
(m + s) F *e'   ##@õ   m' ¢~dX'

(m) e'.
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Comme F à est une �quivalence de cat�gories, il sÕensuit que e' est plat sur ~d(m)
X'  si et

seulement si F *e' est plat sur ~dX
(m + s). On raisonne de m�me dans le cas de m'. La

derni�re assertion en r�sulte en prenant une r�solution plate de e' ou de m'.

2.6. Relation avec la descente de Cartier

Nous pr�cisons ici comment le th�or�me classique de Cartier sur la descente par
Frobenius des oX -modules munis dÕune connexion int�grable � p-courbure nulle [29, th.
(5.1)] peut sÕinterpr�ter du point de vue de la th�orie arithm�tique des d-modules. Cette
interpr�tation en fournit une d�monstration, et permet de consid�rer le th�or�me 2.3.6
comme un prolongement du th�or�me de Cartier.

2.6.1. Nous supposerons dans cette section 2.6 que S est un sch�ma de caract�ristique p.
Soient X un S-sch�ma lisse de dimension relative d, X' = X(1) le S-sch�ma d�duit de X par
changement de base par le Frobenius absolu de S. Soient t1 , . . . , td des coordonn�es locales
sur un ouvert de X, †i = 1 ø ti - ti ø 1 ‘ oX |S X , Ÿ1 , . . . , Ÿd les d�rivations correspondantes.
Consid�rons dÕabord lÕhomomorphisme canonique oX | X @ pX, (0) . Comme lÕid�al i de la
diagonale est envoy� par construction dans un PD-id�al, et que X est de caract�ristique p,
lÕid�al i (üp) engendr� par les †i

 p est dÕimage nulle dans pX, (0) . Or le quotient oX | X / i (üp)

sÕidentiÞe � oX |X' X , ce qui fournit une factorisation

oX |S X   #@  oX |X' X
  Ã@  pX, (0)   #@  pün

X, (0) .

LÕimage de oX |X' X
 dans pX, (0) est la sous-oX -alg�bre Þnie localement libre ayant pour

base locale lÕensemble des     †     k =     k       !      †     [k], avec 0 ≤ ki < p pour tout i (de sorte que     k       ! est
inversible). En particulier, oX |X' X

 ı `i [n + 1] = 0 pour n ≥ d(üp - 1), et lÕhomomorphisme
oX |X' X

  @ pün
X, (0) est alors injectif.

DÕautre part, soit k le noyau de lÕhomomorphisme dX
(0) @ dX

(1). DÕapr�s [5, 2.2.7], k
est lÕid�al bilat�re engendr� en coordonn�es locales par les op�rateurs Ÿ1

 p, . . . , Ÿd
 p . Nous

noterons ÜdX
(0) le quotient dX

(0) / k.

2.6.2. PROPOSITION. Ñ  Soit e un oX-module muni dÕune connexion int�grable ¯. Les
conditions suivantes sont �quivalentes :

(i) La connexion ¯ est � p-courbure nulleÊ;

(ii) La structure de d X
(0)-module � gauche sur e correspondant � ¯ est induite par

restriction des scalaires par une structure de Üd X
(0)-moduleÊ;

(iii) La PD-stratiÞcation de e correspondant � ¯ est d�Þnie par extension des sca-
laires � partir dÕune donn�e de descente de X � X', d�termin�e de mani�re unique par ¯.

Rappelons que, si ¯ est une connexion int�grable sur un oX -module e, la p-courbure
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de ¯ est lÕapplication ¥ : tX @ endoS
(e) tel que ¥(Ÿ) = ¯(Ÿ)p - ¯(Ÿ(üp)), o� l'on note ¯(Ÿ)

lÕaction sur e dÕune d�rivation Ÿ d�Þnie par ¯ (donc la multiplication par Ÿ pour la
structure de d X

(0)-module correspondante), et Ÿ ò    @ Ÿ(üp) lÕop�ration de puissance p-i�me
sur lÕespace des d�rivations. CÕest une application semi-lin�aire par rapport � lÕendomor-
phisme de Frobenius absolu de X [29, (5.2)], si bien que, pour que ¯ soit � p-courbure
nulle, il faut et sufÞt que les op�rateurs Ÿ i

 p = ¯(Ÿi)
p annulent e, dÕo� lÕ�quivalence de (i) et

(ii).

La PD-stratiÞcation correspondant � ¯ est la famille dÕisomorphismes

™n  :  pün
X, (0) ¢oX

 e   #@õ    e ¢oX
 pün

X, (0)

d�Þnie localement par

™n(1 ø x)  =  å
æ   k   æ ≤ n

        Ÿ     k x ø     †       [k]   

pour toute section x de e. Cette expression montre que ¯ est � p-courbure nulle si et
seulement, pour toute section x de e et pour tout n ≥ d(üp - 1), ™n(x) est une section du
sous-faisceau e ¢ oX |X' X

 « e ¢ pün
X, (m) . LÕ�quivalence de (i) et (iii) en r�sulte aussit�t.

2.6.3. COROLLAIRE (Th�or�me de Cartier). Ñ  Le foncteur F *
X / S induit une �quivalence

entre la cat�gorie des oX' -modules et celle des oX -modules munis dÕune connexion
int�grable � p-courbure nulle.

Comme le morphisme de Frobenius relatif est localement libre de rang Þni, cela
r�sulte imm�diatement par descente Þd�lement plate de lÕ�quivalence entre (i) et (iii).

Remarque. Ñ  Si e est un d X
(1)-module, il est � p-courbure nulle en tant que d X

(0)-module,
puisque les Ÿi

 p sont dÕimage nulle dans dX
(1). On voit donc que, dans cette situation, la

structure de Üd X
(0)-module de e permet de redescendre e en un oX' -module e', gr�ce au

th�or�me de Cartier, tandis que sa structure de d X
(1)-module permet en outre de munir e'

dÕune connexion int�grable, gr�ce au th�or�me 2.3.6.

Mentionnons enÞn que, pour m ≥ 1, la condition de nullit� de la p-courbure a �t�
g�n�ralis�e aux d X

(m)-modules par Le Stum et Quiros [31]Ê; ils ont ainsi obtenu un
th�or�me de descente analogue au th�or�me de Cartier pour les it�r�s F m

X / S : X @ X (m),
fournissant une �quivalence de cat�gories entre d X

(m)-modules � p-courbure nulle et
oX (m) -modules. On peut bien entendu interpr�ter ce r�sultat comme un th�or�me de
descente Þd�lement plate comme nous lÕavons fait ici lorsque m = 0.
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3. Th�or�mes de commutation � lÕaction de Frobenius

Sur Â, on dispose en th�orie des d-modules de quatre op�rations de base dont on peut
d�duire les autresÊ: image directe f+ , image inverse extraordinaire f !, dual, produit
tensoriel externe. Dans la th�orie arithm�tique, il y a lieu en outre de consid�rer deux
op�rations suppl�mentaires :

- le changement de base, le sch�ma de base nÕ�tant plus n�cessairement le spectre
dÕun corpsÊ;

- lÕextension de lÕanneau dÕop�rateurs diff�rentiels : extension des scalaires dÕun
faisceau dÕop�rateurs de la forme b ¢oX

 d X
(m) � un faisceau de la forme b' ¢oX

 dX
(m'), avec

m ≤ m'.
Dans ce chapitre, nous montrons que toutes ces op�rations commutent au foncteur

dÕimage inverse par Frobenius F * d�Þni en 2.2.3. Comme F * est une �quivalence de
cat�gories, ces op�rations commutent donc �galement � la descente par Frobenius.

3.0.1. Pr�cisons dÕabord quelques hypoth�ses et notations que nous adopterons syst�mati-
quement dans les sections qui suivent, et que nous omettrons donc de r�p�ter explicite-
ment dans les �nonc�s.

(i) Nous d�signerons par S le sch�ma de base (resp. par S @ T un morphisme de
changement de base). Pour chacune des op�rations consid�r�es, nous rappelerons au
pr�alable la d�Þnition g�n�rale. Aucune hypoth�se nÕest n�cessaire sur S lorsque m = 0
ou m = &. Si m ‘ ˙ *, nous supposerons que S est un Á(üp)-sch�ma.

Lorsque nous consid�rerons un S-sch�ma lisse X, nous supposerons donn� sur X un
faisceau de oX -alg�bres bX muni dÕune action compatible de dX

(m), et nous poserons

~dX
(m)  = bX ¢oX

 dX
(m). Lorsque nous consid�rerons un morphisme de sch�mas f : X @ Y,

nous supposerons que bX = f *bY , muni de lÕaction de dX
(m) d�Þnie par image inverse �

partir de celle de dY
(m) sur bY (voire, sÕil y a lieu, de lÕaction de dX

(m + s) obtenue par
application de 2.2.3).

(ii) Pour mettre en �vidence la ÇÊnature cristallineÊÈ des op�rations telles que f ! et f+ ,
nous g�n�raliserons leur construction au cas o� S est muni dÕun m-PD-id�al quasi-
coh�rent (å, ∫, å), quÕon supposera m-PD-nilpotent, et o� les morphismes seront seule-
ment d�Þnis modulo å. Nous noterons S0 = V(å), et, d'une mani�re g�n�rale, lÕindice 0
d�signera la r�duction dÕun S-sch�ma modulo å, ou des donn�es d�Þnies au-dessus de
S0 . Sous ces hypoth�ses, les foncteurs image inverse seront les foncteurs f 0

 * d�Þnis en
appliquant 2.1.6. En particulier, nous g�n�raliserons ce qui a �t� dit plus haut en sup-
posant que, lorsquÕun morphisme f0 : X0  @ Y0 est donn�, on a bX = f 0

 *bY .

(iii) Pour �noncer les propri�t�s de commutation � F *, nous supposerons que p est
nilpotent sur S, et que S est muni dÕun m-PD-id�al quasi-coh�rent (å, ∫, å) tel que p ‘ å.
Nous supposerons Þx� un entier s, et, si X est un S-sch�ma lisse, nous d�signerons par
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X' un S-sch�ma lisse relevant X 0
 (s).

Ces propri�t�s peuvent dÕabord �tre �nonc�es dans une situation ÇÊrelev�eÊÈ : nous ne
ferons pas dÕhypoth�se de PD-nilpotence sur å, les morphismes de sch�mas consid�r�s
seront des morphismes de S-sch�mas lisses, et les diagrammes seront commutatifs sur
S. Nous noterons alors F : X @ X' un S-morphisme relevant le morphisme de Frobenius
relatif F s

X0 / S0 .

(iv) EnÞn, nous donnerons une variante ÇÊcristallineÊÈ des �nonc�s pr�c�dents : nous
supposerons alors que S et (å, ∫, å) v�riÞent � la fois les hypoth�ses de (ii) et de (iii), donc
en particulier que å est m-PD-nilpotent. Dans ce cas, il sufÞt � nouveau que les mor-
phismes soient donn�s entre les r�ductions sur S0 . Les foncteurs image inverse seront
donc encore d�Þnis en appliquant 2.1.6, renforc� par 2.2.6 lorsque, comme pour le
foncteur F *

X0 / S0 , il y aura lieu de prendre en compte lÕ�l�vation du niveau par Frobenius.

3.1. Extension de lÕanneau dÕop�rateurs

Avec les hypoth�ses de 3.0.1, nous montrons ici que, pour m' ≥ m, le foncteur F *

commute � une extension de lÕanneau dÕop�rateurs diff�rentiels de la forme

b' ¢oX'
 d(m)

X'    #@  c' ¢oX'
 d(m')

X' .

La d�monstration proc�de par r�duction � la caract�ristique p. Pour cela, nous
utiliserons une variante non commutative du lemme de NakayamaÊ:

3.1.1. LEMME. Ñ Soient A un anneau non n�cessairement commutatif, å « Z(üA) un
nilid�al du centre de A, M un A-module � gauche de type Þni. Si M = å M, alors M = 0.

Soient x1 , . . . , xr des g�n�rateurs de M en nombre minimum, et supposons que r > 0.
Il existe des �l�ments ai  ‘ å A tels que xr = œ i = 1

 r  ai xi , dÕo� (1 - ar)xr = œ i = 1
 r - 1 ai xi . On peut

�crire ar comme une somme Þnie ar = œ k åk bk , avec åk ‘ å, bk ‘ A. Soit å' « å le sous-id�al
de Z(üA) engendr� par les åk . Comme å' est un id�al de type Þni contenu dans le centre de
A, c'est un id�al nilpotent, et dÕautre part ar

n ‘ å' nA pour tout n. Par cons�quent, ar est
nilpotent, et M peut �tre engendr� par r - 1 �l�ments, ce qui contredit lÕhypoth�se.

3.1.2.  Sous les hypoth�ses de 3.0.1 (iii), soient m' ≥ m, bX' (resp. cX') une oX' -alg�bre
munie dÕune action compatible de d(m)

X'  (resp. d(m')
X' ), bX' @ cX' un homomorphisme d(m)

X' -
lin�aire de oX' -alg�bres. On pose bX = F *bX' , cX = F *cX'  , et on munit ces alg�bres des
actions respectives de dX

(m + s) et dX
(m' + s) d�Þnies gr�ce � 2.2.3. On peut alors consid�rer les

faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels � coefÞcients dans ces alg�bres, d�Þnis par

~d(m)
X'   =  bX' ¢oX'

 d(m)
X' ,        ~dX

(m + s)  =  bX ¢oX
 dX

(m + s),
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~d(m')
X'   =  cX' ¢oX'

 d(m')
X' ,        ~dX

(m' + s)  =  cX ¢oX
 dX

(m' + s).

3.1.3. PROPOSITION. Ñ  Avec les notations pr�c�dentes, soit e' ‘ D-(g ~d(m)
X' ). Il existe dans

D-(g ~d X
(m' + s)) un isomorphisme canonique

(3.1.3.1) ~dX
(m' + s) 

L

¢~dX
(m + s) F *e'   ##@õ   F *(~d(m')

X'  
L

¢~dX'
(m) e').

Montrons dÕabord que, pour tout ~d(m)
X' -module � gauche e', il existe un isomorphisme

canonique de ~d X
(m' + s)modules � gauche

(3.1.3.2) ~dX
(m' + s) ¢~dX

(m + s) F *e'   ##@õ   F *(~d(m')
X'  ¢~dX'

(m) e').

En appliquant F * � lÕhomomorphisme dÕextension des scalaires e' @ ~d(m')
X'  ¢~dX'

(m) e', on
obtient un homomorphisme

F *e'   #@  F *(~d(m')
X'  ¢~dX'

(m) e')

semi-lin�aire par rapport � lÕhomomorphisme ~dX
(m + s) @ ~dX

(m' + s). Par extension des
scalaires, on obtient lÕhomomorphisme ~d X

(m' + s)-lin�aire voulu.

Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on observe quÕon peut
se ramener au cas o� e' = ~d(m)

X' . En effet, cet homomorphisme est fonctoriel en e', de sorte
que lÕhomomorphisme

(3.1.3.3) ~dX
(m' + s) ¢~dX

(m + s) F *~d(m)
X'    #@  F *(~d(m')

X' )

obtenu pour e' = ~d(m)
X'  est ~d(m)

X' -lin�aire � droite. Il est clair dÕapr�s sa construction que
lÕhomomorphisme quÕon en d�duit par tensorisation sur ~d(m)

X'  avec un ~d(m)
X' -module �

gauche e' nÕest autre que (3.1.3.2).

DÕapr�s 2.5.3, la source et le but de (3.1.3.3) sont tous deux localement projectifs de
type Þni sur ~dX

(m' + s). Comme p est nilpotent sur S, lÕid�al å « oS engendre un nilid�al
dans le centre de ~dX

(m' + s), et le lemme pr�c�dent entra�ne quÕil sufÞt de prouver que
(3.1.3.3) est un isomorphisme lorsque å = 0. On est ainsi ramen� au cas o� S est de
caract�ristique p, et F le morphisme de Frobenius relatif F s

X / S : X @ X'.
LÕassertion �tant locale, on peut supposer quÕon dispose de coordonn�es t1 , . . . , td sur

X relativement � S. Pour tout entier m", soit (    Ÿ    Ìk(m")) la base correspondante de d X
(m").   

DÕapr�s (2.2.4.3), lÕhomomorphisme canonique πm, s : ~d X
(m + s) @ F * ~d(m)

X' , envoie     Ÿ    Ìk(m + s) sur   

1 ø     Ÿ    Ìk / ps(m) si chacun des ki est divisible par ps, et sur 0 sinon. Rappelons (cf. [5, (2.2.5.1)])   

que, si m", k ‘ ˙, et si k = œ m" - 1
j = 0  aj p

  üj + apm", avec 0 ≤ aj < p pour tout j ≤ m" - 1, alors

ŸÌk(m")  =  um", k  Õ
j = 0

m" - 1

   (Ÿ[üp üj])aj (Ÿ[üpm"])a,

avec um", k ‘ Á*
(üp) et Ÿ[üp üj] := ŸÌüp üj(m") pour j ≤ m". Si k nÕest pas divisible par ps, avec s ≤ m",

il existe un entier j  < s tel que aj ≠ 0, et ŸÌk(m") est multiple de Ÿ[üp üj]. Par suite, le noyau de
πm, s est lÕid�al � gauche de ~dX

(m + s) engendr� par les Ÿi
[üp üj] pour 1 ≤ i ≤ d, et 0 ≤ j < s.
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Comme, pour tout j < s ≤ m + s, les homomorphismes de transition dX
(m + s) @ dX

(m' + s)

envoient les Ÿi
[üp üj] := ŸÌüp üj(m + s) sur les Ÿi

[üp üj] := ŸÌüp üj(m' + s), on obtient

~dX
(m' + s) ¢~dX

(m + s) F *~d(m)
X'   ñ  ~dX

(m' + s) /  å
1 ≤ i ≤ d
0 ≤ j < s

    ~dX
(m' + s) Ÿi

[üp üj]  =  ~dX
(m' + s) / Ker(πm', s)  ñ  F *(~d(m')

X' ),

dÕo� lÕisomorphisme (3.1.3.2).

Gr�ce � 2.5.7 (i), on obtient alors lÕisomorphisme (3.1.3.1) en appliquant (3.1.3.2) �
une r�solution plate de e'.

3.1.4. COROLLAIRE. Ñ  Sous les hypoth�ses de 3.0.1 (iv), on pose bX = F *
X0 / S0

ÊbX' ,
cX  =  F *

X0 / S0
ÊcX' . Pour tout e' ‘ D-(g ~d(m)

X' ), il existe dans D-(g ~dX
(m' + s)) un isomorphisme

canonique

(3.1.4.1) ~dX
(m' + s) 

L

¢~dX
(m + s) F s  *

X0 / S0
 e'   ##@õ   F s  *

X0 / S0
(~d(m')

X'  
L

¢~dX'
(m) e').

Soient F, F' : U @ X' deux rel�vements de FX0 / S0
 sur un ouvert U de X. Pour tout

~d(m)
X' -module e', on dispose des isomorphismes †F, F'

(m + s) : F' *e'  #@õ   F *e', et

†F, F'
(m' + s)  :  F' *(~d(m')

X'  ¢~dX'
(m) e')   #@õ    F *(~d(m')

X'  ¢~dX'
(m) e').

Le carr�

~dX
(m' + s) ¢~dX

(m + s) F' *e'  ##@õ F' * ( ~d(m')
X'  ¢~dX'

(m) e')

Id ø †(m + s)
F, F'

… • • … †(m' + s)
F, F'

¿ ¿

~dX
(m' + s) ¢~dX

(m + s) F *e'  ##@õ  F * ( ~d(m')
X'  ¢~dX'

(m) e').

form� � partir des isomorphismes (3.1.3.2) relatifs � F et F' est commutatif, car il sufÞt de
le montrer avant de tensoriser la colonne de gauche par ~dX

(m' + s). Cela r�sulte alors de la
fonctorialit� de †F, F'

(m + s) appliqu�e � lÕhomomorphisme e' @ ~d(m')
X'  ¢~dX'

(m) e', et de ce que, si f'
est un ~d(m')

X' -module, les isomorphismes †F, F'
(m + s) et †F, F'

(m' + s) relatifs � f' sont �gaux.

Il en r�sulte que les isomorphismes (3.1.3.2) d�Þnis par des rel�vements locaux de
Frobenius se recollent, et on obtient ainsi pour tout ~d(m)

X' -module un isomorphisme global

~dX
(m' + s) ¢~dX

(m + s) F s  *
X0 / S0

 e'   ##@õ   F s  *
X0 / S0

 ( ~d(m')
X'  ¢~dX'

(m) e').

En prenant des r�solutions plates sur ~d(m)
X' , cet isomorphisme sÕ�tend ensuite aux cat�go-

ries d�riv�es.

3.2. Changement de base et image inverse extraordinaire

Nous rappelons dÕabord la d�Þnition du foncteur de changement de base, et du
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foncteur f ! pour les d-modules. Leur compatibilit� au foncteur F * est ensuite une cons�-
quence facile des propri�t�s de transitivit� �tablies dans la section 2.2.

3.2.1. Consid�rons le foncteur de changement de base. Avec les hypoth�ses de 3.0.1 (i),
soient S @ T un morphisme de sch�mas, Y un T-sch�ma lisse, X = S |T Y, f : X @ Y la
projection. LÕhomomorphisme canonique (2.1.3.1)

dX
(m)   #@  f *dY

(m)

est alors un isomorphisme (cf. [5, 2.2.2]). On en d�duit un homomorphisme

f -1dY
(m)   #@  f *dY

(m)   #@õ    dX
(m),

qui est un homomorphisme de faisceaux dÕanneaux, gr�ce � la fonctorialit� en Y / T des
homomorphismes ∂(m)

 n, n' qui d�Þnissent la structure dÕanneau de dY
(m). Pour tout dY

(m)-
module � gauche f, on en d�duit un isomorphisme canonique de d X

(m)-modules

dX
(m) ¢f -1dY

(m) f -1f   ##@õ   f *f

permettant de d�Þnir simplement par extension des scalaires le d X
(m)-module f *f d�duit

de f par le changement de base S @ T.
Si bY est une oY -alg�bre munie dÕune action compatible de dY

(m), et bX = f *bY , on
dispose encore dÕun homomorphisme de faisceaux dÕanneaux f -1~dY

(m) @ ~dX
(m), donnant

pour tout ~d Y
(m)-module f un isomorphisme

(3.2.1.1) ~dX
(m) ¢f -1~dY

(m) f -1f   ##@õ   f *f

qui permet de d�Þnir par extension des scalaires le ~d X
(m)-module d�duit de f par

changement de base
De m�me, lÕextension du foncteur de changement de base aux cat�gories d�riv�es

sÕinterpr�te comme extension des scalaires gr�ce � lÕisomorphisme

(3.2.1.2) ~dX
(m) 

L

¢f -1~dY
(m) f -1f   ##@õ   Lf *f,

d�Þni pour f ‘ D-( ~d Y
(m)), et obtenu en appliquant lÕisomorphisme pr�c�dent � une r�solu-

tion plate de f.

3.2.2. PROPOSITION. Ñ Supposons que S et T soient munis de m-PD-id�aux quasi-
coh�rents (åS , ∫S , åS) et (åT , ∫T , åT) v�riÞant les hypoth�ses de 3.0.1 (iii), et tels que S @ T
soit un m-PD-morphisme.  Soient X' = S |T Y', f' : X' @ Y' la projection, bY' une oY' -
alg�bre munie dÕune action compatible de d(m)

Y' , bX' = f' *bY' .
(i) Si FY : Y @ Y' est un rel�vement de F s

Y0 / T0 , soient FX : X @ X' le morphisme d�duit
de FY par changement de base, bY = F Y

 * bY' , bX = f *bY ñ F X
 *bX'  Pour tout f' ‘ D-(~dY'

(m)),
il existe un isomorphisme canonique de D-( ~d X

(m + s))

(3.2.2.1) ~dX
(m + s) 

L

¢f -1 ~d Y
(m + s) f -1 F Y

 * f'   ##@õ   FX
 *(~d(m)

X'  
L

¢f' -1~d(m)
Y'

 f' -1 f').
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(ii) Si åS et åT sont m-PD-nilpotents, soient bY = F s  *
Y0 / T0

 bY' , bX = f *bY ñ F s  *
X0 / S0

 bX' .
Pour tout f' ‘ D-(~dY'

(m)), il existe un isomorphisme canonique de D-( ~d X
(m + s))

(3.2.2.2) ~dX
(m + s) 

L

¢f -1 ~d Y
(m + s) f -1 F s  *

Y0 / T0
 f'   ##@õ   F s  *

X0 / S0
(~d(m)

X'  
L

¢f' -1~d(m)
Y'

 f' -1 f').

Il sufÞt de prouver les versions non d�riv�es de ces isomorphismes lorsque f' se
r�duit � un ~dY'

(m)-module, car, dÕapr�s 2.5.7, on peut calculer les foncteurs d�riv�s en jeu
en rempla�ant f' par une r�solution plate sur ~dY'

(m). Utilisant lÕisomorphisme (3.2.1.1), on
voit quÕil sÕagit de d�Þnir un isomorphisme ~d X

(m + s)-lin�aire f * F Y
 * f'  #@õ   F X

 * f' * f' (resp.
f * F s  *

Y0 / T0
 f'  #@õ   F s  *

X0 / S0
 f' * f'). Dans le premier cas, on a f' Ï FX = FY Ï f, et, gr�ce �

2.2.3 (iii), il sufÞt dÕutiliser lÕisomorphisme de transitivit� des images inverses. Dans le
deuxi�me cas, on utilise sa g�n�ralisation donn�e par (2.2.6.1).

3.2.3. Revenons � la situation g�n�rale de 3.0.1 (i) , et pr�cisons dans ce cadre la d�Þnition
du foncteur image inverse extraordinaire.

(i) Soient f : X @ Y un morphisme de S-sch�mas lisses, de dimensions relatives dX et
dY sur S, dX / Y = dX - dY , bY une oY -alg�bre munie dÕune action compatible de dY

(m),
bX  =  f *bY . Rappelons que, dÕapr�s 2.1.4, on dispose sur ~d(m)

X @ Y := f *~dY
(m) dÕune structure

canonique de ( ~d X
(m), f -1 ~d Y

(m))-bimodule.
Suivant les conventions de [12], nous d�Þnirons le foncteur image inverse extra-

ordinaire f ! : D-(~d Y
(m)) @ D-(~d X

(m)) par

(3.2.3.1) f ! f  =  ~d(m)
X @ Y 

L

¢f -1( ~d Y
(m)) f

 -1 f [dX / Y].

Ce foncteur d�pend de m en g�n�ral, et il sera parfois utile de le pr�ciser dans les
notations : nous emploierons alors la notation f !(m) f.

Soient f ‘ D-(~dY
(m)), et p une r�solution de f plate sur ~dY

(m). On a donc des isomor-
phismes de complexes de ~d X

(m)-modules

(3.2.3.2) f ! f =  ~d(m)
X @ Y ¢f -1(~dY

(m)) f
 -1 p [dX / Y]

ñ  bX ¢f -1(bY) f
 -1 p [dX / Y]

ñ  oX ¢f -1(oY) f
 -1 p [dX / Y],

gr�ce auxquels on peut aussi calculer f ! f en prenant des r�solutions ~d Y
(m)-lin�aires de f

qui soient plates sur bY , ou sur oY .

(ii) Pla�ons nous maintenant sous les hypoth�ses de 3.0.1 (ii), et soient f0 : X0 @ Y0 un
morphisme de S0-sch�mas lisses, X, Y deux S-sch�mas lisses relevant X0 et Y0 . DÕapr�s
2.1.6, on peut encore d�Þnir par recollement un (~dX

(m), f 0
 -1  ~d Y

(m))-bimodule canonique not�

~d(m)
X @ Y = f0

 *~dY
(m). On peut donc g�n�raliser la d�Þnition de f ! en posant dans ce cas, pour

f ‘ D-(~dY
(m)),

(3.2.3.3) f0
 !  f  :=  ~d(m)

X @ Y 
L

¢f 0
 -1( ~d Y

(m)) f 0
 -1 f [dX / Y].
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On observera quÕon dispose encore du foncteur f 0
 * de la cat�gorie des ~d Y

(m)-modules �
gauche dans celle des ~d X

(m)-modules � gauche, d�Þni par recollement gr�ce aux isomor-
phismes †f, f' � partir des foncteurs f * associ�s aux rel�vements locaux f de f0 . On dis-
pose aussi du foncteur d�riv� correspondant Lf 0

 *, calculable en prenant des r�solutions

~d Y
(m)-lin�aires � termes plats sur oY (ou sur bY) et en recollant leurs images inverses

locales par les isomorphismes †f, f' . Pour tout ~d Y
(m)-module � gauche f, on dispose de

m�me dÕun isomorphisme ~d X
(m)-lin�aire

~d(m)
X @ Y ¢f0

 -1(~dY
(m)) f0

 -1 f  ñ  f0
 * f,

d�Þni par recollement � partir des isomorphismes (3.2.3.2) locaux, et donnant naissance
� lÕisomorphisme

(3.2.3.4) f 0
 !  f  ñ  Lf 0

 * f [dX, Y].

Par contre, on prendra garde quÕen g�n�ral le foncteur Lf 0
 * ne sÕexprime sous la forme

dÕun produit tensoriel comme dans les isomorphismes (3.2.3.2) que lorsquÕon dispose
dÕun rel�vement global de f0 en f : X @ Y, sinon oX nÕest pas muni dÕune structure
naturelle de f 0

 -1 oY -module � droite.

3.2.4. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 3.0.1 (iii), soient f0 : X0 @ Y0 un mor-
phisme de S0-sch�mas lisses, X, Y, X', Y' des S-sch�mas lisses relevant X0 , Y0 , X0

 (s) et
Y0

 (s).
(i) Supposons donn�s des S-morphismes f : X @ Y, f' : X' @ Y', FX : X @ X', FY :

Y  @  Y' relevant f0 , f0
 (s), F s

X0 / S0
, et F s

Y0 / S0 . Si FY  Ï  f = f' Ï FX , il existe pour tout f' ‘
D-(~dY'

(m)) un isomorphisme canonique de D-( ~d X
(m + s))

(3.2.4.1) f !(m + s) F Y
 * f'   ##@õ   F X

 *(üf' !(m)
 f').

(ii) Supposons å m-PD-nilpotent. Il existe pour tout f' ‘ D-(~dY'
(m)) un isomorphisme

canonique de D-( ~d X
(m + s))

(3.2.4.2) f 0
 !(m + s) F s  *

Y0 / S0
 f'   ##@õ   F s  *

X0 / S0
(üf 0

  (s) !(m)
 f').

Notons dÕabord que dX' / Y' = dX / Y . Soit p' une r�solution de f' plate sur ~dY'
(m). Gr�ce �

2.5.7 (i), on est ramen� dans le premier cas � construire un isomorphisme canonique

~d X
(m + s)-lin�aire

(3.2.4.3) f * F Y
 * p'   ##@õ   F X

 * f' * p'.

Cet isomorphisme, valable sans hypoth�se sur p', sÕobtient alors en appliquant 2.2.3 (iii).
Dans le cas (ii), il faut de m�me construire un isomorphisme canonique ~dX

(m + s)-
lin�aire

(3.2.4.4) f 0
 * F s  *

Y0 / S0
 p'   ##@õ   F s  *

X0 / S0
 f 0

  (s) * p',

et cet isomorphisme est alors fourni par 2.2.6 (iii).
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Remarque. Ñ  En appliquant lÕassertion (ii) dans le cas particulier o� X et Y sont deux
rel�vements de X0 , et f0 = IdX0 , on voit en particulier que les �quivalences de 2.1.7 sont
compatibles aux foncteurs F *.

3.3. Produits tensoriels interne et externe

La compatibilit� du foncteur F * au produit tensoriel externe est analogue � ce que
nous venons de voir pour les images inverses.

Observons dÕabord que le produit tensoriel sur oX est compatible � F * :

3.3.1. LEMME. Ñ  On se place sous les hypoth�ses de 3.0.1 (iii).

(i) Si F : X @ X' est un rel�vement de F s
X0 / S0 , et si e', f' ‘  D-(~dX'

(m)), il existe dans
D-( ~d X

(m + s)) un isomorphisme canonique

(3.3.1.1) F * e' 
L

¢oX
 F * f'   ##@õ   F *(e' 

L

¢oX'
  f').

(ii) Si å est m-PD-nilpotent, et si e', f' ‘ D-(~dX'
(m)), il existe dans D-(~dX

(m + s)) un iso-
morphisme canonique

(3.3.1.2) F s  *
X0 / S0

 e' 
L

¢oX
 F s  *

X0 / S0
 f'   ##@õ  F s  *

X0 / S0
(e' 

L

¢oX'
  f').

Soit p' une r�solution de f' plate sur ~d(m)
X' . Comme p' est � termes plats sur oX' , la

source et le but de (3.3.1.1) sont les complexes de ~d X
(m + s)-modules donn�s respectivement

par F *e' ¢oX
 F *p' et F *(e' ¢oX'

 p'). Il sufÞt donc de v�riÞer que lÕisomorphisme oX -
lin�aire canonique entre ces deux complexes est ~d X

(m + s)-lin�aire. On peut supposer que e'
et f' sont r�duits � un seul module, et on est ramen� � v�riÞer que cet isomorphisme est
horizontal pour les (m + s)-PD-stratiÞcations de F *e' ¢ F *f' et F *(e' ¢ f'). Si (™ 'n), (⁄ 'n)
sont les m-PD-stratiÞcations de e', f', celle de e' ¢ f' est alors (™ 'n  ø  ⁄ 'n), et, avec les nota-
tions de 2.2.2, lÕassertion r�sulte de ce que les images inverses par les morphismes ‡ :
fl n

X, (m + s) @ fl n
X', (m) commutent au produit tensoriel.

Dans le cas (ii), lÕassertion r�sulte du cas (i) une fois observ� que les isomorphismes
de recollement †F, F' commutent eux aussi au produit tensoriel, puisquÕils se d�duisent
des m-PD-stratiÞcations en appliquant un foncteur image inverse.

3.3.2. Pr�cisons maintenant la construction du produit tensoriel externe, sous les
hypoth�ses g�n�rales de 3.0.1 (i). Soient X, Y deux S-sch�mas lisses, Z = X |S Y, et notons
f : Z  @ X, g : Z @ Y les deux projections. Soient e un d X

(m)-module � gauche, f un dY
(m)-

module � gauche. Les images inverses f *e, g *f poss�dent une structure naturelle de
d Z

(m)-module � gauche, et, dÕapr�s [5, 2.3.3], il en est de m�me de leur produit tensoriel
f *e ¢oZ

 g *f. Par d�Þnition, cÕest le produit tensoriel externe de e et f, quÕon notera
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e ¢oS
 f  :=  f *e ¢oZ

 g *f.

Lorsque S est le spectre dÕun corps, cÕest un bifoncteur exact en chacune des varia-
bles e et f. En g�n�ral, ce nÕest plus le cas. N�anmoins, si p est un d X

(m)-module plat, ou
plus g�n�ralement plat sur oX , le foncteur f ò@ f *p ¢oZ

 g *f est exact. Il en r�sulte
quÕon peut d�river le produit tensoriel externe en un bifoncteur

e ¢
L

oS
 f  :  D-(dX

(m)) | D-(dY
(m))   #@  D-(dZ

(m)),

calculable en prenant une r�solution plate de lÕun des deux arguments.

Si a (resp. b) est une oX -alg�bre (resp. oY -alg�bre) munie dÕune action compatible
de dX

(m) (resp. dY
(m)), c := a ¢oS

 b est une oZ-alg�bre munie dÕune action compatible de
dZ

(m). En notant comme pr�c�demment ~dX
(m) = a ¢oX

 dX
(m), ~dY

(m) = b ¢oY
 dY

(m), ~dZ
(m) =

c  ¢oZ
  d Z

(m), on voit imm�diatement que le produit tensoriel externe se g�n�ralise en un
bifoncteur D-(~dX

(m)) | D-(~dY
(m)) @ D-(~dZ

(m)).

3.3.3. PROPOSITION. Ñ  Avec les notations pr�c�dentes, et sous les hypoth�ses de 3.0.1
(iii), soient X, Y des S-sch�mas lisses de r�ductions X0 , Y0 , et X', Y' des S-sch�mas lisses
relevant X0

 (s) et Y0
 (s). Notons Z = X |S Y, Z0 = X0 |S0

 Y0 , Z'  =  X' |S' Y'.

(i) Supposons donn�s des rel�vements FX : X @ X', FY : Y @ Y' de F s
X0 / S0

 , F s
Y0 / S0 ,

et posons FZ = FX | FY : Z @ Z'. Si e' ‘ D-(~dX'
(m)), f' ‘ D-(~dY'

(m)), il existe dans D-(~dZ
(m + s))

un isomorphisme canonique

(3.3.3.1) F X
 * e' ¢

L

oS
 F Y

 * f'   ##@õ   F Z
 *(e' ¢

L

oS
  f').

(ii) Si å est m-PD-nilpotent, et si e ‘ D-(~dX'
(m)), f ‘ D-(~dY'

(m)), il existe dans D-(~dZ
(m + s))

un isomorphisme canonique

(3.3.3.2) F s  *
X0 / S0

 e' ¢
L

oS
 F s  *

Y0 / S0
 f'   ##@õ   F s  *

Z0 / S0
(e' ¢

L

oS
  f').

Soient f : Z @ X, g : Z @ Y, f' : Z' @ X', g' : Z' @ Y' les projections, et p', q' des
r�solutions plates de e' et f'. Dans le cas (i), il sufÞt de d�Þnir un isomorphisme ~dZ

(m + s)-
lin�aire

f * F X
 * p' ¢oZ

 g * F Y
 * q'   ##@õ   F Z

 *(üf' * p' ¢oZ'
 g' *q'),

et on prend le compos� des isomorphismes d�Þnis par 2.2.3 (iii) et 3.3.1 (i) :

f * F X
 * p' ¢oZ

 g * F Y
 * q'   #@õ   F Z

 * f' *p' ¢oZ
 F Z

 * g' * q'   #@õ    F Z
 *(üf' * p' ¢oZ'

 g' *q').

Le cas (ii) se traite de la m�me mani�re.
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3.4. Image directe

Apr�s avoir pr�cis� la construction du foncteur image directe f+ , nous �tablissons
maintenant la commutation de f+ � F *.

3.4.1. Rappelons la construction du bimodule canonique d�Þnissant les images directes.
Soient m ‘ Ü̇ , S un sch�ma (resp. Á(üp)-sch�ma si m ‘ ˙ *).

a) Sous les hypoth�ses de 3.0.1 (i), soit f : X @ Y un morphisme de S-sch�ma lisses.
On peut associer � f un (üf -1 ~d Y

(m), ~d X
(m))-bimodule de deux mani�res :

(i) En tensorisant ~dY
(m) � droite par ∑ Y

-1, on obtient un ~dY
(m)-bimodule � gauche, auquel

on applique f * par la structure tordue. On obtient ainsi un (üf -1~dY
(m), ~d X

(m))-bimodule �
gauche, quÕon transforme en (üf -1 ~d Y

(m), ~d X
(m))-bimodule par tensorisation � droite par ∑X .

On note

~d(m)
Y “ X  =  fd

 *(~dY
(m) ¢oY

 ∑Y
-1) ¢oX

 ∑X

le bimodule ainsi obtenu.
(ii) On peut aussi appliquer f * � la structure gauche de ~dY

(m) ¢ ∑Y
-1, ce qui donne un

(~dX
(m), f -1 ~d Y

(m))-bimodule � gauche. On le transforme alors en (üf -1~dY
(m), ~d X

(m))-bimodule
en tensorisant � gauche par ∑X , dÕo�

~d(m)
Y “ X'  =  ∑X ¢oX

 fg
 *(~dY

(m) ¢oY
 ∑Y

-1).

En fait, les bimodules ~d(m)
Y“ X et ~d(m)

Y“ X' sont canoniquement isomorphes. En effet, on
dispose dÕapr�s 1.3.4 dÕun isomorphisme de transposition

∫Y  :  ~dY
(m) ¢oY

 ∑Y
-1   ##@õ   ~dY

(m) ¢oY
 ∑Y

-1

�changeant les deux structures de ~d Y
(m)-module � gauche de ~dY

(m) ¢oY
 ∑Y

-1 (d�duit de
(1.3.4.3) par tensorisation avec bY). En lui appliquant f * � droite sur la source (et donc �
gauche sur le but), on obtient un isomorphisme de (üf -1 ~d Y

(m), ~d X
(m))-bimodules � gauche

fd
 *(~dY

(m) ¢oY
 ∑Y

-1)   ##@õ   fg
 *(~dY

(m) ¢oY
 ∑Y

-1).

En le tensorisant avec ∑X , on obtient lÕisomorphisme de (üf -1 ~d Y
(m), ~d X

(m))-bimodules

∫X, Y  :  ~d(m)
Y “ X   ##@õ   ~d(m)

Y “ X'.

Nous utiliserons cet isomorphisme pour identiÞer ces deux bimodules, que nous noterons
indiff�remment ~d(m)

Y “ X .

b) Sous les hypoth�ses de 3.0.1 (ii), soient X et Y deux S-sch�mas lisses de r�ductions
X0 et Y0 sur S0 , f0 : X0 @ Y0 un S0-morphisme. Puisque, dÕapr�s 2.1.6, on dispose par
recollement dÕun foncteur bien d�Þni f 0

 * de la cat�gorie des ~d Y
(m)-modules � gauche dans

celle des ~d X
(m)-modules � gauche, le bimodule ~d(m)

Y“ X garde un sens si lÕon pose

~d(m)
Y“ X  =  f0, d

 *  (~dY
(m) ¢oY

 ∑Y
-1) ¢oX

 ∑X  ñ  ∑X ¢oX
  f0, g

 * (~dY
(m) ¢oY

 ∑Y
-1).
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Le lemme suivant pr�cise quels sont les bimodules sur X' qui correspondent par
descente par Frobenius aux bimodules ~d(m + s)

X @ Y  et ~d(m + s)
Y “ X  .

3.4.2. LEMME. Ñ  (i)  Avec les notations pr�c�dentes, et sous les hypoth�ses de 3.0.1 (iii),

soient FX : X @ X', FY : Y @ Y' et f' : X' @ Y' des rel�vements de F s
X0 / S0 , F

 s
Y0 / S0

 et f0
 (s) tels

que FY Ï f = f' Ï FX . Il existe alors des isomorphismes canoniques de (~dX
(m + s), f -1~dY

(m + s))-

bimodules et de (üf -1 ~d Y
(m + s), ~d X

(m + s))-bimodules

(3.4.2.1) ~d(m + s)
X @ Y    #@õ    F X

 * F à
Y ~d(m)

X' @ Y'  :=  FX
 *(üf' *g (F à

Y ~d(m)
Y' )),

(3.4.2.2) ~d(m + s)
Y “ X    #@õ    F à

X F Y
 * ~d(m)

Y' “ X'  :=  F à
X, d(üf' *d (F *

Y, g(~d(m)
Y'  ¢oY'

 ∑-1
Y')) ¢oX'

 ü∑X').

(ii) Supposons que å soit m-PD-nilpotent. Il existe alors des isomorphismes canoni-
ques de ( ~d X

(m + s), f -1 ~d Y
(m + s))-bimodules et de (üf -1 ~d Y

(m + s), ~d X
(m + s))-bimodules

(3.4.2.3) ~d(m + s)
X @ Y    #@õ    F s  *

X0 / S0
 F s  à

Y0 / S0
 ~d(m)

X' @ Y'  :=  F s  *
X0 / S0

(üf (s) *
0, g (F s  à

Y0 / S0
 ~d(m)

Y' )),

(3.4.2.4) ~d(m + s)
Y “ X  #@õ    F s  à

X0 / S0
 F s  *

Y0 / S0
 ~d(m)

Y' “ X'

:=  F s  à
X0 / S0 , d(üf (s) *

0, d (F s  *
Y0 / S0 , g(~d(m)

Y'  ¢oY'
 ∑-1

Y')) ¢oX'
 ü∑X').

On observera que, dans cet �nonc�, on commet un abus de notation en �crivant
F à

Y ~d(m)
X' @ Y' , ou FY

 *  ~d(m)
Y' “ X' , dans la mesure o� ~d(m)

X' @ Y'  et ~d(m)
Y' “ X' sont des faisceaux sur X' et

non sur Y' ; on peut le justiÞer en remarquant que le foncteur f' *, appliqu� pour lÕune
des structures de oY' -module, commute en un sens �vident aux foncteurs hom et ¢ quÕon
applique � lÕautre structure pour d�Þnir F à

Y ~d(m)
Y'  et FY

 *(~d(m)
Y'  ¢oY'

 ∑-1
Y' ).

DÕapr�s 2.5.2, il existe un isomorphisme canonique de ~d Y
(m + s)-bimodules

(3.4.2.6) ~dY
(m + s)   #@õ    F Y

 * F à
Y ~d(m)

Y' .

En lui appliquant f * pour la structure gauche, et en utilisant lÕisomorphisme ~dX
(m + s)-

lin�aire f *F Y
 * F à

Y ~d(m)
Y'   #@õ   F X

 * f' *F à
Y ~d(m)

Y'  fourni par (3.2.4.3), on obtient (3.4.2.1).
En tensorisant maintenant (3.4.2.6) � droite par ∑ Y

-1, et en composant lÕisomor-
phisme obtenu avec celui quÕon d�duit de (2.4.4.1), on obtient un isomorphisme de ~dY

(m + s)-
bimodules � gauche

~dY
(m + s) ¢oY

 ∑Y
-1   #@õ    F *

Y, g(F *
Y, d(~d(m)

Y'  ¢oY'
 ∑-1

Y'))   #@õ    F *
Y, d(F *

Y, g(~d(m)
Y'  ¢oY'

 ∑-1
Y')).

En lui appliquant f * pour la structure droite, et en utilisant lÕisomorphisme f *F Y
 * ñ

F X
 * f' *, on obtient un isomorphisme de (üf -1 ~d Y

(m + s), ~d X
(m + s))-bimodules � gauche

f *( ~dY
(m + s) ¢oY

 ∑Y
-1)   #@õ    F *

X, d f' *d (F *
Y, g(~d(m)

Y'  ¢oY'
 ∑-1

Y')).

Pour obtenir (3.4.2.2), on tensorise celui-ci � droite par ∑X , et on le compose avec lÕisomor-
phisme (2.4.3.1) relatif au d(m)

X' -module � gauche f' *d (F *
Y, g(~d(m)

Y'  ¢oY'
 ∑-1

Y' )).
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Lorsque å est m-PD-nilpotent, les foncteurs et les isomorphismes mis en jeu dans les
constructions pr�c�dentes pour des rel�vements locaux de Frobenius se recollent, ce qui
fournit globalement sur X les isomorphismes (3.4.2.3) et (3.4.2.4).

3.4.3. Supposons maintenant que S soit un sch�ma nÏth�rien de dimension de Krull
Þnie, et que f : X @ Y soit un S-morphisme quasi-s�par� et quasi-compact. Le foncteur f*
est alors de dimension cohomologique Þnie sur la cat�gorie des faisceaux ab�liens sur X.
Sous ces hypoth�ses, on dispose donc, pour tout faisceau dÕanneaux d sur X, dÕun fonc-
teur d�riv� Èf* : D-(d) @ D-(üf* d). On d�Þnit alors un foncteur f+ : D-(~dX

(m)) @
D-(~d Y

(m)) en posant, pour e ‘ D-(~d X
(m))

(3.4.3.1) f+(e)  =  Èf*(~d(m)
Y“ X 

L

¢~dX
(m) e).

Ce foncteur d�pend de m ; si n�cessaire, nous le pr�ciserons par la notation f+(m) .

Sous les hypoth�ses de 3.4.1 b), on d�Þnit le foncteur f0 + de la m�me mani�re.

Remarque. Ñ  Supposons que S soit un sch�ma quelconque, que la dimension relative de
X par rapport � S soit constante, et que lÕon soit dans lÕune des situations suivantes :

(i) m = 0 ;
(ii) p est localement nilpotent sur S.

Nous montrerons dans [7] que, dans ces deux cas, ~d(m)
Y “ X est de Tor-dimension Þnie sur

~dX
(m). Le produit tensoriel d�riv� ~d(m)

Y “ X 
L

¢~dX
(m) e peut alors �tre d�Þni pour e ‘ D+(~dX

(m)), si
bien que la formule (3.4.3.1) garde un sens pour e ‘ D+(~dX

(m)), et d�Þnit un foncteur f+ :
D+(~dX

(m)) @ D+(~dY
(m)) sans hypoth�se nÏth�rienne sur S. N�anmoins, pour les th�or�-

mes de changements de base permettant de passer � la limite projective sur des quotients
dÕanneaux de valuation discr�te, il est plus naturel de travailler avec des complexes
appartenant � D-( ~d X

(m)), de sorte quÕen pratique les hypoth�ses faites plus haut seront les
plus utiles.

3.4.4. TH�ORéME. Ñ Supposons que les hypoth�ses de 3.0.1 (iii) et de 3.4.3 soient satis-
faites, et soient X, Y deux S-sch�mas lisses,  f0 : X0 @ Y0 un S0-morphisme entre leurs
r�ductions modulo å, X', Y' des rel�vements lisses sur S de X 0

 (s)
 , Y 0

 (s)
 .

(i) Soient f : X @ Y, f' : X' @ Y', FX : X @ X', FY : Y @ Y' des rel�vements de f0 , f0
 (s),

F s
X0 / S0 , F s

Y0 / S0 . Si FY Ï f = f' Ï FX , il existe pour tout e' ‘ D-(~d(m)
X' ) un isomorphisme

canonique de D-( ~d Y
(m + s))

(3.4.4.1) f+(m + s)(F X
 * e')   #@õ    FY

 * f '+(m)(e').

(ii) Supposons que å soit m-PD-nilpotent. Pour tout e' ‘ D-(~d(m)
X' ), il existe un isomor-

phisme canonique de D-( ~d Y
(m + s))

(3.4.4.2) f0 +(m + s)(F s  *
X0 / S0

 e')   #@õ    F s  *
Y0 / S0

 f (s)
0 +(m)(e').
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Pla�ons nous dÕabord sous les hypoth�ses de (i). Le foncteur exact F Y
 * induit une

�quivalence de cat�gories D-(~d(m)
Y' )  #@ã   D-(~dY

(m + s)), et, dÕapr�s 2.5.6 (i), un foncteur
quasi-inverse est fourni par e ò    @ F Y

 à  ~d(m)
Y'  

L

¢ ~d Y
(m + s) e. Pour d�Þnir lÕisomorphisme (3.4.4.1),

il sufÞt donc de d�Þnir un isomorphisme

FY
 à  ~d(m)

Y'  
L

¢ ~d Y
(m + s) f+(m + s)(F X

 * e')   #@õ    f'+(m)(e')

dans D-(~d(m)
Y' ). Par d�Þnition, f+(m + s)(F X

 * e') = Èf*(f), en posant

f  =  ~d(m + s)
Y “ X  

L

¢~dX
(m + s) FX

 * e'  ‘  D-(üf -1~dY
(m + s)).

Comme, dÕapr�s 2.5.3, F Y
 à   ~d(m)

Y'  est un ~d Y
(m + s)-module � gauche localement projectif de type

Þni, le morphisme canonique

FY
 à  ~d(m)

Y'  
L

¢ ~d Y
(m + s) Èf*(f)   #@  Èf*(üf -1(F Y

 à  ~d(m)
Y' ) 

L

¢f -1 ~d Y
(m + s) f)

est un isomorphisme de D-(~d(m)
Y' ). Comme f = f' en tant quÕapplication continue entre

espaces topologiques, on est ainsi ramen� � d�Þnir un isomorphisme

(3.4.4.3) f -1(FY
 à  ~d(m)

Y' ) 
L

¢f -1~dY
(m + s) (~d(m + s)

Y “ X  
L

¢ ~d X
(m + s) F X

 * e')   #@õ    ~d(m)
Y' “ X' 

L

¢~d(m)
X'

 e'

dans D-(üf -1 ~d(m)
Y' ).

Gr�ce � (3.4.2.2), on dispose d'un isomorphisme canonique de bimodules

~d(m + s)
Y “ X    #@õ    F à

X, d(üf' *d (F *
Y, g(~d(m)

Y'  ¢oY'
 ∑-1

Y')) ¢oX'
 ü∑X').

En appliquant lÕisomorphisme d'invariance du produit tensoriel (2.5.7.1), on obtient alors
dans D-(üf -1 ~d Y

(m + s)) l'isomorphisme

~d(m + s)
Y “ X  

L

¢~dX
(m + s) FX

 * e'   #@õ    (üf' *d (F *
Y, g(~d(m)

Y'  ¢oY'
 ∑-1

Y')) ¢oX'
 ü∑X') 

L

¢~d(m)
X'

 e'.

Le terme de gauche de (3.4.4.3) s'identiÞe ainsi �

f -1(FY
 à  ~d(m)

Y' ) 
L

¢f -1 ~d Y
(m + s) (üf' *d (F *

Y, g(~d(m)
Y'  ¢oY'

 ∑-1
Y')) ¢oX'

 ü∑X') 
L

¢~d(m)
X'

 e'

ñ  (üf -1(FY
 à  ~d(m)

Y' ) ¢f -1 ~d Y
(m + s) f -1(F *

Y, g(~d(m)
Y'  ¢oY'

 ∑-1
Y')) ¢f -1oY'

 ü∑X') 
L

¢~d(m)
X'

 e'.

Or on dispose de lÕisomorphisme de ~d(m)
Y' -bimodules (2.5.5.1)

FY
 à  ~d(m)

Y'  ¢~dY
(m + s) F *

Y, g ~d(m)
Y'    #@õ    ~d(m)

Y' ,

quÕon peut tensoriser � droite par ∑Y'
-1 pour en d�duire un isomorphisme de ~d(m)

Y' -
bimodules � gauche

FY
 à  ~d(m)

Y'  ¢~dY
(m + s) F *

Y, g(~d(m)
Y'  ¢oY'

 ∑-1
Y')   #@õ    ~d(m)

Y'  ¢oY'
 ∑-1

Y'.

En lui appliquant f -1, et en tensorisant � droite par ∑X' , on obtient un isomorphisme de
(üf -1~d(m)

Y' , ~d(m)
X' )-bimodules

f -1(FY
 à  ~d(m)

Y' ) ¢f -1 ~d Y
(m + s) f -1(F *

Y, g(~d(m)
Y'  ¢oY'

 ∑-1
Y')) ¢f -1oY'

 ü∑X'   #@õ    ~d(m)
Y' “ X' .

Il sufÞt alors de le tensoriser par e' pour obtenir lÕisomorphisme (3.4.4.3).
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Si on suppose que å est m-PD-nilpotent, on peut construire lÕisomorphisme (3.4.4.2)
en suivant la m�me m�thode : le lecteur sÕassurera que, sous cette hypoth�se, chacun des
isomorphismes utilis�s dans la construction pr�c�dente reste bien d�Þni sans supposer
les morphismes relevables (compte tenu de ce que f = f' = f0 en tant que morphismes
dÕespaces topologiques).

3.5. Foncteur dual

Nous compl�tons cet examen des compatiblit�s entre le foncteur F * et les op�rations
de la th�orie des d-modules en mentionnant le cas du foncteur dual, d� � A.ÊVirrion (cf.
[40], [41], [42]).

3.5.1. Rappelons dÕabord la d�Þnition du foncteur dual. On se place sous les hypoth�ses
de 3.0.1 (i), et on suppose X de dimension relative constante d sur S. Si e ‘ D-(~dX

(m)), on
d�Þnit le complexe dual de e comme �tant

(3.5.1.1) D(e)  =  È hom~dX
(m)(e, ~dX

(m) ¢oX
 ∑X

-1[d]).

Avec cette g�n�ralit�, le complexe D(e) appartient � D+(~dX
(m)), mais cette d�Þnition est

surtout int�ressante si e ‘ Dparf(~dX
(m)), auquel cas D(e) est aussi dans Dparf(~dX

(m)) [42, I
(3.3)]. On remarquera que, gr�ce � lÕinvolution ∫X d�Þnie en (1.3.4.3), on peut indiff�rem-
ment utiliser la structure gauche de ~d X

(m)-module de ~d X
(m) ¢oX

 ∑ X
-1 pour d�Þnir la lin�arit�

dans le foncteur hom, et la structure tordue pour d�Þnir la structure ~d X
(m)-lin�aire �

gauche de D(e), ou bien lÕinverse. Si n�cessaire, nous pr�ciserons le sch�ma X et le
niveau m intervenant dans la d�Þnition de D par une notation telle que D X

(m).

3.5.2. TH�ORéME [42, II (3.2)]. Ñ  On suppose v�riÞ�es les hypoth�ses de 3.0.1 (iii).

(i) Soit F : X @ X' un rel�vement de F s
X0 / S0 . Pour tout e' ‘ D-(~d(m)

X' ), il existe un iso-
morphisme canonique de D+( ~d X

(m + s))

(3.5.2.1) DX
(m + s) F *e'   #@õ    F * D(m)

X' (e').

(ii) Si å est m-PD-nilpotent, il existe pour tout e' ‘ D-(~d(m)
X' ) un isomorphisme cano-

nique de D+( ~d X
(m + s))

(3.5.2.2) DX
(m + s) F s  *

X0 / S0
 e'   #@õ    F s  *

X0 / S0
  D(m)

X' (e').

Nous renvoyons � [42] pour la d�monstration dans le cas (i). Celle de (ii) est
analogue, les isomorphismes employ�s restant d�Þnis sans hypoth�se de relevabilit� sur
F s

X0 / S0
 lorsque å est m-PD-nilpotent.
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4. F-dì-modules

 Dans ce chapitre, on Þxe un anneau de valuation discr�te complet v dÕin�gales
caract�ristiques, et on note K son corps des fractions, µ son id�al maximal, k son corps
r�siduel, suppos� de caract�ristique p. Tous les sch�mas formels consid�r�s sur v sont
suppos�s munis de la topologie µ-adique, et localement de type Þni sur v. LÕindice ›
d�signe la tensorisation dÕun faisceau ab�lien par ›.

Soient s un v-sch�ma formel, x un s-sch�ma formel lisse. Nous �tendrons dÕabord
le th�or�me de descente par Frobenius aux modules sur les anneaux dÕop�rateurs com-
pl�t�s ^dx

(m) (relatifs � s), et sur leur limite dì
x lorsque m @ &. Nous donnerons ensuite

deux applications importantes de ces r�sultats : dÕune part, nous montrerons que lÕaction
de Frobenius sur la cohomologie de de Rham dÕun ^d(m)

x, ›-module est un isomorphismeÊ;
dÕautre part, lorsque s = Spf v, ces r�sultats nous permettront de calculer la dimension
homologique des faisceaux dÕanneaux ^d x

(m), et de borner celle des faisceaux ^d(m)
x, › et dì

x, › .

Nous introduirons ensuite la notion de F-d ì
x, ›-module, i.e. de d ì

x, ›-module muni
dÕune action de Frobenius. Dans la derni�re section, nous expliquerons comment on peut
consid�rer cette notion comme la g�n�ralisation naturelle dans le cadre de la th�orie
arithm�tique des d-modules des notions de F-isocristal convergent et surconvergent.

Comme nous lÕavons expliqu� dans lÕintroduction, nous nÕ�tendrons pas ici les th�o-
r�mes prouv�s dans le chapitre pr�c�dent sur la compatibilit� de F * aux op�rations de
base sur les d-modules au cas des ^d x

(m)-modules ou des d ì
x, ›-modules, renvoyant pour

cela � [7], o� nous donnerons une construction syst�matique de ces op�rations prenant en
compte les conditions de compl�tion n�cessaires. Nous expliciterons n�anmoins ici dans
le cas des modules coh�rents la commutation de F * � lÕextension du faisceau dÕop�ra-
teurs dÕop�rateurs (cf. 3.1). CÕest en effet cette propri�t� qui va nous permettre de ramener
lÕ�tude des F-d ì

x, ›-modules coh�rents � celle des ^d(0)
x, ›-modules coh�rents munis dÕune

action de Frobenius en un sens convenable, gr�ce au th�or�me dÕ�quivalence 4.5.4. Nous
en d�duirons alors le corollaire remarquable suivant : bien que, comme nous le verrons
en 4.2.3, lÕanneau d ì

x, › ne soit pas un faisceau dÕanneaux nÏth�riens, la cat�gorie des F-
d ì

x, ›-modules coh�rents est une cat�gorie nÏth�rienne.

 4.1. Descente des ^d x
(m)-modules

Rappelons que, si e est lÕindice de ramiÞcation absolu de v, on peut munir lÕid�al µ
dÕune m-PD-structure si et seulement si pm ≥ e / (üp - 1). Une telle structure est alors
donn�e par un id�al µ k, o� k est un entier tel que e / (üp - 1) ≤ k ≤ inf (e + 1, pm) (cf. [5,
1.3.1]). De plus, dÕapr�s la proposition A.4 de lÕappendice, cette structure est topologique-
ment m-PD-nilpotente si et seulement si e / (üp - 1) < pm.

Pour ne pas �tre limit�s dans certaines applications par des hypoth�ses sur lÕindice
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de ramiÞcation, nous serons ainsi amen�s � consid�rer non seulement des rel�vements
du Frobenius relatif de la r�duction modulo µ dÕun v-sch�ma formel x, mais, plus
g�n�ralement, des rel�vements du Frobenius relatif de la r�duction de x modulo un sous-
id�al de µ contenant p. On supposera donc Þx�s dans la suite un tel id�al å, et un id�al
∫  « å qui soit un PD-id�al et munisse å dÕune m-PD-structure : si å = µ h, ∫ = µ k, ∫ munit
å dÕune m-PD-structure si et seulement si e / (üp - 1) ≤ k ≤ inf(e + h, pmh), et cette struc-
ture est topologiquement m-PD-nilpotente si et seulement si e / (p - 1) < p mh (cf. A.4).

4.1.1. Pour tout v-sch�ma formel s, nous noterons Si la r�duction de s modulo å i + 1.
Comme ∫1 = ∫ + p v est principal, la PD-structure de ∫1 sÕ�tend � oSi 

. LÕid�al ∫ oSi
 munit

donc å oSi
 dÕune m-PD-structure, ce qui nous permettra dÕutiliser sur Si les r�sultats des

chapitres pr�c�dents.

Si x est un s-sch�ma lisse, nous noterons ^d(m)
x / s , ou simplement ^dx

(m) lorsquÕaucune
confusion nÕest possible, le faisceau

^dx
(m)  :=  

“#
lim

i
 d(m)

x / s / å i + 1 d(m)
x / s  ñ  

“#
lim

i
 d(m)

Xi / Si 
.

Comme dans les chapitres pr�c�dents, nous travaillerons plus g�n�ralement avec
des faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels � coefÞcients dans une ox -alg�bre bx munie
dÕune action compatible de d x

(m) : si bx est une telle alg�bre, de r�duction bXi
 sur Xi , nous

noterons

~dx
(m)  =  bx ¢̂ox

 d(m)
x / s  :=  

“#
lim

i
 (bx ¢ox

 d(m)
x / s) / å i + 1 (bx ¢ox

 d(m)
x / s)  ñ  

“#
lim

i
 bXi

 ¢oXi
 d(m)

Xi / Si 

le faisceau dÕanneaux s�par� compl�t� µ-adique du faisceau dÕanneaux bx ¢ d x
(m).

Soit s un entier. Si F : x @ x' est un morphisme de s-sch�mas formels lisses
relevant F s

X0 / S0 , et si e' est un ox' -module, nous noterons comme sur les sch�mas usuels
F *e' = ox ¢ox'

 e', F àe' = homox'
(ox , e'). Nous supposerons donn�e une ox' -alg�bre bx'

munie dÕune action de d(m)
x' , et nous poserons bx = F *bx' . Alors chacune des alg�bres

F *bX'i
 est munie dÕune action naturelle de d(m + s)

Xi
, de sorte que, par passage � la limite,

on dispose encore dÕune structure dÕanneau sur ~d x
(m + s)  = 

“#
lim i bXi

 ¢ d(m + s)
Xi

.

Exemple. Ñ  Reprenons la situation consid�r�e en 2.2.8 (ii) : on suppose donn�s un
diviseur Z « X0 , d'image inverse Z' « X 0

(s), et un entier r tel que p m + 1 æ r. Gr�ce � 2.2.9, on
dispose pour tout i dÕun isomorphisme d(m + s)

Xi
-lin�aire F *bX 'i

(Z', r)  #@õ   bXi
(Z, psr).

DÕapr�s leur construction, ces isomorphismes sont compatibles pour i variable, de sorte
que, si lÕon pose bx' = ^bx'(Z', r) = 

“#
lim i bX'i

(Z', r), bx = ^bx(Z, psr) = 
“#
lim i bXi

(Z, psr), on en
d�duit un isomorphisme dÕalg�bres ^d x

(m + s)-lin�aire

(4.1.1.1) F * ^bx'(Z', r)  #@õ   ^bx(Z, psr).

Les r�sultats qui suivent sÕapliquent donc au couple dÕanneaux ~d(m)
x'  = 

“#
lim i bX'i

(Z', r) ¢
d(m)

Xi
 et ~dx

(m + s)  = 
“#
lim i bXi

(Z, psr) ¢ d(m + s)
Xi

.
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4.1.2. PROPOSITION. Ñ  Soient s ‘ ˙, s un v-sch�ma formel, x un s-sch�ma formel lis-
se, X0 @ S0 sa r�duction modulo å, F : x @ x' un morphisme de s-sch�mas formels lisses
relevant F s

X0 / S0 . Alors :

(i) F *
g  ~d(m)

x' , F à
d  ~d(m)

x'  et F *
g  F à

d  ~d(m)
x'  sont respectivement munis de structures canoni-

ques de (~dx
(m + s), ~d(m)

x' )-bimodule, de (~d(m)
x' , ~d x

(m + s))-bimodule, et de ~d x
(m + s)-bimoduleÊ; de

plus, lÕhomomorphisme canonique

F *
g  F à

d  ~d(m)
x'    #@  F *

g  ~d(m)
x'         (resp.  F à

d  ~d(m)
x'    #@  F *

g  F à
d  ~d(m)

x' )

est ~d x
(m + s)-lin�aire � gauche (resp. � droite), et identiÞe localement F *

g  ~d(m)
x'  (resp. F à

d  ~d(m)
x' )

� un facteur direct de F *
g  F à

d  ~d(m)
x'  sur ~dx

(m + s).
(ii) Il existe un isomorphisme canonique de ~d x

(m + s)-bimodules

(4.1.2.1) ~dx
(m + s)   #@õ    F *

g  F à
d  ~d(m)

x' .

(iii) Il existe un isomorphisme canonique de ~d(m)
x' -bimodules

(4.1.2.2) F à~d(m)
x'  ¢~d(m + s)

x
 F *~d(m)

x'    ##@õ   ~d(m)
x' .

Si u est un ouvert afÞne de x tel quÕil existe sur U0 un syst�me de coordonn�es
locales relativements � S0 , et si les sections tj ‘ ‚(u, ox) rel�vent un tel syst�me, alors,
pour tout i, oUi

 est libre de type Þni sur oU'i 
, de base les    t    a avec 0 ≤ aj < ps. Il en r�sulte que   

les homomorphismes

F *
g  ~d(m)

x'    #@  
“#
lim

i
 F *

g  ~d(m)
X'i

,    F à
d  ~d(m)

x'    #@  
“#
lim

i
 F à

d  ~d(m)
X'i

,

F *
g  F à

d  ~d(m)
x'    #@  

“#
lim

i
 F *

g  F à
d  ~d(m)

X'i
,

sont des isomorphismes. Par passage � la limite, on en d�duit donc les structures de
bimodule annonc�es sur F *

g  ~d(m)
x' , F à

d  ~d(m)
x'  et F *

g  F à
d  ~d(m)

x' , et le fait que les homomor-
phismes de (i) soient ~d x

(m + s)-lin�aires. Pour en construire localement un scindage (resp.
une r�traction) ~d x

(m + s)-lin�aire, il sufÞt dÕobserver que la donn�e des tj d�Þnit une famille
compatible de scindages oX'i

 @ óXi
 (resp. r�tractions oXi

 @ oX'i 
) oX 'i 

-lin�aires, dÕo�, par
tensorisation avec ~d(m)

X'i
 et application de F * (resp. F à), une famille compatible de scin-

dages F *
g  ~d(m)

X'i
 @ F *

g  F à
d  ~d(m)

X'i
 (resp. r�tractions F *

g  F à
d  ~d(m)

X'i
 @ F à

d  ~d(m)
X'i

) ~d(m + s)
Xi

-lin�aires.

Pour tout i, on dispose de lÕisomorphisme de ~d(m + s)
Xi

-bimodules (2.5.2.1)

~d(m + s)
Xi

   ##@õ   F *F à~d(m)
X'i

.

Il r�sulte de la construction de ces isomorphismes quÕils sont compatibles pour i variable,
ce qui fournit lÕisomorphisme (4.1.2.1) par passage � la limite. De m�me, on dispose pour
tout i de lÕisomorphisme de ~d(m)

X'i
-bimodules (2.5.5.1)

F à~d(m)
X'i

 ¢~d(m + s)
Xi

 F *~d(m)
X'i

   ##@õ   ~d(m)
X'i

,

et ces isomorphismes sont compatibles pour i variable. Comme les ~d x
(m + s)-modules
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F à
d  ~d(m)

x'  et F *
g  ~d(m)

x'  sont localement facteurs directs de ~dx
(m + s), lÕhomomorphisme canoni-

que

(
“#
lim

i
 F à

d  ~d(m)
X'i

) ¢~d(m + s)
x

 (
“#
lim

i
 F *

g  ~d(m)
X'i

)   #@  
“#
lim

i
 (F à~d(m)

X'i
 ¢~d(m + s)

Xi
 F *~d(m)

X'i
)

est un isomorphisme, et lÕisomorphisme (4.1.2.2) en r�sulte.

Remarque. Ñ  Soit x un v-sch�ma formel lisse, de dimension relative d > 0. Il r�sulte de
lÕ�nonc� pr�c�dent que, si u est un ouvert afÞne de x poss�dant un syst�me de coordon-
n�es locales t1 , . . . , td , et si m ≥ 1, lÕanneau ‚(u, ^dx

(m)) contient des diviseurs de z�ro. En
effet, soit F : x @ x' un morphisme de v-sch�mas formels lisses relevant la puissance m-
i�me du Frobenius relatif de la r�duction de X modulo p. Les sections    t    å, avec 0 ≤ åj < p m,    

forment alors une base de ox sur ox' . Si lÕon note (∆    å    )0 ≤ åi < p m la base duale de F à ox' =
homox'

(ox , ox'), l'isomorphisme (4.1.2.1) sÕexplicite comme un isomorphisme de ^dx
(m)-

modules � gauche

^dx
(m)   ##@õ   $

    å    
 F *̂d(0)

x'  .     ∆         å    .

Si 1 = œ     å     e    å     est la d�composition de 1 ‘ ^dx
(m), on a n�cessairement e    å     ≠ 0 pour tout     å    .

DÕautre part, on en d�duit la relation e   ∫    = e   ∫    . 1  = œ     å     e   ∫    e    å     , avec e   ∫    e    å     ‘ F *^d x
(0) .     ∆         å    , dÕo�

e   ∫    e    å     = 0 si     ∫     ≠     å    , e2
   ∫    = e   ∫    .

Pour m = 0, ‚(u, ^dx
(0)) est par contre un anneau sans diviseurs de 0 lorsque u est

connexe. En effet, il est sans p-torsion, et s�par� pour la topologie p-adique. Notant ici X0
la r�duction de X modulo µ, il sufÞt alors de v�riÞer que ‚(U0 ,  d

(0)
X0

) est sans diviseurs de
z�ro, ce qui r�sulte par exemple de ce que, pour la Þltration par lÕordre, gr ‚(U0 ,  d

(0)
X0

) est
une alg�bre de poly�mes � coefÞcients dans lÕanneau r�gulier ‚(U0 , oX0

).
Signalons que, pour m ≥ 1, la famille dÕidempotents consid�r�e ici a �t� explicit�e

par Garnier [24, 2.5], gr�ce � la construction dÕun op�rateur diff�rentiel dÕordre inÞni H
dont lÕaction sur ox fournit la trace relativement � ox' , divis�e par p ds.

4.1.3. TH�ORéME. Ñ  Supposons les hypoth�ses de 4.1.2 satisfaites.
(i) Pour tout ~d(m)

x' -module � gauche e' (resp. ~d(m)
x' -module � droite m'), F *e' (resp.

F àm') est muni dÕune structure fonctorielle de ~d x
(m + s)-module � gauche (resp. � droite).

(ii) Le foncteur F * (resp. F à) induit une �quivalence entre la cat�gorie des ~d(m)
x' -

modules � gauche (resp. � droite) et celle des ~d x
(m + s)-modules � gauche (resp. � droite).

(iii) Le foncteur qui associe � un ~d x
(m + s)-module � gauche e (resp. � un ~d x

(m + s)-module
� droite m) le ~d(m)

x' -module � gauche F à
d  ~d(m)

x'  ¢~d(m + s)
x

 e (resp. le ~d(m)
x' -module � droite

m  ¢ ~d(m + s)
x

 F *
g  ~d(m)

x' ) est quasi-inverse de F * (resp. de F à).

En appliquant F * � lÕisomorphisme canonique ~d(m)
x'  ¢~d(m)

x'
 e'  #@õ   e', on obtient un

isomorphisme

(4.1.3.1) F *~d(m)
x'  ¢~d(m)

x'
 e'   #@õ    F *e'.
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Gr�ce � 4.1.2 (i), cet isomorphisme permet de munir F *e' dÕune structure de ~dx
(m + s)-

module � gauche, fonctorielle en e', dÕo� (i). En tensorisant lÕisomorphisme (4.1.2.2) �
droite par e', on voit que le foncteur e ò    @ F à

d  ~d(m)
x'  ¢~d(m + s)

x
 e est quasi-inverse � gauche de

F *. De m�me, en tensorisant lÕisomorphisme (4.1.2.1) � droite par un ~d x
(m + s)-module �

gauche e, on voit que ce foncteur est quasi-inverse � droite de F *.
Les assertions relatives aux modules � droite se prouvent de la m�me mani�re.

4.1.4. Remarques. Ñ  (i)ÊÊSupposons que e' soit s�par� et complet pour la topologie µ-
adique, de sorte quÕil en est de m�me pour F *e'. Pour tout i, F *(e' / å i + 1e') est muni
dÕune structure canonique de ~d(m + s)

Xi
-module. Par passage � la limite, on obtient donc une

structure de ~d x
(m + s)-module sur F *e'. Cette structure co�ncide avec celle quÕon d�Þnit

dans lÕ�nonc� pr�c�dent au moyen de lÕisomorphisme (4.1.3.1), car il sufÞt de le v�riÞer
modulo å i + 1 pour tout i, et dÕappliquer � lÕisomorphisme ~d(m)

X'i
-lin�aire

~d(m)
X'i

 ¢~d(m)
X'i

 (e'/ å i + 1e')   #@õ    e'/ å i + 1e'

le fait que F * est un foncteur � valeurs dans la cat�gorie des ~d(m + s)
Xi

-modules.

(ii) Si e' est un ~d(m)
x' -module � gauche, la structure de ~d x

(m + s)-module � gauche
construite sur F *e' est ind�pendante du choix fait pour lÕid�al ∫ d�Þnissant la m-PD-
structure de å. En effet, il sufÞt par construction de le v�riÞer lorsque e' est lÕun des ~d(m)

X'i
.

Or, si ∫' est un autre id�al de v munissant å dÕune m-PD-structure, il existe une relation
dÕinclusion entre ∫ et ∫', par exemple ∫' « ∫, et ∫' est n�cessairement un sous-PD-id�al
de ∫ puisque v est sans p-torsion. Il en r�sulte que les op�rations de puissances divis�es
partielles sur les pXi , (m)(ª) sont ind�pendantes du choix fait pour ∫. Par suite la
factorisation ‡ª

 * de F ª
 * construite en 2.2.2 ne d�pend pas non plus de ce choix, ce qui

entra�ne lÕassertion.

(iii) Si lÕon suppose donn� un s-morphisme de v-sch�mas formels lisses G : x' @  x"
relevant F s'

X 0
 (s) / S0 , alors, pour tout ~d(m)

x" -module e", lÕisomorphisme canonique F * Ï G *e"
 #@õ   (G Ï F)*e est ~dx

(m + s + s')-lin�aire : il sufÞt encore de le v�riÞer lorsque e" = ~d(m)
x" , et

cela r�sulte alors de 2.2.3 (iii) par passage � la limite.

(iv) Si lÕon suppose que å est topologiquement m-PD-nilpotent, et si F et F' sont deux
rel�vements du Frobenius relatif F s

X0 / S0 , les isomorphismes de recollement †F, F' : F' *~d(m)
X'i

 #@õ   F *~d(m)
X'i

 d�Þnis en 2.1.6 et 2.2.5 sont compatibles pour i variable, et fournissent par
passage � la limite un isomorphisme canonique de (~dx

(m + s), ~d(m)
x' )-bimodules †F, F'  :

F' *~d(m)
x'   #@õ   F *~d(m)

x' . Il en r�sulte que le (~dx
(m + s), ~d(m)

x' )-bimodule F *~d(m)
x'  reste bien d�Þni

� isomorphisme canonique pr�s sans supposer donn� un rel�vement global de F s
X0 / S0 . On

peut alors d�Þnir un foncteur F s  *
X0 / S0

 de la cat�gorie des ~d(m)
x' -modules � gauche dans celle

des ~d x
(m + s)-modules � gauche en posant

F s  *
X0 / S0

  =  (F *~d(m)
x' ) ¢~d(m)

x'
 e',

et les conclusions du th�or�me restent valables.
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(v) Les conclusions du th�or�me entra�nent formellement les conclusions analogues
pour les ~d(m)

x', ›-modules (rappelons que, pour tout x, on note ~d(m)
x, › = ~dx

(m) ¢ ›).

Observons quÕon peut �tendre au cas formel lÕ�nonc� de commutation 3.1.3 entre F *

et lÕextension de lÕanneau dÕop�rateurs diff�rentielsÊ:

4.1.5. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 4.1.2, soient m' ≥ m, cx' une ox' -alg�bre
munie dÕune action compatible de d(m')

x' , bx' @  cx' un homomorphisme dÕalg�bres d(m)
x' -

lin�aire. Posons ~d(m')
x'  = cx' ¢̂ d(m')

x' , cx = F *cx' , ~dx
(m' + s) = cx ¢̂ dx

(m' + s). Pour tout e' ‘
D-(g ~d(m)

x' ), il existe dans D-(g ~d x
(m' + s)) un isomorphisme canonique

(4.1.5.1) ~dx
(m' + s) 

L

¢~dx
(m + s) F *e'   ##@õ   F *(~d(m')

x'  
L

¢~dx'
(m) e').

DÕapr�s la d�Þnition des structures de ~d x
(m + s)-module (resp. ~d x

(m '+ s)-module) au
moyen de (4.1.3.1), lÕisomorphisme � prouver peut encore sÕ�crire

~dx
(m' + s) 

L

¢~dx
(m + s) (F *~d(m)

x'  
L

¢~dx'
(m) e')   ##@õ   F *~d(m')

x'  
L

¢~dx'
(m') (~d(m')

x'  
L

¢~dx'
(m) e').

Par associativit� du produit tensoriel, on est ainsi ramen� � d�Þnir un isomorphisme de
(~dx

(m '+ s), ~d(m)
x' )-bimodules

(4.1.5.2) ~dx
(m' + s) ¢~dx

(m + s) F *~d(m)
x'    ##@õ   F *~d(m')

x' .

Comme F * ~d(m)
x'  est un ~d x

(m + s)-module localement projectif de type Þni, le produit tensoriel
de gauche est complet, et il sufÞt de passer � la limite projective � partir des isomor-
phismes (3.1.3.3) sur les Xi .

Remarques. Ñ  (i)  Le lecteur prendra garde que, si lÕon ne fait aucune hypoth�se de
Þnitude sur le complexe e', les produits tensoriels qui interviennent dans cet �nonc� ne
sont pas complets en g�n�ral. Nous renvoyons � [7] pour les �nonc�s mettant en jeu des
produits tensoriels d�riv�s compl�t�s. Lorsque bx' v�riÞe les conditions de [5, 3.3.3], de
sorte que ~d(m)

x'  et ~dx
(m + s) sont des faisceaux dÕanneaux coh�rents, et que e' ‘ Db

coh( ~d(m)
x' ),

les produits tensoriels alg�briques consid�r�s ici co�ncident avec les produits tensoriels
compl�t�s que nous utiliserons dans [7].

(ii) Lorsque å est m-PD-nilpotent, lÕ�nonc� reste valable pour le foncteur F s  *
X0 / S0

 en
lÕabsence dÕun rel�vement global de Frobenius.

4.2. Descente des d ì
x  -modules

Par passage � la limite pour m variable, nous d�duisons maintenant des r�sultats
pr�c�dents des �nonc�s analogues pour les d ì

x -modules.
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4.2.1. Avec les notations de 4.1.1, soit (bx
(m))m ≥ m0

 un syst�me inductif de ox -alg�bres
compl�tes pour la topologie µ-adique. Supposons que, pour tout m, lÕalg�bre bx

(m) soit
munie dÕune action compatible de dx

(m), et que lÕhomomorphisme bx
(m) @ bx

(m + 1) soit
semi-lin�aire par rapport � lÕhomomorphisme d x

(m) @ d x
(m + 1). Nous noterons encore ~dx

(m)

= bx
(m) ¢̂ox

 dx
(m) le faisceau dÕop�rateurs diff�rentiels obtenu par compl�tion p-adique de

b x
(m) ¢ox

 d x
(m), et nous poserons

bì
x  =  

#@
lim

m
 ̂bx

(m),       ~dì
x  =  

#@
lim

m
 ~dx

(m)  =  
#@
lim

m
 (bx

(m) ¢̂ox
 dx

(m)).

Soit å « µ un id�al contenant p. Fixons un PD-id�al ∫ « å (par exemple, ∫ = (üp)). I l
existe alors un entier m0 tel que, pour m ≥ m0 , ∫ munisse å dÕune m-PD-structure. On
observera que, quitte � remplacer m0 par m0 + 1 si n�cessaire, on peut supposer que cette
structure est m-PD-nilpotente (cf. A.4). Pour tout i, nous noterons encore Si la r�duction
modulo å i + 1 dÕun v-sch�ma formel s.

Soient s un entier, F : x @ x' un morphisme de s-sch�mas formels lisses relevant
F s

X0 / S0 , F
 *, F à les foncteurs correspondants (cf. 4.1.1). Nous supposerons donn� sur x' un

syst�me inductif dÕalg�bres (b(m)
x' )m ≥ m0

 comme pr�c�demment, et nous poserons bx
(m + s)

= F *b(m)
x' . DÕapr�s la remarque de 2.2.3, les homomorphismes F *b(m)

x'  @ F *b(m + 1)
x'  sont

semi-lin�aires par rapport � lÕhomomorphisme dx
(m) @ dx

(m + 1). Les bx
(m + s) forment donc

un syst�me inductif de ox -alg�bres du type pr�c�dent. Nous noterons ~dì
x' , ~dì

x les fais-
ceaux dÕop�rateurs diff�rentiels correspondants.

Exemple. Ñ  Les faisceaux de fonctions � singularit�s surconvergentes le long dÕun
diviseur fournissent un exemple type de la situation consid�r�e ici. Reprenons en effet les
hypoth�ses de lÕexemple de 4.1.1, et, pour tout m, posons b(m)

x'  = ^bx'(Z', p m + 1), de sorte
que, avec les notations de [5, 4.2.4 et 4.2.5], on obtient bì

x' = ox'(
ìZ'), ~dì

x' = d ì
x'(

ìZ'). On
d�duit dÕautre part des isomorphismes (4.1.1.1) lÕisomorphisme

(4.2.1.1) F *ox'(
ìZ')   #@õ    ox(ìZ),

de sorte que lÕon obtient �galement ~d ì
x = d ì

x(ìZ).

4.2.2. PROPOSITION. Ñ  On suppose satisfaites les hypoth�ses de 4.2.1.
(i) F *

g  ~dì
x' , F

 à
d  ~dì

x' et F *
g  F à

d  ~dì
x' sont respectivement munis de structures canoniques

de ( ~d ì
x , ~d ì

x'), ( ~d ì
x' , ~d ì

x) et ~d ì
x -bimodules. De plus, lÕhomomorphisme canonique

F *
g  F à

d  ~dì
x'   #@  F *

g  ~dì
x'        (resp.  F à

d  ~dì
x'   #@  F *

g  F à
d  ~d ì

x')

est ~d ì
x -lin�aire � gauche (resp. � droite), et identiÞe localement F *

g  ~dì
x' (resp. F à

d  ~dì
x') � un

facteur direct de F *
g  F à

d  ~d ì
x' .

(ii) Il existe un isomorphisme canonique de ~d ì
x -bimodules

(4.2.2.1) ~dì
x    ##@õ   F *

g  F à
d  ~dì

x' .

(iii) Il existe un isomorphisme canonique de ~d ì
x' -bimodules
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(4.2.2.2) F à
d  ~dì

x' ¢~dì
x
 F *

g  ~dì
x'   ##@õ   ~dì

x' .

Par passage � la limite inductive, on d�duit de 4.1.2 (i) les structures de bimodule
annonc�es. Comme les scindages locaux F *

g  ~d(m)
x'  @ F *

g  F à
d  ~d(m)

x'  (resp. les r�tractions
locales F *

g  F à
d  ~d(m)

x'  @ F à
d  ~d(m)

x' ) construits en 4.1.2 sont d�duits du scindage ox' @ óx (resp.
de la r�traction ox @ ox') d�Þni par un syst�me de coordonn�es locales, ils sont compa-
tibles pour m variable, de sorte quÕils fournissent par passage � la limite un scindage ~dì

x -
lin�aire F *

g  ~dì
x' @ F *

g  F à
d  ~d ì

x ' (resp. une r�traction ~d ì
x -lin�aire F *

g  F à
d  ~dì

x ' @ F à
d   ~d ì

x ').
On obtient de m�me les isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) par passage � la limite

inductive � partir de (4.1.2.1) et (4.1.2.2).

Remarque. Ñ  Il r�sulte de la remarque (ii) de 4.1.4 que les structures de bimodules et les
isomorphismes construits ici ne d�pendent pas du choix auxiliaire du PD-id�al ∫ que
nous avons utilis� pour appliquer les r�sultats de la section 4.1.

4.2.3. COROLLAIRE. Ñ  Soit x un v-sch�ma formel afÞne et lisse de dimension rela-
tive d ≥ 1. Les anneaux ‚(x, d ì

x) et ‚(x, d ì
x, ›) ñ ‚(x, d ì

x) ¢ › ne sont pas nÏth�riens.

LÕassertion relative � ‚(x, dì
x) r�sulte simplement de ce que sa r�duction modulo å

est lÕanneau des op�rateurs diff�rentiels usuels ‚(üX0 , dX0
), qui nÕest pas nÏth�rien.

Pour montrer lÕassertion relative � ‚(x, d ì
x, ›), on peut supposer que å = ∫ = (üp).

Choisissons pour tout m ≥ m0 un v-sch�ma formel lisse x (m) relevant X0
 (m), et un v-

morphisme Fm : x (m - 1) @ x (m) relevant FX0
 (m - 1) / S0

 : X0
 (m - 1) @ X0

 (m). Soit ∆m : dì
x (m - 1) @

F m
 * d ì

x (m) lÕhomomorphisme canonique, qui envoie 1 sur 1 ø 1. Posons

F (m)  =  Fm Ï Fm - 1 Ï . . . Ï F1  :  x   #@  x (m),

∆ (m)  =  F (m - 1) *(∆m) Ï F (m - 2) *(∆m - 1) Ï . . . Ï ∆1  :  dì
x   #@  F (m) *dì

x (m) ,

et soient am = Ker(∆ (m) ø Id : dì
x, › @ F (m) *dì

x (m), ›), Am = ‚(x, am). Les Am forment une
suite croissante dÕid�aux � gauche de ‚(x, d ì

x, ›), et il sufÞt de v�riÞer quÕelle nÕest pas
stationnaire.

DÕapr�s 4.2.2, ∆m est surjectif pour tout m, et son noyau sÕidentiÞe �

Fm
 *(dì

x (m) ¢ox (m) Ker(óx (m - 1) @ ox (m))),

lÕexposant ´ d�signant le dual ox (m) -lin�aire. Comme ox (m - 1) est localement libre de rang
p d > 1 sur ox (m) , et dì

x (m) sans p-torsion, Ker(∆m ø Id) est non nul. Puisque les Fi sont
Þd�lement plats, les homomorphismes F (m - i - 1) *(∆m - i) ø Id sont �galement surjectifs et
de noyau non nul, de sorte que les am forment une suite strictement croissante dÕid�aux �
gauche de d ì

x, › . Comme ils sont coh�rents (et m�me localement projectifs de type Þni)
sur d ì

x, › , lÕassertion r�sulte alors du th�or�me A [5, 3.6.4].
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4.2.4. TH�ORéME. Ñ  Sous les hypoth�ses de 4.2.1, le foncteur F * (resp. F à) d�Þnit
une �quivalence de la cat�gorie des ~d ì

x' -modules � gauche (resp. � droite) avec celle des

~d ì
x -modules � gauche (resp. � droite). Le foncteur e ò    @ F à~dì

x' ¢~dì
x
 e (resp. m ò    @

m ¢ ~d ì
x
 F * ~d ì

x') est quasi-inverse de F * (resp. F à).

Soit e' un ~d ì
x ' -module � gauche. Compte tenu de 4.2.2, la structure de ~d ì

x  -module �
gauche de F *e' est fournie par lÕisomorphisme canonique

F * ~dì
x ' ¢~dì

x'
 e'   ##@õ   F *e'.

Le fait que le foncteur e ò    @ F à~dì
x' ¢~dì

x
 e soit quasi-inverse de F * se d�duit encore des

isomorphismes (4.2.2.1) et (4.2.2.2) en proc�dant comme en 4.1.3.

Remarques. Ñ  (i)ÊÊÊComme on lÕa observ� en 4.2.1, la m-PD-structure de å est m-PD-
nilpotente pour m ≥ m0 + 1. Il s'ensuit que, si F et F' sont deux rel�vements de Frobenius,
les isomorphismes †F, F' : F' * ~d(m)

x'   #@õ   F *~d(m)
x'  sont d�Þnis d�s que m ≥ m0 + 1. On obtient

donc, sans hypoth�ses sur v ni sur å, un isomorphisme canonique de (dì
x , d ì

x')-bimo-
dules †F, F' : F' *~dì

x'  #@õ   F * ~d ì
x' . En recollant par ces isomorphismes les bimodules F * ~d ì

x'
d�Þnis par des rel�vements locaux de Frobenius, on obtient donc un bimodule quÕon note-
ra encore F * ~d ì

x' , bien d�Þni m�me sÕil nÕexiste pas de rel�vement global du Frobenius
relatif. En utilisant le bimodule F * ~d ì

x' ainsi obtenu, on peut proc�der comme en 4.1.4 (iv)
et g�n�raliser la construction du foncteur F * de la cat�gorie des ~d ì

x' -modules dans celle
des ~d ì

x -modules sans supposer lÕexistence dÕun rel�vement global FÊ; le th�or�me pr�c�-
dent reste alors valable. On notera que le foncteur F s  *

X0 / S0
 ainsi obtenu est encore ind�pen-

dant du choix du PD-id�al ∫ « å.

(ii) Le th�or�me implique formellement lÕ�nonc� analogue obtenu en rempla�ant dì
x'

et dì
x par d ì

x', › et dì
x, › .

Notons enÞn que le foncteur F * (resp. F s  *
X0 / S0

) commute � lÕextension du faisceau
dÕop�rateurs diff�rentiels au sens suivantÊ:

4.2.5. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 4.2.1, soit e' ‘ D-(g ~d(m)
x' ). Il existe dans

D-(g ~d ì
x) un isomorphisme canonique

(4.2.5.1) ~dì
x 

L

¢~dx
(m + s) F *e'   ##@õ   F *(~dì

x' 
L

¢~d(m)
x'

 e').

Utilisant lÕassociativit� du produit tensoriel, on se ram�ne encore � prouver lÕ�nonc�
dans le cas o� e' = ~d(m)

x' . Il r�sulte alors de (4.1.5.2) par passage � la limite inductive
lorsque m' @ &.
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4.3. Action de Frobenius sur la cohomologie de de Rham

Nous explicitons maintenant quelques cons�quences des th�or�mes de descente qui
pr�c�dent, en montrant notamment que les ß�ches de fonctorialit� induites par Frobenius
sur la cohomologie de de Rham dÕun ^d(m)

x, ›-module ou dÕun d ì
x, ›-module sont des isomor-

phismes. Ce r�sultat g�n�ralise le th�or�me classique sur lÕaction de Frobenius en
cohomologie cristalline [9, 1.3].

Dans cette section et dans la suivante, nous aurons � utiliser le complexe de
Spencer, qui sert en caract�ristique 0 � fournir une r�solution de oX localement libre de
rang Þni sur dX. Nous pr�ciserons donc dÕabord dans quelle mesure il peut encore �tre
employ� � cet effet sur les anneaux dÕop�rateurs diff�rentiels consid�r�s ici.

4.3.1. PROPOSITION. Ñ  Soient X @ S un morphisme lisse entre deux sch�mas
quelconques (resp. entre deux v-sch�mas formels), d la dimension relative de X sur S,
tX  = („ X

1 )́  le faisceau tangent de X relativement � S.

(i) Il existe un homomorphisme canonique tX @ d X
(0), induisant un isomorphisme

(4.3.1.1) S(tX)   ##@õ   gr dX
(0)

entre lÕalg�bre sym�trique de tX et le gradu� associ� � d X
(0) pour la Þltration par lÕordre.

(ii) LÕapplication dX
(0) @ oX envoyant un op�rateur P sur P.1 fait du complexe de

Spencer

dX
(0) ¢oX

 Ä
d

 tX   #@  . . .   #@  dX
(0) ¢oX

 tX   #@  dX
(0),

une r�solution d X
(0)-lin�aire de oX .

On sait (voir par exemple [1, ch. II, prop. 2.1.5]) que lÕhomomorphisme canonique
d X

(0) @ dX induit entre les op�rateurs dÕordre ≤ 1 un isomorphisme d(0)
X, 1  #@õ   dX, 1 . On en

d�duit lÕexistence dÕun homomorphisme oX -lin�aire tX @ dX
(0) factorisant lÕhomomor-

phisme usuel tX @ dX , et induisant un isomorphisme tX  #@õ   gr1 d X
(0). Pour v�riÞer que

lÕhomomorphisme S(tX) @ gr d X
(0) qui en r�sulte est un isomorphisme, on peut se placer

sur un ouvert o� X poss�de des coordonn�es locales, et cela r�sulte de la description de la
structure dÕanneau de d X

(0) donn�e dans [1, ch. II, cor. 4.2.6], ou [5, 2.2.4].
Rappelons que la diff�rentielle du complexe de Spencer est donn�e par

P ø (u1 ä . . . ä uk)  ò@ å
i

  (-1)i-1 Pui ø (u1 ä . . . ä ûi ä . . . ä uk)

+ å
i < j

  (-1)i + j P ø ([ui , uj] ä u1 ä . . . ä ̂ui ä . . . ä ̂uj ä . . . ä uk).

Comme dans le cas classique [28, 1.6], on voit quÕil donne une r�solution de oX en munis-
sant le terme dX

(0) ¢ Äk tX de la Þltration produit tensoriel de la Þltration par lÕordre sur
dX

(0), et de la Þltration de Äk tX �gale � 0 en degr�s < k, et � Äk tX en degr�s ≥ k, puis en
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passant au gradu� associ�, ce qui ram�ne au complexe de Koszul dÕune alg�bre de
polyn�mes.

Remarque. Ñ  En g�n�ral, la ß�che S(tX) @ gr d X
(m) nÕest pas un isomorphisme pour

m  ≥ 1, et, de m�me, le complexe de Spencer sur dX
(m) nÕest pas une r�solution de oX : on

sÕen convaincra imm�diatement � partir des relations de [5, 2.2.4].

4.3.2. COROLLAIRE. Ñ  Soient v un anneau de valuation discr�te complet dÕin�gales
caract�ristiques (0, p), s un v-sch�ma formel, x un s-sch�ma formel lisse. Alors le
complexe de Spencer ^d x

(0) ¢ Ä÷ tx est une r�solution ^d x
(0)-lin�aire de ox .

En notant Xi @ Si la r�duction modulo µ i + 1 de x @ s, le complexe ^dx
(0) ¢ Ä÷ tx @ ox

est la limite projective des complexes dXi
(0) ¢ Ä÷ tXi

 @ oXi 
. Or chacun de ces complexes est

acyclique dÕapr�s la proposition, et ils forment un syst�me projectif de complexes � ter-
mes quasi-coh�rents, et � morphismes de transition surjectifs, donc acycliques pour le
foncteur 

“#
lim. Par passage � la limite, on obtient donc encore un complexe acyclique.

Comme dans le cas alg�brique, le complexe de Spencer ^dx
(m) ¢ Ä÷ tx nÕest pas en

g�n�ral une r�solution de ox si m > 0. Par contre, lÕ�nonc� suivant montre que lÕon
obtient une r�solution apr�s tensorisation par ›.

4.3.3. PROPOSITION (cf. [3, (3.2.2)]). Ñ  Soient v un anneau de valuation discr�te com-
plet dÕin�gales caract�ristiques (0, p), s un v-sch�ma formel, x un s-sch�ma formel
lisse. Pour tout m, le complexe de Spencer ^d(m)

x, › ¢ Ä÷ tx est une r�solution ^d(m)
x, ›-lin�aire

de ox, › . De m�me, le complexe d ì
x, › ¢ Ä÷ tx est une r�solution d ì

x, ›-lin�aire de ox, › .

Pour tout m, lÕhomomorphisme canonique dx
(0) @ dx

(m) donne un isomorphisme
apr�s tensorisation par ›. DÕautre part, comme dx

(m) est � sections nÏth�riennes sur les
ouverts afÞnes, ^dx

(m) est plat sur dx
(m) (cf. [5, 3.2.3]). Par cons�quent, ^d(m)

x, › est plat sur
d(0)

x, › . Le complexe de Spencer usuel �tant une r�solution de ox, › sur d(0)
x, › , le complexe

^d(m)
x, › ¢ Ä÷ tx est une r�solution de ^d(m)

x, › ¢d(0)
x, ›

 ox, › . Le calcul en coordonn�es locales
ram�ne alors � v�riÞer que lÕhomomorphisme canonique

^d(m)
x, › / å

i

  ̂d(m)
x, › Ÿi   ##@  ox, ›

est un isomorphisme, ce qui r�sulte de [3, (3.2.1)].
LÕassertion relative � dì

x, › ¢ Ä÷ tx r�sulte alors de la pr�c�dente par passage � la
limite.

4.3.4. Revenons maintenant aux cons�quences des th�or�mes de descente. A partir de
4.1.2 et 4.1.3, on peut reprendre les raisonnements de 2.3.8, 2.5.3 et 2.5.7, et en d�duire que
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les �nonc�s analogues sont valables sur ~d(m)
x'  et ~dx

(m + s), ainsi que sur ~d(m)
x', › et  ~d(m + s)

x, › . De
m�me, gr�ce � 4.2.2 et 4.2.4, on peut �tendre ces propri�t�s � ~d ì

x' et ~d ì
x , ainsi quÕ� ~dì

x', › et

~d ì
x, › . Pour abr�ger, nous les �noncerons simplement sur ~d(m)

x'  et ~dx
(m + s)Ê:

(i) Les ~d x
(m + s)-modules F *~d(m)

x'  et F à~d(m)
x'  sont localement projectifs de type Þni (res-

pectivement � gauche et � droite). Un ~d(m)
x' -module � gauche e' (resp. � droite m') est

localement projectif de type Þni si et seulement si F *e' (resp. F àm') est localement
projectif de type Þni sur ~d x

(m + s).
(ii) Si bx' est telle que, pour tout i, bX'i

 soit une oX'i 
-alg�bre quasi-coh�rente � sections

nÏth�riennes sur les ouverts afÞnes, un ~d(m)
x' -module � gauche e' (resp. � droite m') est

coh�rent si et seulement si F *e' (resp. F àm') est un ~d x
(m + s)-module coh�rent.

(iii) Un ~d(m)
x' -module � gauche e' (resp. � droite m') est plat si et seulement si F *e'

(resp. F àm') est plat sur ~d x
(m + s).

(iv) Soient e' ‘ D-(g ~d(m)
x' ), m' ‘ D-(~d(m)

x'
 d). Si f : x @ s est le morphisme structural, il

existe dans D-(üf -1os) un isomorphisme canonique

(4.3.4.1) F àm' 
L

¢~dx
(m + s) F *e'   ##@õ   m' 

L

¢~dx'
(m) e'.

(v) Si e' ‘ D+(g ~d(m)
x' ) et f' ‘ D(g ~d(m)

x' ), le foncteur F * induit des isomorphismes

(4.3.4.2) Èühom ~d(m)
x'

(f', e')   ##@õ   Èühom~d(m + s)
x

(F *f', F *e'),

(4.3.4.3) ÈüHom ~d(m)
x'

(f', e')   ##@õ   ÈüüHom ~d(m + s)
x

(F *f', F *e').

En particulier, lorsque m = 0, ces isomorphismes fournissent des isomorphismes

(4.3.4.4) „÷
x' ¢ox'

 e'   ##@õ   Èühom̂d(s)
x

(ox , F
 *e'),

(4.3.4.5) È‚dR(üx', e')   ##@õ   ÈüHom ^d(s)
x

(ox , F
 *e').

Comme toujours, lÕhypoth�se dÕexistence dÕun rel�vement global de Frobenius peut
�tre supprim�e si la m-PD-structure de å est nilpotente.

Lorsque lÕon tensorise par ›, lÕisomorphisme (4.3.4.2) entra�ne que lÕaction de
Frobenius sur la cohomologie de de Rham dÕun ^d(m)

x', ›-module est un isomorphisme :

4.3.5. TH�ORéME. Ñ  Sous les hypoth�ses de 4.1.2, soit e' ‘ D+(g ^d(m)
x', ›) (resp. D+(g d ì

x, ›)).
Alors le morphisme induit par fonctorialit� par F entre les complexes de de Rham

(4.3.5.1) „÷
x' ¢ox'

 e'   ##@  „÷
x ¢ox

 F *e'

est un quasi-isomorphisme. Lorsque e' ‘ D+(g d ì
x, ›), ou lorsque e' ‘ D+(g ^d(m)

x', ›) et que å

est m-PD-nilpotent, ce quasi-isomorphisme reste bien d�Þni dans D+(üf -1(os)) sans
supposer quÕil existe un rel�vement global de Frobenius (en notant f : x @ s).

Comme F *ox' = ox , on d�duit de (4.3.4.2) lÕisomorphisme

Èühom ^d(m)
x', ›

(ox', › , e')   ##@õ   Èühom̂d(m + s)
x, ›

(ox, › , F
 *e').
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DÕapr�s 4.3.3, on peut calculer ces foncteurs d�riv�s en prenant dÕune part la r�solution
de Spencer de ox', › sur ^d(m)

x', › , dÕautre part la r�solution de Spencer de ox, › sur ^d(m + s)
x, › .

On obtient ainsi des isomorphismes

„÷
x' ¢ox'

 e'   ##@õ   Èühom̂d(m)
x', ›

(ox', › , e'),

„÷
x ¢ox

 F *e'   ##@õ   Èühom̂d(m + s)
x, ›

(ox, › , F
 *e'),

dÕo� par composition un isomorphisme dans la cat�gorie d�riv�e

(4.3.5.2) „÷
x' ¢ox'

 e'   ##@õ   „÷
x ¢ox

 F *e',

qui reste bien d�Þni globalement sans hypoth�se sur lÕexistence de F lorsque å est m-PD-
nilpotent, car cÕest le cas pour lÕisomorphisme (4.3.4.2).

 Il reste � sÕassurer que cet isomorphisme est bien celui que d�Þnit F par fonctoria-
lit� entre les complexes de de Rham. Par construction, (4.3.5.2) est le quasi-isomorphisme

„÷
x' ¢ e'   #@õ    hom÷

^d(m)
x', ›

(̂d(m)
x', › ¢ Ä÷ tx' , e')   #@õ    hom÷

^d(m + s)
x, ›

(F *( ^d(m)
x', › ¢ Ä÷ tx'), F *e').

Pour le comparer � (4.3.5.1), on construit un morphisme de complexes

^d(m + s)
x, ›  ¢ Ä÷ tx   ##@  F *(^d(m)

x', › ¢ Ä÷ tx')

de la mani�re suivante. Pour tout k, on dispose dÕun homomorphisme canonique

^d(m + s)
x, ›  ¢ox

 Äk tx   #@  ̂d(m + s)
x, ›  ¢ox

 F *Äk tx' .

Gr�ce lÕisomorphisme (4.1.2.1), on obtient ensuite les homomorphismes

^d(m + s)
x, ›  ¢ox

 F *Äk tx'  #@õ    F *̂d(m)
x', › ¢ox'

 óx ¢ox
 F *Äk tx'

 #@õ    F *̂d(m)
x', › ¢ox'

 óx ¢ox'
 Äk tx'

 #@ev1   F *̂d(m)
x', › ¢ox'

 Äk tx' ,

le dernier �tant d�Þni par lÕ�valuation en 1 sur o ´x = homox'
(ox , ox'). Pour v�riÞer quÕon

obtient bien un morphisme de complexes, on peut proc�der par r�duction modulo µ i + 1

pour tout i, puis passer aux duaux oXi
-lin�aires en utilisant la Þltration par lÕordre : en

revenant � la construction donn�e en 2.5.2, on voit alors facilement dÕune part que le dual
de lÕhomomorphisme ainsi construit est d�Þni par les homomorphismes pün

X'i, (m) ¢ „k
X'i

 @
pn

Xi , (m + s) ¢ „k
Xi

 induits par F, et dÕautre part que les diff�rentielles de ces complexes
correspondent par dualit� aux lin�arisations des diff�rentielles des complexes de de
Rham (au sens de [26, 6.2] et [1, ch. IV, 3.1]). LÕassertion en d�coule, dÕo� lÕ�nonc� relatif
� ̂d(m)

x, › . LÕ�nonc� relatif � d ì
x, › se prouve de la m�me mani�re.

4.4. Dimension homologique

Soient X un k-sch�ma lisse, x un v-sch�ma formel lisse de dimension relative d. Le



90 P.  BERTHELOT

th�or�me de descente par Frobenius va nous permettre ici de ramener lÕ�tude de la
dimension homologique des faisceaux dÕanneaux d X

(m) et ^d x
(m) � celle de dX

(0) et ^dx
(0). Nous

en d�duirons que, si x est afÞne, la dimension homologique des anneaux ‚(x, ^dx
(m)) est

�gale � 2d + 1, et que celle des anneaux ‚(x, ^d(m)
x, ›) et ‚(x, d ì

x, ›) est respectivement
major�e par 2d et 2d + 1.

4.4.1. LEMME. Ñ  Soient S un sch�ma quelconque, et X un S-sch�ma lisse purement de
dimension relative d sur S.

(i) Le morphisme ∑X ¢oX
 d X

(0) @ ∑X d�Þni par la structure de d X
(0)-module � droite de

∑X fait du complexe de de Rham „÷
X ¢ dX

(0) de dX
(0) (vu comme d X

(0)-module � gauche)
une r�solution d X

(0)-lin�aire � droite de ∑X plac� en degr� d.
(ii) Pour i ≠ d, ext i

dX
(0)(oX , dX

(0)) = 0, et il existe un isomorphisme canonique de dX
(0)-

modules � droite

(4.4.1.1) ext d
dX

(0)(oX , dX
(0))   #@õ    ∑X .

Pour prouver (i), on proc�de comme pour lÕ�nonc� analogue 4.3.1 relatif au complexe
de Spencer : on Þltre le complexe „÷

X ¢ dX
(0) en utilisant la Þltration par lÕordre, et, en

passant au gradu� associ�, on se ram�ne au complexe de Koszul de ∑X ¢ (gr d X
(0)) par

rapport � la suite r�guli�re form�e par les classes dÕune base locale de d�rivations (cf. [28,
1.6]). LÕassertion (ii) en r�sulte en utilisant la r�solution de Spencer de oX pour calculer
ÈhomdX

(0)(oX , dX
(0))Ê; le complexe hom÷

dX
(0)(dX

(0) ¢ Ä÷ tX , dX
(0)) sÕidentiÞe alors au com-

plexe de de Rham „ ÷
X ¢ d X

(0).

4.4.2. COROLLAIRE. Ñ  Soient v un anneau de valuation discr�te complet dÕin�gales
caract�ristiques (0, p), s un v-sch�ma formel, x un s-sch�ma formel lisse purement de
dimension relative d sur s.

(i) Si lÕon munit ∑x de la structure de ^d x
(0)-module � droite d�Þnie par passage � la

limite � partir de 1.2.6, le complexe de de Rham „÷
x ¢ox

 ^dx
(0) est une r�solution ^dx

(0)-
lin�aire � droite de ∑x plac� en degr� d.

(ii) Pour i ≠ d, ext i
^dx

(0)(ox , ^dx
(0)) = 0, et il existe un isomorphisme canonique de ^dx

(0)-
modules � droite

(4.4.2.1) ext d
^dx

(0)(ox , ̂dx
(0))   #@õ    ∑x .

LÕassertion (i) r�sulte de lÕ�nonc� pr�c�dent par passage � la limite comme en 4.3.2,
et lÕassertion (ii) sÕen d�duit aussit�t.

4.4.3. PROPOSITION. Ñ  Soient R un anneau nÏth�rien r�gulier de caract�ristique p,
f : X = Spec A @ S = Spec R un morphisme afÞne et lisse, dont les Þbres sont de dimension
d, r = sup s ‘ f(üXü)Êdim oS, s . Pour tout m ≥ 0, lÕanneau DX

(m) = ‚(üX, dX
(m)) est de dimension
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homologique �gale � 2d  + r.

Soient X' = X (m) lÕimage inverse de X par le m-i�me it�r� du morphisme de Frobe-
nius absolu de S, F = F m

X / S : X @ X' le morphisme de Frobenius relatif correspondant.
Comme un oX' -module e' est quasi-coh�rent si et seulement si F *e est un oX -module
quasi-coh�rent, F * induit dÕapr�s 2.3.6 une �quivalence de cat�gories entre la cat�gorie
des D(0)

X' -modules � gauche et celle des D X
(m)-modules � gauche. Les dimensions

homologiques de D(0)
X'  et DX

(m) sont donc �gales, de sorte quÕil sufÞt de montrer lÕ�nonc�
lorsque m = 0.

Dans ce cas, le gradu� associ� � la Þltration par lÕordre sur DX
(0) sÕidentiÞe � lÕalg�-

bre sym�trique du A-module projectif de type Þni ‚(üX, tX), o� tX est le faisceau tangent
sur X relativement � S. Comme A est r�gulier de dimension d + r, et tX localement libre
de rang d, gr D X

(0) est un anneau r�gulier de dimension 2d + r. DÕautre part, un
argument classique bas� sur lÕutilisation de r�solutions Þltr�es libres (voir par exemple
[10], [28], [39], ou le S�minaire Malgrange [32, exp. IV], ou encore [34]) montre quÕon a
lÕin�galit�

dim D X
(0)  ≤  dim gr D X

(0)  =  2d + r.

Pour achever la d�monstration, il sufÞt alors de donner un exemple de D X
(0)-module

E tel que Ext2d + r
DX

(0) (E, DX
(0)) ≠ 0. Soient y ‘ f(üXü) un point tel que dim oS, y = r, s1 , . . . , sr ‘ µS, y

« oS, y une suite r�guli�re de g�n�rateursÊ. On peut alors trouver un point ferm� x ‘ X,
dÕimage y dans S et de codimension d dans sa Þbre, tel quÕil existe dans µX, x un syst�me
de coordonn�es locales t1 , . . . , td en x relativement � S. Les sections s1 , . . . , sr , t1

 p
 , . . . , td

 p

appartiennent au centre de d(0)
X, x , de sorte que le oX -module � support ponctuel e =

oX, x /ü(s1 , . . . , sr , t1
 p

 , . . . , t d
 p) a une structure naturelle de d X

(0)-module. En utilisant lÕisomor-
phisme ext d

dX
(0)(oX , dX

(0)) ñ ∑X , et le fait que la suite s1 , . . . , sr , t1
 p

 , . . . , td
 p est une suite r�gu-

li�re sur ∑X, x , on v�riÞe facilement que ext 2d + r
dX

(0) (e, dX
(0)) ≠ 0, de sorte que E = ‚(üX, e)

fournit lÕexemple cherch�.

Remarque. Ñ  Pour m ≥ 1 et d ≥ 1, les classes ∂i des d�rivations Ÿi associ�es � un syst�me
de coordonn�es locales v�riÞent la relation ∂ i

 p = 0 dans gr d X
(m) (la Þltration �tant toujours

la Þltration par lÕordre). Par suite, gr D X
(m) nÕest pas un anneau r�gulier, et nÕest pas de

dimension homologique Þnie.

4.4.4. PROPOSITION. Ñ  Soient v un anneau de valuation discr�te complet dÕin�gales
caract�ristiques (0, p), x un v-sch�ma formel afÞne et lisse, de dimension relative d sur
v. Pour tout m ≥ 0, lÕanneau ^Dx

(m) = ‚(x, ^dx
(m)) est de dimension homologique �gale �

2d  + 1.

Soient µ lÕid�al maximal de v, k son corps r�siduel. LÕanneau ^Dx
(m) est un anneau

nÏth�rien [5, 3.2.2], s�par� et complet pour la topologie µ-adique. En passant au gradu�
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associ� � la Þltration µ-adique, il en r�sulte que

dim ^D x
(m)  ≤  dim gr ^D x

(m)

(voir par exemple [34, D, Cor. 7.11]). Soient X la Þbre sp�ciale de x, et posons DX
(m) =

‚(üX,  d X
(m)) ñ gr0 ^D x

(m). Comme ^Dx
(m) est sans p-torsion, on d�Þnit un isomorphisme de k-

alg�bres gradu�es

DX
(m) ¢k k[t]   ##@õ   gr ^Dx

(m)

en envoyant t sur la classe dans gr1 ^D x
(m) dÕune uniformisante π de v. Si T = Spec k[t], et

Y  = X | T, lÕhomomorphisme naturel

DX
(m) ¢k k[t]   #@  ‚(Y, d(m)

Y / T)

est un isomorphisme, de sorte que, dÕapr�s 4.4.3, dim gr  ^D x
(m) = 2d + 1.

On obtient donc ainsi la majoration

dim ̂Dx
(m)  ≤  2d + 1.

Pour montrer quÕil existe sur ^Dx
(m) un module de dimension projective 2d + 1, on peut,

comme dans la d�monstration de 4.4.3, utiliser la descente par Frobenius pour se
ramener au cas o� m = 0. En effet, soient S0 = Spec(v / pv), X0 la r�duction de x modulo
p, et F : x @ x' un morphisme de v-sch�mas formels lisses relevant Fm

X0 / S0 . Gr�ce au
th�or�me 4.1.3, il sufÞt alors de montrer que ^Dx'

(0) est de dimension homologique 2d + 1.
Supposons donc que m = 0. On choisit alors un point ferm� x ‘ X de codimension d, tel
quÕil existe une suite r�guli�re de param�tres t1 , . . . , td ‘ µX, x qui soit un syst�me de coor-
donn�es locales, et on pose E = oX, x / (t1

 p, . . . , td
 p), vu comme ^D x

(0)-module. Soit e le ^dx
(0)-

module � support ponctuel correspondant. A partir de lÕisomorphisme (4.4.2.1) et de la
suite exacte longue d�Þnie par la multiplication par π sur ox , on obtient un isomorphis-
me de ^d x

(0)-modules � droite

ext d + 1
^dx

(0) (oX , ̂dx
(0))   ##@õ   ∑X .

Comme le complexe de Koszul de la suite (t1
 p, . . . , td

 p) sur oX est une r�solution ^dx
(0)-

lin�aire de e, on en d�duit que ext 2d + 1
^dx

(0) (e, ^dx
(0)) ¹ 0.

4.4.5. PROPOSITION. Ñ  Soient x un v-sch�ma formel afÞne et lisse de dimension
relative d, ^Dx

(m) = ‚(üx, ^dx
(m)), E un ^D x

(m)-module de type Þni sans p-torsion. Alors E
poss�de une r�solution projective de type Þni sur ^D x

(m) de longueur ≤ 2d.

Comme ^Dx
(m) est sans p-torsion, il en est de m�me de tout ^D x

(m)-module projectif.
Soient P÷ une r�solution projective de type Þni de E, et N = Z - 2d + 1(P÷). Le complexe

0   ##@  N   ##@  P - 2d + 1   ##@  . . .   ##@  P 0   ##@  E   ##@  0

est alors un complexe acyclique, � termes sans p-torsion. Par r�duction modulo µ, on
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obtient donc un complexe acyclique dans lequel les termes P i / µ P i sont projectifs de type
Þni sur ^D x

(m) / µ  ^D x
(m) ñ ‚(üX, d X

(m)) = D X
(m). DÕapr�s 4.4.3, E / µ E est de dimension projective

≤ 2d, de sorte que N / µ N est un D X
(m)-module projectif de type Þni.

Il sufÞt donc de prouver que, si N est un ^D x
(m)-module de type Þni sans p-torsion, et

tel que N / µ N soit projectif sur DX
(m), alors N est projectif sur ^Dx

(m). Soient u : L @ N un
morphisme surjectif, o� L est un ^D x

(m)-module libre de type Þni, et M = Ker(u). Puisque N
est sans p-torsion, M / µ M est le noyau de la r�duction de u modulo µ. La projectivit� de
N / µ N entra�ne quÕil existe un isomorphisme D X

(m)-lin�aire N / µ N $ M / µ M  #@õ   L / µ L.
On est alors ramen� � prouver que si N v�riÞe les conditions pr�c�dentes, et si de plus
N / µ N est libre sur DX

(m), alors N est libre sur ^Dx
(m). Soient e1 , . . . , en des �l�ments de N

relevant une base de N / µ N, et u : L = ( ^Dx
(m))n @ N lÕhomomorphisme d�Þni par les ei .

Comme N est s�par� et complet pour la topologie µ-adique, u est surjectif. Son noyau M a
pour r�duction modulo µ le noyau de la r�duction de u, qui est nul. Or, ^Dx

(m) �tant nÏth�-
rien, M est �galement s�par� et complet. Par suite, M = 0, et N est libre.

4.4.6. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, soit ^D(m)
x, › = ^Dx

(m)  ¢  › ñ
‚(üx,  ^d(m)

x, ›). Alors ^D(m)
x, › est de dimension homologique Þnie d', avec d ≤ d' ≤ 2d.

La minoration d ≤ d' r�sulte de ce que ‚(x, ox, ›) est de dimension projective d sur

^D(m)
x, › , comme le montre le calcul des Ext i par la r�solution de Spencer.

DÕapr�s [EGA 0IV (17.2.3)] (qui reste valable dans le cas non commutatif), il sufÞt,
pour obtenir la majoration d' ≤ 2d, de v�riÞer que, pour tout ^D(m)

x, ›-module E de type Þni
(ou m�me monog�ne), et tout ^D(m)

x, ›-module M, on a

Ext i
^D(m)

x, ›
(E, M) = 0

pour i > 2d. En utilisant une pr�sentation de E sur ^D(m)
x, › , on peut trouver un ^D x

(m)-module
de type Þni E

 Ï
 tel que E ñ E

 Ï
› , et, quitte � diviser E

 Ï
 par son sous-module de p-torsion, on

peut supposer que E
 Ï

 est sans p-torsion. La proposition pr�c�dente entra�ne que E
 Ï

 poss�de
une r�solution projective sur ^Dx

(m) de longueur au plus 2d. Par suite, il en est de m�me
pour E sur ^D(m)

x, › , dÕo� lÕassertion.

Remarque. Ñ  Il para�t vraisemblable que la majoration fournie par lÕ�nonc� 4.4.5 ne soit
pas optimale, et quÕun ^D x

(m)-module de type Þni sans p-torsion soit en fait de dimension
projective au plus �gale � d. Dans ce cas, la dimension homologique de ^D(m)

x, › serait �gale
� d.

4.4.7. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, soit Dì
x, › = 

#@
lim m   ^D(m)

x, › ñ
‚(üx,  d ì

x, ›).
(i) Tout D ì

x, ›-module coh�rent est de dimension projective au plus �gale � 2d.
(ii) LÕanneau D ì

x, › est de dimension homologique Þnie d", avec d ≤ d" ≤ 2d + 1.
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Soit E un D ì
x, ›-module coh�rent. Il existe alors un entier m et un ^D(m)

x, ›-module coh�-
rent E(m) tels que E ñ D ì

x, › ¢̂D(m)
x, ›

 E(m). DÕapr�s 4.4.6, E(m) poss�de une r�solution projec-
tive de longueur ≤ 2d sur ^D(m)

x, › . Comme d ì
x, › est plat sur ^d(m)

x, › [5, 3.5.4], il sÕensuit par
extension des scalaires que E poss�de une r�solution projective de longueur ≤ d.

La relation d ≤ d" r�sulte encore de ce que ox, › est de dimension projective d sur
d ì

x, › . Pour prouver que d" ≤ 2d + 1, il sufÞt de prouver que

Ext i
Dì

x, ›
(E, M) = 0

pour tout D ì
x, ›-module monog�ne E, tout D ì

x, ›-module M et tout i > 2d + 1. Soit E ñ
D ì

x, › / I une pr�sentation de E, et, pour tout m, posons Im = Dì
x, ›(I ı ^D(m)

x, ›), Em = D ì
x, › / Im .

On a alors I = Ù m Im , E ñ 
#@
lim m Em , et, pour tout M, un isomorphisme

HomD ì
x, ›

(E, M)   #@õ    
“#
lim

m
 HomDì

x, ›
(Em , M),

dÕo� r�sulte une suite spectrale

E2
 i, j = R i 

“#
lim

m
 Ext j

Dì
x, ›

(Em , M)    ¶    E n = Ext n
D ì

x, ›
(E, M).

Or, pour tout m, Im est un id�al � gauche de type Þni de D ì
x, › , puisque ^D(m)

x, › est nÏth�-
rien. Par cons�quent, Em est coh�rent sur D ì

x, › , et les Ext j
Dì

x, ›
(Em , M) sont nuls pour

j  >  2d dÕapr�s (i). Comme les d�riv�s R i 
“#
lim m sont nuls pour i > 1, lÕassertion (ii) en

d�coule.

Gr�ce au th�or�me A pour les diff�rents types de modules consid�r�s [5, 3.3.9, 3.4.6
et 3.6.4], les �nonc�s pr�c�dents entra�nent imm�diatement le corollaire :

4.4.8. COROLLAIRE. Ñ  Soit x un v-sch�ma formel lisse de dimension relative d.
(i) Tout ^d x

(m)-module coh�rent poss�de localement une r�solution localement projec-
tive de type Þni de longueur ≤ 2d + 1.

(ii) Tout ^d x
(m)-module coh�rent sans p-torsion poss�de localement une r�solution loca-

lement projective de type Þni de longueur ≤ 2d.
(iii) Tout ^d(m)

x, ›-module coh�rent poss�de localement une r�solution localement projec-
tive de type Þni de longueur ≤ 2d.

(iv) Tout d ì
x, ›-module coh�rent poss�de localement une r�solution localement projec-

tive de type Þni de longueur ≤ 2d.
(v) Les cat�gories D b

coh(^d x
(m)), D b

coh( ^d(m)
x, ›) et D b

coh(d ì
x, ›) sont respectivement �gales �

D b
parf(̂dx

(m)), D b
parf(̂d(m)

x, ›) et D b
parf(d ì

x, ›).

4.5. Descente des    F-d ì
x, › -modules

Nous introduisons ici la notion de F-d ì
x, ›-module, qui formalise la donn�e dÕune
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action de Frobenius sur un d ì
x, ›-module. Comme nous le verrons dans la section

suivante, cette notion constitue une g�n�ralisation naturelle, dans le cadre de la th�orie
des d-modules arithm�tiques, de la notion de F-isocristal. Nous montrons dans cette
section comment les th�or�mes de descente par Frobenius permettent de lÕinterpr�ter en
termes de ^d(0)

x, ›-modules. Une premi�re cons�quence int�ressante de cette interpr�tation
est la nÏth�rianit� de la cat�gorie des F-d ì

x, ›-modules coh�rents.

4.5.1. Soient k un corps parfait de caract�ristique p, v un anneau de valuation discr�te
complet de corps r�siduel k, dÕid�al maximal µ, dont le corps des fractions K est de carac-
t�ristique 0, s ≥ 1 un entier, ß : v  #@õ   v un automorphisme relevant la puissance s-i�me
de lÕautomorphisme de Frobenius de k. Dans ce qui suit, nous consid�rerons s et ß
comme Þx�s.

Si x est un v-sch�ma lisse, nous noterons x' = x ß le v-sch�ma formel d�duit de x

par le changement de base d�Þni par ß. Rappelons que, dÕapr�s 4.2.4, on dispose dÕune
�quivalence de cat�gories naturelle F * entre la cat�gorie des d ì

x', ›-modules et celle des
d ì

x, ›-modules, d�Þnie par recollement des foncteurs F * fournis par des rel�vements
locaux de F s

X / k , o� X est la r�duction de x modulo µ. Si e est un d ì
x, ›-module, nous

commettrons ici lÕabus de notation consistant � d�signer par F *e le d ì
x, ›-module F *e ß,

o� e ß est le d ì
x', ›-module d�duit de e par le changement de base ß.

On peut it�rer le foncteur F * de la mani�re suivante. Pour tout n ≥ 0, soit x(n) le v-
sch�ma formel d�duit de x par le changement de base ß n. Si F : x @ x' est un rel�vement
de F s

X / k , soit F(i) : x(i) @ x(i + 1) le morphisme d�duit de F par changement de base. Pour
tout n ≥ 0, on pose F n = F(n - 1) Ï . . . Ï F : x @ x(n). Le foncteur F n * est une �quivalence
entre la cat�gorie des d ì

x(n), ›-modules et celle des d ì
x, ›-modules. Pour tout d ì

x, ›-module
e, nous noterons F n *e le d ì

x, ›-module F n *e ß n
. Par transitivit� des images inverses, le

foncteur F n * est canoniquement isomorphe au foncteur (F *)n = F * Ï . . . Ï F * obtenu en
it�rant n fois le foncteur F *. Il est ind�pendant � isomorphisme canonique pr�s du choix
du rel�vement F de F s

X / k .

D�Þnition. Ñ  Avec les notations pr�c�dentes, on appelle F-d ì
x, ›-module (ou F s-d ì

x, ›-
module sÕil y a risque de confusion) la donn�e dÕun d ì

x, ›-module e et dÕun isomorphisme
d ì

x, ›-lin�aire ‡ : e  #@õ   F *e. Un morphisme de F-d ì
x, ›-modules u : (e, ‡) @ (f, Í) est

un morphisme d ì
x, ›-lin�aire u : e @ f tel que Í Ï u = F *(u) Ï ‡. Nous dirons quÕun F-

d ì
x, ›-module (e, ‡) est coh�rent si e est coh�rent en tant que d ì

x, ›-module. Nous
noterons Fdì(x) (resp. Fd ì

coh(x)) la cat�gorie des F-d ì
x, ›-modules (rsp. coh�rents).

Si K0 est le sous corps de K form� des �l�ments invariants par ß, la platitude de F
entra�ne que les cat�gories Fdì(x) et Fd ì

coh(x) sont des cat�gories ab�liennes K0-
lin�aires, la formation des noyaux et conoyaux commutant � lÕoubli de ‡.

Si (e, ‡) est un F-d ì
x, ›-module, on dispose pour tout n dÕun isomorphisme d ì

x, ›-
lin�aire ‡n : e  #@õ   F n *e, d�Þni comme le compos�

‡n  =  F n - 1 *(‡) Ï . . . Ï ‡.
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Exemples. Ñ  (i)  Comme F *ox, › = ox, › , y compris en tant que d ì
x, ›-module, lÕidentit�

de ox, › d�Þnit sur ox, › une structure canonique de F-d ì
x, ›-module.

(ii) Soit Z « X un diviseur. Il r�sulte de lÕisomorphisme (4.2.1.1) que le faisceau
ox, ›(ìZ) des fonctions sur x � singularit�s surconvergentes le long de Z poss�de une
structure canonique de F-d ì

x, ›-module.
(iii) Nous verrons dans la section 4.6 comment la cat�gorie des F-isocristaux conver-

gents (resp. surconvergents le long dÕun diviseur Z « Xü) peut �tre identiÞ�e � une sous-
cat�gorie de la cat�gorie des F-d ì

x, ›-modules (resp. des F-d ì
x, ›(ìZ)-modules).

(iv) Nous montrerons dans [7] que la cat�gorie des F-d ì
x, ›-modules coh�rents est

stable par image directe par un morphisme propre.

Remarque. Ñ  Le lecteur familier avec le point de vue des F-isocristaux sÕinterrogera
probablement sur le choix du sens de la ß�che dans la d�Þnition de la notion de F-d ì

x, ›-
moduleÊ: il pourrait sembler plus naturel de se donner un isomorphisme F *e  #@õ   e.
Bien que la distinction puisse para�tre formelle, puisquÕil sÕagit dÕisomorphismes, les dif-
f�rences de variance entre cristaux et d-modules rendent plus naturel le choix fait ici.
Sans d�velopper ce point davantage dans le pr�sent article, nous nous contenterons
dÕobserver quÕon peut g�n�raliser la structure de F-d ì

x, ›-module en imposant seulement
la donn�e dÕun homomorphisme e @ F *eÊ; le faisceau dì

x, › lui-m�me est alors muni
naturellement dÕune telle structure, d�Þnie par lÕhomomorphisme canonique dì

x, › @
F *d ì

x, › �tudi� plus haut, qui est surjectif, mais non injectif.

4.5.2. On se propose maintenant dÕinterpr�ter la cat�gorie des F-d ì
x, ›-modules coh�-

rents au moyen de structures d�Þnies sur les anneaux dÕop�rateurs diff�rentiels de
niveau Þni. Pour cela, Þxons un entier m tel que µ poss�de une m-PD-structure. Suppo-
sons de plus que lÕon soit dans lÕune des deux situations suivantes :

(i) µ est m-PD-nilpotentÊ;

(ii) On a Þx� un rel�vement F : x @ x' de F s
X / k .

Lorsque v est absolument non ramiÞ�, le choix le plus int�ressant est de prendre m = 0.
On observera que lÕhypoth�se (i) est alors satisfaite d�s que p > 2, ce qui permet dÕ�viter de
faire lÕhypoth�se (ii).

Sous ces conditions, on dispose pour tout m' ≥ m du foncteur F * de la cat�gorie des

^d(m')
x', ›-modules dans celle des ^d(m' + s)

x, › -modules. Poursuivant lÕabus de notation fait en
4.5.1, nous noterons encore F *e le ^d(m' + s)

x, › -module F *e ß, o� e est un ^d(m')
x, ›-module, et e ß

le ̂d(m')
x', ›-module qui sÕen d�duit par le changement de base ß.

On peut it�rer comme plus haut le foncteur F *. Le foncteur F n * est alors une
�quivalence entre la cat�gorie des ^d(m)

x(n), ›-modules et celle des ^d(m + ns)
x, › -modules. Pour tout

^d(m)
x, ›-module e, nous noterons F n *e le ^d(m + ns)

x, › -module F n *e ß n
. Par transitivit� des

images inverses, ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur (F *)n = F * Ï . . . Ï
F * obtenu en composant n fois les foncteurs F * de niveau ad�quat. Lorsque µ est m-PD-
nilpotent, il est ind�pendant � isomorphisme canonique pr�s du choix du rel�vement F de
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F s
X / k .

Nous consid�rerons les couples (e(m), ‡(m + s)), form�s dÕun ^d(m)
x, ›-module e(m), et

dÕun isomorphisme ^d(m + s)
x, › -lin�aire

‡(m + s)  :  ̂d(m + s)
x, ›  ¢̂d(m)

x, ›
 e(m)   #@õ    F *e(m).

Ils forment une cat�gorie Fd(m)(xü), en prenant pour morphismes (e(m), ‡(m + s)) @
(f(m), Í(m + s)) dans Fd(m)(xü) les morphismes ^d(m)

x, ›-lin�aires u(m) : e(m)  @ f(m) tels que
Í(m + s) Ï (Id ø u(m)) = F *(u(m)) Ï ‡(m + s). Compte tenu de la platitude de ^d(m + s)

x, ›  sur ^d(m)
x, › ,

cÕest aussi une cat�gorie ab�lienne K0-lin�aire sur laquelle le foncteur dÕoubli de ‡(m + s)

est exact.

On d�Þnit un foncteur de Fd(m)(xü) dans Fdì(xü) en associant de la mani�re
suivante un F-d ì

x, ›-module (e, ‡) � un couple (e(m), ‡(m + s)) :

a) On pose e = dì
x, › ¢̂d(m)

x, ›
 e(m) ;

b) On d�Þnit ‡ comme lÕisomorphisme compos�

dì
x, › ¢̂d(m)

x, ›
 e(m)  ###@õ   dì

x, › ¢̂d(m + s)
x, ›

 (̂d(m + s)
x, ›  ¢̂d(m)

x, ›
 e(m))

 ###@õId ø ‡(m + s)

  dì
x, › ¢̂d(m + s)

x, ›
 F *e(m)

 ###@õ   F *(dì
x, › ¢^d(m)

x, ›
 e(m)),

dans lequel le dernier isomorphisme est fourni par (4.2.5.1). Nous dirons simplement que
(e, ‡) est d�duit de (e(m), ‡(m + s)) par extension des scalaires.

4.5.3. Nous aurons aussi � utiliser un foncteur similaire de Fd(m)(xü) dans Fd(m')(xü).
Pour tout m' ≥ m, et tout ^d(m)

x, ›-module e(m), nous noterons e(m') le ^d(m')
x, ›-module

^d(m')
x, › ¢̂d(m)

x, ›
 e(m)

Ê; de m�me, nous noterons u(m') : e(m') @ f(m') le morphisme d�duit dÕun
morphisme ^d(m)

x, ›-lin�aire u(m) : e(m)  @ f(m) par extension des scalaires.

Soient m' ≥ m, et (e(m), ‡(m + s)) un objet de Fd(m)(xü). Pour associer � (e(m), ‡(m + s))
un objet de Fd(m')(xü), il peut y avoir a priori plusieurs fa�ons de proc�derÊ; en fait, elles
sÕidentiÞent canoniquement les unes aux autres :

a) On munit e(m') dÕun isomorphisme ^d(m' + s)
x, › -lin�aire ‡(m' + s) : e(m' + s)  #@õ   F *e(m'),

d�Þni comme le compos�

‡(m' + s)  :  e(m' + s)   #@õ    ̂d(m' + s)
x, ›  ¢̂d(m + s)

x, ›
 e(m + s)   #@õ    ̂d(m' + s)

x, ›  ¢̂d(m + s)
x, ›

 F *e(m)   #@õ    F *e(m'),

o� le dernier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1).

Si m" ≥ m', les propri�t�s de transitivit� �videntes des isomorphismes (4.1.5.1) four-
nissent le carr� commutatif
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^d(m" + s)
x, ›  ¢̂d(m' + s)

x, ›
 e(m' + s)  ##@õ e(m" + s)

Id ø ‡(m' + s) … • • … ‡(m" + s)

¿ ¿
(4.5.3.1) ^d(m" + s)

x, ›  ¢̂d(m' + s)
x, ›

 F *e(m')  ##@õ F *e(m") .

b) Pour tout n ≥ 0, on peut aussi munir F n *e(m) dÕune structure naturelle dÕobjet de
Fd(m + ns)(xü), en lui associant lÕisomorphisme compos�

‡n
(m + (n+1)s)  :  ̂d(m + (n+1)s)

x, ›  ¢̂d(m + ns)
x, ›

 F n *e(m)   #@õ    F n *e(m + s)   #@õ    F n + 1 *e(m),

o� le premier isomorphisme est fourni par (4.1.5.1), et le second est F n *(‡(m + s)).

c) En utilisant a), on peut d�Þnir pour tout n ≥ 0 un isomorphisme

‡n, (m' + ns)  :  e(m' + ns)   ##@õ   F n *e(m')

en proc�dant par r�currence : on pose ‡0, (m') = Id, et

(4.5.3.2) ‡n, (m' + ns)  =  F *(‡n - 1, (m' + (n-1)s)) Ï ‡(m' + ns).

d) Si lÕon munit e(m' + ns) et e(m') des isomorphismes ‡(m' + (n+1)s) et ‡(m' + s) d�Þnis en
a), et F n *e(m') de lÕisomorphisme ‡n

(m' + (n+1)s) quÕon en d�duit par b), lÕisomorphisme
‡n, (m' + ns) est un isomorphisme de Fd(m' + ns)(xü). Pour le v�riÞer, il sufÞt gr�ce � (4.5.3.1)
de le faire lorsque m' = m. Il sÕagit alors de prouver la commutativit� du diagramme

^d(m + (n+1)s)
x, ›  ¢̂d(m + ns)

x, ›
 e(m + ns)

õ ####@
‡(m + (n+1)s)

F *e(m + ns)

Id ø ‡n, (m + ns) … • • … F *(‡n, (m + ns))
¿ ¿

^d(m + (n+1)s)
x, ›  ¢̂d(m + ns)

x, ›
 F n *e(m)

õ ####@
‡n

(m + (n+1)s)

F n + 1 *e(m) ,

ce qui sÕ�nonce encore, compte tenu de (4.5.3.2),

(4.5.3.3) ‡n + 1, (m + (n+1)s)  =  ‡n
(m + (n+1)s) Ï (Id ø ‡n, (m + ns)).

On proc�de par r�currence sur n. Dans la d�Þnition de ‡n + 1, (m + (n+1)s), on peut alors
remplacer F *(‡n, (m + ns)) par F *(‡(m + ns)

n - 1 ) Ï F *(Id ø ‡n - 1, (m + (n-1)s)). On se ram�ne
ainsi � v�riÞer la commutativit� du diagramme

e(m+(n+1)s)  õ ####@
‡(m + (n+1)s)

  F *e(m+ns)  õ #######@
F *(Id ø ‡n - 1, (m + (n-1)s))

  F *(̂d(m+ns)
x, ›  ¢̂d(m + (n-1)s)

x, ›
 F n-1 *e(m))

…… … •
…… ¿

^d(m+(n+1)s)
x, ›  ¢̂d(m + ns)

x, ›
 e(m + ns) õ ####@

Id ø ‡n, (m + ns)

 ̂d(m+(n+1)s)
x, ›  ¢̂d(m + ns)

x, ›
 F n *e(m)  #@õ   F *(F n-1 *e(m+s)),

qui r�sulte sans difÞcult� de (4.5.3.1) et des propri�t�s de transitivit� et de fonctorialit� des
isomorphismes (4.1.5.1) en explicitant la d�Þnition de ‡n, (m + ns) via (4.5.3.2).
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4.5.4. TH�ORéME. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, le foncteur construit en 4.5.2
induit une �quivalence entre la cat�gorie Fd ì

coh(x) des F-d ì
x, ›-modules coh�rents et la

cat�gorie Fd(m)
coh(xü) des couples (e(m), ‡(m + s)), o� e(m) est un ^d(m)

x, ›-module coh�rent, et

‡(m + s)  :  ̂d(m + s)
x, ›  ¢̂d(m)

x, ›
 e(m)   #@õ    F *e(m)

un isomorphisme ^d(m + s)
x, › -lin�aire.

Supposons dÕabord donn�s deux couples (e(m), ‡(m + s)) et (f(m), Í(m + s)), d�Þnissant
des F-d ì

x, ›-modules (e, ‡) et (f, Í) par la construction de 4.5.2. Soit u(m) : e(m)  @ f(m)

un morphisme de Fd(m)(xü) induisant le morphisme nul de e dans f. Comme e(m) et
f(m) sont de pr�sentation Þnie, il existe localement sur x un entier n ≥ 0 tel que u(m + ns) =
0. La compatibilit� de u(m) aux isomorphismes ‡(m + s) et Í(m + s) fournit un diagramme
commutatif

e(m + ns)
õ ###@

‡(m + ns)

F n *e(m)

u(m + ns) … … F n *(u(m))
¿ ¿

f(m + ns)
õ ###@

Í(m + ns)

F n *f(m)

dÕo� lÕon d�duit que F n *(u(m)) = 0. Comme F n * est localement d�Þni par extension des
scalaires par un morphisme ox @ ox libre de rang Þni, il en r�sulte que u(m) = 0. Le
foncteur est donc Þd�le.

Montrons maintenant quÕil est pleinement Þd�le. PuisquÕil est Þd�le, cÕest une
assertion locale sur x, quÕon peut donc supposer afÞne. Soit u : e @ f un morphisme de
F-d ì

x, ›-modules. Comme e et f sont de pr�sentation finie, il existe un entier n ≥ 0 et un
morphisme ^d(m + ns)

x, › -lin�aire v(m + ns) : e(m + ns) @ f(m + ns) tel que u = Id ø v(m + ns). Comme u
est un morphisme de F-d ì

x, ›-modules, les deux morphismes ^d(m + (n+1)s)
x, › -lin�aires

e(m + (n+1)s)   ####@v(m + (n+1)s)
  f(m + (n+1)s)  õ ####@Í(m + (n+1)s)

  F *f(m + ns),

e(m + (n+1)s)  õ ####@‡(m + (n+1)s)
  F *e(m + ns)   ####@F *(v(m + ns))   F *f(m + ns),

donnent le m�me morphisme par tensorisation avec d ì
x, › . Il existe donc n' ≥ n tel que ces

deux morphismes donnent le m�me morphisme apr�s tensorisation par ^d(m + (n'+1)s)
x, › .

Quitte � remplacer n par n', on obtient ainsi un morphisme v(m + ns) de Fd(m + ns)
coh (x )

donnant u apr�s tensorisation par d ì
x, › .

Comme ß est un automorphisme, le th�or�me de descente 4.1.3 fournit alors un
morphisme de ^d(m)

x, ›-modules u(m) : e(m) @ f(m) tel que F n *(u(m)) sÕidentiÞe � v(m + ns) via
les isomorphismes ‡n, (m + ns) : e(m + ns)  #@õ   F n *e(m), Ín, (m + ns) : f(m + ns)  #@õ   F n *f(m). Le
morphisme u(m) ainsi obtenu est un morphisme de Fdcoh

(m)(xü) : pour v�riÞer que
Í(m + s)  Ï  u(m + s) = F *(u(m)) Ï ‡(m + s), il sufÞt en effet de le faire apr�s avoir appliqu� F n *.
On consid�re alors le diagramme
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e(m + (n+1)s)
õ ####@Id ø ‡n, (m + ns) ^d(m + (n+1)s)

x, ›  ¢ F n *e(m)
õ ##@(4.1.5.1) F n *e(m + s)

õ ###@F n *(‡(m + s)) F n + 1 *e(m)

• … v(m + (n+1)s) Id ø F n *(u(m)) … • F n *(u(m + s))… • F n + 1 *(u(m)) … •
¿ ¿ ¿ ¿

f(m + (n+1)s)
õ ####@Id ø Ín, (m + ns) ^d(m + (n+1)s)

x, ›  ¢ F n *f(m)
õ ##@(4.1.5.1) F n *f(m + s)

õ ###@F n *(Í(m + s)) F n + 1 *f(m).

Le carr� de gauche commute par d�Þnition de u(m), et celui du milieu par fonctorialit�
des isomorphismes (4.1.5.1)Ê; il sufÞt donc de v�riÞer la commutativit� du rectangle
ext�rieur du diagramme. DÕapr�s (4.5.3.3), les isomorphismes du haut et du bas sont
respectivement �gaux � ‡n + 1, (m + (n+1)s) et Ín + 1, (m + (n+1)s). On est ainsi ramen� � v�riÞer
la commutativit� du diagramme

e(m + (n+1)s)
õ ####@‡(m + (n+1)s)

F *e(m + ns)
õ #####@F *(‡n, (m + ns)) F n + 1 *e(m)

v(m + (n+1)s) … • F *(v(m + ns)) … • F n + 1 *(u(m)) … •
¿ ¿ ¿

f(m + (n+1)s)
õ ####@Í(m + (n+1)s)

F *f(m + ns)
õ #####@F *(Ín, (m + ns)) F n + 1 *f(m).

Or le carr� de gauche commute parce que v(m + ns) est un morphisme de Fd(m + ns)
coh (x ), et

celui de droite par d�Þinition de u(m). Ce dernier est donc bien un morphisme de
Fd(m)(x ).

Reste � voir que le morphisme Id ø u(m) d�duit de u(m) par tensorisation avec d ì
x, ›

est �gal � u. Mais, puisque u(m) est un morphisme de Fd(m)(x ), il sÕensuit que
Ín, (m + ns)  Ï u(m + ns) = F n *(u(m)) Ï ‡n, (m + ns) = Ín, (m + ns)  Ï v(m + ns), donc que u(m + ns) =
v(m + ns), dÕo� lÕassertion.

Montrons enÞn que le foncteur est essentiellement surjectif. Gr�ce � la pleine
Þd�lit�, cÕest encore une question locale sur x. Supposons donc x afÞne, et soit (e, ‡) un
objet de Fd(m)

coh(x ). Puisque e est un d ì
x, ›-module coh�rent, il existe un entier n ≥ 0, un

^d(m + ns)
x, › -module coh�rent f(m + ns) et un isomorphisme d ì

x, ›-lin�aire d ì
x, › ¢ ^d(m + ns)

x, ›
 f(m + ns)

 #@õ   e. Gr�ce � lÕisomorphisme (4.2.5.1), et � la coh�rence de F *e, on peut supposer,
quitte � augmenter n, que lÕisomorphisme ‡ : e  #@õ   F *e provient par extension des
scalaires dÕun isomorphisme Í(m + (n+1)s) : f(m + (n+1)s)  #@õ   F *f(m + ns). Le th�or�me de
descente fournit alors un ^d(m)

x, ›-module coh�rent e(m) et un isomorphisme ^d(m + ns)
x, › -

lin�aire f(m + ns)   #@õ   F n *e(m). De plus, gr�ce � (4.1.5.1), f(m + (n+1)s) se descend alors par
F n en e(m + s), et le th�or�me de descente permet aussi de descendre Í(m + (n+1)s) en un
isomorphisme ^d(m + s)

x, › -lin�aire ‡(m + s) : e(m + s)  #@õ   F *e(m). LÕisomorphisme f(m + ns)   #@õ 
F n *e(m) est alors un isomorphisme (f(m + ns), Í(m + (n+1)s))  #@õ   (F n *e(m), ‡n

(m + (n+1)s)) de
Fd(m + ns)(x ). DÕapr�s 4.5.3 d), on dispose par ailleurs de lÕisomorphisme

‡n, (m + ns)  :  (e(m + ns), ‡(m + (n+1)s))   ##@õ   (F n *e(m), ‡n
(m + (n+1)s))

dans Fd(m + ns)(x ). On obtient donc dans Fd(m + ns)(x ) un isomorphisme

(f(m + ns), Í(m + (n+1)s))   ##@õ   (e(m + ns), ‡(m + (n+1)s)),

dÕo� lÕon d�duit par extension des scalaires un isomorphisme de Fdì(x ü) entre (e, ‡) et le
F-d ì

x, ›-module d�Þni par (e(m), ‡(m + s)).
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Remarque. Ñ  Il r�sulte donc de lÕ�nonc� que, pour m' ≥ m, le foncteur dÕextension des
scalaires est une �quivalence entre les cat�gories Fd(m)(x ) et Fd(m')(x ). Pour tout n ≥ 0,
il en est de m�me du foncteur F n * entre Fd(m)(x ) et Fd(m + ns)(x ), ce foncteur �tant par
ailleurs isomorphe au foncteur dÕextension des scalaires gr�ce � lÕisomorphisme
‡n, (m + ns).

4.5.5. COROLLAIRE. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, supposons de plus x quasi-
compact. La cat�gorie des F-d ì

x, ›-modules coh�rents est alors une cat�gorie nÏth�rienne.

LÕhypoth�se de quasi-compacit� permet de supposer que x est afÞne. Comme la
formation des noyaux commute � lÕoubli de ‡ (resp. ‡(m + s)) sur Fdì(x) (resp. Fd(m)(x)),
un morphisme de Fdì(x) (resp. Fd(m)(x)) est un monomorphisme si et seulement si le
morphisme de d ì

x, ›-modules (resp. ^d(m)
x, ›-modules) sous-jacent est un monomorphisme.

Gr�ce au th�or�me A et � lÕ�nonc� pr�c�dent, lÕassertion r�sulte alors de ce que lÕanneau
‚(x,  ^d(m)

x, ›) est un anneau nÏth�rien [5, 3.3.4].

4.5.6. Sous certaines hypoth�ses, les r�sultats de cette section sÕ�tendent ais�ment au
cas de faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels � coefÞcients dans une ox -alg�bre sur laquelle
ils op�rent. On suppose pour cela quÕon dispose des donn�es suivantes :

a) un syst�me inductif de ox -alg�bres (b x
(m))m ≥ m0 , tel que chaque bx

(m) soit compl�te
pour la topologie µ-adiqueÊ;

b) pour tout m, une structure de d x
(m)-module (donc, par continuit�, de ^d x

(m)-module)
sur b x

(m), compatible � sa structure de ox -module, et telle que lÕhomomorphisme bx
(m) @

b x
(m + 1) soit ^d x

(m)-lin�aireÊ;

c) une famille dÕisomorphismes ^d x
(m + s)-lin�aires

(4.5.6.1) F *bx
(m)   #@õ    bx

(m + s),

compatibles pour m variable.

On pose alors, comme en 4.2.1, ~dx
(m) = bx

(m) ¢̂ox
 ^dx

(m), ~dì
x = 

#@
lim m ~dx

(m). Les isomor-
phismes (4.5.6.1) fournissent des isomorphismes de faisceaux dÕanneaux

(F *b x
(m)) ¢̂ ̂dx

(m + s)   #@õ    ~dx
(m + s)

compatibles pour m variable, dÕo� lÕisomorphisme de faisceaux dÕanneaux

#@
lim

m
 ((F *b x

(m)) ¢̂ ̂dx
(m + s))   #@õ    ~dì

x .

Si e est un ~d ì
x, ›-module, la proposition 4.2.2 appliqu�e � e ß permet de munir F *e

dÕune structure de module sur lÕanneau 
#@
lim m ((F *b x

(m)) ¢̂ ^d(m + s)
x, › ). Gr�ce � lÕisomor-

phisme pr�c�dent, on obtient donc sur F *e une structure naturelle de ~d ì
x, ›-module.

G�n�ralisant 4.5.1, on peut alors d�Þnir la notion de F- ~d ì
x, ›-module comme constitu�e

par la donn�e dÕun ~d ì
x, ›-module e et dÕun isomorphisme ~d ì

x, ›-lin�aire ‡ : e  #@õ   F *e. Le
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th�or�me 4.5.4 reste alors valable pour les F- ~d ì
x, ›-modules de pr�sentation Þnie, four-

nissant une �quivalence avec la cat�gorie des couples (e(m), ‡(m + s)), o� e(m) est un ~d(m)
x, ›-

module de pr�sentation Þnie, et ‡(m + s) : ~d(m + s)
x, ›  ¢~d(m)

x, ›
 e(m)  #@õ   F *e(m) un isomorphisme

~d(m + s)
x, › -lin�aire.

De m�me, si lÕon suppose que les homomorphismes ~d(m)
x, › @ ~d(m + 1)

x, ›  sont plats, et que
les faisceaux dÕalg�bres bx

(m) / µ i bx
(m) sont quasi-coh�rents, � section nÏth�riennes sur

les ouverts afÞnes, le corollaire 4.5.5 reste valable.

On observera que toutes ces hypoth�ses sont satisfaites lorsquÕon se donne un divi-
seur Z « X, et quÕon prend bx

(m) = ^bx(Z, p m + 1), de sorte que ~dì
x, › = dì

x, ›(ìZ). Les �nonc�s
4.5.4 et 4.5.5 sÕappliquent donc aux F-d ì

x, ›(ìZ)-modules.

4.6. Relations avec les F-isocristaux

Soit x un v-sch�ma formel lisse, de Þbre sp�ciale X. Dans [3] et [5], nous avons
montr� comment la cat�gorie des isocristaux convergents sur X (resp. surconvergents le
long dÕun diviseur Z « Xü) peut sÕinterpr�ter en termes de d ì

x, ›-modules (resp. d ì
x, ›(ìZ)-

modules). Nous �tendons ici cette interpr�tation � la structure de F-isocristal, en la
reliant � celle de F-d ì

x, ›-module. Nous supposons encore Þx� un entier s ≥ 1, et nous
consid�rerons plus g�n�ralement la cat�gorie des F s-isocristauxÊ; pour simpliÞer, nous
les appelerons simplement F-isocristaux dans ce qui suit.

Nous noterons xK la Þbre g�n�rique de x (au sens des espaces analytiques rigides),
et sp : (xK , oxK

) @ (x, ox, ›) le morphisme de sp�cialisation correspondant (qui est un
morphisme de sites annel�s).

Nous traiterons dÕabord le cas des F-isocristaux convergents, pour lesquels lÕ�nonc�
est plus simple. Les r�sultats qui suivent nous permettront dÕidentiÞer la cat�gorie des
F-isocristaux convergents sur X � une sous-cat�gorie pleine de la cat�gorie Fd ì

coh(x) des
F-d ì

x, ›-modules coh�rents.

4.6.1. Rappelons que la donn�e du rel�vement x de X permet de d�crire la cat�gorie des
isocristaux convergents sur X comme �quivalente � la cat�gorie des oxK

-modules coh�-
rents E munis dÕune connexion ¯ int�grable et convergente, i.e. telle que la s�rie de Taylor
d�Þnissant la stratiÞcation associ�e soit convergente sur le tube de la diagonale de X dans
x | x. Le ox, ›-module e = spx * E poss�de alors une structure naturelle de d ì

x, ›-module,
d�Þnie de la mani�re suivante [3, (3.1.1)]Ê: si u « x est un ouvert afÞne, la Þnitude de
‚(uK , E) sur ‚(uK , oxK

) fournit sur ‚(uK , E) une topologie naturelle dÕespace de
BanachÊ; si u est muni de coordonn�es locales d�Þnissant des d�rivations Ÿi , la condition
de convergence signiÞe que, pour tout ⁄ < 1, Æ    Ÿ    [k]e   k   

   Æ ⁄ækæ @ 0 pour k @ &, la norme �tant   

lÕune quelconque des normes de Banach sur ‚(uK , E) ; la donn�e de la connexion d�ter-
mine lÕaction de ‚(u, dx, ›), et cette action se prolonge alors par continuit� en une action
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de ‚(u, d ì
x, ›) gr�ce � la condition de convergence de la connexion.

DÕapr�s [5, 4.1.4], le foncteur sp* d�Þnit ainsi une �quivalence entre la cat�gorie des
isocristaux convergents sur X et celle des d ì

x, ›-modules ox, ›-coh�rents (qui sont alors
automatiquement d ì

x, ›-coh�rents).

4.6.2. LEMME. Ñ  Soient F : x @ x' un morphisme de v-sch�mas formels lisses relevant
F s

X / k , et E' un ox 'K
-module coh�rent, muni dÕune connexion int�grable et convergente. Il

existe un isomorphisme canonique d ì
x, ›-lin�aire

(4.6.2.1) F * spx' * E'   ##@õ   spx * F K
 * E'.

Observons dÕabord que, pour tout morphisme de v-sch�mas formels f : x @ x', et
tout ox 'K

-module coh�rent E', il existe un isomorphisme canonique ox, ›-lin�aire

(4.6.2.2) f * spx' * E'   ##@õ   spx * f K
 * E'.

En effet, les th�or�mes de Kiehl [30] et la construction du morphisme spx' entra�nent que
le ox', ›-module spx' * E' est coh�rent, et le morphisme canonique sp *

x' spx' * E' @ E' un
isomorphisme. Compte tenu de la fonctorialit� du morphisme de sp�cialisation, on en
d�duit lÕisomorphisme

sp *
x f * spx' * E'   ##@õ   f K

 * sp *
x' spx' * E'   ##@õ   fK

 * E'.

Comme le ox, › -module e = f * spx' * E' est coh�rent, on voit de m�me que le morphisme
e  @ spx * sp *

x e est un isomorphisme, ce qui donne lÕisomorphisme cherch�Ê:

f * spx' * E'   ##@õ   spx * sp *
x f * spx' * E'   ##@õ   spx * f K

 * E'.

Supposons maintenant que x' soit lisse, et que E' soit muni dÕune connexion
int�grable et convergente. DÕapr�s 4.6.1, le ox', ›-module spx' * E' est alors muni dÕune
structure naturelle de d ì

x', ›-module. Sous les hypoth�ses de lÕ�nonc�, la m�thode de 4.2.4
permet de munir F * spx' * E' dÕune structure de d ì

x, ›-module. DÕautre part, lÕimage
inverse dÕune connexion convergente est encore convergente, de sorte que spx * F K

 * E'
poss�de �galement une structure de d ì

x, ›-module.
La d ì

x, ›-lin�arit� de lÕisomorphisme (4.6.2.1) est une propri�t� locale sur x, ce qui
permet de supposer que x est afÞne et poss�de un syst�me de coordonn�es locales
t1 , . . . , td , d�Þnissant des d�rivations Ÿ1 , . . . , Ÿd .ÊOn v�riÞe dÕabord facilement que (4.6.2.1)
commute � lÕaction des d�rivations ŸiÊ: il sufÞt de consid�rer le morphisme F1 : P1

x @ P 1
x'

induit par F | F entre les voisinages inÞnit�simaux du premier ordre de x et x', et
dÕappliquer � la stratiÞcation d�Þnissant la connexion de E' la fonctorialit� de lÕisomor-
phisme (4.6.2.2) correspondant � F1 . LÕaction de ‚(x, d ì

x, ›) sur ‚(x, spx * F K
 * E') est

d�termin�e par continuit� � partir de celle des Ÿi gr�ce � la topologie de Banach de
‚(x,  spx * F K

 * E'), d�Þnie par sa structure de ‚(x, ox, ›)-module. DÕautre part, nous
avons d�Þni la structure de d ì

x, ›-module de F * spx' * E' par r�duction au cas de d ì
x', › ,

gr�ce � lÕidentiÞcation
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F * spx' * E'   ##@õ   (F * d ì
x', ›) ¢dì

x', ›
 spx' * E'.

Un op�rateur P ‘ ‚(x, d ì
x, ›) appartient au sous-anneau ‚(x, ^d(m + s)

x, › ) pour m assez
grand, et son action sur F * spx' * E' peut aussi �tre d�crite par lÕidentiÞcation

F * spx' * E'   ##@õ   (F * ̂d(m)
x', ›) ¢ ^dx', ›

(m)  spx' * E'.

Comme spx' * E' est aussi coh�rent sur ^d(m)
x', › , il sÕensuit que (F * ̂d(m)

x', ›) ¢ ^dx', ›
(m)  spx' * E' est

coh�rent sur ^d(m + s)
x, ›  . Par suite, ‚(x, (F * ̂d(m)

x', ›) ¢ ^dx', ›
(m)  spx' * E') est un module de type Þni

sur lÕalg�bre de Banach nÏth�rienne ‚(x, ^d(m + s)
x, › ), ce qui permet de le munir dÕune

topologie de module de Banach. De plus, pour tout e' ‘ ‚(x', spx' * E'), lÕapplication

‚(x,  F * ̂d(m)
x', ›) @ ‚(x, (F * ̂d(m)

x', ›) ¢̂dx', ›
(m)  sp* E') d�Þnie par la tensorisation avec e' est

continue pour les topologies de ‚(x, ^d(m + s)
x, › )-modules [13, 3.7.3]. Il en r�sulte que lÕaction

de ‚(x, ̂d(m + s)
x, › ) sur ‚(x, F * spx' * E') est d�termin�e par celle des Ÿi , par continuit� pour

cette topologie. Or, dÕapr�s le lemme 4.1.2 de [5], les topologies de ‚(x, ox, ›)-module et de

‚(x,  ^d(m + s)
x, › )-module sur ‚(x, F * spx' * E') co�ncident. Par cons�quent, la compatibilit�

de (4.6.2.1) � lÕaction des Ÿi entra�ne que cÕest un isomorphisme ‚(x, ^d(m + s)
x, › )-lin�aire

pour tout m, dÕo� le lemme.

4.6.3. PROPOSITION. Ñ  Le foncteur sp* induit une �quivalence entre la cat�gorie des
F-isocristaux convergents sur X et celle des F-d ì

x, ›-modules ox, ›-coh�rents.

Soient x' = x ß le v-sch�ma formel d�duit de x par changement de base par ß, et FX
lÕendomorphisme de Frobenius absolu de X. Supposons dÕabord donn� un morphisme de
v-sch�mas formels lisses F : x  @ x' relevant F s

X / kÊ. La donn�e de F permet de d�crire le
foncteur image inverse FX

 s * sur la cat�gorie des isocristaux convergents comme �tant le
compos� de lÕextension des scalaires par ß et du foncteur image inverse usuel F K

 * pour les
modules � connexion int�grable (ces deux op�rations pr�servant la condition de
convergence). Si E est un isocristal convergent sur X, la donn�e dÕune structure de F-
isocristal convergent sur E est la donn�e dÕun isomorphisme horizontal · : F K

 * E ß  #@õ   E.
Puisque spx * est une �quivalence de cat�gorie entre isocristaux convergents sur X et
d ì

x, ›-modules ox, ›-coh�rents, on voit gr�ce au lemme 4.6.2 que la donn�e de · �quivaut �
celle du morphisme d ì

x, ›-lin�aire d�Þni par spx *(·-1)

‡  :  spx * E   #@õ    spx * F K
 * E ß   #@õ    F * spx' * E ß   #@õ    F *(spx * E)ß,

soit encore � la donn�e dÕune structure de F-d ì
x, ›-module sur e = spx * E.

Soient F, F' deux rel�vements de F s
X / k . Par la construction pr�c�dente, on obtient

alors deux isomorphismes ‡ : spx * E  #@õ   F *(spx * E)ß et ‡' : spx * E  #@õ   F' *(spx * E)ß.
Comme nous lÕavons observ� dans la remarque (i) de 4.2.4, on dispose dÕautre part dÕun
isomorphisme canonique de d ì

x, ›-modules †F, F' : F' * spx' * E ß  #@õ  F * spx' * E ß. Pour
prouver que la structure de F-d ì

x, ›-module de e est ind�pendante du choix de F, il faut
prouver lÕ�galit� †F, F' Ï ‡' = ‡. Les morphismes ‡ et ‡' sont d�Þnis par les lignes du
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diagramme

spx * E  ##@õ spx * F K'
 * E ß  ##@õ F' * spx' * E ß  ##@õ F' *(spx * E)ß

…… • … sp*(™F, F') • … †F, F' • … †F, F'…… ¿ ¿ ¿
spx * E  ##@õ spx * F K

 * E ß  ##@õ F * spx' * E ß  ##@õ F *(spx * E)ß ,

dans lequel lÕisomorphisme ™F, F' : F K'
 * E ß  #@õ   F K

 * E ß est d�Þni gr�ce � la convergence de
la stratiÞcation de E ß. Le fait que le carr� de gauche commute est cons�quence de la
fonctorialit� de la cat�gorie des isocristaux convergents par rapport aux morphismes
d�Þnis sur la Þbre sp�cialeÊ: lÕisomorphisme ™F, F' est lÕisomorphisme canonique qui
identiÞe les deux r�alisations du foncteur F s *

X / k fournies par F K
 * et F K'

 *, isomorphisme
gr�ce auquel la notion de F-isocristal convergent poss�de un sens intrins�que. Le carr�
de droite �tant trivialement commutatif, on est ramen� � prouver la commutativit� de
celui du centre.

CÕest une assertion locale, ce qui permet de supposer que x est afÞne et que x'
poss�de un syst�me de coordonn�es locales t '1 , . . . , t 'd , d�Þnissant des d�rivations Ÿ '1 , . . . , Ÿ'd .
Soient e ‘ ‚(x'K , E ß), et F K'

 *(e) ‘ ‚(xK , F K'
 * E ß) = ‚(x,  spx * F K'

 * E ß). LÕ�l�ment
™F, F'(F K'

 *(e)) ‘ ‚(xK , F K
 * E ß) est d�Þni par

™F, F'(F K'
 *(e))  =  å

   k   

 (F K'
 *(   t   ') - F K

 *(   t   '))[k] F K
 *(    Ÿ       ' k e),   

s�rie qui converge pour la topologie naturelle dÕespace de Banach de ‚(xK , F K
 * E ß)

(d�Þnie par sa structure de ‚(xK , oxK
)-module de type Þni). DÕautre part, nous avons

d�Þni en 4.2.4 lÕisomorphisme †F, F' par r�duction au cas de d ì
x', › , gr�ce aux identiÞca-

tions

F' * spx' * E ß   ##@õ   (F' * d ì
x', ›) ¢d ì

x', ›
 spx' * E ß

(resp. F *), et � lÕisomorphisme †F, F' relatif � d ì
x', › . Ce dernier est obtenu par passage �

la limite inductive pour m variable � partir des isomorphismes

†(m + s)
F, F'   :  F' * ̂d(m)

x', ›   ##@õ   F *  ^d(m)
x', › ,

d�Þnis pour m assez grand. On a alors

†F, F'(F K'
 *(e))  =  (å

   k   

 (F' *(   t   ') - F *(   t   ')){k} F *(    Ÿ       'Ìk)) ø eÊ;   

dans cette expression, la s�rie est convergente pour la topologie naturelle dÕespace de
Banach sur ‚(x, F * ^d(m)

x', ›), d�Þnie par sa structure de module de type Þni sur lÕalg�bre
de Banach nÏth�rienne ‚(x, ^d(m + s)

x, › ). Comme ‚(x, (F * ^d(m)
x', ›) ¢ spx' * E ß) est �galement

un ‚(x, ^d(m + s)
x, › )-module de type Þni, il poss�de lui aussi une topologie naturelle de

module de Banach, et lÕhomomorphisme ‚(x, F *^d(m)
x', ›) @ ‚(x, (F *^d(m)

x', ›) ¢ spx' * E ß)
d�Þni par la tensorisation par e est continu pour ces topologies. Il en r�sulte que

†F, F'(F K'
 *(e)) =  å

   k   

 ((F' *(   t   ') - F *(   t   ')){k} F *(    Ÿ       'Ìk) ø e)   
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=  å
   k   

 ((F' *(   t   ') - F *(   t   ')){k} F *(1 ø     Ÿ       'Ìke)),   

o� la somme converge ici pour la topologie de Banach de ‚(x, (F *^d(m)
x', ›) ¢ spx' * E ß),

d�Þnie par sa structure de ‚(x, ^d(m + s)
x, › )-module. Or, dÕapr�s [5, 4.1.2], les topologies sur

‚(x, (F *^d(m)
x', ›) ¢ spx' * E ß) ñ ‚(xK , F K

 * E ß) d�Þnies par les structures de ‚(x, ^d(m + s)
x, › )-

module et de ‚(xK , ox, ›)-module co�ncident. Avec lÕidentiÞcation (4.6.2.1), il sÕensuit que
†F, F' = spx *(™F, F'), d'o� la commutativit� voulue.

Nous avons donc ainsi obtenu lÕ�quivalence de cat�gories annonc�e lorsque F s
X / k se

rel�ve sur v, et montr� que celle-ci ne d�pend pas, � isomorphisme canonique pr�s, du
choix de ce rel�vement. Par recollement, on en d�duit alors lÕ�nonc� dans le cas g�n�ral.

4.6.4. Remarque. Ñ  Dans le cas des isocristaux convergents, le th�or�me 4.5.4 sÕexpli-
cite de mani�re tautologique. En effet, si e est un isocristal convergent, lÕhomomorphisme
canonique e @ ^d(m)

x, › ¢dx, ›
 e est un isomorphisme pour tout m [3, (3.1.4)]. Il en r�sulte

que, quels que soient m ≤ m', lÕhomomorphisme

(4.6.4.1) ^d(m')
x, › ¢̂d(m)

x, ›
 e   #@  e,

d�Þni par lÕaction de ^d(m')
x, › sur e, est un isomorphisme ^d(m')

x, ›-lin�aire, inverse de lÕisomor-
phisme dÕextension des scalaires. Si ‡ : e  #@õ   F *e munit e dÕune structure de F-d ì

x, ›-
module, lÕobjet de Fd(m)

coh(x) qui lui correspond par 4.5.4 est alors simplement constitu� de
e lui-m�me, qui est coh�rent sur ^d(m)

x, › dÕapr�s [3, (3.1.4)], muni de lÕisomorphisme

‡(m + s)  :  ̂d(m + s)
x, ›  ¢̂d(m)

x, ›
 e   ##@õ   e   ##@õ   F *e.

En effet, la structure de d ì
x, ›-module de e fournit un homomorphisme d ì

x, ›-lin�aire
dì

x, › ¢̂d(m)
x, ›

 e @ e, qui est un isomorphisme par passage � la limite � partir de (4.6.4.1).
On v�riÞe imm�diatement que cet isomorphisme identiÞe la structure de F-d ì

x, ›-module
sur dì

x, › ¢̂d(m)
x, ›

 e d�duite de ‡(m + s) par extension des scalaires � la structure ‡ donn�e
sur e.

4.6.5. Voyons maintenant comment les r�sultats pr�c�dents se g�n�ralisent aux F-
isocristaux surconvergents. On suppose donc donn� un diviseur Z dans X, et on note
respectivement Y et y les compl�mentaires de Z dans X et dans x. On reprend les nota-
tions de [5], ainsi que de 2.2.8 (ii), 4.1.1 et 4.2.1, et, pour tout entier m ≥ 0, on pose

^bx
(m)(Z)  =  ̂bx(Z,  p m + 1),    ̂b(m)

x, ›(Z)  =   ̂bx
(m)(Z) ¢ ›,

ox, ›(ìZ)  =  
#@
lim

m
 ̂b(m)

x, ›(Z),    dì
x, ›(ìZ)  =  

#@
lim

m
 ^bx

(m)(Z) ¢̂ox
 ̂d(m)

x, › .

Soient j lÕinclusion de Y dans X, et ]Yü[ = sp x
-1(Yü) « xK le tube de Y dans x. Si f est

un rel�vement dans ox dÕune �quation locale de Z dans X, nous noterons Ur lÕouvert de
xK d�Þni localement par la condition æ f(x)æ  ≥ p-1 / p r + 1

 : si r est assez grand, il ne d�pend
pas du choix de f, et les ouverts Ur ainsi d�Þnis localement se recollent, de sorte que cet
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ouvert est bien d�Þni. Pour r variable, les Ur forment un syst�me fondamental de voisina-
ges stricts de ]Yü[ dans xK (cf. [2] ou [4]). On note jr lÕinclusion de Ur dans xK , et, pour tout
faisceau ab�lien M sur xK , on pose

j ì M  =  
#@
lim

r
 jr * jr

 * M.

Par construction, on a spx * üjr * oUr
 = ^b(r)

x, ›(Z), dÕo�, compte tenu de la quasi-compacit�
du morphisme spx , spx * üj ì oxK

 = ox, ›(ìZ). DÕapr�s [5, 4.4.2], le foncteur sp* induit une
�quivalence entre la cat�gorie des üjr * oUr

-modules (resp. j ì oxK
-modules) coh�rents, et

celle des ^b(r)
x, ›(Z)-modules (resp. ox, ›(ìZ)-modules) coh�rents.

Sous les pr�sentes hypoth�ses, la cat�gorie des isocristaux sur Y surconvergents le
long de Z est �quivalente � la cat�gorie des jüìüoxK

-modules localement libres de rang Þni
E, munis dÕune connexion ¯ int�grable et surconvergente le long de Z, i.e. telle que la
s�rie de Taylor d�Þnissant la stratiÞcation correspondante soit induite par un isomor-
phisme de jüìüoxK | xK -modules sur le tube de X dans x | x. En explicitant la condition de
surconvergence en coordonn�es locales, on voit alors que, pour tout isocristal E sur Y,
surconvergent le long de Z, le ox, ›(ìZ)-module spx * E est muni dÕune structure natu-
relle de d ì

x, ›(ìZ)-module [5, 4.4.3].

4.6.6. LEMME. Ñ  Soient Z' « X(s) le diviseur d�duit de Z par changement de base par le
Frobenius absolu Fk

 s , j' : Y(s) Ã@ X(s), F : x  @ x' un morphisme de v-sch�mas formels
lisses relevant F s

X / k , y' = x' è Z'. Si E' est un j' ì ox 'K
-module coh�rent muni dÕune

connexion int�grable et surconvergente le long de Z', il existe un isomorphisme canonique
d ì

x, ›(ìZ)-lin�aire

(4.6.6.1) F * spx' * E'   ##@õ   spx * F K
 * E'.

Consid�rons dÕabord plus g�n�ralement un morphisme de sch�mas formels f : x @
x' et un diviseur Z' « X' tel que Z" = X |X' Z' soit un diviseur de X. La compatibilit� des
alg�bres bX'i

(Z', p r + 1) aux images inverses (voir 2.2.8 (ii), b)) permet de consid�rer f
comme un morphisme dÕespaces annel�s (x, ^bx, ›

(r) (Z")) @ (x', ^bx', ›
(r) (Z')), et aussi, par

passage � la limite inductive, comme un morphisme (x, ox, ›(ìZ")) @ (x', ox', ›(ìZ')).
Consid�rons alors les morphismes spx et spx' comme des morphismes dÕespaces annel�s

spx  :  (xK , j"r * oU"r
)  @  (x, ̂bx, ›

(r) (Z")),    spx'  :  (x'K , j'r * oU'r
)  @  (x', ̂bx', ›

(r) (Z'))

(resp. (xK , j" ì oxK
)  @  (x, ox, ›(ìZ")),    (x'K , j' ì ox'K

)  @  (x', ox', ›(ìZ'))),

o� j'r : U'r « x'K , j"r : U"r « xK sont les immersions ouvertes d�Þnies � partir de Z' et Z"
comme jr lÕa �t� plus haut � partir de Z. Comme les foncteurs spx * et sp x

 * sont des
�quivalences de cat�gories quasi-inverses entre les cat�gories des j "r * oU r" -modules coh�-
rents et des ^bx, ›

(r) (Z")-modules coh�rents (resp. j" ì oxK
-modules coh�rents et ox, ›(ìZ")-

modules coh�rents), et de m�me sur x', lÕargument du lemme 4.6.2 sÕ�tend tel quel, et
fournit pour tout j 'r * oU 'r

-module coh�rent E' (resp. j' ì ox'K
-module coh�rent) un isomor-
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phisme ^bx, ›
(r) (Z")-lin�aire (resp. ox, ›(ìZ")-lin�aire)

(4.6.6.2) f * spx' * E'   ##@õ   spx * f K
 * E',

les foncteurs f * et f K
 * �tant pris pour les morphismes dÕespaces annel�s consid�r�s ici.

Si lÕon revient au cas du morphisme F : x @ x' consid�r� dans lÕ�nonc�, et dÕun
j' ì ox'K

-module E' coh�rent muni dÕune connexion int�grable surconvergente le long de
Z', on a alors Z" = p s Z, j" = j, U"r = Ur + s , ^bx, ›

(r) (Z") = ^bx, ›
(r + s)(Z) (dÕapr�s (4.1.1.1)),

ox, ›(ìZ") = ox, ›(ìZ). On voit encore en passant par les stratiÞcations associ�es � la
connexion que cet isomorphisme est  (ox, ›(ìZ) ¢ox

 dx)-lin�aire. Pour prouver quÕil est
d ì

x, ›(ìZ)-lin�aire, on utilise [5, 4.4.5] pour passer par continuit� de lÕaction de
ox, ›(ìZ)  ¢ox

 dx � celle de d ì
x, ›(ìZ) de la mani�re suivante. Il existe un entier r'0 et un

ox 'K 
-module localement libre de rang Þni E'0 sur U'r'0 , muni dÕune connexion int�grable

surconvergente, tel que E' ñ j' ì E'0 en tant que module � connexion. Si e'0 = spx' * üj 'r '0 * E '0 ,
e '0 est alors un ^bx', ›

(r'0) (Z')-module coh�rent, et il existe pour r  ≥ r '0 des isomorphismes

^bx', ›
(r) (Z') ¢ e'0   #@õ    spx' * jr * üj r

 * E '0 ,

(4.6.6.3)
#@
lim
r ≥ r'0

 ^bx', ›
(r) (Z') ¢ e'0   #@õ    spx' * E',

respectivement ^bx', ›
(r) (Z') et ox', ›(ìZ')-lin�aireÊ; de plus, il existe une suite dÕentiers r 'm ,

avec r 'm ≥ max(m, r 'm - 1), et une structure de (^bx', ›
(r'm) (Z') ¢̂ ̂d(m)

x', ›)-module sur ^bx', ›
(r'm) (Z') ¢

e '0 , telles que les homomorphismes

^bx', ›
(r'm) (Z') ¢ e'0   ##@  ^bx', ›

(r'm + 1)(Z') ¢ e'0

soient ( ^bx', ›
(r'm) (Z') ¢̂ ^d(m)

x', ›)-lin�aires, et lÕisomorphisme (4.6.6.3) d ì
x', ›(ìZ')-lin�aire.

Comme F * ^bx', ›
(r'm) (Z') ñ ^bx, ›

(r'm + s)(Z), F *( ^bx', ›
(r'm) (Z') ¢ e '0) est muni dÕune structure natu-

relle de ^bx, ›
(r'm + s)(Z) ¢̂ ̂d(m + s)

x, › -module. De m�me, E0 = F K
 * E '0 est un module localement libre

de type Þni � connexion int�grable et surconvergente sur Ur '0 + s , tel que F K
 * E' ñ j ì (E0) ; de

plus, si e0 = spx *(E0), e0 satisfait de mani�re naturelle la condition analogue � celle de

e'0 pour la suite dÕentiers rm + s , avec m ≥ 0, telle que rm + s = r'm + s. Pour prouver que

(4.6.6.1) est d ì
x, ›(ìZ)-lin�aire, il sufÞt alors de prouver que, pour tout m, lÕisomorphisme

F *( ^bx', ›
(r'm) (Z') ¢ e '0)   #@õ    ^bx, ›

(rm + s)(Z) ¢ e0

d�Þni �galement par (4.6.6.1) est ( ^bx, ›
(rm + s)(Z) ¢̂ ^d(m + s)

x, › )-lin�aire. Or, pour tout ouvert

afÞne u « x, lÕaction de ‚(u, ^bx, ›
(rm + s)(Z) ¢̂ ^d(m + s)

x, › ) sur le terme de droite prolonge par

continuit� celle de ‚(u, ^bx, ›
(rm + s)(Z) ¢ dx, ›) gr�ce � la topologie de Banach d�Þnie sur

‚(u,   ^bx, ›
(rm + s) ¢ e0) par sa structure de module de type Þni sur lÕalg�bre de Banach

nÏth�rienne ‚(u, ^bx, ›
(rm + s)(Z)). Sur le terme de gauche, on voit comme dans la d�mons-

tration de 4.6.2 que lÕaction de ‚(u, ^bx, ›
(rm + s)(Z) ¢̂ ^d(m + s)

x, › ) prolonge par continuit� celle de

‚(u, ^bx, ›
(rm + s)(Z) ¢ dx, ›) gr�ce � la topologie de Banach d�Þnie sur ‚(u, F *( ^bx', ›

(r'm) (Z') ¢
e '0)) par sa structure de module de type Þni sur lÕalg�bre de Banach nÏth�rienne
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‚(u,   ^bx, ›
(rm + s)(Z) ¢̂ ^d(m + s)

x, › ). Comme ces deux topologies co�ncident dÕapr�s [5, 4.1.2], le

lemme en r�sulte.

4.6.7. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de 4.6.5, soient E un isocristal sur Y,
surconvergent le long de Z. La donn�e dÕune structure de F-isocristal (surconvergent le
long de Z) sur E �quivaut � celle dÕune structure de F-d ì

x, ›(ìZ)-module sur e = spx * E.

Soient Z' lÕimage inverse de Z dans X(s), j' : Y(s) Ã@ X(s), FX le Frobenius absolu de
X, x' = x ß. Supposons dÕabord quÕil existe un v-morphisme F : x  @ x' relevant F s

X / k . Le
foncteur F X

 * sur la cat�gorie des F-isocristaux sur Y surconvergents le long de Z est alors
obtenu par composition de lÕextension des scalaires par ß, et du foncteur image inverse
F K

 * de la cat�gorie des j' ì ox 'K
-modules � connexion int�grable et surconvergente dans

celle des j ì oxK -modules � connexion int�grable et surconvergente. Or, dÕapr�s [5, 4.4.5],
le foncteur spx * est un foncteur pleinement Þd�le de la cat�gorie des isocristaux sur Y
surconvergents le long de Z dans la cat�gorie des d ì

x, ›(ìZ)-modules. La donn�e dÕune
structure de F-isocristal sur un tel isocristal E est par d�Þnition la donn�e dÕun isomor-
phisme · : F K

 * E ß  #@õ   E. Elle �quivaut donc � la donn�e de lÕisomorphisme d ì
x, ›(ìZ)-

lin�aire spx *(· -1) : spx *(E)  #@õ   spx *(F K
 * E ß). Comme, dÕapr�s 4.6.6, on dispose dÕun

isomorphisme canonique d ì
x, ›(ìZ)-lin�aire spx *(F K

 * E ß)  #@õ   F * spx' * E ß, on voit que la
donn�e de · �quivaut � celle dÕune structure de F-d ì

x, ›(ìZ)-module sur e = spx *(E).

Pour en d�duire lÕ�nonc� dans le cas g�n�ral, on proc�de comme dans la
d�monstration de 4.6.3. Il faut encore v�riÞer que, si lÕon se donne deux rel�vements
locaux F, F' de F s

X / k , les isomorphismes canoniques ™F, F' : F K'
 * E ß  #@õ   F K

 * E ß qui permet-
tent de d�Þnir par recollement la structure de F-isocristal de E correspondent, au moyen
des identiÞcations

(4.6.7.1) spx * F K
 * E ß  #@õ   F * spx' * E ß   #@õ    (F *d ì

x', ›(ìZ')) ¢dì
x', ›(ìZ') spx' * E ß,

(resp. F') aux isomorphismes †F, F' : F' * spx' * E ß  #@õ   F * spx' * E ß qui permettent de
d�Þnir la structure de F-d ì

x, ›(ìZ)-module de spx * E. Comme ces identiÞcations sont
d ì

x, ›(ìZ)-lin�aires, de sorte que les isomorphismes spx *(™F, F') et †F, F' sont localement
d�Þnis comme en 4.6.3 par des s�ries de Taylor dont les termes g�n�raux se corres-
pondent, il sufÞt de v�riÞer que ces s�ries convergent pour des topologies qui se
correspondent dans les identiÞcations. Si u est un ouvert afÞne de x, on ne dispose plus
comme en 4.6.3 de topologies de Banach sur les modules de sections pour lesquelles ces
s�ries convergent, mais on peut se ramener � une limite de situations analogues en
choisissant un voisinage strict Ur0

 du tube de Y dans xK , et un oxK -module E0 localement
libre de rang Þni sur Ur0 , muni dÕune connexion int�grable surconvergente, tel que E ñ
j ì E0 en tant que j ì oxK -module � connexion. Si lÕon pose er0

 = spx * jr0 * E0 , er =
spx * jr * j r

 * E0 ñ  ^bx, ›
(r) (Z) ¢ er0 , alors il existe comme dans la d�monstration de 4.6.6 une

suite croissante dÕentiers rm ≥ m telle que le ^bx, ›
(rm)(Z)-module de type Þni erm

 soit aussi
muni dÕune structure de ( ^bx, ›

(rm)(Z) ¢̂ ̂d(m)
x, ›)-module de type Þni, et les ß�ches erm

 @ erm + 1
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soient ( ^bx, ›
(rm)(Z) ¢̂ ̂d(m)

x, ›)- lin�aires. Les identiÞcations (4.6.7.1) et les isomorphismes ™F, F'
et †F, F' proviennent alors dÕidentiÞcations et dÕisomorphismes analogues pour chaque m
par passage � la limite pour m @ & . Pour m Þx�, on peut raisonner comme en 4.6.3 pour
v�riÞer que les s�ries de Taylor d�Þnissant spx *(™F, F') et †F, F' convergent vers des
�l�ments de ‚(uK , jrm + s * üj *

rm + s FK
 * E0) et ‚(u, F *erm

) qui se correspondent via (4.6.7.1), et
lÕassertion en r�sulte ensuite par passage � la limite.

Appendice : Filtration m-PD-adique

Soient R une Á(üp)-alg�bre, (å, ∫, å) un m-PD-id�al de R, A une R-alg�bre, I « A un
id�al muni dÕune m-PD-structure (J, ¤) compatible � (∫,  å). Cette m-PD-structure permet
de munir A dÕune Þltration par des sous-id�aux Iü{n} de I, appel�e Þltration m-PD-adique,
dont une d�Þnition est donn�e dans [5, 1.3.7]. Sous les hypoth�ses o� cette d�Þnition est
utilis�e dans [5] (essentiellement celles de [5, 1.5.3]), elle fournit bien le r�sultat voulu.
Sous des hypoth�ses plus g�n�rales, il sÕav�re quÕelle ne poss�de pas toujours les propri�-
t�s de nilpotence que lÕon souhaite. En particulier, si p = 2, lÕexemple de [5, 1.3.7] nÕest
pas correct. En effet, supposons que A = Á2 , I = 2A, et que J « I d�Þnisse une m-PD-
structure sur I pour un certain m ≥ 0. Alors 2 ‘ (J + p A) ı I, de sorte quÕavec la d�Þnition
de [5], on obtient que 2[n] ‘ I {n} pour tout n, dÕapr�s [5, 1.3.8 (i)]. Or 2[n] ne tend pas vers 0
pour n @ &, si bien que, quel que soit m, la Þltration ainsi d�Þnie nÕest pas topologique-
ment nilpotente.

Nous allons donc introduire ici une d�Þnition l�g�rement modiÞ�e, fournissant une
Þltration plus Þne que celle de [5]. Avec cette d�Þnition, lÕexemple de [5, 1.3.7] devient
valable, ainsi que toutes les autres propri�t�s d�montr�es dans [5] Ñ � lÕexception de la
premi�re assertion de [5, 1.3.8 (i)], que lÕon veut pr�cis�ment invalider. En particulier, les
deux d�Þnitions fournissent la m�me Þltration sous les hypoth�ses de [5, 1.5.3], de sorte
que, dans le cas lisse, cette modiÞcation ne change pas les faisceaux de parties princi-
pales � puissances divis�es partielles [5, 2.1], ni les faisceaux dÕop�rateurs diff�rentiels
correspondants.

A.1. Notons ∫ la PD-structure de ∫1 = ∫ + püR prolongeant å et la PD-structure canonique
de (üp), et `∫ lÕextension de ∫ � ∫1üA. LÕid�al J1 = J + ∫1üA est muni dÕune PD-structure
canonique prolongeant ¤ et `∫, et, pour y ‘ J1 , et a  ‘  ˙, nous noterons y [a] les puissances
divis�es correspondantes. Pour x ‘ I, nous noterons comme dÕhabitude x{n} les puissances
divis�es partielles de x. Soit f lÕensemble des Þltrations d�croissantes (F nA)n ≥ 0 de A qui
v�riÞent les propri�t�s suivantesÊ:

(i) F 0A = A, F1A = I, et, quels que soient n, n' ≥ 0, F nA.F n'A « F n + n'A.

(ii) Quels que soient n ≥ 1, x ‘ F nA et k ≥ 0, x{k} ‘ F knA.
(iii) Quel que soit n ≥ 0, J1 ı F nA est un sous-PD-id�al de J1 .

LÕid�al J ı F nA = J ı (J1 ı F nA) est alors un sous-PD-id�al de J1 , et, pour tout
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n ≥ 1, il d�Þnit sur F nA une m-PD-structure. Elle est compatible � (∫, å), car dÕune part
∫1 A ı F nA = ∫1 A ı (J1 ı F nA) est un sous-PD-id�al de J1 , donc de ∫1 A, dÕautre part les
PD-structures de ∫1 et J ı F nA sont compatibles, puisque celles de ∫1 et J le sont par
hypoth�se.

A.2. PROPOSITION. Ñ  Dans lÕensemble f des Þltrations v�riÞant les conditions (i), (ii)
et (iii) de A.1, il existe une Þltration (I {n})n ≥ 0 plus Þne que les autres.

Observons que le PD-id�al J1 est stable � la fois par les op�rations de puissances
divis�es y [a] et par les op�rations de puissances divis�es partielles y {b}. On introduit la
notation suivante : si     a      = (a1 , . . . , at),     b     = (b1 , . . . , bt) sont deux suites dÕentiers ≥ 1, on pose

y [a ; b   }  =  (( . . . (((y [a1]){b1})[a2]){b2} . . . )[at]){bt}.   

On a donc en particulier y [a] = y [a ; 1}, y {b} = y [1 ; b}. Si     a    ',     b    ',     a    ",     b    " sont des suites dÕentiers
comme plus haut, et si lÕon pose     a     = (a'1 , . . . , a't' , a"1 , . . . , a"t"),     b     = (b '1 , . . . , b't' , b "1 , . . . , b"t"), on a
(üy [a' ; b   '})[a   " ; b   "} = y [a    ; b   }. On remarquera que, quels que soient x ‘ A, y ‘ J1 , on a   

(xy)[a ; b   }  =  x a1b1 . . . at bt y [a    ; b   }.   

Comme dans [5], on note In lÕid�al de A engendr� par les produits de la forme
x 1

{n1} . . . x r
{nr}, avec xi ‘ I pour tout i, et œ ni  ≥  n. On d�Þnit alors I {n} comme lÕid�al de A

engendr� par les produits de la forme

(A.2.1) x 1
{n1} . . . xr

{nr} y1
 [a1 ; b   1} . . . y s

 [a   s ; b   s},   

o� xi ‘ I, yj ‘ J1 ı Idj
 pour certains entiers dj ,     a    j = (aj, 1 , . . . , aj, tj

),     b    j = (bj, 1 , . . . , bj, tj
), avec

tj ≥ 1, aj, k ≥ 1, bj, k ≥ 1, et

å
i = 1

r
 ni + å

j = 1

s
 dj bj, 1 . . . bj, tj

  ≥  n.

Comme J1 ı I est un sous-PD-id�al de J1 gr�ce � [5, (1.3.2.2)], les I {n} forment bien
une Þltration dÕanneau de A telle que I {1} = I, donc v�riÞant (i). Les propri�t�s des puis-
sances divis�es partielles montrent que, pour v�riÞer (ii), il sufÞt de le faire pour un g�n�-
rateur de la forme (A.2.1), et cela r�sulte encore de ces propri�t�s. Pour v�riÞer (iii), on
observe quÕun �l�ment z ‘ J1 ı Iü{n} peut sÕ�crire comme somme dÕun �l�ment z' ‘ In et
dÕune combinaison lin�aire dÕ�l�ments z "å qui sont de la forme (A.2.1) avec s ≥ 1. Les
�l�ments z "å �tant dans J1 ı Iü{n}, lÕ�l�ment z' est dans J1 ı In , et, par d�Þnition, z'[h] =
z'[h ; 1} appartient � Iü{n} pour tout h ≥ 1. DÕautre part, si z "å est de la forme z "å = uå y å

 [a ; b   }, on   

voit que z"å
[h] = (uå)hyå

 [a, h ; b   , 1} est aussi dans Iü{n} pour tout h ≥ 1. Il en r�sulte que J1 ı Iü{n}   

est un sous-PD-id�al de J1 . A fortiori, J ı Iü{n}  est un sous-PD-id�al de J, qui munit alors
Iü{n} dÕune m-PD-structure, et ∫1üA ı Iü{n} est un sous-PD-id�al de ∫1üA, ce qui entra�ne que
cette structure est compatible � (∫, å).

Si (F nA) est une Þltration de f, alors x{n} ‘ F nA pour tout x ‘ I et tout n, dÕapr�s (i) et
(ii). Il r�sulte alors de (i) que Id « F dA pour tout d ≥ 0. Si y ‘ J1 ı F dA , la condition (iii)
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entra�ne que y [a] ‘ J1 ı F dA pour tout a ≥ 1, et la condition (ii) entra�ne que (y [a]){b} ‘
J1  ı  F dbA pour tout b ≥ 1. Appliquant encore (i), on voit que I {n} « F nA pour tout n.

Nous adopterons d�sormais les d�Þnitions suivantesÊ:

A.3. D�Þnition. Ñ  Sous les hypoth�ses de A.1, la Þltration m-PD-adique de A est la
Þltration par les id�aux I {n} dont lÕexistence est assur�e par la proposition A.2. Il est clair
quÕelle est fonctorielle par rapport � (üA, I, J, ¤). Cette Þltration d�pend du choix de m, et,
si n�cessaire, nous le pr�ciserons par la notation I {n}(m).

Nous dirons d�sormais que I est m-PD-nilpotent si, avec la d�Þnition de A.2, il existe
un entier n tel que I {n} = 0Ê; lorsquÕaucune confusion nÕest possible, nous dirons plus
simplement que I est PD-nilpotent (cf. la remarque (vi) plus bas). De m�me, lorsque I' est
un id�al quelconque dÕune R-alg�bre A', les enveloppes � puissances divis�es partielles
nilpotentes Püün(m), å(I') seront d�sormais d�Þnies comme �tant les quotients de P(m), å(I')
par la Þltration m-PD-adique au sens de la pr�sente d�Þnition.

Remarques. Ñ  (i)ÊÊOn observera quÕon ne modiÞe pas lÕid�al I {n} en restreignant la
famille de g�n�rateurs consid�r�s en (A.2.1) de la mani�re suivante :

(A.3.1) Si n > 0, on peut supposer ni ≥ 1, dj ≥ 1.

(A.3.2) On peut supposer bj, k ≥ püm + 1 pour tout j et tout k < tj . En effet, si z ‘ J1 , et si
b  <  püm + 1, on a z{b} = uzüb, avec u ‘ Á *

(üp) . Il sÕensuit que, si y ‘ J1 ı Id , et si la suite     b     est
telle que bk < pm + 1, on peut �crire y [a ; b   } sous la forme   

y [a ; b   }  =  c((y [a   ' ; b   '})[ak ; 1})(bk - 1)ak + 1 bk + 1 . . . at bt (y [a   ' ; b   '})[a   " ; b   "},   

avec c ‘ Á(p) ,     a    ' = (a1 , . . . , ak - 1),     b    ' = (b1 , . . . , bk - 1),     a    " = (akak + 1 , . . . , at),     b    " = (bk + 1 , . . . , bt).
LÕassertion en r�sulte.

(ii) La Þltration ainsi d�Þnie co�ncide encore avec la Þltration PD-adique pour m = 0,
et avec la Þltration I-adique en caract�ristique 0.

(iii) Notons I {n}' la Þltration d�Þnie en [5, 1.3.7]. Il r�sulte de [5, 1.3.8] que cette Þltra-
tion est dans f. A fortiori, on a In « I {n} « I {n}' pour tout n. On observera quÕon peut avoir
I {n} ≠ I {n}', comme le montrent la remarque initiale et la proposition A.4 plus bas.

(iv) Supposons que A soit lÕalg�bre RÌt1 , . . . , td(m) des polyn�mes � puissances divis�es
de niveau m en d variables [5, 1.5.1], et I son m-PD-id�al canonique, engendr� par les t i

 {n},
pour 1 ≤ i ≤ d, n ≥ 1. Alors on a In = I {n} = I {n}', et I {n} est donc le R-module libre de base
les produits t1

 {n1} . . . td
 {nd}, avec œ ni ≥ n : en effet, on a dans ce cas I {n}' = In , dÕapr�s

[5, 1.5.1]. LÕassertion (ii) de [5, 1.5.1] reste donc valable avec la d�Þnition de la Þltration m-
PD-adique donn�e ici.

(v) Pour m' ≥ m, consid�rons (J, ¤) comme d�Þnissant une m'-PD-structure sur I. Si
I {n}(m) et I {n}(m') sont respectivement les Þltrations m-PD-adique et m'-PD-adique, on a
I {n}(m') « I {n}(m) pour tout n.

(vi) On prendra garde que la condition de m-PD-nilpotence sur I nÕimplique pas que J
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soit PD-nilpotent au sens classique, cÕest � dire quÕil existe un entier n' tel que J[n'] = 0Ê:
un exemple en est fourni par lÕanneau Á / 2 n Á, pour n ≥ 2 , dans lequel lÕid�al maximal
µ = 2 Á / 2 n Á poss�de une PD-structure canonique non PD-nilpotenteÊ; par contre, si lÕon
consid�re µ comme d�Þnissant une 1-PD-structure sur lui-m�me, celle-ci est 1-PD-
nilpotente dÕapr�s lÕexemple qui suit.

Pr�cisons en effet la Þltration obtenue dans le cas dÕun anneau de valuation discr�te.

A.4. PROPOSITION. Ñ  Soient v un anneau de valuation discr�te dÕin�gales caract�ris-
tiques (0, p), µ son id�al maximal, e son indice de ramiÞcation, π une uniformisante de
v, å = µ h un id�al de v, ∫  = µ k un sous-id�al de å, m un entier. On suppose que k et m
sont tels que ∫ soit un PD-id�al de v et d�Þnisse une m-PD-structure sur å.

(i) La Þltration m-PD-adique de å est donn�e par

å {n}  =  ån  =  ((π h){n'})n' ≥ n .

Elle est ind�pendante du choix de ∫, et elle est m-PD-nilpotente si et seulement si

p m h  >  e / (üp - 1).

(ii) Soient A une v-alg�bre, I = å A, J = ∫ A. Alors J, muni de la PD-structure prolon-
geant celle de ∫, d�Þnit une m-PD-structure sur I, et la Þltration m-PD-adique correspon-
dante est donn�e par I {n} = å {n} A.

En particulier, on voit que µ poss�de une m-PD-structure topologiquement m-PD-
nilpotente si et seulement si p m > e / (üp - 1), de sorte que, avec la d�Þnition adopt�e ici,
lÕexemple de [5, 1.3.7] est valable.

Compte tenu des relations entre les op�rations de puissances divis�es partielles, la
d�Þnition de ån entra�ne que cet id�al est engendr� par les �l�ments (π h){n'}, avec n' ≥ n.
De m�me, il est clair que In = ån A, que les In v�riÞent les conditions (i) et (ii) de A.1, et que
la Þltration par les In est plus Þne que toute Þltration v�riÞant les conditions (i) � (iii) de
A.1. Comme la Þltration m-PD-adique est la plus Þne de celles qui v�riÞent ces condi-
tions, il sufÞt de sÕassurer que, si J1 = J + p A, alors J1 ı ån A est un sous-PD-id�al de J1 .
Or on a dÕune part J1 = π k'A, avec k' = min(e, k), dÕautre part ån = (π cn) pour un certain
entier cn , de sorte que J1 ı ån A = π c'A, avec c' = max(cn , k'). Si cn ≤ k', J1 ı ån A = J1 , et
lÕassertion est claire. Sinon, un �l�ment x ‘ J1 ı ån A sÕ�crit x = π c'y, et, pour i ≥ 1, x [i] =
(π c')[i] y i ; lÕassertion r�sulte alors de ce que (π c')[i] ‘ (π c').

Comme v est sans p-torsion, la PD-structure dÕun id�al de v est unique lorsquÕelle
existe. Il sÕensuit que, sur å, les op�rations x ò    @ x {n} sont id�pendantes du PD-id�al ∫

d�Þnissant la m-PD-structure de å. Ce qui pr�c�de entra�ne quÕil en est alors de m�me
pour la Þltration I {n}. EnÞn, puisque å {n} = ((π h){n'})n' ≥ n , la m-PD-structure de å est
topologiquement m-PD-nilpotente si et seulement si (π h){n} tend vers 0 pour n @ &. Or, si
n = p mq + r, avec 0 ≤ r < p m, on a (π h){n}  = π rh(π pmh)[q], et (π pmh)[q] @ 0 pour q @ & si et
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seulement si p mh > e /ü(üp - 1).

Montrons maintenant quÕavec la pr�sente d�Þnition, la proposition [5, 1.3.8] reste
vraie (� lÕexception de la premi�re assertion de (i)). Compte tenu de ce que les I {n} v�rifient
les conditions (i) � (iii) de A.1, il reste � v�riÞerÊ:

A.5. PROPOSITION. Ñ  Avec les notations et les hypoth�ses de A.3, la Þltration m-PD-
adique de A v�riÞe les propri�t�s suivantes :

(i) Soient n ≥ 1, À = A / Iü{n}, π : A @ À lÕhomomorphisme canonique, ` I = IüÀ, üJ̀ = JüÀ, ¤̀
la PD-structure quotient sur üJ̀. Alors (üJ̀, ¤̀) d�Þnit sur ` I une m-PD-structure compatible �
(∫, å), π est un morphisme strict pour les Þltrations m-PD-adiques, et π est universel pour
les m-PD-morphismes de (üA, I, J, ¤) dans une R-alg�bre A' munie dÕun m-PD-id�al (I',
J', ¤') compatible � (∫, å) et tel que I' {n} = 0.

(ii) Soient A @ A' un homomorphisme plat, I' = IüA', muni de la m-PD-structure (J'  =
JüA', ¤') �tendant celle de I (cf. [5, 1.3.2 (i)]). La Þltration m-PD-adique de A' est donn�e
par I' {n} = I {n}A'.

La condition (iii) de A.1 entra�ne que la PD-structure ¤ passe au quotient sur üJ̀, et
que la PD-structure `¤ obtenue est strictement compatible � (∫, å). Elle munit donc ` I dÕune
m-PD-structure compatible � (∫, å), pour laquelle on a π(Id) = ` Id pour tout d. En
particulier, ` In = 0. Pour prouver que π est strict, il sufÞt de montrer que, si y ‘ üJ̀1 ı ` Id ,
alors y [a ; b   } ‘ π(Iü{db1 . . . bt}) pour tout     a        et tout     b     = (b1 , . . . , bt). On peut supposer que d < n, et
�crire y = π(y') = π(z), avec y' ‘ Id , z ‘ J1 , et y' - z ‘ Iü{n} « Iü{d}. Par suite, z ‘ J1 ı Iü{d} ; il
r�sulte alors de (i) et (ii) que z [a, b   } ‘ Iü{db1 . . . bt}, dÕo� lÕassertion. Puisque π est strict, on a   

` Iü{n} = 0, et le quotient A / Iü{n} poss�de la propri�t� universelle voulue.
La derni�re assertion se voit comme en [5, 1.3.8].

Remarque. Ñ  Sous les hypoth�ses de [5, 1.5.3], les enveloppes � puissances divis�es
partielles nilpotentes ne changent pas si lÕon remplace dans leur d�Þnition la Þltration de
[5, 1.3.7] par celle que nous consid�rons � pr�sent. En effet, compte tenu de (iv) plus haut,
lÕargument de platitude de [5, 1.5.3] ram�ne au cas dÕune alg�bre de polyn�mes, qui
r�sulte de la remarque faite en A.3, (iv).

A.6. PROPOSITION. Ñ  (i)  Pour tout i ‘ ˙, la Þltration m-PD-adique d�Þnie sur Ai =
A / p i + 1A par lÕimage ` I de I, munie de la m-PD-structure quotient, est lÕimage de la
Þltration m-PD-adique de A. En particulier, la Þltration m-PD-adique de A est topologi-
quement m-PD-nilpotente si et seulement si, pour tout i ‘ ˙, la Þltration m-PD-adique de
Ai est m-PD-nilpotente.

(ii) Supposons que p soit nilpotent dans A. Alors la Þltration m-PD-adique de A est
m-PD-nilpotente si et seulement sÕil existe un entier n tel que In = 0.
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Soient π : A @ Ai , ǜJ1 lÕimage de J1 dans Ai . Si y ‘ üJ̀1 ı ` Id , on peut �crire y = π(y') =
π(z), avec y' ‘ Id , z ‘ J1 , et y' - z ‘ p i + 1A « J1 . Par suite, y' ‘ J1 ı Id , et lÕassertion (i) est
claire.

Comme In « Iü{n}, la condition de (ii) est n�cessaire. Pour prouver quÕelle est sufÞ-
sante, on peut supposer m ≥ 1. Fixons un entier n tel que In = 0, et consid�rons lÕensemble
E des familles dÕentiers de la forme

fl = (r,      n     = (n1 , . . . , nr), s,     d     = (d1 , . . . , ds),    t    = (t1 , . . . , ts),     b     = (bj, k)1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ k ≤ tj
),

o� r, s ≥ 0, ni , dj , tj , bj, tj
 ≥ 1, et bj, k ≥ püm + 1 pour tout (üj, k) avec k < tj . Soit E0 « E le sous-

ensemble des familles fl telles quÕil existe des �l�ments xi ‘ I, yj ‘ J1 ı Idj
, et des suites     a     =

(aj, k)1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ k ≤ tj 
, avec aj, k ≥ 1 pour tous j, k, tels que lÕ�l�ment (A.2.1) correspondant soit

non nul. Alors E0 est un ensemble Þni. En effet, on observe dÕabord que lÕon a r < n, s < n,
puisque chaque �l�ment x i

{ni}, y j
[aj ; b   j} appartient � I. De m�me, on a ni < n, dj < n, bj, k < n   

pour tous i, j, k. Il sufÞt donc de montrer que les tj sont uniform�ment born�s. Si lÕon pose
bj, 1 = pümqj, 1 + rj, 1 , avec 0 ≤ rj, 1 < püm, on a (üyj

 [aj, 1]){bj, 1} = (bj, 1! / qj, 1!)(üy j
 [aj, 1])[bj, 1]. Or, si

tj  > 1, on a bj, 1 ≥ püm + 1 ≥ p, et bj, 1! / qj, 1! est divisible par p. Par suite, (üyj
 [aj, 1]){bj, 1} est de la

forme pz, avec z ‘ J1 , ce qui entra�ne que yj
 [a ; b   } est divisible par p aj, 2 bj, 2 . . . aj, t bj, t, o� t = tj .

   

Comme aj, k ≥ 1, bj, tj
 ≥ 1 pour tous j, k, et bj, k ≥ püm + 1 ≥ p 2 pour tout k < tj , il en r�sulte que

p 2(tj - 2) < c, o� c est tel que p c = 0 dans A.

Soit alors n0 le maximum des valeurs de n(fl) = œ i ni + œ j dj bj, 1 . . . bj, tj
 pour fl ‘ E0 ,

et soit n' > n0 . Comme, dÕapr�s (A.3.1) et (A.3.2), lÕid�al I {n'} poss�de un syst�me de
g�n�rateurs qui correspondent tous � une famille fl ‘ E è E0 , ces g�n�rateurs sont tous
nuls, et I est m-PD-nilpotent.

A.7. COROLLAIRE. Ñ  (i)  Soit A @ A' un homomorphisme dÕanneaux tel que ¤ sÕ�tende
strictement � A' (relativement � (∫1 , ∫) [5, 1.2.2]). Si I est m-PD-nilpotent, et si p est
nilpotent dans A', alors I' = IüA', muni de la m-PD-structure d�Þnie par JA' (qui est
compatible � (∫, å)), est m-PD-nilpotent.

(ii) Soient (I', J', ¤'), (I", J", ¤") deux m-PD-id�aux de A, tels que ¤' et ¤" soient
strictement compatibles (relativement � (∫1 , ∫) [5, 1.2.2]). Si I' et I" sont m-PD-nilpotents,
et si p est nilpotent dans A, alors I = I' + I", muni de la m-PD-structure d�Þnie par J =
J'  + J" (qui est compatible � (∫, å)), est m-PD-nilpotent.

Compte tenu de A.6, la premi�re assertion r�sulte de ce que I'n = In A', et la seconde
de ce que In = œ  n' + n" = n I 'n' I "n" .

A.8. PROPOSITION. Ñ  Sous les hypoth�ses de A.1, soient A = RÌt1 , . . . , td(m) lÕalg�bre de
polyn�mes � puissances divis�es de niveau m � coefÞcients dans R, I = Ìt1 , . . . , td son
m-PD-id�al canonique, J « I le sous-PD-id�al canonique, I' = I + å A, J' = J + ∫ A. On Þxe
un entier n0 , et on note À = A / I {n0 + 1}, ̀ I' et üJ̀ ' les image de I' et J' dans À. On munit J' et
üJ̀ ' de lÕunique PD-structure prolongeant celles de J et de ∫, ce qui munit I' et ` I' de m-PD-
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structures. Les Þltrations m-PD-adiques de I' et ` I' sont alors donn�es par

(A.8.1) I' {n}  =  { å
   k   

  a   k       t   
 {k} æ ◊     k       , a   k    ‘ å {n - ækæ} },   

(A.8.2) ` I' {n}  =  { å
æ   k   æ ≤ n0

  a   k       t   
 {k} æ ◊     k       , a   k    ‘ å {n - ækæ} }.   

Soit FilnA la Þltration de A d�Þnie par le second membre de (A.8.1). Par fonctorialit�
et multiplicativit�, il est clair que FilnA « I' {n} pour tout n. La caract�risation des I' {n}

donn�e en A.2 entra�ne alors quÕil sufÞt de v�riÞer que la filtration FilnA satisfait les
conditions (i) - (iii) de A.1. La condition (i) est �vidente. Comme FilnA est un id�al gradu�,
les propri�t�s dÕadditivit� et dÕhomog�n�it� des op�rations x{n} ram�nent la v�riÞcation de
la condition (ii) au cas dÕun �l�ment de la forme a   k       t   

{k}, qui est clair. Pour v�riÞer (iii),   

posons ∫1  = ∫ + pR, J'1 = J' + ∫1 A. Il faut alors sÕassurer que, pour tout n ≥ 1, J'1 ı FilnA
est un sous-PD-id�al de J'1 . Comme J'1 et FilnA sont gradu�s, on se ram�ne encore �
montrer que les puissances divis�es de tout �l�ment de J'1 ı FilnA de la forme a   k       t   

{k} sont     

dans FilnA, ce qui r�sulte des propri�t�s analogues de å{n - ækæ} et des    t      {k}.   

LÕassertion relative � À se montre de la m�me mani�re.

A.9. COROLLAIRE. Ñ  Sous les hypoth�ses de A.8, ` I' est m-PD-nilpotent si et seulement
si å est m-PD-nilpotent.

Cela r�sulte aussit�t de A.8.
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