Appendice : Cohomologie des %y (Z, s)-modules cohérents

par Pierre BERTHELOT

Nous donnons ici quelques résultats sur la cohomologie des modules cohérents sur
les algébres % (Z, s), lorsque Z est un diviseur ample dans un schéma X projectif sur
une base S. Rappelons que, si S = Spec?, ou V' est un anneau de valuation discrete
complet d'inégales caractéristiques (0, p), d'idéal maximal m, de corps des fractions K,
et si & est le schéma formel associé a X, les complétées m-adiques .@X(Z, s) de ces alge-
bres fournissent des modeles entiers des algebres de fonctions analytiques sur certains
ouverts affinoides de la fibre générique 4 de 4 (au sens rigide analytique), complémen-
taires de tubes ouverts de rayon < 1 de Z dans % (voir par exemple [3]). Par suite, il
résulte a priori des théoremes d'annulation de Kiehl que, sous ces hypotheéses, la coho-
mologie d'un @X (Z, s)-module cohérent est de torsion en degrés positifs. Toutefois, cette
propriété est trop faible pour s'étendre directement aux modules cohérents sur les
anneaux d'opérateurs différentiels complétés considérés ici. Nous la précisons donc par
des résultats de finitude et d'annulation des groupes de cohomologie de degré = 1, qui
montrent que, du point de vue cohomologique, une variété projective munie du faisceau
PBx(Z, s) associé a un diviseur ample se comporte a torsion bornée prés comme l'ouvert
affine complémentaire de Z. En particulier, nous verrons que, lorsque X = Pév, les
algebres By (Z, s) satisfont les propriétés (bl) et (b2) de 2.1, de sorte qu'on peut appliquer
les résultats de cet article aux faisceaux d'opérateurs différentiels a singularités sur-

convergentes.

1. Soient p un nombre premier, s > 1 un entier, X un schéma, Z c X un diviseur de Car-
tier effectif. La construction donnée sous des hypotheses plus générales dans [4, 4.2.3] se
simplifie ici (avec les notations de [4], on a X = S, .Y = 0), et permet d'associer a Z un
faisceau de ()y-algébres %5 (Z, s) de la maniere suivante. Sur un ouvert U sur lequel Z est
défini par une équation locale f, on pose B(f, s) = Ox[T1/(f°T — p). Si f' est une autre
équation locale de Z, donnée par f' = af, ou a € I'(U, (93’}), il existe un isomorphisme

canonique
B(f,8) = B(Sf',s) = Ox[T'1/(f*°T" - p),
envoyant T sur a°T", grace auquel on peut définir %y (Z, s) par recollement.

On dispose alors de la description intrinseque suivante de l'algebre %5 (Z, s) :

2. Lemme. Soient & un faisceau inversible sur X, te I'(X, ) une section définissant
un diviseur de Cartier Z < X, et s € IN*. Si u désigne la multiplication par t®° sur

l'algébre symétrique S(4 ®%), il existe une suite exacte naturelle



@ 0 —— S&°) 25 8% —— By(Z,5) — 0.

Soit B’ le conoyau de u — p. Si U est un ouvert de X sur lequel & possede une base e,
on peut écrire ¢ = fe, et f est une équation locale de Z. L'isomorphisme OUx[T] = S(¥®®)
envoyant T sur e®° € S;(¥®°) passe au quotient, définissant sur U un isomorphisme
B = B(f, s), et, si I'on change la base e, les isomorphismes obtenus se recollent pour
définir un isomorphisme B’ = By (Z, s).

Lorsqu'aucune confusion n'en résultera, nous noterons % pour $yx(Z, s).

3. Proposition. Soient S = SpecA un schéma affine ncethérien, X un S-schéma
projectif, Z < X un diviseur ample. On pose ' = OUx(Z), et, pour tout O'x-module &, on note
E(r) =6 Y®". Pour tout entier s > 1, et tout By (Z, s)-module cohérent &, les propriétés
suivantes sont vérifiées :
(i) Il existe un entier r tel que, pour tout r > r(, on puisse trouver un entier a.et un

homomorphisme surjectif B(—r)% — 6.

(ii) Pour tout n > 1, H*(X, &) est un A-module de type fini, de p-torsion;

(iii) 1l existe un entier r tel que, pour tout r > r et tout n > 1, on ait H"(X, &(r)) = 0.

Si & est un #B-module cohérent, il est quasi-cohérent comme (y-module, donc limite
inductive de ses sous-Uy-modules cohérents. Comme X est quasi-compact, la premiere
assertion résulte de ce qu'un tel sous-module est quotient dun module de la forme
(2% pour tout r assez grand, .

Montrons d'abord (ii) et (iii) lorsque & est de la forme %(r). Soient ¢ € I'(X, &) une
section dont l'annulation définit Z, et u la multiplication par #®° sur S(¥®°). La suite
exacte (1) donne une suite exacte longue
(1) BB @ HMX, o) S HMX, B(r) > @ HYPN(X, gk BB

k>0 k>0
Puisque X est projectif et & ample, les termes H" = eakzo H™X, £°%*7) sont des A-
modules de type fini pour tout n > 1. D'autre part, ce sont de maniére naturelle des mo-
dules gradués sur l'algébre graduée R = EBkzo [(X, £°%), nuls en degré assez grand.
Comme u est de degré 1, c'est donc un endomorphisme nilpotent de H" pour n > 1.
L'assertion (ii) s'en déduit, et l'assertion (iii) résulte de ce que les H™(X, ¥®*$*7) sont
nuls pour tout £ > 0 et tout n > 1 si r est assez grand.

Dans le cas général, on écrit & comme quotient d'un %-module de la forme B(—r)%.
Comme il existe un entier N tel que H"(X, #) = 0 pour tout n > N et tout (/y-module
quasi-cohérent 7, la suite exacte longue qui en résulte permet de conclure par

récurrence descendante sur n.

Lorsque X est un espace projectif au-dessus de S, on peut préciser ces résultats :



4. Proposition. Soient S = Spec A un schéma affine ncethérien, X = Pév l'espace projectif
de dimension relative N > 1 sur S, et Z ¢ X un diviseur défini par une section
t e I'(X, Ux(d)), avec d > 1. Pour tout s > 1, on a alors :
(i) Pour tout r € Z, et tout n >N, H" (X, B(r)) = 0.

(ii) Pour toutr>0,ettout n>1, H" (X, B(r)) =0.

(iii) Pourtout r <0, et tout n#0, N -1, N, H" (X, B(r)) =0.

(iv) Pour tout r < 0, HN(X, B(r)) est un A-module de type fini, annulé par une puis-
sance de p qui ne dépend que de N, d, set r, et non de la base S. St N # 1, il en est de
méme de HN (X, B(r)).

L'assertion (i) résulte de la quasi-cohérence de %. Les autres assertions résultent
comme en 3 de la suite exacte longue (1), et du calcul classique de la cohomologie des
faisceaux Uy (r) sur l'espace projectif.

Remarque. Il est facile de voir que, méme pour r < 0, le A-module I'(X, %(r)) n'est pas
de type fini en général. D'autre part, en prenant par exemple r = —N — 1, et en supposant
S de caractéristique p, on voit aussi que H N-1(X %B(r)) n'est pas nul en général.

5. Supposons donné un m-PD-idéal cohérent . c ()y, qui soit m-PD-nilpotent, et soit X, le

sous-schéma fermé de X défini par .J. Si s est divisible par p™+!

, on peut associer plus
généralement un faisceau d'algebres %4y (Z,,, s) a tout diviseur Z, de X, : sur un ouvert U
sur lequel il existe une section f € I'(U, (;;) relevant une équation locale de Z, on définit
$Bx(Z,, s) comme en 1, et nous renvoyons a [4, 4.2] pour la définition des isomorphismes
de recollement.

On peut alors étendre a cette situation les résultats de 3 :

6. Corollaire. Sous les hypothéses précédentes, soit & un %y (Z, s)-module cohérent.

Alors les conclusions de 3 sont valables pour &.

On observe d'abord que, si ces propriétés sont vérifiées pour deux By (Z,, s)-modules
6, 7, elles le sont pour toute extension de # par &. Or 1'idéal .¥, étant m-PD-nilpotent par
hypothese, est a fortiori nilpotent. La filtration .f-adique de Uy est donc finie, et le gradué
associé est un faisceau cohérent sur $y(Z,, s) ® OXo ~ ?BXO(ZO, s). L'énoncé résulte ainsi
de 3, appliqué sur X,,.

7. Soient V" un anneau de valuation discrete complet d'inégales caractéristiques (0, p),
d'idéal maximal m et de corps résiduel k, A une V-algebre complete pour la topologie m-
adique, et topologiquement de type fini, S = Spec A, X un S-schéma projectif, plat sur V', &
i+1

son complété formel p-adique. On note S;, X, les réductions de S et X modulo m’™". Soient

m un entier tel que m posséde une m-PD-structure m-PD-nilpotente, et s un multiple de



p™*L. On suppose donné un faisceau ample & sur X, de réduction ¥, sur X, et un
diviseur Z, de X, tel que C“XO(ZO) =~Y%,. On pose

By(Zy,s) = lim Hhy (Z, ).
l
D'apres [4, 3.3.4], @g’(zo’ s) est un faisceau d'anneaux cohérent. On peut alors étendre
aux @y(ZO, s)-modules cohérents les résultats qui précedent :

8. Proposition. Sous les hypothéses de 7, il existe un entier s tel que, pour tout multiple
s de s, et tout !@;,[(ZO, s)-module cohérent &, les propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) Il existe un entier r tel que, pour tout r > r,, on puisse trouver un entier a,et un
homomorphisme surjectif (e@g.(ZO, $)(=r))% — 6.

(i) Pour tout n > 1, les A-modules H" (¥, &) sont de type fini et de p-torsion.

(iii) 1l existe un entier r tel que, pour tout r > ry et tout n > 1, on ait H"(Z, &(r)) = 0.

Comme ¥ est ample, il existe un entier s, tel que HY (X, m%®%) = 0 pour tout s > 81
Soit s, le plus petit commun multiple de s; et p"tl Site I'(X,, ¥, définit Z,, on peut
alors relever #®% en une section ¢ € I'(X, ¥®%). L'hypothése de platitude de X sur ¥
entraine que le gradué gr ()5 est plat sur ¢/ x et il en résulte que l'annulation de ¢
définit un diviseur de Cartier ' de & relevant le diviseur s,Z, de X,. Si s est de la forme s

= 5,s’, on obtient donc comme en 2 une présentation
0 —— 0,®8¥%) L1725 0, ®S(¥**) — B, (I, s') —0,

ou u’ est la multiplication par ¢'®%, de sorte que les résultats de 3 restent valables pour
By (', s"). On remarquera d'autre part que l'algebre B,(4', s') est telle que

By (T, )M BL (T 8') = By (50Z,8) = By (Zy, s)
pour tout i, et donc que *@Q‘(Zo’ s) = Q@y(éf’, s’).

Supposons donc que s = s, s’, et montrons d'abord que '@;&I‘(Zm s) vérifie les propriétés
(i) et (iii). Comme X est plat sur 7/, il résulte de [4, 4.3.3] que %, (", s') est sans p-torsion.

Si 7 est une uniformisante de v/, il existe donc un systéme projectif de suites exactes

’

i+1
0 — BT, 8) s BT, 8") —— By (Zy,8) —— 0

Lo l

0 —— B, (L', 8) —— B (T, 8) —— By (Zy,5) — 0.

En tensorisant par ¥ ®” et en passant a la cohomologie, on en déduit une suite exacte lon-
gue de systémes projectifs, dans laquelle le premier systeme (H"(Z, B,(Z", s)(r)));.n
est essentiellement nul pour n > 1 grace a 3 (ii), et le second constant pour tout n. Il en
résulte d'abord que le systeme projectif (H" (X, By (Z,, s)(r)), 1y satisfait la condition de
Mittag-Leffler pour tout n, de sorte que l'homomori)hisme canonique



H'(Z, @q‘(Zo’ s)(r)) — lim H™(Z, By (Z,, s)(r))
- — i
l
est un isomorphisme. D'autre part, pour n > 1, le noyau et le conoyau du morphisme de
systémes projectifs (H" (X, By (L', s')(1r)); o = H™ (L, By (Z,, s)(r))), 1 sont essentiel-

lement nuls, si bien que 'homomorphisme canonique

Hn(g; '%Q‘(gl7 S/)(r)) — limHn(g; %X(Z(); S)(r))
. — i

l

est également un isomorphisme pour tout n > 1. Les homomorphismes naturels
H" (X, BT, $)(r) —> HYL, By (Zy, $)(r))
sont donc des isomorphismes pour n > 1, et les assertions (ii) et (iii) sont résultent de 3.

Dans le cas général, notons d'abord que, si & et 7 vérifient les propriétés de 1'énoncé,
il en est de méme de toute extension de # par ¢. Comme & est cohérent, son sous-module
de p-torsion est cohérent, annulé par une puissance fixe de p. C'est donc un %y (%, s)-
module cohérent, pour un i assez grand, et il vérifie 1'énoncé grace au corollaire 6L. On est
ramené de la sorte au cas ou ¢ est sans torsion.

Soit §; = &/ 716, Sil'on fixe ro tel que H"(X, &,(r)) = 0 pour tout r > r, et tout n > 1,
les suites exactes

0 Sy 6, & 4 —— 0

l

montrent qu'il en est de méme des H"(X, &,(r)) pour tout i, et que les homomorphismes
I'X, 6;(r)) - I'(X, &,_,(r)) sont surjectifs. On peut supposer r, choisi de telle sorte que,
pour tout r> r, il existe un homomorphisme surjectif (85 (Z, s)(—r))% — &,. La nullité
de H'(X, 6y(r)) permet alors de le relever en un systéme compatible d'homomorphismes
(.%’XL_(Z, s)(—7r))% — &;, automatiquement surjectifs. Commf 5 = h;ni 6, d'apres le
théoréme A [4, 3.3.9], on obtient ainsi un homomorphisme (%,(Z, s)(—r))% — &, qui est
encore surjectif, d'ou (i).

Pour prouver les assertions (ii) et (iii), notons d'abord que, grace au théoreme B [4,
3.3.11], il existe un entier N tel que H*(4, #) = 0 pour tout n > N et tout .@J(Z, s)-module
cohérent 7. Par récurrence descendante sur n, l'assertion (i) montre alors que les
propriétés (ii) et (iii) pour les @K(Z, s)(—r) entrainent les mémes propriétés pour tout
faisceau cohérent &.
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