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1. INTRODUCTION

Deux probl�mes de d�singularisation jouent un r�le fondamental en
G�om�trie Alg�brique : le probl�me de la r�solution des singularit�s dÕune vari�t�
singuli�re, et celui de la r�duction semi-stable pour une vari�t� propre et lisse sur
un corps muni dÕune valuation discr�te. Les r�sultats obtenus sur ces questions,
souvent limit�s � la caract�ristique nulle, sont des outils extr�mement puissants,
notamment dans lÕ�tude de la cohomologie des vari�t�s alg�briques. Par contre,
leur d�monstration passe g�n�ralement pour tr�s d�licate. Des travaux r�cents de
A.ÊJ. de Jong [31] montrent quÕune version un peu affaiblie de ces probl�mes
am�ne � une solution remarquablement simple et �l�gante, sans limitation de
caract�ristique, et qui fournit n�anmoins des r�sultats sufÞsants pour beaucoup
dÕapplications.

1.1. R�solution des singularit�s

Sous la forme g�n�rale que lui donne Grothendieck dans [EGA IV, 7.9], le
probl�me de la r�solution des singularit�s sÕ�nonce de la mani�re suivante :

Probl�me 1.1.1. Ñ  SiÊÊXÊestÊunÊsch�maÊlocalementÊnÏth�rienÊetÊr�duit,Êexiste-t-il
un sch�ma r�gulier X', et un morphisme propre et birationnel f : X' @ X ?

Un tel morphisme est appel� d�singularisation de X. Cette question est
domin�e par le th�or�me fondamental dÕHironaka [28] :

Th�or�me 1.1.2. Ñ  Soient k un corps de caract�ristique 0, X une vari�t� alg�-
brique sur Êk. Il existe une d�singularisation f : X' @ X o� f est un morphisme
projectif, induisant un isomorphisme au-dessus de lÕouvert U des points r�guliers
de X, et tel que fÊ-1( X � U) soit un diviseur � croisements normaux de X'.
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On notera que le r�sultat dÕHironaka est plus pr�cis que 1.1.1 : la d�singula-
risation quÕil construit ne modiÞe pas le lieu r�gulier de X, et le lieu singulier est
transform� en un diviseur � croisements normaux. Toujours en caract�ristique
nulle, des travaux ult�rieurs ont am�lior� ces r�sultats, en fournissant notam-
ment une m�thode constructive de r�solution (voir en particulier Villamayor [59],
et Bierstone-Milman [7]). DÕautre part, les travaux r�cents de Spivakovsky [58]
laissent maintenant esp�rer quÕon puisse obtenir pour tout sch�ma excellent une
r�solution canonique des singularit�s (cÕest � dire satisfaisant une forme faible de
fonctorialit�, cf. [58, d�f. 1.6]), sans hypoth�se de caract�ristique.

1.2. Alt�rations et modiÞcations

1.2.1. LÕid�e de de Jong consiste � affaiblir la notion de d�singularisation, en
autorisant le corps des fonctions rationnelles sur X' � �tre une extension Þnie du
corps des fonctions rationnelles sur X, alors quÕil est invariant par d�singularisa-
tion. Plus pr�cis�ment, soit X un sch�ma nÏth�rien int�gre. Une alt�ration de X
est un sch�ma int�gre X' muni dÕun morphisme Ä : X' @ X propre et surjectif, tel
quÕil existe un ouvert non vide U Ç X au-dessus duquel le morphisme ÄÊ-1(U) @ U
est Þni. Une alt�ration est dite g�n�riquement �tale (resp. une modiÞcation) si
lÕon peut choisir U tel que le morphisme ÄÊ-1(U) @ U soit �tale (resp. un isomor-
phisme).

Soit k un corps quelconque. Une vari�t� alg�brique sur k sera un k-sch�ma
de type Þni, s�par� et int�gre. De Jong montre le th�or�me suivant [31, th. 3.1] :

Th�or�me 1.2.2. Ñ  Soient X une vari�t� alg�brique sur k, et Z Ç X un ferm� de
X, distinct de X. Il existe alors une alt�ration Ä : X' @ X et une immersion ouverte
j : X' Ì@ Ê�X' telles que :

(i) Ê�X' est une vari�t� projective r�guli�re (donc lisse sur k si k est parfait )Ê;

(ii) Le ferm� ÄÊ-1(Z)ÊôÊ(Ê�X'Ê�ÊX') Ç Ê�X' est le support dÕun diviseur � croisements
normaux stricts de Ê�X' (cf. 2.2.1).

Si k est parfait, on peut de plus choisir Ä g�n�riquement �tale.

On notera que, contrairement � ce que donne la m�thode dÕHironaka,
lÕouvert de X au-dessus duquel Ä est Þni est en g�n�ral plus petit que lÕouvert
Reg( X) des points r�guliers : on peut �tre amen� au cours de la construction �
faire des �clatements centr�s en des sous-vari�t�s rencontrant Reg( X). La
construction nÕest pas canonique, mais, si lÕon se donne une action dÕun groupe
Þni sur X, de Jong en donne aussi une version �quivariante [31, th. 7.3]. Gr�ce �
celle-ci, il est possible de construire (apr�s extension radicielle du corps de base)
une modiÞcation dÕune vari�t� donn�e X, qui nÕait que des singularit�s quotients
[31, cor. 7.4]. Signalons aussi quÕen caract�ristique 0, Abramovich et de Jong [1]
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ont pu pousser ces r�sultats plus loin, et obtenir une version faible du th�or�me
dÕHironaka (l� encore, des �clatements rencontrant le lieu lisse peuvent inter-
venir). Ce dernier r�sultat a �t� obtenu ind�pendamment par Bogomolov et Pantev
[8], par des techniques dÕesprit assez proche.

La m�thode de de Jong est compl�tement diff�rente de celles qui sont
utilis�es dans les travaux mentionn�s en 1.1. Dans ceux-ci, le principe g�n�ral
mis en Ïuvre consiste � associer certains invariants aux singularit�s de X, en
fonction desquels on pourra choisir un sous-sch�ma de X que lÕon va �clater, et
dont le comportement contr�le la suite dÕ�clatements n�cessaires pour d�singula-
riser X. Ici, la nature des singularit�s de X ne joue aucun r�le. En un sens, la
m�thode suivie rappelle la technique des bons voisinages utilis�e par M.ÊArtin
dans la d�monstration du th�or�me de comparaison en cohomologie �tale [SGA 4,
exp. XI, ¤ 3] : il sÕagit de d�crire une vari�t� X par une suite de Þbrations en
courbes sur des vari�t�s de dimension inf�rieure. Mais, � la diff�rence de la
m�thode dÕArtin, dans laquelle on localise au voisinage dÕun point de mani�re �
pouvoir trouver une Þbration de ce voisinage en courbes lisses, avec une compacti-
Þcation relative lisse par un lieu � lÕinÞni �tale sur la base, la construction de de
Jong est de nature globale, et autorise donc certaines singularit�s. Elle proc�de
par r�currence sur la dimension de X. Dans une premi�re �tape, on alt�re X par
des techniques de g�om�trie projective de mani�re � pouvoir construire un
morphisme projectif X @ Y, ayant pour Þbres des courbes g�om�triquement
connexes, et dont lÕouvert de lissit� est dense dans chaque Þbre. On fait ensuite
appel � la th�orie des espaces de modules pour les courbes stables pour montrer
quÕon peut alt�rer ce morphisme de mani�re � ce que X devienne une courbe
nodale de base une vari�t� lisse Y, qui soit lisse en dehors dÕun diviseur � croise-
ments normaux strict de Y. Les singularit�s de X peuvent alors �tre d�crites de
mani�re simple � partir de la th�orie des d�formations des singularit�s
quadratiques ordinaires [SGA 7, VI 6], et on peut les r�soudre explicitement.

1.3. R�duction semi-stable

Soient S un sch�ma nÏth�rien connexe, r�gulier de dimension 1, K son
corps de fonctions rationnelles. Une S-vari�t� est un S-sch�ma int�gre, s�par�,
plat et de type Þni sur S. Un S-sch�ma X est dit semi-stable si X est lisse sur S,
sauf au-dessus dÕun nombre Þni de points s Ô S, au voisinage desquels X est
localement pour la topologie �tale isomorphe � un sch�ma de la forme
SpecÊ(oS[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn]Ê/Ê(t1Ê.Ê.Ê.ÊtrÊ-Ê¹)), o� ¹ est une uniformisante en s (voir aussi 5.2).

Si K' est une extension Þnie de K, nous noterons S' la normalisation de S
dans K', et XK' = K' ¢K X. Le probl�me de la r�duction semi-stable sur K est le
suivant :
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Probl�me 1.3.1. Ñ  Si X est une vari�t� alg�brique propre et lisse sur K,
existe-t-il une extension Þnie K' de K, et une S'-vari�t� X' de Þbre g�n�rique XK'Ê,
qui soit propre et semi-stable sur S' ?

Pour les courbes, ce probl�me est r�solu sans hypoth�se de caract�ristique
par le th�or�me de r�duction semi-stable, d� � Deligne-Mumford [13], et � Artin-
Winters [3] (voir aussi Bosch-L�tkebohmert [9] pour une d�monstration par voie
rigide analytique). En caract�ristique 0, le th�or�me de r�duction semi-stable a �t�
prouv� en toutes dimensions par Knudsen, Mumford, et Waterman sous la forme
suivante [36, II] :

Th�or�me 1.3.2. Ñ  Soient S une courbe lisse sur un corps k de caract�ristique
nulle, s Ô S un point ferm�, f : X @ S un morphisme de vari�t�s alg�briques sur k,
lisse hors de s. Il existe une courbe lisse S' sur k, un morphisme Þni ¹ : S' @ S tel
que ¹Ê-1(s) = {s'}, un S'-sch�ma semi-stable X', et un S'-morphisme projectif
pÊÊ:ÊÊX'ÊÊ@ X |S S', tel que p soit un isomorphisme au-dessus de S' � {s'}.

On notera que la d�monstration, bas�e sur la th�orie des plongements
toro�daux, utilise le th�or�me de d�singularisation dÕHironaka Ñ de m�me, du
reste, que la d�monstration du th�or�me de r�duction semi-stable pour les cour-
bes utilise la r�solution des singularit�s des surfaces arithm�tiques Ñ, mais que
lÕhypoth�se dÕ�gale caract�ristique 0 sert �galement pour obtenir un morphisme
X' @ S' dont la Þbre en s soit sans composantes multiples (cf. [36], p. 99). En
in�gale caract�ristique comme en �gale caract�ristique p > 0, lÕanalogue de ce
th�or�me reste une conjecture en dimension relative > 1.

1.4. Alt�rations semi-stables

Les m�thodes de de Jong sÕappliquent aussi dans le cas semi-stable, fournis-
sant un substitut au th�or�me 1.3.2 sans hypoth�se de caract�ristique [31, th. 4.5] :

Th�or�me 1.4.1. Ñ  Soient A un anneau de valuation discr�te complet, S =
SpecÊA, X une S-vari�t�, Z Ç X un ferm� distinct de X, et contenant la Þbre
sp�ciale de X. Il existe un anneau de valuation discr�te A' Þni sur A, de spectre
S', une S'-vari�t� X', une alt�ration de S-vari�t�s Ä : X' @ X, et une immersion
ouverte de S'-vari�t�s j : X' Ì@ Ê�X', v�riÞant les propri�t�s suivantes :

(i) Ê�X' est une S'-vari�t� projective � Þbre g�n�rique g�om�trique irr�ductibleÊ;

(ii) Le couple (Ê�X', ÄÊ-1(Z)ÊôÊ(Ê�X'Ê�ÊX')) est un couple strictement semi-stable (cf.
5.2.2).

Ce th�or�me poss�de aussi une extension au spectre dÕun anneau de
Dedekind ayant pour corps des fractions un corps global [31, th. 8.2].
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Dans la suite de cet expos�, nous traiterons dÕabord le probl�me auquel on se
r�duira dans les d�monstrations ult�rieures, celui de la r�solution des singula-
rit�s pour les courbes nodales lisses hors dÕun diviseur � croisements normaux.
Nous expliquerons ensuite lÕessentiel de la d�monstration du th�or�me 1.2.2, qui
fournit un exemple typique des m�thodes de de Jong, puis les compl�ments � lui
apporter pour obtenir le th�or�me 1.4.1Ê; mentionnons en particulier le th�or�me
5.1.1, qui permet dÕalt�rer une famille de courbes en une famille nodale. Nous
illustrerons enÞn la port�e de ces r�sultats en donnant quelques exemples
dÕapplications : positivit� des caract�ristiques dÕEuler-Poincar� (conjecture de
Serre), Þnitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer, uniformit� par rapport
� ù de lÕexposant de quasi-unipotence de la monodromie en cohomologie ù-adique,
conjecture Cpst sur les repr�sentations galoisiennes p-adiques.

2. D�SINGULARISATION DE CERTAINES COURBES NODALES

Soit f : X @ S une Þbration en courbes nodales. On traite ici le probl�me de la
d�singularisation de X, lorsque S est r�gulier, et X lisse sur S hors dÕun diviseur
� croisements normaux stricts de S.

2.1. Courbes nodales

2.1.1. On suppose que S est localement nÏth�rien. Une Þbration en courbes
nodales de base S (ou simplement une courbe nodale1  sur S) est un morphisme
de sch�mas f : X @ S propre, plat, dont toutes les Þbres g�om�triques sont des
courbes connexes ayant au plus des points doubles ordinaires comme singula-
rit�s. Si S est le spectre dÕun corps k, nous dirons quÕune courbe nodale X sur k
est scind�e si toutes ses composantes irr�ductibles sont lisses et g�om�triquement
irr�ductibles, et si les points doubles de X sont tous rationnels sur k. Dans le cas
g�n�ral, nous dirons que X @ S est une courbe nodale scind�e si la Þbre Xs est
scind�e sur Ü(s) pour tout s Ô S.

2.1.2. Supposons que f : X @ S soit une courbe nodale. Si x Ô X est un point de
non-lissit� de f, dÕimage s Ô S, lÕanneau local compl�t� ^oX,Êx poss�de une descrip-
tion simple en tant quÕalg�bre sur lÕanneau local compl�t� ^oS,ÊsÊ. Le corps r�siduel
Ü(x) est une extension Þnie s�parable de Ü(s), de sorte quÕil existe un unique
anneau local complet ^o'xÊ, Þni et �tale sur ^oS,ÊsÊ, ayant Ü(x) pour corps r�siduel.

                                                
1  Nous nous �cartons ici de lÕemploi courant du mot ÇÊsemi-stableÊÈ, utilis�

notamment dans [31], aÞn dÕ�viter la confusion possible avec la notion de vari�t� semi-
stable utilis�e en 1.3 lorsque S est r�gulier de dimension 1.
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LÕanneau quotient ^oX,ÊxÊ/ÊµsÊ ^oX,Êx est de la forme Ü(x)[[ `u,Ê `v]]Ê/Ê( `q(ù,Êv̀)), o� q̀ est une
forme quadratique non d�g�n�r�e � coefÞcients dans Ü(x). Si on se donne un
rel�vement q de q̀ � coefÞcients dans ^o 'xÊ, on peut alors trouver par approximations
successives des rel�vements u, v de ù, v̀ dans µxÊ ^oX,Êx tels quÕil existe h Ô µsÊ^o 'x et un
isomorphisme ^oX,Êx � ^o'x[[u,Êv]]Ê/Ê(q(u,Êv)Ê-Êh) (voir aussi la th�orie des d�forma-
tions des singularit�s quadratiques dans [SGA 7, VIÊ6]). Lorsque la courbe est
scind�e, ou le corps Ü(s) alg�briquement clos, on a ^o'x = ^oS,ÊsÊ, et on peut prendre
q(u,Êv) = uv.

On d�Þnit le lieu singulier de f comme le sous-sch�ma ferm� Sing( f ) Ç X
d�Þni par le premier id�al de Fitting de ã 1

XÊ/ÊS [SGA 7, VI 5]. Il est Þni et non
ramiÞ� sur S, et, avec la pr�sentation qui pr�c�de, sa restriction � Spec ^oX,Êx est le
sous-sch�ma ferm� d�Þni par lÕid�al (u,Êv), dont lÕanneau est ^o 'xÊ/Ê(h).

2.2. Courbes nodales lisses hors dÕun diviseur � croisements normaux

2.2.1. Si X est un sch�ma localement nÏth�rien, un diviseur � croisements
normaux stricts de X est un diviseur D = ôÊriÊ=Ê1 Di de X, tel quÕen chaque point
xÊÊÔÊÊD lÕanneau local oX,Êx soit r�gulier, que D soit r�duit et chacun des Di
irr�ductible, et que, pour tout J ÇÊ{1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êr}, J ­ ¯, le sous-sch�ma ferm� õjÊÔÊJ Dj
soit un sous-sch�ma r�gulier de X, de codimension �gale au cardinal de J.

Nous renvoyons � [EGA IV, 7.8] ou � [40] pour la notion de sch�ma excellent.
Par exemple, si A est un anneau local nÏth�rien complet, ou un anneau de Dede-
kind tel que Frac( A) soit de caract�ristique 0, Spec A est excellent. Tout sch�ma
localement de type Þni sur un sch�ma excellent est excellent, et le normalis� dÕun
sch�ma excellent r�duit est Þni sur celui-ci. De plus, la normalisation commute �
la compl�tion. Rappelons enÞn que lÕensemble des points r�guliers dÕun sch�ma
excellent r�duit est ouvert.

La situation type o� nous aurons � r�soudre explicitement les singularit�s
est la suivante. On se donne un sch�ma S excellent et r�gulier, un diviseur �
croisements normaux stricts D Ç S, et une courbe nodale f : X @ S, quÕon suppose
lisse en dehors de D. Le sous-sch�ma Þ = Sing( f ) est donc de codimension ³ 2
dans X, et X est alors r�gulier, sauf �ventuellement aux points de Þ.

2.2.2. Sous les hypoth�ses de 2.2.1, on peut pr�ciser la structure des composantes
irr�ductibles de Þ. Soient x Ô Þ, s = f(x), et, pour 1 ² i ² r, soit ti Ô oS,Ês une
�quation locale de la composante Di de D. La structure locale de ^oX,Êx donn�e en
2.1.2 permet dÕ�crire ^oX,Êx sous la forme

^oX,Êx  �  ̂o'xÊ[[u,Êv]]Ê/Ê(q(u,Êv) - t1
Ên1Ê.Ê.Ê.Êt r

Ênr).

Avec les notations de 2.1.2, on a alors ^oÞ,Êx � ^o'xÊ/Ê(t 1
Ên1Ê.Ê.Ê.Êt r

Ênr), de sorte que, au
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voisinage de x, oÞ est annul� par t1
Ên1Ê.Ê.Ê.Êt r

Ênr, et Þ est Þni et �tale sur le diviseur
n1ÊD1Ê+Ê.Ê.Ê.Ê+ÊnrÊDr Ç S. Il en r�sulte que, si T est une composante irr�ductible de Þ
telle que f(T) Ç DiÊ, lÕentier ni ne d�pend pas du point consid�r� sur T, et que
f(T) = DiÊ.

On voit donc que Sing( f ) est purement de codimension 2 dans X. Sur une
composante irr�ductible T de Sing( f ), telle que f(T) = DiÊ, il y a alors deux
possibilit�s :

a) LÕentier ni est �gal � 1. Alors X est r�gulier en tout point x Ô T tel que
f(x) Õ ôjÊ­Êi DjÊ;

b) LÕentier ni est ³ 2. Alors X est singulier en tout point de T, et T est une
composante irr�ductible de Sing( X ).

2.3. D�singularisation en codimension 2

Gardant les m�mes hypoth�ses, on observe dÕabord quÕon peut se ramener
au cas o� le lieu singulier Sing( X ) est de codimension ³ 3 dans X, en effectuant
une suite dÕ�clatements centr�s dans Sing( X ).

2.3.1. Soit T Ç Sing( X) une composante irr�ductible de codimension 2. Soit
Di = f(T), et notons nT la valeur de lÕexposant ni sur T. Si on suppose que i = 1
pour Þxer les id�es, et si x Ô T, l'anneau ^oT,Êx sÕidentiÞe � ^o'xÊ/Ê(t1) � ^oX,ÊxÊ/Ê(u,Êv,Êt1).
Soit X' lÕ�clat� de X le long de T. Alors X' est encore une courbe nodale sur S, lisse
hors de D, les invariants nT' associ�s aux composantes T' ­ T ne changent pas, et
Sing( X') poss�de au plus une composante irr�ductible T" dominant T, pour
laquelle on a nT" = nT - 2. On v�riÞe ces assertions au voisinage de la Þbre de X'
au-dessus de chaque point x Ô T. Une localisation �tale au voisinage de s permet
de supposer que q(u,Êv) = uv. Par extension des scalaires � ^oX,ÊxÊ, on se ram�ne �
�tudier lÕ�clat� Y' de Y = SpecÊ( ^o 'x[u,Êv]Ê/Ê(uvÊ-Êt1

Ên1Ê.Ê.Ê.Êt r
Ênr)) le long de T = V(u,Êv,Êt1).

On dispose de coordonn�es projectives u', v' et t '1Ê, correspondant aux �quations u, v
et t1Ê, et d�Þnissant trois cartes locales :

(i) Pour u' ­ 0, on obtient les relations

v  =  uv',        t1  =  ut'1Ê,        v' - un1Ê-Ê2Êt1'
Ên1Êt2

Ên2Ê.Ê.Ê.Êtr
Ênr  =  0.

L'anneau correspondant est ^o 'x[u,Êt '1]Ê/Ê(ut '1Ê-Êt1), qui est r�gulier. Par sym�trie, la
situation est la m�me pour v' ­ 0.

(ii) Pour t '1 ­ 0, les relations sont

u  =  t1Êu',        v  =  t1Êv',        u' v' - t1
Ên1Ê-Ê2Êt2

Ên2Ê.Ê.Ê.Êtr
Ênr  =  0.

LÕanneau obtenu est ^o 'x[u',Êv']Ê/Ê(u' v' - t1
Ên1Ê-Ê2Êt2

Ên2Ê.Ê.Ê.Êtr
Ênr). Si n1 = 2 ou n1 = 3, il est

r�gulier hors de V(t2Ê.Ê.Ê.Êtr), et il nÕy a pas de composante irr�ductible de Sing( X')
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dominant T. Sinon, la composante T" obtenue a pour �quation u' = v' = t1 = 0, avec
nT' = nTÊ-Ê2.

En it�rant de tels �clatements, on obtient donc une modiÞcation de X en une
courbe nodale du m�me type, pour laquelle il nÕexiste plus de composante
irr�ductible de Sing( f ) sur laquelle lÕun des ni soit ³ 2. Par cons�quent, lÕanneau
^oX,Êx en un point singulier x de X est de la forme ^o 'x[[u,Êv]]Ê/Ê(q(u,Êv) - t1Ê.Ê.Ê.Êtµ), avec
2 ² µ ² r, et ti Ô µx pour i ² µ. Un tel point est donc dans lÕintersection dÕau moins
deux composantes irr�ductibles T� et Tº de Sing( f ), de projections Di ­ Dj sur S.
Inversement, tout point de T� õ Tº est effectivement un point singulier de X, de
sorte que Sing( X ) est purement de codimension 3 dans X. On voit de plus que
toute composante irr�ductible EÂ de Sing( X) est Þnie et �tale au-dessus dÕune
composante irr�ductible de lÕun des Di õ DjÊ. En particulier, les EÂ sont des
sch�mas r�guliers.

2.4. Cas dÕune base lisse sur un corps alg�briquement clos

Supposons maintenant que S soit une vari�t� lisse de dimension dÊ-Ê1 sur un
corps alg�briquement clos k. Dans la situation obtenue en 2.3.1, on peut achever la
d�singularisation de X en �clatant les composantes irr�ductibles de Sing( X).

2.4.1. On oublie la structure de courbe nodale de X, et on observe simplement que
X poss�de la propri�t� suivante : si x est un point ferm� de X, soit oX,Êx est
r�gulier, soit son compl�t� ^oX,Êx est isomorphe � un anneau de la forme

^oX,Êx  �  k[[u,Êv,Êt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtdÊ-Ê1]]Ê/Ê(uv - t1Ê.Ê.Ê.Êtµ),

avec 2 ² µ ² dÊ-Ê1Ê; de plus, toute composante irr�ductible E de Sing( X ) est un
sch�ma r�gulier. Sous ces conditions, v�riÞons alors que lÕ�clat� X' de X le long de
E poss�de les m�mes propri�t�s, et que Sing( X') a une composante irr�ductible de
moins que Sing( X ).

Soit x Ô E un point ferm�. Comme E est r�gulier, il induit un sous-sch�ma
irr�ductible de Spec ^oX,ÊxÊ. Il s'ensuit que lÕid�al de E dans ^oX,Êx est engendr� par u,
v, et deux �l�ments ti ­ tjÊ, avec 1 ² i, j ² µ, par exemple Êt1Ê, t2Ê. On se ram�ne �
�tudier lÕ�clat� Y' de Y = SpecÊk[u,Êv,Êt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtdÊ-Ê1]Ê/Ê(uv - t1Ê.Ê.Ê.Êtµ) le long de F =
V(u,Êv,Êt1Ê,Êt2). On utilise les quatre cartes correspondant aux coordonn�es
projectives u', v', t'1Ê, t'2 associ�es � u, v, t1Ê, t2 :

(i) Pour u' ­ 0, on obtient les �quations

v  =  uv',        t1  =  ut'1Ê,        t2  =  ut'2Ê,         v' - t'1Êt'2Êt3Ê.Ê.Ê.Êtµ = 0.

Sur cet ouvert, Y' est lisse avec pour coordonn�es locales u, t'1Ê, t'2ÊÊ, .Ê.Ê.Ê, tdÊ-Ê1Ê. La
situation est identique pour v' ­ 0.
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(ii) Pour t'1 ­ 0, on obtient les �quations

u  =  t1Êu',        v  =  t1Êv',        t2  =  t1Êt'2Ê,        u'v' - t'2Êt3Ê.Ê.Ê.Êtµ = 0.

Si µ > 2, Y' est singulier aux points y tels que u' = v' = 0, et que deux au moins des
variables t '2Ê,Êt3Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtµ sÕannulentÊ; on a alors

^oY',Êy  �  k[[u',Êv',Êt1Ê,Êt'2Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtdÊ-Ê1]]Ê/Ê(u'v' - t'2Ê.Ê.Ê.Êtµ).

Pour i > 2 (resp. j > i > 2), la composante irr�ductible d�Þnie par u' = v' = t'2 = ti =
0 (resp. u' = v' = ti = tj = 0) a pour image la composante de Y d�Þnie par u = v =
t2ÊÊ= ti = 0 (resp. u = v = ti = tj = 0). On a une description identique pour t'2 ­ 0.

Par suite, X' a bien les propri�t�s voulues. En it�rant ce processus, on aboutit
� une vari�t� non singuli�re.

2.4.2. En vue des applications ult�rieures, on remarquera que, dans le proces-
sus d�crit en 2.3.1 et 2.4.1, lÕimage inverse r�duite du diviseur D de S est le
support dÕun diviseur � croisements normaux de la vari�t� d�singularis�e X'. Sur
les cartes d�crites en 2.4.1 (i), qui sont lisses, lÕimage inverse r�duite de D est
d�Þnie par uÊt'1Êt'2Ê.Ê.Ê.Êtr = 0, qui est un diviseur � croisements normaux. Sur celles
qui sont d�crites en 2.4.1 (ii), elle est d�Þnie par t1Êt'2Ê.Ê.Ê.Êtr = 0, qui devient un
diviseur � croisements normaux lorsquÕon aboutit � µ = 1.

2.5. Cas des courbes nodales scind�es

Revenons � la situation g�n�rale d�crite en 2.2, et supposons maintenant que
X soit une courbe nodale scind�e sur S. On peut encore r�soudre les singularit�s
de X par �clatements de mani�re � avoir un isomorphisme hors de Sing( X ).

2.5.1. En appliquant 2.3.1, on se ram�ne comme plus haut au cas o� Sing( X ) est
de codimension 3 dans X. Cette suite dÕ�clatements transforme X en une nouvelle
courbe nodale scind�e. On remarque alors que X est r�gulier si et seulement si
toutes les composantes irr�ductibles de fÊ-1(D) sont des diviseurs de X. En effet, X
�tant scind�, lÕanneau local compl�t� ^oX,Êx en un point singulier de X est de la
forme

^oX,Êx  �  ̂oS,ÊsÊ[[u,Êv]]Ê/Ê(uv - t1Ê.Ê.Ê.Êtµ),

avec 2 ² µ ² r. Comme on lÕa vu en 2.2.2, il existe une composante irr�ductible Ti
de Þ = Sing( f ) passant par x et se projetant sur DiÊ, pour tout i tel que 1 ² i ² µ.
Comme X est scind�, il existe au-dessus du point g�n�rique Úi de Di deux
composantes irr�ductibles de fÊ-1(Úi) passant par Ti õ fÊ-1(Úi), dont les
adh�rences fournissent deux composantes irr�ductibles de fÊ-1(Di) contenant TiÊ.
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Il est clair quÕelles sont respectivement d�Þnies dans ^oX,Êx par u = 0, ti = 0 et v = 0,
ti = 0, et que ce ne sont pas des diviseurs au voisinage de x si µ ³ 2. Par contre, si x
est un point r�gulier de X, les composantes irr�ductibles de fÊ-1(Di) sont n�ces-
sairement des diviseurs en x.

2.5.2. On peut alors achever la d�singularisation de X en �clatant les composan-
tes irr�ductibles de fÊ-1(D) qui ne sont pas des diviseurs. En effet, si f' : X' @ S est
obtenu en �clatant X le long dÕune telle composante, le morphisme Ä : X' @ X est
un isomorphisme hors de Sing( X ), donc induit un isomorphisme entre le
compl�mentaire dÕun ferm� de codimension ³ 2 dans X' et le compl�mentaire
dÕun ferm� de codimension ³ 3 dans X. Par suite, les composantes irr�ductibles
de fÊ-1(D) et de f'Ê-1(D) sont en correspondance bijective par ÄÊ-1, et le nombre de
composantes irr�ductibles de f'Ê-1(D) qui ne sont pas des diviseurs est strictement
plus petit que son analogue pour fÊ-1(D). Un calcul local du m�me type que ceux
de 2.3.1 et 2.4.1 permet de v�riÞer que X' est encore une courbe nodale scind�e.
Apr�s un nombre Þni de tels �clatements, on obtient donc une courbe nodale
scind�e telle que toutes les composantes irr�ductibles de fÊ-1(D) soient des
diviseurs, et le sch�ma obtenu est alors r�gulier.

3. ALT�RATIONS STABLES DE COURBES POINT�ES

Au cÏur des m�thodes de de Jong se trouve un r�sultat (th�or�me 3.2.2) qui
permet de transformer par alt�rations g�n�riquement �tales certaines familles de
courbes point�es, lisses au dessus dÕun ouvert non vide, en courbes stables au
sens de Deligne et Mumford.

3.1. Modules des courbes stables point�es

Rappelons dÕabord quelques r�sultats classiques sur les modules des courbes
stables point�es.

3.1.1. Soient g, n deux entiers positifs tels que n > 2Ê-Ê2g. Rappelons (cf. Deligne-
Mumford [13] et Knudsen [38]) quÕune courbe stable de genre g, n-point�e, au-
dessus dÕun sch�ma de base S, est un morphisme de pr�sentation Þnie ¹ : C @ S,
propre, plat, muni de n sections distinctes §i : S @ C, tel que :

(i) Les Þbres g�om�triques de ¹ sont des courbes connexes et r�duites CsÊ, s Ô S,
avec dim H1(CsÊ, oCs

) = g, et nÕayant pour singularit�s que des points doubles
ordinairesÊ;

(ii) Les sections §i sont � valeurs dans le lieu lisse de f, et distinctes en tout
point sÊ;
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(iii) Si E est une composante rationnelle non singuli�re de CsÊ, la somme du
nombre de points o� E rencontre les autres composantes de Cs et du nombre de
sections §i telles que §i(s) Ô E est au moins 3.

3.1.2. Pour S variable, la cat�gorie des courbes stables n-point�es de genre g
forme un champ Ê�mg,ÊnÊ, qui est alg�brique, propre et lisse sur SpecÊç (cf. [13, th. 5.2]
pour n = 0, [38, th.Ê2.7] dans le cas g�n�ral), et muni dÕun morphisme repr�-
sentable Ê�zg,Ên @ Ê�mg,Ên qui est une ÇÊcourbe stable n-point�e universelleÊÈ. Nous
noterons mg,Ên lÕouvert de Ê�mg,Ên param�trant les courbes stables lisses.

Soit ù un entier ³ 3, et pla�ons nous au-dessus de ç[1Ê/Êù]. On note ùÊmg,Ên le
champ des courbes stables lisses de genre g, n-point�es, et munies dÕune
trivialisation du sous-groupe des points de la jacobienne annul�s par ù. A priori,
cÕest un champ alg�brique, muni dÕun morphisme Þni et �tale ùÊmg,Ên @ mg,Ên[1Ê/Êù],
et m�me un espace alg�brique au sens dÕArtin [2] et Knutson [39], car, sur un
corps, les courbes stables munies dÕune telle trivialisation nÕont pas dÕautomor-
phismes non triviaux. Pour g ³ 2, n = 0, cÕest en fait un sch�ma quasi-projectif
sur ç[1Ê/Êù]Ê: dÕapr�s [39, cor. 6.16], cela r�sulte de ce quÕil est s�par� et quasi-Þni
sur le sch�ma de modules grossier des courbes lisses de genre g, quasi-projectif
sur ç[1Ê/Êù] (Mumford [45, cor. 7.14]Ê; voir aussi [49], [50]). CÕest encore le cas si
gÊÊ=ÊÊ0, n = 3 ou si g = 1, n = 1, par un argument sp�ciÞque. Pour n quelconque, la
quasi-projectivit� de ùÊmg,Ên peut sÕen d�duire en utilisant les isomorphismes de
contraction Ê�mg,ÊnÊ+Ê1 Ê#@�Ê   Ê�zg,Ên [38], qui montrent que ùÊmg,ÊnÊ+Ê1 sÕidentiÞe � un ouvert
de la courbe stable universelle sur ùÊmg,ÊnÊ.

On note ùÊÊ�mg,Ên le normalis� de Ê�mg,Ên dans ùÊmg,Ên [13, (4.20)], qui est encore un
champ alg�brique Þni sur Ê�mg,ÊnÊ. La d�monstration de Deligne [12, prop. 3.5] est
valable pour n quelconque, et montre que ùÊÊ�mg,Ên[1Ê/Êù] est un espace alg�brique
au-dessus de ç[1Ê/Êù]. Si ù = ù1ù2Ê, o� ù1 et ù2 sont premiers entre eux et ³ 3, ùÊÊ�mg,Ên est
un espace alg�brique au-dessus de ç, car il est �gal au normalis� de ù1ÊÊ�mg,Ên
au-dessus de ç[1Ê/Êù1] et � celui de ù2ÊÊ�mg,Ên au-dessus de ç[1Ê/Êù2] (cf. [12, cor. 3.7]).

Sur un corps de caract�ristique premi�re � ù, on peut d�duire de la
projectivit� du sch�ma de modules grossier des courbes stables de genre g
(Mumford [46], sur un corps quelconque Ñ voir aussi Knudsen [38, III] pour n
quelconque, mais sur å) que ùÊÊ�mg,Ên est un sch�ma projectif, mais nous nÕaurons
pas besoin dÕutiliser ce r�sultat.

3.2. Alt�ration en une famille de courbes stables

Donnons dÕabord une d�Þnition g�n�rale.

3.2.1. Si f : X @ S est un morphisme de type Þni entre deux sch�mas nÏth�riens
int�gres, plat au-dessus dÕun ouvert non vide V de S, et Ä : S' @ S une alt�ration
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de S, lÕalt�r� strict de f relativement � Ä (ou � S') est le morphisme f' : X' @ S', o�
X' est lÕadh�rence sch�matique de ÄÊ-1(V) |V fÊ-1(V) dans S' |S X.

Supposons de plus que la Þbre g�n�rique de f soit non vide, lisse et g�om�tri-
quement connexe. Alors X' est une alt�ration de X, quÕon appelera alt�r� strict de
X relativement � S'. Si S' est g�n�riquement �tale (resp. projectif ) sur S, alors X'
est g�n�riquement �tale (resp. projectif ) sur X.

Le r�sultat-cl� est alors le th�or�me suivant [31, 3.17-3.21] :

Th�or�me 3.2.2. Ñ  Soient f : X @ S un morphisme propre entre deux sch�mas
int�gres excellents, §1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§n : S @ X des sections distinctes de f. On suppose
v�riÞ�es les conditions qui suivent :

(a) Les Þbres de f sont non vides, g�om�triquement connexes, �quidimension-
nelles de dimension 1Ê;

(b) Le lieu lisse de f est dense dans chaque ÞbreÊ;

(c) La Þbre g�n�rique de f est lisseÊ;

(d) Pour tout point g�om�trique `s de S, et toute composante irr�ductible E de
Xs̀Ê, il existe au moins trois points distincts §i(s̀) Ô E situ�s dans lÕouvert de lissit�
de f.

Il existe alors un ouvert non vide U Ç S, une alt�ration projective ´ : S' @ S
�tale au-dessus de U, une courbe stable n-point�e ( g : C @ S',  i : S' @ C), et un
S'-morphisme Ä : C @ X', o� X' est lÕalt�r� strict de X relativement � S', tel que
§iÊÊìÊÊ´ = Ä ì  i pour tout i, et tel que Ä soit un isomorphisme au-dessus de
U'ÊÊ=ÊÊ´Ê-1(U).

Comme les courbes stables sont projectives, le morphisme C @ X est alors
une alt�ration projective g�n�riquement �tale de X.

3.2.3. Pour prouver le th�or�me 3.2.2, on commence par construire une alt�ra-
tion projective g�n�riquement �tale S' @ S, munie dÕune courbe stable n-point�e
CÊÊ@ S' telle quÕil existe un isomorphisme u : CU' Ê#@�Ê  U' |S X au-dessus dÕun
ouvert non vide U' Ç S'.

Si Ú est le point g�n�rique de S, on choisit deux entiers ù1Ê, ù2 ³ 3, premiers
entre eux et premiers � la caract�ristique de Ü(Ú)Ê; on pose ù = ù1ù2Ê. Soit U Ç S
lÕouvert (non vide) au-dessus duquel ù est inversible, f est lisse, et les sections §i
sont telles que, pour tout s Ô U, on ait §i(s) ­ §j(s) si i ­ j. Notons g le genre des
Þbres de f au-dessus de U. Comme n ³ 3, la restriction fU : XU @ U de f � U
est une courbe stable lisse de genre g, n-point�e, et d�Þnit un 1-morphisme
UÊÊ@ÊÊmg,Ên[1Ê/Êù] tel que XU soit lÕimage inverse de la courbe stable point�e univer-
selle zg,ÊnÊ. DÕapr�s 3.1.2, lÕespace alg�brique ùÊÊ�mg,ÊnÊ, Þni sur Ê�mg,ÊnÊ, est donc propre
sur SpecÊç. Le lemme de Chow sÕapplique aux espaces alg�briques (dÕapr�s
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Raynaud-Gruson [52, cor. (5.7.14)], pr�cisant Knutson [39, IV, th.Ê3.1]), et fournit
un morphisme projectif dÕespaces alg�briques Ê�m' @ ùÊÊ�mg,ÊnÊ, qui soit un isomorphis-
me au-dessus de lÕouvert quasi-projectif ùÊmg,Ên Ç ùÊÊ�mg,ÊnÊ, et tel que Ê�m' soit projectif
sur SpecÊç. Il en r�sulte que Ê�m' est un sch�ma projectif, que nous noterons Ê�M'.

Le produit Þbr� U |mg,Ên
 ù�mg,Ên est un U-sch�ma Þni et �tale, et chacune de ses

composantes irr�ductibles est une alt�ration Þnie g�n�riquement �tale de U.
LÕadh�rence S' dÕune telle composante dans S | Ê�M' est alors une alt�ration
projective g�n�riquement �tale de S, et lÕalt�r� strict X' de X relativement � S' est
une alt�ration g�n�riquement �tale de X, contenant les images inverses des sec-
tions §iÊ. DÕautre part, le morphisme compos� S' @ Ê�M' @ Ê�mg,Ên fournit par image
inverse une courbe stable n-point�e g : C @ S', dont la restriction au-dessus de
lÕimage inverse U' de U sÕidentiÞe par construction � X 'U'Ê. On est donc ramen� au
cas o� lÕon a la propri�t� suppl�mentaire :

(e) Il existe une courbe stable n-point�e g : (C,  1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê n) @ S, un ouvert non
vide U Ç S, et un isomorphisme u : CU Ê#@�Ê  XU envoyant  i sur §iÊ.

Soit T lÕadh�rence sch�matique du graphe de u dans C |S X. En utilisant la
platiÞcation par �clatements de Raynaud-Gruson [52], on se ram�ne au cas o�
l'on a de plus :

(f ) Le sch�ma T est plat sur S.

EnÞn, on peut remplacer S par son normalis� S', qui est Þni et birationnel
sur S puisque S est excellent, et X par son alt�r� strict. Cela permet de supposer :

(g) Le sch�ma S est normal.

3.2.4. Supposons donc que f : X @ S v�riÞe les conditions (a) - (g). On veut alors
prouver que lÕisomorphisme u se prolonge en un morphisme de courbes point�es
C @ X au-dessus de S.

Fixant un point s Ô S, on introduit les d�compositions en composantes
irr�ductibles des Þbres en s :

Xs  =  X1 ô .Ê.Ê. ô XrÊ,    Cs  =  C1 ô .Ê.Ê. ô Cr'Ê,    Ts  =  T1 ô .Ê.Ê. ô Tr"Ê.

Soient p1 : T @ C, p2 : T @ X les deux projections. V�riÞons dÕabord que, pour tout
iÊÊ² r (resp. tout j ² r'), il existe un unique indice ki (resp. k 'j) tel que p2(Tki

) = Xi
(resp. p1(Tk'j

) = Cj), et un ouvert V Ç X tel que V õ Xi soit non vide, et p 2
Ê-1(V) @ V

un isomorphisme (resp. V' Ç C É). Comme Xs et Ts sont de dimension 1 (T �tant
plat sur S), p2 est Þni en dehors dÕun ensemble Þni W Ç XsÊ. Si x est un point de
XsÊÊ� W, il poss�de un voisinage ouvert V Ç X au-dessus duquel p2 est Þni. Quitte �
exclure un nombre Þni de points x Ô XsÊ, on peut supposer que f est lisse sur V, ce
qui entra�ne que V est normal. Comme p2 est dÕautre part birationnel, p 2

Ê-1(V) @ V
est un isomorphisme, dÕo� lÕassertion. On proc�de de m�me sur C.
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Montrons maintenant que, pour tout i ² r, et pour k = kiÊ, le morphisme
p1ÊÊ:ÊÊTk @ Cs est non constant. Sinon, soit c = p1(Tk) son image. On peut trouver
3Êindices �, º, Û tels que x� = §�(s), xº = §º(s) et xÛ = §Û(s) soient des points
distincts de XiÊ, situ�s dans le lieu de lissit� de f. Au voisinage de ces points, X est
normal, et la factorisation de Stein de p2 montre que les sch�mas TÂ = p 2

Ê-1(xÂ)
sont connexes pour Â = �, º, Û. Ils contiennent respectivement les points
tÂ = ( Â(s), xÂ), et TÂ õ Tk ­ ¯, car Tk domine XiÊ. DÕautre part, les points
cÂ = p1(tÂ) =  Â(s) sont distincts, parce que C est une courbe stable point�e. Deux
cas pourraient se produire :

1) Le point c nÕest pas lÕun des 3 points cÂÊ. Alors les p1(TÂ) sont de dimen-
sion 1, puisquÕils sont connexes et contiennent les points c et cÂÊ. Or ils sont deux �
deux distincts, car les TÂ sont distincts, et il nÕexiste quÕune seule composante
irr�ductible de Ts au-dessus dÕune composante irr�ductible donn�e de CsÊ. On
trouve donc 3 composantes de Cs passant par un m�me point, ce qui contredit la
stabilit� de C.

2) Le point c est lÕun des 3 points cÂÊ, par exemple c�Ê. Comme pr�c�demment,
p1(Tº) et p2(TÛ) sont de dimension 1. Ils se coupent en c = c�Ê, donc en lÕun des
points d�Þnissant la structure de courbe stable point�e de CsÊ, ce qui est encore
impossible.

De ces propri�t�s r�sulte que le morphisme p1 : T @ C nÕa que des Þbres
Þnies. Or il est birationnel, et, comme S est normal, on d�duit facilement du cri-
t�re de Serre [EGA, IV, 5.8] que C est normal. Par suite, cÕest un isomorphisme,
ce qui fournit le morphisme C @ X prolongeant u, et ach�ve la d�monstration du
th�or�me 3.2.2.

4. ALT�RATIONS DE VARI�T�S SUR UN CORPS

Nous expliquons maintenant la d�monstration du th�or�me 1.2.2, dont nous
reprenons les notations. La m�thode consiste � effectuer une suite dÕalt�rations
sur X, en rempla�ant � chaque �tape X par son alt�r� X', et Z par son image
inverse Z' dans X' (�ventuellement agrandie comme en 4.1.3 plus bas), aÞn de se
r�duire Þnalement � la situation �tudi�e au paragraphe pr�c�dent. On proc�de
par r�currence sur d = dimÊX.

4.1. R�ductions pr�liminaires

4.1.1. On peut supposer k alg�briquement clos. Si `k est une cl�ture alg�brique
de k, il sufÞt en effet dÕappliquer le th�or�me 1.2.2 � une composante irr�ductible
de X | SpecÊ`k et � lÕimage inverse de Z, de redescendre la situation � une
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extension Þnie k' de k sur laquelle tout est d�Þni, et dÕobserver que, pour toute
composante irr�ductible X' de X |ÊSpecÊk', le morphisme X' @ X est une alt�ration
de k-vari�t�s alg�briques, g�n�riquement �tale si k est parfait.

4.1.2. On peut supposer que X est une vari�t� projective : on applique le lemme de
Chow pour obtenir une modiÞcation quasi-projective, puis on remplace X par son
adh�rence sch�matique Ê�X dans un plongement X Ì@ æÊn

Ê, et Z par Z ô ( Ê�X � X).

4.1.3. En �clatant Z, on peut supposer que Z est le support dÕun diviseur. On peut
ensuite remplacer si n�cessaire Z par le support dÕun diviseur plus grand, car
tout ferm� de Ê�X' contenu dans un diviseur � croisements normaux stricts, et de
codimension 1 dans Ê�X'Ê, est encore le support dÕun diviseur � croisements
normaux stricts.

4.1.4. Comme le morphisme de normalisation X' @ X est une modiÞcation, on
peut remplacer X par X' et Z par son image inverse dans X', ce qui permet de
supposer X normal.

4.2. Construction dÕune Þbration en courbes

Soit d = dimÊX. On veut modiÞer X de mani�re � se ramener au cas o� X est
une famille de courbes sur une base de dimension d - 1. On utilisera le lemme
suivant, qui r�sulte de techniques classiques de g�om�trie projective :

Lemme 4.2.1. Ñ  Soit X Ç æÊn un sous-sch�ma ferm� r�duit, purement de
dimension d < n. Si z Ô æÊn � X, on note æÊnÊ-Ê1 lÕespace projectif param�trant les
droites de æÊn passant par z, et prz : X @ æÊnÊ-Ê1 le morphisme Þni associant � x Ô X
la droite joignant z et x. Si d < n - 1 (resp. d = n - 1), il existe un ouvert non vide
U Ç æÊn tel que, pour z Ô U, le morphisme prz : X @ prz( X ) soit birationnel (resp.
g�n�riquement �tale).

Proposition 4.2.2. Ñ  Soient X une vari�t� projective de dimension d sur k,
Z Ç X le support dÕun diviseur. On peut trouver un sous-ensemble Þni S de points
ferm�s r�guliers de X � Z, tel que, si Ä : X' @ X est lÕ�clatement de S, il existe un
morphisme f : X'Ê @ æÊdÊ-Ê1 poss�dant les propri�t�s suivantesÊ:

(a) Les Þbres de f sont non vides, �quidimensionnelles de dimension 1Ê;
(b) LÕouvert de lissit� de f est dense dans chaque ÞbreÊ;
(c) Si Z ' = ÄÊ-1(Z)redÊ, la restriction de f � Z' est Þnie, et �tale au-dessus dÕun

ouvert non vide de æÊdÊ-Ê1.
Si lÕon suppose que X est normal, on peut choisir S et f de sorte quÕon ait de

plus :
(d) LÕune des Þbres de f est lisse.
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(e) Les Þbres de f sont g�om�triquement connexes.

On part dÕun plongement de X dans un espace projectif æÊN, et on applique
NÊÊ- d fois le lemme 4.2.1 � la fois � X et � Z pour obtenir un morphisme Þni
g�n�riquement �tale ¹ : X @ æÊd dont la restriction � Z soit birationnelle sur ¹(Z).
Le lemme 4.2.1 permet encore de choisir un point z Ô æÊd � ¹(Z) dans lÕouvert o� ¹
est �tale, tel que le morphisme prz : ¹(Z) @ æÊdÊ-Ê1 soit Þni et g�n�riquement �tale.
Soit ~æÊd = {(x, ù)Ê¾Êx Ô ùÊ} Ç æÊd | æÊdÊ-Ê1 la vari�t� dÕincidence, qui nÕest autre que
lÕ�clat� de æÊd en z. On d�Þnit X' comme le produit X |æÊd ~æÊd, qui sÕidentiÞe �
lÕ�clat� de X le long de lÕensemble Þni S = ¹Ê-1(z), et on note Ä : X' @ X et
f : X' @ æÊdÊ-Ê1 les morphismes d�Þnis par les projections.

La condition (a) r�sulte de ce que la Þbre de f au-dessus dÕun point y Ô æÊdÊ-Ê1

correspondant � une droite ù Ç æÊd passant par z est lÕadh�rence de ¹Ê-1(ù � {z})
dans X', et de ce que ¹ est Þni. Chacune des composantes de ¹Ê-1(ù) sÕenvoie
surjectivement sur ù, de sorte que chaque composante de fÊ-1(y) rencontre les
Þbres exceptionnelles de ÄÊ; commeÊ¹ est �tale au-dessus de z, et ~æÊd @ æÊdÊ-Ê1 lisse
le long de la Þbre exceptionnelle, f est lisse le long de ÄÊ-1(S), ce qui entra�ne (b).
La condition (c) est claire. Par construction, ¹ sÕidentiÞe � une projection lin�aire
centr�e en une sous-vari�t� lin�aire L Ç æÊN de dimension N - d - 1, z correspond
� une sous-vari�t� lin�aire L' de dimension N - d contenant L et transverse � X, f
est lÕextension � lÕ�clat� de X le long de X õ L' de la projection lin�aire centr�e en
L', un point y Ô æÊdÊ-Ê1 correspond � une sous-vari�t� lin�aire H de dimension
N - d + 1 contenant L, et la Þbre fÊ-1(y) est isomorphe � X õ H : la condition (d)
r�sulte ainsi du th�or�me de Bertini [33, th. 6.10]. EnÞn, lÕ�tude de la factorisation
de Stein montre que les propri�t�s de f entra�nent que ses Þbres sont g�om�trique-
ment connexes.

4.2.3. On applique alors la proposition pr�c�dente dans la situation obtenue en
4.1.4. Rempla�ant X par X', et Z par Z' = ÄÊ-1(Z), on peut donc supposer quÕil
existe une vari�t� Y de dimension d - 1, et un morphisme f : X @ Y v�riÞant les
conditions (a) - (e) de 4.2.2. La vari�t� obtenue est encore normale, et f est lisse au-
dessus dÕun ouvert non vide de Y.

4.3. Transformation du diviseur en une famille de sections

La strat�gie de de Jong consiste � se ramener � la situation du th�or�me
3.2.2. Pour cela, on va dÕabord agrandir le diviseur donn� Z Ç X de mani�re � ce
quÕil rencontre chaque composante irr�ductible de chaque Þbre g�om�trique de f
en au moins trois points o� f est lisse, puis on alt�rera Y pour transformer Z en
r�union de sections de f.
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Proposition 4.3.1. Ñ  Soit f : X @ Y un morphisme de vari�t�s projectives sur k
v�riÞant les conditions (a) et (b) de 4.2.2. Il existe un diviseur H Ç X tel que :

(i) La restriction de f � H est Þnie et g�n�riquement �taleÊ;
(ii) Pour tout point g�om�trique `y de Y et toute composante irr�ductible C de la

Þbre g�om�trique Xỳ de f en ỳ, C õ H contient au moins trois points distincts de
lÕouvert de lissit� de f.

On choisit un faisceau tr�s ample l sur X, et, pour un entier n ³ 1 Þx�, soit
i : X Ì@ æ le plongement dans un espace projectif d�Þni par lÊ¿Ên. Soient æ«
lÕespace des hyperplans L de æ, et T Ç æ« | Y lÕensemble des couples (L, y) tels
que L contienne une composante irr�ductible de fÊ-1(y)Ê; T est ferm�, car, si
T' Ç æ« | X est la restriction au-dessus de X de la sous-vari�t� dÕincidence de
æ« | æ, T est lÕensemble des points au-dessus desquels la Þbre du morphisme
propre Id | f : T' @ æ« | Y est de dimension ³ 1. Une estimation sur la dimension
des Þbres de la seconde projection T @ Y fournit lÕin�galit�

dimÊT  ²  dimÊY + dimÊæ« - n.

Pour n assez grand, il existe donc un ouvert non vide V Ç æ« dont les points
correspondent � des hyperplans L dont lÕintersection avec chaque Þbre de f est
Þnie.

Fixons un point ferm� y Ô Y, et soit U Ç V lÕouvert des hyperplans L Ô V tels
que L õ fÊ-1(y) soit contenu dans le lieu lisse de f, et tels que L coupe transversale-
ment fÊ-1(y). LÕouvert U est non vide, et, si L Ô U, et si H = X õ L, le morphisme
f¾H est Þni. Si x�ÊÔ fÊ-1(y) õ H, la lissit� de f en x et la transversalit� de L et fÊ-1(y)
entra�nent que f est �tale en x. Comme dimÊH = dim ÊY, toute composante
irr�ductible de H sÕenvoie surjectivement sur Y, et la condition (i) est remplie.

Reste � assurer la condition (ii). On commence par lÕassurer au voisinage de
y. Comme H est �tale sur Y aux points de fÊ-1(y), on peut trouver un ouvert W
contenant y tel que H õ fÊ-1(W ) soit �tale sur W et soit contenu dans le lieu lisse de
f. Pour toute composante irr�ductible C dÕune Þbre fÊ-1(y') au-dessus dÕun point
y' Ô W, lÕintersection C õ H a alors pour cardinal le degr� de C, et la condition est
remplie d�s que n ³ 3. On proc�de ensuite par r�currence nÏth�rienne. Si on a
construit H' v�riÞant (i), ainsi que (ii) au-dessus dÕun ouvert W' de Y, on choisit
un point y" Õ W', et on lui applique le raisonnement pr�c�dent pour trouver un
diviseur H" v�riÞant (i), et (ii) au-dessus dÕun voisinage ouvert W" de y". Le
diviseur H' ô H" a alors les propri�t�s voulues au-dessus de W' ô W", dÕo� la
r�currence.

4.3.2. On applique la proposition 4.3.1 dans la situation obtenue en 4.2.3. DÕapr�s
4.1.3, on peut remplacer Z par Z ô H, ce qui permet de supposer d�sormais que Z
v�riÞe :
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(f ) Pour toute composante irr�ductible C dÕune Þbre g�om�trique de f, C õ Z
contient au moins 3 points situ�s dans lÕouvert de lissit� de f.

4.3.3. Remarquons maintenant que, si Y' @ Y est une alt�ration projective
g�n�riquement �tale, et f' : X' @ X lÕalt�r� strict de f relativement � Y', X' est
une alt�ration projective g�n�riquement �tale de X (voir 3.2.1). On pose Z' =
(Y' |Y Z)redÊ; Z' est encore le support dÕun diviseur de X', et on v�riÞe sans
difÞcult� que f' v�riÞe les m�mes propri�t�s que f.

On utilise cette remarque pour se ramener au cas o� Z est r�union de
sections de f. Soit en effet Z = ôiÊÔÊI Zi la d�composition de Z en composantes
irr�ductibles. On choisit une extension Þnie galoisienne L de k(Y ) telle que
chacune des extensions k(Zi) de k(Y ) puisse �tre plong�e dans L, et on introduit
la normalisation Y' de Y dans L : le morphisme Y' @ Y est alors une alt�ration
Þnie et g�n�riquement �tale. En d�Þnissant X' et Z' comme plus haut, on voit que
Z' = Z'1 ô .Ê.Ê. ô Z 'nÊ, o� chacun des Z'i est Þni et birationnel sur Y'. Mais Y' est
normal, de sorte que les morphismes Z'i @ Y' sont des isomorphismes, et
d�Þnissent des sections §i : Y' @ X' telles que Z' = ô §i(Y'). On remplace alors Y
par Y' et ( X, Z) par ( X', Z'), de sorte quÕon peut d�sormais supposer quÕon a de
plus :

(g) Il existe des sections §1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§n de f telles que Z  = ôÊ
n
iÊ=Ê1 §i(Y ).

On remarquera que lÕexistence de telles sections est pr�serv�e par les
alt�rations construites comme plus haut � partir dÕalt�rations de la base.

4.4. Fin de la d�monstration

Le morphisme f : X @ Y v�riÞe maintenant les conditions (a) - (d) du
th�or�me 3.2.2. Quitte � remplacer Y par une alt�ration projective g�n�riquement
�tale Y', et X par son alt�r� strict X' relativement � Y', on peut supposer quÕil
existe une courbe stable C sur Y, et un morphisme u : C @ X, commutant aux
sections donn�es, et qui soit un isomorphisme au-dessus dÕun ouvert U de Y.

On consid�re le ferm� uÊ-1(Z) Ç C, qui est purement de codimension 1. Si
l'une de ses composantes nÕest pas une des sections  i(Y ), la condition (g)
entra�ne que celle-ci se projette en un ferm� de codimension 1 dans Y, ne ren-
contrant pas U. Il existe donc un ferm� D Ç YÊ�ÊU,  purement de codimension 1,
tel que uÊ-1(Z) Ç Z' =  1(Y ) ô .Ê.Ê. ô  n(Y ) ô gÊ-1(D). On remplace alors X par C, et
Z par Z' =  1(Y ) ô .Ê.Ê. ô  n(Y ) ô gÊ-1(D) (gr�ce � 4.1.3). On est ainsi ramen� au
cas o� X est une courbe stable point�e de base Y, munie de sections  iÊ, et Z est de
la forme pr�c�dente, D �tant un ferm� de Y en dehors duquel f est lisse.

LÕhypoth�se de r�currence permet maintenant de trouver une alt�ration
g�n�riquement �tale ´ : Y' @ Y telle que Y' soit lisse, et D' = ´Ê-1(D) soit le support
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dÕun diviseur � croisements normaux strict de Y'. LÕalt�r� strict de X relative-
ment � Y' est alors Y' |Y XÊ; cÕest donc une courbe stable point�e f' : X' @ Y', lisse
hors de D'. De m�me, si on note  'i les sections images inverses des  iÊ, Z est
transform� en Z' = ôi   'i(Y') ô f'Ê-1(D'). On peut alors appliquer � X' la m�thode
de d�singularisation expos�e en 2.3 et 2.4. Comme on lÕa remarqu� en 2.4.2, Z est
alors transform� en un diviseur � croisements normaux. Il est bien connu
dÕautre part quÕun diviseur � croisements normaux peut �tre rendu strict par une
suite dÕ�clatements de centre r�gulier (on �clate les intersections de branches du
diviseur), ce qui ach�ve la d�monstration.

5. ALT�RATIONS DANS LE CAS RELATIF

Nous donnons maintenant quelques indications sur la d�monstration du
th�or�me 1.4.1. Elle est du m�me type que celle du th�or�me 1.2.2, et proc�de par
r�currence sur la dimension relative de X sur A. Pour cela, nous aurons besoin
dÕune extension du th�or�me 3.2.2, permettant de transformer par alt�rations
certaines familles de courbes X @ S en courbes nodales scind�es, � Þbre g�n�ri-
que lisse.

5.1. Alt�rations dÕune courbe relative

On consid�re ici un morphisme propre f : X @ S entre deux sch�mas int�-
gres nÏth�riens excellents. Le r�sultat quÕutilise de Jong dans la d�monstration
du th�or�me 1.4.1 est le suivant [31, th. 6.8] (voir aussi [32, th. 2.4] pour un
r�sultat plus pr�cis et plus g�n�ral) :

Th�or�me 5.1.1. Ñ  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes, supposons que les Þbres de
f soient non vides, �quidimensionnelles de dimension 1, et que le lieu lisse de f
soit dense dans chaque Þbre. Alors :

(i) Il existe des alt�rations ´ : S' @ S, Ä : X' @ X, et un morphisme f' : X' @ S',
avec fÊìÊÄ = ´ÊìÊf', tels que f' soit une courbe nodale scind�e, � Þbre g�n�rique
lisse.

(ii) Si Z Ç X est un ferm� distinct de X, on peut imposer de plus quÕil existe des
sections disjointes §1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§n de f', � valeurs dans le lieu lisse de f', et un
diviseur D' Ç S' tels que ÄÊ-1(Z)red Ç f'Ê-1(D')red ô §1(S') ô .Ê.Ê. ô §n(S').

Nous indiquerons simplement les �tapes essentielles de la d�monstration. La
strat�gie consiste encore � alt�rer S et X de mani�re � ce que, au-dessus dÕun
ouvert de S, X devienne une courbe stable point�e.
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5.1.2. Un point cl� de la d�monstration est de pouvoir construire apr�s alt�ration
sufÞsamment de sections de f. Montrons dÕabord que, pour tout s Ô S, on peut
trouver un voisinage �tale U de s, un morphisme Þni surjectif U' @ U et des
sections §1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§n de XU' = U' |S X v�riÞant la propri�t� suivante : pour tout point
g�om�trique s̀' de U' et toute composante irr�ductible C de X̀s' , il existe i, j, k Ô
{1,Ê.Ê.Ê.Ê,Ên} tels que §i(`s'), §j(̀s') et §k(s̀') soient trois points distincts de C situ�s
dans le lieu lisse de f.

On peut trouver un voisinage �tale afÞne U de s au-dessus duquel X est
projectif. On choisit un faisceau l sur XU tr�s ample relativement � U, et un
entier n ³ 3 assez grand pour que toute section de oXs

 ¢ lÊ¿Ên sÕ�tende en une
section de lÊ¿Ên sur XUÊ. Par Bertini, il existe une extension Þnie s�parable k' de
Ü(s) et une section t Ô â( Xk'Ê, oXk'

 ¢ lÊ¿Ên) telles que le sous-sch�ma ferm� de Xk'
d�Þni par t soit Þni, �tale sur k', et contenu dans le lieu lisse de Xk'Ê. On choisit
alors un morphisme ´ : U' @ U, �tale et Þni au voisinage de s, tel que ´Ê-1(s) soit
r�duit � un point s' o� lÕon ait Ü(s') = k'. Quitte � r�duire U, on peut supposer que t
se rel�ve en une section de lÊ¿Ên sur XU'Ê, et d�Þnit un sous-sch�ma ferm� H du
lieu lisse de f, Þni et �tale sur U'. Comme l est tr�s ample et n ³ 3, H induit un
diviseur contenant au moins 3 points distincts sur toute composante irr�ductible
dÕune Þbre g�om�trique X `s'Ê, avec s̀' Ô U'. On ach�ve en contruisant un morphisme
Þni surjectif U" @ U' telle que HU" soit r�union de sections de XU" (normaliser U'
dans une extension normale Þnie commune des corps des fonctions rationnelles
des composantes de H).

On peut ensuite globaliser de telles constructions faites sur un recouvrement
�tale de S de mani�re � obtenir une alt�ration S' @ S et des sections §i : S' @ XS'
poss�dant la propri�t� voulue : on choisit un recouvrement �tale (U�)1Ê²Ê�Ê²Êr de S
tel que les U� soient afÞnes et dÕimage afÞne dans S, et que, sur chacun des U�Ê,
on dispose dÕun morphisme Þni surjectif U '� @ U� et de sections §�,Êi comme plus
haut. Dans chaque U '�Ê, on peut choisir une composante irr�ductible dont lÕimage
soit dense dans S, et on remplace U '� par cette composante. Chacun des U '� est
quasi-projectif sur S, de sorte quÕon peut choisir une immersion u� : U '� Ì@ æ S

ÊN,
et plonger U'� dans æS

ÊN |S X |S .Ê.Ê. |S X par

(u�Ê, §�,Êi) : U'� Ì@ æS
ÊN |S X |S .Ê.Ê. |S X.

Soit alors S '� lÕadh�rence de U '� dans æ S
ÊN |S X |S .Ê.Ê. |S X. Les morphismes S'� @ S

sont des alt�rations prolongeant les morphismes U '� @ S, telles que les §i se
prolongent en des sections au-dessus de S '�Ê. On coiffe alors les S'� par une
composante irr�ductible de S'1 |S .Ê.Ê. |S S'rÊ, et on prend pour famille (§i) la
r�union des images inverses de toutes les familles (§�,Êi).
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5.1.3. On observe ensuite que, si lÕon dispose dÕune alt�ration S' @ S, on en d�duit
une alt�ration Ä : X' @ X en prenant pour X' une composante irr�ductible de XS'
dominant XÊ; les hypoth�ses faites sur f sont encore v�riÞ�es pour f' : X' @ S'Ê, et
si lÕon pose Z' = ÄÊ-1(Z), il sufÞt alors de prouver le th�or�me 5.1.1 pour ( X ' ,  Z ' ) 
au-dessus de S'.

Si Ú est le point g�n�rique de S, on commence en choisissant une extension
Þnie L de Ü(Ú) telle que la normalisation de (L ¢ XÚ)red soit r�union de courbes
lisses g�om�triquement irr�ductibles. On prend pour S' la normalisation de S
dans L, et on d�Þnit X', Z' comme on vient de le voir. On remplace ensuite X' par
sa normalisation, qui est une alt�ration de X, et Z' par son image inverse. On est
ainsi ramen� au cas o� la Þbre g�n�rique de f est lisse et g�om�triquement
irr�ductible.

Soit U un ouvert de S au-dessus duquel Z est Þni et plat. Proc�dant comme en
5.1.2, on peut trouver une alt�ration U' de U et des sections §1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§n de XU' telles
que ZU' = §1(U') ô .Ê.Ê. ô §n(U'), puis lÕ�tendre en une alt�ration S' @ S telle que
les §i se prolongent en des sections de XS'Ê. On d�Þnit alors X' et Z' comme plus
haut. Le ferm� Z' obtenu est contenu dans f'Ê-1(S' � U') ô §1(S') ô .Ê.Ê. ô §n(S'). En
�clatant S' � U', on se ram�ne au cas o� il existe des sections §1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§n de X et un
diviseur D Ç S tels que Z Ç fÊ-1(D) ô §1(S) ô .Ê.Ê. ô §n(S).

On applique alors 5.1.2 pour obtenir une alt�ration S' @ S sur laquelle il
existe des sections §'j telles que, pour toute composante irr�ductible C dÕune Þbre
en un point g�om�trique `s, C contienne au moins 3 points § 'j(s̀) distincts situ�s
dans le lieu lisse de f. Rempla�ant S par S', et X par X' comme plus haut, et
ajoutant les §'j aux §iÊ, on se trouve alors sous les hypoth�ses du th�or�me 3.2.2.
On se ram�ne ainsi au cas o� X est une courbe nodale sur S, g�n�riquement lisse,
munie de sections §1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§nÊ, et o� Z est contenu dans fÊ-1(D) ô §1(S) ô .Ê.Ê. ô
§n(S), D �tant un diviseur de S.

Il reste � voir que lÕon peut alt�rer S de mani�re � ce que la courbe nodale X
soit de plus scind�e. On montre pour cela quÕon peut trouver une alt�ration S' @ S
au-dessus de laquelle il existe des sections §"1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§"m de XS' telles que, pour tout
point g�om�trique s̀ Ô S', et tout point singulier `x Ô Xs̀Ê, il existe k tel que x̀ = § "k( `s).
La d�monstration est analogue � celle de 5.1.2. Soit Þ = Sing( f ), et Þxons un point
s Ô S. Pour n assez grand, on peut trouver t Ô â( XsÊ, oXs

 ¢ lÊ¿Ên) d�Þnissant un
sous-sch�ma ferm� Þni sur Ü(s) et contenant ÞsÊ. Quitte � augmenter n, on peut
supposer que f*(lÊ¿Ên) @ f*(oÞ ¢ lÊ¿Ên) est surjectif, et relever t en une section du
noyau de f*(lÊ¿Ên) @ f*(oÞ ¢ lÊ¿Ên). Le sous-sch�ma r�duit d�Þni par cette
section est Þni et plat sur un voisinage �tale U de s, et peut comme pr�c�demment
�tre transform� en r�union de sections par une alt�ration de U. On ach�ve alors
comme en 5.1.2 pour trouver une alt�ration globale S' @ S ayant les propri�t�s
voulues.
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On ajoute les sections §"k aux sections §iÊ, et on remarque que, g�n�rique-
ment, on obtient une nouvelle courbe stable lisse, (nÊ+Êm)-point�e. On utilise �
nouveau les sch�mas de modules pour construire un S-morphisme v : C @ X
entre une courbe stable (nÊ+Êm)-point�e (C,Ê 1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê nÊ+Êm) et ( X,Ê§1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ê§nÊ+Êm), qui
soit un isomorphisme au-dessus dÕun ouvert non vide U Ç S. Comme C et X ont
m�me genre, lÕimage inverse par u dÕun point singulier x̀ dÕune Þbre X̀s est un
point ou une cha�ne de droites projectives. Mais lÕune des sections §i passe par x̀,
et  i(`s) est donc un point lisse de C̀s dÕimage `x. Par suite, uÊ-1( `x) ne peut �tre
r�duit � un point, et est une cha�ne de droites projectives. Il en r�sulte que les
composantes irr�ductibles de C̀s sont lisses. En alt�rant � nouveau S pour
construire comme pr�c�demment des sections passant par tous les points dÕinter-
section des composantes, et par les ouverts de lissit� de toutes les composantes, on
obtient une courbe nodale scind�e.

5.2. Sch�mas strictement semi-stables

On appelera trait le spectre dÕun anneau de valuation discr�te complet.
Pr�cisons dÕabord la notion de paire semi-stable utilis�e dans lÕ�nonc� du
th�or�me 1.4.1 :

5.2.1. Soient S = SpecÊA un trait, ¹ une uniformisante de A, K = FracÊA, X une
S-vari�t�. On note Ú le point g�n�rique de S, s son point ferm�, XÚ la Þbre g�n�ri-
que de X, Xs sa Þbre sp�ciale, et XiÊ, i Ô I, les composantes irr�ductibles de XsÊ. Pour
tout sous-ensemble non vide JÊÊÇ I, on note XJ = õÊjÊÔÊJ XjÊ. On dira que X est
strictement semi-stable sur S si :

(i) XÚ est lisse sur Ü(Ú)Ê;
(ii) Xs est un sch�ma r�duit, r�union sch�matique des XiÊ;

(iii) Pour tout i Ô I, Xi est un diviseur dans XÊ;
(iv) Pour tout J Ç I, J ¹ ¯, XJ est lisse sur Ü(s), avec codimXÊ( XJ) = #J.

Explicitons sous ces hypoth�ses la structure locale de X le long de XsÊ. Soient
x Ô XsÊ, X1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊXr les composantes irr�ductibles de Xs auxquelles appartient x,
ti Ô oX,Êx une �quation locale de Xi dans X. Gr�ce � (ii) et (iii), on peut supposer que
t1Ê.Ê.Ê.Êtr = ¹. DÕapr�s (iv), lÕalg�bre �B = ^oX,ÊxÊ/Ê(t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtr) est formellement lisse sur
Ü(s), et se rel�ve donc en une A-alg�bre locale compl�te formellement lisse B.
LÕhomomorphisme canonique ^oX,ÊxÊ/Ê¹Ê ^oX,Êx @ �B poss�de une section, quÕon peut
relever en B @ ^oX,ÊxÊ. On en d�duit un isomorphisme

B[[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtr]]Ê/Ê(t1Ê.Ê.Ê.Êtr - ¹)  Ê##@�   ̂oX,ÊxÊ.

On observe en particulier que X est un sch�ma r�gulier, et quÕil est lisse au
voisinage de x au-dessus de SpecÊA[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtr]Ê/Ê(t1Ê.Ê.Ê.Êtr - ¹).
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5.2.2. Avec les notations pr�c�dentes, soit Z Ç X un ferm� contenant la Þbre
sp�ciale XsÊ. On a alors Z = Zh ô XsÊ, o� Zh est lÕadh�rence sch�matique de la Þbre
g�n�rique de Z. Nous dirons que ( X, Z) est une paire strictement semi-stable si :

(i) X est strictement semi-stable sur SÊ;
(ii) Z est un diviseur � croisements normaux stricts dans XÊ;

(iii) Si Zh = ôÊiÊÔÊI Zi est la d�composition de Zh en composantes irr�ductibles,
alors, pour tout J Ç I, ZJ = õÊiÊÔÊJ Zi est r�union de S-vari�t�s strictement semi-
stables sur S.

Comme plus haut, on peut expliciter la structure locale de ( X, Z) au voisi-
nage dÕun point x Ô XsÊ. On reprend les notations pr�c�dentes, et on note de plus
Z1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊZm les composantes irr�ductibles de Zh auxquelles appartient x. Soit sj une
�quation locale de Zj au voisinage de x. Il r�sulte de (ii) que, si J = {1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êm}, les
composantes irr�ductibles de ZJ,Ês passant par x sont les Xi õ ZJÊ, avec 1 ² i ² r. Les
images s̀j des sj font partie dÕun syst�me r�gulier de param�tres de lÕalg�bre
locale compl�te �B, et la semi-stabilit� de ZJ entra�ne que la Ü(s)-alg�bre �C =
�BÊ/Ê(s̀1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Ês̀m) est formellement lisse. On la rel�ve en une A-alg�bre formellement
lisse C, et on obtient alors un isomorphisme de la forme

C[[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊtrÊ,Ês1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êsm]]Ê/Ê(t1Ê.Ê.Ê.Êtr - ¹)  Ê##@�   ̂oX,ÊxÊ.

Inversement, si pour tout x Ô Xs il existe une telle pr�sentation, o� t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtr (resp.
s1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êsm) sont des �l�ments de oX,Êx d�Þnissant les seules composantes de Xs
(resp. Zh) passant par x, alors ( X, Z) est une paire strictement semi-stable.

5.3. D�monstration du th�or�me 1.4.1

5.3.1. On op�re les premi�res r�ductions comme en 4.1. Une remarque addition-
nelle est que, si S' @ S est un morphisme Þni de traits, il sufÞt de montrer le
th�or�me apr�s avoir remplac� S par S', et X par une composante irr�ductible de
S' |S X. On peut ainsi supposer remplies les conditions suivantes :

(i) X est projectif sur SÊ;
(ii) Z est le support dÕun diviseur D de XÊ;

(iii) La Þbre g�n�rique XÚ de X est g�om�triquement int�gre.
On peut de plus normaliser X. On se ram�ne alors au cas o� on a en outre :

(iv) LÕouvert de lissit� de X sur S est dense dans la Þbre sp�ciale Xs de X.
Cette derni�re r�duction nÕest pas �vidente, et r�sulte du lemme suivant [31,
lemme 2.13], dont nous omettrons ici la d�monstration (due � Faltings) :

Lemme 5.3.2. Ñ  Soient A un anneau de valuation discr�te excellent, S =
SpecÊA, X un S-sch�ma normal, int�gre, plat et de type Þni, Å un point g�n�rique
de la Þbre sp�ciale Xs de X. Il existe une extension dÕanneaux de valuation
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discr�te A Ç A', telle que Frac( A') soit Þni sur Frac( A), et telle que lÕalg�bre o' =
(oX,ÊÅ ¢A A')norm, normalisation de la r�duction de oX,ÊÅ ¢A A', soit formellement
lisse sur A' (i.e. les localis�s oi de o' aux id�aux maximaux sont des anneaux de
valuation discr�te non ramiÞ�s sur A', � extension r�siduelle s�parable). De plus,
cette propri�t� reste valable apr�s toute extension A' Ç A" telle que Frac( A") soit
Þni sur Frac( A').

5.3.3. Soit d la dimension relative de X sur S. En appliquant 4.2.1 sur la Þbre
sp�ciale de X, et en relevant, on peut effectuer les contructions de 4.2 de mani�re
relative (�ventuellement apr�s extension Þnie �tale S' @ S). On alt�re ainsi X de
mani�re � obtenir un morphisme de S-vari�t�s projectives f : X @ Y dont les Þbres
soient non vides, �quidimensionnelles de dimension 1, et le lieu lisse dense dans
chaque Þbre.

On applique alors le th�or�me 5.1.1 � f, ce qui ram�ne au cas o� f est une
courbe nodale scind�e g�n�riquement lisse, et o� il existe des sections §i � valeurs
dans le lieu lisse de f, et un diviseur D Ç Y, tels que Z Ç fÊ-1(D) ô §1(Y ) ô .Ê.Ê. ô
§n(Y ). Quitte � agrandir D, on peut supposer que f est lisse au-dessus de Y � D.
On utilise maintenant lÕhypoth�se de r�currence pour alt�rer (Y, D) en une paire
strictement semi-stable. Rempla�ant X par son alt�r� strict, les hypoth�ses
pr�c�dentes sur f sont pr�serv�es.

La situation � laquelle on sÕest ainsi ramen� est alors celle quÕon a �tudi� en
2.5.2. On peut donc trouver une modiÞcation X' @ X telle que X' soit r�gulier, et
qui soit un isomorphisme au-dessus du compl�mentaire de Sing( f ). Les §i se
rel�vent en des sections de X'Ê; si lÕon remplace X par X' et Z par lÕimage inverse
Z' de Z dans X', les conditions pr�c�dentes restent satisfaites. Pour achever la
d�monstration, il sufÞt alors de v�riÞer que ( X, Z) est maintenant automatique-
ment une paire strictement semi-stable. Pour cela, on utilise la caract�risation
locale des paires strictement semi-stables donn�e en 5.2.2 : pour tout x Ô X
dÕimage y Ô Y, on explicite sans difÞcult� la structure de ^oX,Êx � partir de celle de
^oY,Êy (donn�e par 5.2.2) et de 2.1.2, et lÕassertion en r�sulte.

6. QUELQUES APPLICATIONS DES TH�ORéMES DE DE JONG

Les r�sultats de de Jong ont rapidement eu de nombreuses applications. Loin
dÕessayer dÕen faire une liste compl�te, nous nous limiterons ici � donner
quelques exemples illustrant lÕemploi des th�or�mes 1.2.2 et 1.4.1Ê; on en trouvera
dÕautres dans lÕintroduction de [31]. Une situation type, que lÕon rencontrera en
6.1 et 6.2, est celle o� lÕon proc�de par r�currence sur la dimension dÕun sch�ma,
et o� il est possible de remplacer ce sch�ma par un rev�tement Þni.
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6.1. Positivit� des caract�ristiques dÕEuler-Poincar�

Soient A un anneau local r�gulier de dimension n, dÕid�al maximal µ et de
corps r�siduel k, M, N deux A-modules de type Þni tels que M ¢A N soit de
longueur Þnie. Dans son Cours au Coll�ge de France (1957-58, [55]), Serre a d�Þni
la multiplicit� dÕintersection de M et N par

©A(M, N)  =  å
iÊ³Ê0

ÊÊ(-1)i lgAÊTor i
ÊA(M, N).

Il a montr� la formule des dimensions dimAÊM + dimAÊN ² dimÊA, et fait les
conjectures suivantes :

(a) ©A(M, N) ³ 0 (positivit�)Ê;
(b) Si dimAÊM + dimAÊN < dimÊA, ©A(M, N) = 0 (annulation).

De plus, Serre a prouv� ces conjectures (ainsi que la r�ciproque de (b) ) lorsque A
est, soit dÕ�gale caract�ristique, soit dÕin�gale caract�ristique et non ramiÞ� (cÕest
� dire, si la caract�ristique r�siduelle p nÕappartient pas � µÊ2). Dans le cas
g�n�ral, la conjecture (b) a �t� prouv�e par Gillet et Soul� ([24], [25]), et par
P.ÊRoberts [53]. Malgr� de nombreux efforts, la conjecture (a) �tait rest�e lÕune des
conjectures centrales en Alg�bre Commutative (voir par exemple lÕexpos� de
Roberts � Kyoto [54]). Elle vient dÕ�tre prouv�e par Gabber [23], que je remercie
pour toutes les explications quÕil mÕa donn�es sur sa d�monstration, et pour
mÕavoir autoris� � lÕexposer ici (elle fait partie dÕun travail en pr�paration, dans
lequel il donnera des r�sultats plus g�n�raux) :

Th�or�me 6.1.1 (Gabber). Ñ  Supposons que A soit dÕin�gale caract�ristique, et
que p Ô µÊ2. Alors les conjectures (a) et (b) sont vraies.

Grosso modo, lÕid�e g�n�rale qui sous-tend la d�monstration de Gabber
(inspir�e par les techniques dÕintersection de cycles de [37, 3]), consiste �
remplacer la m�thode classique de r�duction � la diagonale par une r�duction �
un �nonc� du m�me type pour des sous-sch�mas de lÕespace projectif sur A.
Gr�ce aux th�or�mes de de Jong2, lÕun dÕentre eux peut �tre suppos� r�gulier, ce
qui permet de se ramener � une intersection dans la r�duction de son Þbr�
normal sur SpecÊk. On montre alors que ce Þbr� est engendr� par ses sections
globales, et lÕ�nonc� est r�duit � un r�sultat de positivit� analogue � ceux de
Fulton [22, ch. 12]. Cette m�thode permet de d�montrer simultan�ment les conjec-
tures (a) et (b), en prouvant (b) par r�currence sur lÕentier d = dimÊM + dim ÊN,
puis en prouvant (a) (le cas d = 0 r�sulte du calcul des Tor i

ÊA(k, k) par le complexe
de Koszul). Par contre, la r�ciproque de (b), et la positivit� des caract�ristiques

                                                
2  LÕid�e dÕutiliser ceux-ci au lieu de la r�solution des singularit�s suit ici une

suggestion de Soul�.
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dÕEuler-Poincar� partielles [55, remarque de V, B.6], restent des probl�mes
ouverts dans le cas g�n�ral.

6.1.2. Pour d�montrer le th�or�me 6.1.1, on peut supposer A complet, car les
Tor i

ÊA(M, N), �tant de longueur Þnie, ne changent pas par passage aux compl�t�s.
Soient n = dimÊA, W un anneau de Cohen de k, et B lÕanneau de s�ries formelles
WÊ[[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn]]. Alors A poss�de une pr�sentation de la forme A � B Ê/Ê( f ) (o� lÕon
peut choisir f tel que f � p mod µÊ2). Par extension des scalaires de A �
W(k̀)[[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn]]Ê/Ê( f ), o� k̀ est la cl�ture parfaite de k, on peut aussi supposer
que k est parfait.

On va maintenant se ramener au cas o� A est essentiellement de type Þni
sur W, par une variante de la m�thode dÕapproximation pour les modules de
dimension projective Þnie de Peskine et Szpiro [48, I.6]. Pour cela, on consid�re B
comme le compl�t� µ-adique de B0 = WÊ[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn]µÊ, o� µ = ( p, T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê, Tn), et on
cherche � redescendre la situation sur lÕhens�lis� ~B de B0Ê. On choisit des
pr�sentations KÊÖ et LÖ de M et N par des complexes born�s de A-modules libres de
type Þni. Les diff�rentielles de ces complexes sont d�Þnies par des matrices RiÊ, Si
� coefÞcients dans A, quÕon rel�ve en des matrices R'iÊ, S'i � coefÞcients dans B.
Dire que KÊÖ et LÖ sont des complexes signiÞe que ces matrices v�riÞent des
relations de la forme R 'iÊ+Ê1ÊR 'i = fÊUiÊ, S 'iÊ+Ê1ÊS 'i = fÊVi pour certaines matrices UiÊ, Vi �
coefÞcients dans B. LÕensemble form� de f et des coefÞcients de toutes ces
matrices est une solution dÕun syst�me dÕ�quations alg�briques, � valeurs dans le
compl�t� de B0Ê. Si on Þxe un entier h, le th�or�me dÕapproximation dÕArtin
permet dÕen trouver une solution ( Ê~f, ~R'iÊ, ~U'iÊ, ~S'iÊ, ~V 'i) � valeurs dans ~B qui soit
congrue mod µÊh � la solution initiale. Soient ~A = ~BÊ/Ê( Ê~f), ~KÊÖ et ~LÖ les complexes de
~A-modules libres d�Þnis par les r�ductions sur ~A des matrices ~R'iÊ, ~S'iÊ. On notera
que ~A est r�gulier d�s que Ê~f � f mod µÊ2.

Il faut sÕassurer que les complexes ~KÊÖ et ~LÖ sont acycliques en degr�s ¹ 0,
d�Þnissant donc des ~A-modules de type Þni Ê~M et ~N, que Ê~M ¢ ~A ~N est de longueur
Þnie, et que ©A(M, N) = © ~A(Ê~M, ~N). On munit pour cela les complexes KÊÖ, LÖ et
KÊÖ ¢ LÖ de la Þltration µ-adique, et on consid�re les suites spectrales associ�es �
ces complexes Þltr�s. On v�riÞe que, si lÕon Þxe arbitrairement un entier r0Ê, on
peut trouver h tel que, pour r ² r0Ê, les termes Er

p,Êq ne changent pas par approxi-
mation modulo µÊh. Cela permet de faire passer les propri�t�s de d�g�n�rescence
et de Þnitude des suites spectrales relatives � KÊÖ, LÖ et KÊÖ ¢ LÖ aux suites
spectrales relatives � ~KÊÖ, ~LÖ, et ~KÊÖ ¢ ~LÖ, et fournit les conclusions voulues.

6.1.3. En redescendant de lÕhens�lis� � un voisinage �tale, on est donc ramen�
� la situation suivante : W est lÕanneau des vecteurs de Witt dÕun corps parfait de
caract�ristique p, et A est lÕanneau local en un point r�gulier dÕun sch�ma plat de
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type Þni sur W. On note S = SpecÊW, X = SpecÊA, s le point ferm� de X. Les suites de
composition usuelles ram�nent � prouver la conjecture lorsque M et N sont des
quotients de A par des id�aux premiers. On note Y et Z les sous-sch�ma ferm�s
int�gres de X correspondantsÊ; Y õ Z est concentr� en s, et la formule des
dimensions montre que dimÊY + dimÊZ ² n.

DÕapr�s de Jong, il existe une alt�ration projective Ä : Z' @ Z, tel que Z' soit
r�gulier : si Z est concentr� en caract�ristique p, cÕest le spectre de lÕanneau local
en un point dÕune vari�t� alg�brique sur k, et on applique le th�or�me 1.2.2Ê; si p
est non diviseur de z�ro sur Z, Z est le spectre de lÕanneau local en un point dÕune
W-vari�t�, et le th�or�me 1.4.1 fournit une alt�ration Z' de Z semi-stable sur une
extension Þnie de W : Z' est alors un sch�ma r�gulier. On choisit une immersion
ferm�e de Z' dans un espace projectif P = æ X

ÊN au-dessus de X, et on note ¹ : P @ X
la projection, Y' lÕimage inverse de Y dans P. On remarquera que Y' õ Z' est
concentr� dans la Þbre sp�ciale ¹Ê-1(s).

Soient T un sch�ma de type Þni sur X, e, f des complexes born�s de oTÊ-
modules, � cohomologie coh�rente. Si e est parfait, et si Supp(e) õ Supp(f) est
propre sur X et concentr� au-dessus de s, on peut g�n�raliser la d�Þnition de la
caract�ristique dÕEuler-Poincar� en posant

©T(e, f)  =  å
iÊÔÊç

ÊÊ(-1)i lgAÊHÊi(T, e 
L

¢oT
 f).

Si U Ç Z est un ouvert non vide au-dessus duquel Ä est Þni, plat et surjectif, le
complexe é Ä*(oZ')ÉU est isomorphe � un module libre de type Þni oU

Êm. Gr�ce �
lÕhypoth�se de r�currence, il sufÞt de prouver que ©X(oY, é Ä*(oZ')) ³ 0 (resp. = 0
si dimÊY + dimÊZ < n). La formule de projection entra�ne dÕautre part que
©X(oY, é Ä*(oZ')) = ©P(oY'Ê, oZ').

6.1.4. On veut ensuite se ramener � un calcul sur le Þbr� normal � Z' dans P.
On note i lÕid�al de Z' dans P, qui est un id�al r�gulier. Localement, une

suite r�guli�re de g�n�rateurs de i d�Þnit une r�solution de Koszul de oZ' sur oPÊ.
Suivant la m�thode de Serre, on la munit de la Þltration i-adique, et on consid�re
la suite spectrale associ�e au complexe Þltr� ainsi obtenu [55, IV A.3]. A
isomorphisme canonique pr�s, cette suite spectrale ne d�pend pas de la suite
r�guli�re choisie, et on obtient par recollement une suite spectrale

E1
Êp,Êq  =  torÊgri(oP)

-ÊpÊ-Êq (gri(oY'), oZ')
Êp    ¦    EÊn  =  torÊoP

-Ên(oY'Ê, oZ')

(o� lÕexposant p d�signe la composante de degr� p).
Soit E = Spec(gri(oP)) le Þbr� normal � Z' dans P. La suite spectrale

pr�c�dente implique que ©P(oY'Ê, oZ') = ©E(gri(oY'), oZ'). Comme oY' ¢oP
 oZ' est �

support dans la Þbre sp�ciale ¹Ê-1(s), le faisceau gri(oY') est annul� par une
puissance de µ. Soient Z'sÊ, Es les Þbres sp�ciales de Z' et E. Si on note gi les
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composantes homog�nes du gradu� associ� � gri(oY') pour la Þltration µ-adique,
la formule des dimensions entra�ne que

sup
i

 dim gi  =  dimÊY'  ²  r  =  codimPÊZ'  =  dim(EsÊ/ÊZs).

Il sufÞt donc de montrer que pour tout faisceau coh�rent g sur Es dont le support
est de dimension ² r (resp. < r), on a ©Es

(g, oZ 's
) ³ 0 (resp. ©Es

(g, oZ 's
) = 0).

6.1.5. Un point essentiel est alors que le faisceau normal homoZ
(iÊ/ÊiÊ2, oZ's

) =
nZ 'sÊ/ÊEs

 est engendr� par ses sections globales sur Z 'sÊ.

Soient S1 = SpecÊk, X1 = SpecÊAÊ/ÊµÊ2. Puisque p Ô µÊ2 et que k est parfait, X1 est
de mani�re naturelle un k-sch�ma, isomorphe � Spec(k[T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn]Ê/ÊIÊ2), avec
I = (T1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊTn). Consid�rons la r�duction PÊ1 de P sur X1 comme un S1-sch�ma.
Comme P1 sÕidentiÞe au produit X1 |S1

 æk
ÊN, le faisceau des formes diff�rentielles

ã 1
P1

 se d�compose en

ã1
P1

  =  ã1
P1Ê/ÊS1

  �  ã1
P1Ê/ÊX1

 $ ¹Ê*ã1
X1Ê/ÊS1

.

Le facteur hom(ã 1
P1Ê/ÊX1Ê, oPs

) est le faisceau tangent de lÕespace projectif PsÊ, Þbre
sp�ciale de P, et est donc engendr� par ses sections globales, de sorte quÕil en est
de m�me pour hom(ã 1

P1Ê, oPs
). Comme ã 1

P1
 ¢AÊ/Êµ2 k est localement libre sur oPsÊ

, il
sufÞt alors de sÕassurer que le morphisme hom(ã1

P1Ê, oZ's
) @ homoZ

(iÊ/ÊiÊ2, oZ's
),

dual de iÊ/ÊiÊ2 dÊ#@ ã 1
P1Ê ¢ oZ 'sÊ

, est surjectif.

V�riÞons-le en un point ferm� Å Ô Z 'sÊ. Comme Z' est un sous-sch�ma r�gulier
du sch�ma r�gulier P, lÕhomomorphisme (iÊ/Êi Ê2) ¢ Ü(Å) @ µP,ÊÅÊ/Êµ

Ê2
P,ÊÅ est injectif.

DÕautre part, lÕhomomorphisme d : µP,ÊÅÊ/Êµ
Ê2
P,ÊÅ @ ã 1

P1Ê,ÊÅ
 ¢ Ü(Å) est un

isomorphisme : si u1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊuN sont des coordonn�es locales de P1 relativement � X1Ê,
sÕannulant en Å, et si t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn sont les images des Ti dans µÊ/ÊµÊ2, il est clair que
u1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,ÊuNÊ,Êt1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtn fournissent une base de µP,ÊÅÊ/Êµ

Ê2
P,ÊÅÊ, et que leurs diff�rentielles

forment une base de ã 1
P1Ê,ÊÅ

 ¢ Ü(Å). LÕassertion en r�sulte.

On ach�ve alors en prouvant lÕ�nonc� suivant (comparer avec Fulton,
[22, th. 12.1]) :

Proposition 6.1.6. Ñ  Soient Z un sch�ma propre sur un corps k, e un oZÊ-
module localement libre de rang r, dont le dual e« est engendr� par ses sections
globales, E =ÊSpecÊS(e) le Þbr� vectoriel sur Z d�Þni par e, §0 : Z @ E la section
nulle. Pour tout oEÊ-module coh�rent g dont le support est de dimension ² r
(resp. < r), on a

©Z(L§ 0
*Êg)  ³  0    (resp.  ©Z(L§ 0

*Êg)  =  0).

En �crivant e« comme quotient dÕun oZ-module libre, on se ram�ne au cas
o� E est lÕespace afÞne �r

Z de base Z. Soient T = SpecÊk[t1Ê,Ê.Ê.Ê.Ê,Êtr], ZT = T |SpecÊk Z,



8 15 - 2 9

ET = T |SpecÊk E, et soit gT lÕimage lÕimage inverse de g sur ETÊ. Soient dÕautre part
§iÊ, i = 1,Ê.Ê.Ê.Ê,Êr, les sections de base de E, et § = ÏÊ¼ tiÊ§i : ZT @ ETÊ. La section § ainsi
construite est une d�formation param�tr�e par T de la section §0Ê, dont on notera
§t la Þbre au-dessus de t Ô T.

Le faisceau gT est plat sur TÊ. Comme § est une immersion r�guli�re,
L§*(gT) est de Tor-dimension Þnie relativement � T. Puisque Z est propre, il en
r�sulte que, si lÕon note f : ZT @ T la projection, le complexe éf*(L§*(gT)) est un
complexe parfait sur T, dont la Þbre en un point t Ô T est le complexe
éâ(ZtÊ, L§t

*(gt)). En particulier, il est de rang constant sur T, �gal � ©Z(L§ 0
*Êg).

Pour prouver la proposition, on peut donc remplacer la section §0 par une section
§t quelconque.

Soient W = SuppÊg, g : E @ � r
k la projection. Si dimÊW < r (resp. dimÊW =  r ) , il

existe un ouvert non vide U Ç �r
k tel que W õ gÊ-1(U) =  ̄ (resp. tel que le mor-

phisme W õ gÊ-1(U) @ U soit quasi-Þni). Quitte � faire une extension Þnie de k, on
peut choisir un point rationnel t Ô U. Lorsque dimÊW < r, on obtient une section §t
telle que §t(Z) õ W = ¯. On a donc ©Z(L§ t

*Êg) = 0. Lorsque dimÊW = r, on obtient
une section telle que § t

Ê-1(W) soit Þni. On a alors

©Z(L§ t
*Êg)  =  å

zÊÔÊ§t
Ê-1(W )

ÊÊÊÊ    å
iÊ³Ê0

Ê(-1)i dimÊk Tori
oE,Ê§t(z)(oZ,ÊzÊ, oW,Ê§t(z))  ³  0,

chacune des caract�ristiques dÕEuler-Poincar� aux points z Ô § t
Ê-1(W ) �tant

positive dÕapr�s Serre [55, V B.4.a], parce que oZ,Êz est quotient de oE,Ê§t(z) par une
suite r�guli�re.

6.2. Finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer

Soient k un corps de caract�ristique p > 0, W un anneau de Cohen de k, K son
corps des fractions. Prolongeant certaines des m�thodes de Dwork, Monsky et
Washnitzer ont d�Þni une th�orie cohomologique associant � tout sch�ma X afÞne
et lisse sur k des K-espaces vectoriels de cohomologie HÊ*

MW( XÊ/ÊK ) [42]. Bien que
l�g�rement ant�rieure � lÕintroduction de la cohomologie cristalline par
Grothendieck [26], la th�orie de Monsky et Washnitzer est rest�e beaucoup moins
bien comprise. Beaucoup de propri�t�s de base de cette cohomologie (Þnitude,
formule de K�nneth, dualit� de Poincar�, etc) nÕ�taient pas d�montr�es dans le
cas g�n�ral. En utilisant le th�or�me 1.2.2 de de Jong, et lÕexistence dÕune th�orie
cohomologique d�Þnie plus g�n�ralement pour tout k-sch�ma de type Þni, la
cohomologie rigide, qui co�ncide avec la cohomologie de Monsky-Washnitzer dans
le cas afÞne et lisse, et avec la cohomologie cristalline dans le cas propre et lisse,
il est maintenant possible de d�duire ces propri�t�s de celles de la cohomologie
cristalline [6].
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Mentionnons quÕen ce qui concerne la Þnitude, il existe � c�t� de cette
approche g�om�trique une approche plus analytique, sÕappuyant sur le th�or�me
de lÕindice pour lÕaction des op�rateurs diff�rentiels sur certaines alg�bres de
fonctions analytiques p-adiques. Sugg�r�e par Monsky par analogie avec sa
d�monstration de la Þnitude de la cohomologie de de Rham en caract�ristique 0
[44] (elle-m�me inspir�e par les travaux de Dwork sur la fonction z�ta des
hypersurfaces [14]), elle a �t� d�velopp�e par Mebkhout au moyen de la th�orie des
d-modules [41]. Lorsque le corps k est Þni, le th�or�me de lÕindice a �t� d�montr�
r�cemment par Christol et Mebkhout [10], ce qui fournit donc dans ce cas une
autre d�monstration de la Þnitude.

6.2.1. Indiquons bri�vement la m�thode de construction de la cohomologie rigide
(voir [4], [5], [6]). Soit X un sch�ma s�par� de type Þni sur k. On choisit une
compactiÞcation Ê�X de X sur k, et on suppose ici pour simpliÞer quÕil existe une
immersion ferm�e Ê�X Ì@ P de Ê�X dans un sch�ma formel P sur W, lisse au
voisinage de X. Suivant Raynaud, on associe � P un espace analytique rigide PK
sur K, sa Þbre g�n�rique, muni dÕun morphisme de sp�cialisation sp : PK @ P,
qui est un morphisme dÕespaces annel�s (intuitivement, on associe � un point
x Ô PK de coordonn�es enti�res sur K le point ferm� sp(x) Ô ¾P¾ ayant pour
coordonn�es les r�ductions modulo p des coordonn�es de x). Pour toute partie
localement ferm�e Y de la Þbre sp�ciale Pk de P, on d�Þnit le tube de Y dans P
comme lÕouvert (pour la topologie dÕespace analytique) ]Y [P = spÊ-1(Y ) Ç PKÊ. Le
tube dÕun sous-sch�ma ferm� de P joue ici le m�me r�le que les voisinages inÞni-
t�simaux dans la construction de la cohomologie de de Rham alg�brique donn�e
par Hartshorne en caract�ristique 0 [27].

Soit T = Ê�X � X. La r�union disjointe ] Ê� X [P = ] X [P ó ]T [P nÕest pas un
recouvrement admissible en g�n�ral. On appelle voisinage strict de ] X [P dans
] Ê� X [P tout ouvert V Ç ] Ê� X [P tel que (V, ]T [P) forme un recouvrement admissible de
] Ê� X [PÊ. L'exemple de base est le suivant : X est la droite afÞne �k

1Ê, Ê�X est la droite
projective æ k

1Ê, T se r�duit au point � lÕinÞni sur æk
1Ê, P est lÕespace projectif formel

sur W, PK est la droite projective analytique rigide sur K, ] Ê� X [P = PKÊ, ] X [P est le
disque unit� ferm� D(0, 1+) Ç PKÊ, ]T [P est le disque unit� ouvert centr� � lÕinÞni
dans PKÊ, et un ouvert V Ç PK est un voisinage strict de ] X [P si et seulement sÕil
existe Â > 1 tel que le disque D(0, Â+) soit contenu dans V.

On d�Þnit alors la cohomologie rigide de X en posant

HÊ*
rigÊ( XÊ/ÊK )  =  HÊ*(] Ê� X [PÊ, #@

lim
V

 jVÊ* jV
Ê-1ÊãÖ

] Ê� X [),

o� jV d�signe lÕinclusion de V dans ] Ê� X [PÊ. Il y a lieu de sÕassurer que les groupes
de cohomologie ainsi d�Þnis ne d�pendent ni de la compactiÞcation Ê�X, ni du
sch�ma formel P, et sont fonctoriels en X. La d�monstration, pour laquelle nous
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renvoyons � [6], sÕeffectue par la m�thode du plongement diagonal, gr�ce � des
th�or�mes de Þbration pour les tubes (cf. [5, 1.3]).

On dispose alors des th�or�mes de comparaison suivants :

(i) Si X est propre et lisse sur k, il existe un isomorphisme canonique [6, 1.9]

HÊ*
rigÊ( XÊ/ÊK )  Ê##@�   HÊ*

crisÊ( XÊ/ÊW ) ¢W K.

(ii) Si X est afÞne et lisse sur k, il existe un isomorphisme canonique [6, 1.10]

HÊ*
rigÊ( XÊ/ÊK )  Ê##@�   HÊ*

MW( XÊ/ÊK ).

Soit Z Ç X un sous-sch�ma ferm�. Une variante de la construction
pr�c�dente permet de d�Þnir des espaces de cohomologie rigide � support dans Z,
not�s HÊ*

Z,ÊrigÊ( XÊ/ÊK ). Ceux-ci donnent naissance aux suites exactes de cohomologie
habituelles, et il est facile de v�riÞer quÕils poss�dent les propri�t�s dÕexcision
usuelles. La construction dÕun isomorphisme de Gysin

HÊ*
Z,ÊrigÊ(YÊ/ÊK�)  Ê##@�   HÊ*Ê+Ê2r

Z,ÊrigÊ(�XÊ/ÊK�),

lorsque Y Ì@ X est une immersion ferm�e de codimension r entre deux sch�mas
lisses sur k, est nettement plus d�licate, et nÕest dÕailleurs faite pour lÕinstant que
dans le cas relevable (cf. [6, th. 3.8], g�n�ralisant le r�sultat obtenu par Monsky
lorsque X est afÞne, et Z = Y une hypersurface principale [43]). Cela sufÞt
toutefois pour d�montrer le th�or�me qui suit [6, th. 3.1], ce qui entra�ne donc la
Þnitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer.

Th�or�me 6.2.2. Ñ  Soient X un k-sch�ma lisse et s�par�, Z Ç X un sous-
sch�ma ferm�. Alors les espaces de cohomologie HÊ*

Z,ÊrigÊ( XÊ/ÊK ) sont de dimension
Þnie sur K.

La d�monstration est du m�me type que celle de Hartshorne en caract�ris-
tique 0 [27,ÊII, th. 6.1], le th�or�me de de Jong rempla�ant ici la r�solution des
singularit�s. On prouve par r�currence sur n les deux assertions suivantes :

(a)n Pour tout k et tout sch�ma X lisse et s�par� sur k de dimension ² n,
HÊ*

rigÊ( XÊ/ÊK ) est de dimension ÞnieÊ;

(b)n Pour tout k, tout sch�ma X lisse et s�par� sur k, et tout sous-sch�ma ferm�
Z Ç X de dimension ² n, HÊ*

Z,ÊrigÊ( XÊ/ÊK ) est de dimension Þnie.

LÕassertion (a)0 est imm�diate, et lÕassertion (b)0 r�sulte de lÕisomorphisme
de Gysin. Pour prouver (a)nÊ, on fait une extension Þnie de k pour se ramener au
cas o� X est g�om�triquement connexe, et trouver, gr�ce au th�or�me 1.2.2, une
alt�ration g�n�riquement �tale Ä : X' @ X, et une immersion ouverte X' Ì@ Ê�X', o�
Ê�X' est projectif et lisse sur k. Par comparaison avec la cohomologie cristalline, les
espaces HÊ*

rigÊ( Ê�X'Ê/ÊK ) sont de dimension Þnie sur k, et, gr�ce � (b)nÊ-Ê1 et � la suite
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exacte de cohomologie � support dans un ferm�, il en est de m�me des espaces
HÊ*

rigÊ(U'Ê/ÊK ) pour tout ouvert U' Ç Ê�X'. Pour la m�me raison, il sufÞt de prouver la
Þnitude de HÊ*

rigÊ(UÊ/ÊK ) pour un ouvert non vide quelconque de X. On se ram�ne
ainsi au cas o� X est afÞne, de sorte que HÊ*

rigÊ( XÊ/ÊK ) � HÊ*
MWÊ( XÊ/ÊK ), et o� X poss�de

un rev�tement �tale X' tel que HÊ*
MWÊ( X'Ê/ÊK ) � HÊ*

rigÊ( X'Ê/ÊK ) soit de dimension Þnie.
Utilisant le morphisme trace construit par Monsky et Washnitzer [42, th. 3.8], on
voit alors que lÕhomomorphisme HÊ*

MWÊ( XÊ/ÊK ) @ HÊ*
MWÊ( X'Ê/ÊK ) est injectif, dÕo�

lÕassertion (a)nÊ.

Pour prouver (b)nÊ, une extension Þnie de k permet de supposer que les
composantes irr�ductibles de Z sont g�om�triquement int�gres. Par excision, et
gr�ce � (b)nÊ-Ê1Ê, on se ram�ne au cas o� X est afÞne, et Z lisse et connexe sur kÊ; on
peut m�me remplacer X par un ouvert U quelconque tel que U õ Z ­ ¯. On peut
alors utiliser le th�or�me de rel�vement dÕElkik [15, th. 6] pour relever X en un
sch�ma afÞne et lisse ~X sur W. Proc�dant � nouveau par excision, on peut
supposer que Z est d�Þni dans X par une suite de coordonn�es locales, et que le
sous-sch�ma ~Z de ~X obtenu en choisissant des rel�vements de celles-ci est lisse
sur W. On est alors dans une situation o� lÕon dispose dÕun isomorphisme de
Gysin, et lÕassertion (b)n r�sulte alors de (a)nÊ.

Remarques 6.2.3. ÑÊÊ(i) De Jong a donn� une variante de lÕargument
pr�c�dent, rempla�ant lÕutilisation de lÕisomorphisme de Gysin par un d�vissage
g�om�trique du m�me type que ceux du paragraphe 4 : voir lÕappendice de [6].

(ii) Un argument du m�me type permet par exemple de montrer lÕisomor-
phisme de K�nneth en cohomologie de Monsky-Washnitzer : si X, Y sont deux
sch�mas lisses et s�par�s sur k, et si Z Ç X, T Ç Y sont deux sous-sch�ma ferm�s,
on a plus g�n�ralement un isomorphisme

HÊ*
Z,ÊrigÊ( XÊ/ÊK ) ¢K HÊ*

T,ÊrigÊ(YÊ/ÊK )  Ê##@�   HÊ*
ZÊ|ÊT,ÊrigÊ( XÊ|ÊYÊ/ÊK ).

6.3. Monodromie en cohomologie �tale

Nous nous limiterons ici � donner deux exemples montrant comment le
th�or�me 1.4.1 peut servir de substitut au th�or�me de r�duction semi-stable pour
donner des informations sur lÕaction du groupe dÕinertie sur la cohomologie
ù-adique dÕun sch�ma de type Þni sur un corps local.

Soient A un anneau de valuation discr�te hens�lien, K son corps des
fractions, Ê�K une cl�ture alg�brique de K, I Ç G = Gal(Ê�KÊ/ÊK )  le groupe dÕinertie,
ùÊun nombre premier distinct de la caract�ristique de K. Si X est un K-sch�ma de
type Þni, et X�K = Ê�K ¢K X, les espaces de cohomologie �tale HÊi

�t( X�KÊ, Ýù), et de
cohomologie �tale � supports propres HÊi

�t,Êc( X�KÊ, Ýù), sont munis dÕune action
naturelle de G, et fournissent en particulier des repr�sentations ù-adiques de I. On
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sait que, si p est la caract�ristique du corps r�siduel k de A, les propri�t�s de cette
repr�sentation sont tr�s diff�rentes selon que ù ­ p ou ù = p.

6.3.1. Supposons dÕabord que ù ­ p, et soit i Þx�. DÕapr�s le th�or�me de mono-
dromie de Grothendieck [SGA 7, th. 1.2], la repr�sentation ù-adique de I fournie
par HÊi

�t( X�KÊ, Ýù) est quasi-unipotente : il existe un sous-groupe ouvert I1 Ç I tel
que, pour tout g Ô I1Ê, (gÊ-ÊId) soit nilpotent. Une question naturelle, qui sÕinscrit
dans le cadre g�n�ral des probl�mes dÕind�pendance par rapport � ù en cohomolo-
gie ù-adique, est de savoir si I1 peut �tre choisi de mani�re ind�pendante de ù.
Comme lÕa observ� Deligne, les th�or�mes de de Jong permettent dÕapporter une
r�ponse positive � cette question.

Proposition 6.3.2. Ñ  Avec les hypoth�ses pr�c�dentes, soit H lÕun des espaces
de cohomologie HÊi

�t( X�KÊ, Ýù) ou HÊi
�t,Êc( X�KÊ, Ýù). Il existe un sous-groupe ouvert

I1 Ç I, ind�pendant de ù, tel que lÕaction de I1 sur H soit unipotente.

Soit `k le corps r�siduel de lÕanneau des entiers de Ê�K. Consid�rons dÕabord le
cas o� X est la Þbre g�n�rique dÕun sch�ma Y strictement semi-stable sur A.
LÕaction de I peut alors �tre d�termin�e � partir de lÕ�tude des faisceaux de cycles
�vanescents RÊqÊê(Ýù) sur Yk̀ = k̀ ¢A Y. Leur calcul, fait par Grothendieck [SGA 7,
I 3.3] et Rapoport-Zink [51, th. 2.21], entra�ne que I agit trivialement sur les
RÊqÊê(Ýù) (voir aussi Illusie [30, th. 3.2]Ê; ce calcul a dÕautre part �t� g�n�ralis�
par C. Nakayama dans le cadre de la g�om�trie logarithmique [47]). Lorsque X est
propre, la suite spectrale des cycles �vanescents

E2
Êp,Êq  =  HÊp

�t( Yk̀Ê, R
ÊqÊê(Ýù))    ¦    HÊn

�t( X�KÊ, Ýù),

qui est G-�quivariante, montre alors que, pour tout g Ô I, (g - Id)iÊ+Ê1 agit triviale-
ment sur HÊi

�t( X �KÊ, Ýù).
Supposons que X soit un K-sch�ma propre et lisse quelconque. Quitte � faire

une extension Þnie de K, ce qui remplace I par un sous-groupe ouvert, on peut
supposer que X est g�om�triquement connexe. Le th�or�me 1.4.1 permet de
trouver une extension Þnie K' de K telle quÕil existe un sch�ma strictement semi-
stable Y' sur lÕanneau des entiers de K', de Þbre g�n�rique X', et une K-alt�ration
Ä : X' @ X. Le morphisme Ä' : X' @ XK' qui sÕen d�duit est encore une alt�ration,
donc est g�n�riquement Þni et plat, de degr� d. Comme cÕest un morphisme
propre entre sch�mas lisses de m�me dimension, on dispose sur XK' du mor-
phisme trace TrÄ' : éÄ'*ÊÝù @ ÝùÊ, dont le compos� avec le morphisme canonique
ÝùÊÊ@ éÄ'*ÊÝù est la multiplication par d. Si I' est le groupe dÕinertie de K', il en
r�sulte que HÊi

�t( X �KÊ, Ýù) sÕidentiÞe � un facteur direct de HÊi
�t( X'�KÊ, Ýù) en tant que

I'-module, de sorte que lÕaction de I' sur HÊi
�t( X�KÊ, Ýù) est unipotente dÕapr�s ce qui

pr�c�de.
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Soit maintenant X un K-sch�ma s�par� de type Þni. Par r�currence sur
dimÊX, on en d�duit alors que lÕ�nonc� est vrai pour les HÊi

�t,Êc( X�KÊ, Ýù). On peut en
effet supposer X g�om�triquement int�gre, et on applique le th�or�me 1.2.2 pour
trouver une alt�ration Ä : X' @ X, o� X' est ouvert dans une K-vari�t� propre et
lisse Ê�X'. LÕ�nonc� �tant prouv� pour HÊi

�t( Ê�X ' �KÊ,ÊÊÝù), la suite exacte longue de
cohomologie � supports propres et lÕhypoth�se de r�currence impliquent quÕil est
vrai pour les HÊi

�t,Êc(U'�KÊ, Ýù) pour tout ouvert U' Ç Ê�X'. Si U Ç X est un ouvert lisse, on
dispose comme plus haut du morphisme TrÄ' : éÄ'*ÊÝù @ ÝùÊ, et on peut conclure
comme avant pour les HÊi

�t,Êc(U �KÊ, Ýù). LÕhypoth�se de r�currence fournit alors le
r�sultat pour les HÊi

�t,Êc( X �KÊ, Ýù).

Si X est lisse et s�par� sur K, la dualit� de Poincar� entra�ne alors lÕ�nonc�
pour les HÊi

�t( X�KÊ, Ýù). Pour le prouver dans le cas g�n�ral, on se ram�ne au cas
afÞne par la suite spectrale dÕun recouvrement, puis on se r�duit au cas o� X est
int�gre. On utilise alors le th�or�me 1.2.2 pour construire � la mani�re de Deligne
[11, 6.2.5]  un hyperrecouvrement propre de X :

é
ë .Ê.Ê. ##@...##@ X 'n

##@...##@ .Ê.Ê. ##@##@##@ X'1 ##@##@ X'0 ùû ##@
Ä

X,

o� les X'i sont lisses, et les ß�ches X'nÊ+Ê1 @ÊÊcosq(nÊX'Ö)nÊ+Ê1 sont des sommes dÕalt�-
rations projectives de chaque composante irr�ductible deÊcosq(nÊX 'Ö)nÊ+Ê1 (en notant

nÊX'Ö le squelette dÕindice n de X 'Ö). Par descente cohomologique, le morphisme
naturel Ýù,ÊX @ éÊÄ*ÊÝù,ÊX 'Ö

 est un isomorphisme, de sorte que, gr�ce � la suite
spectrale qui en r�sulte, lÕ�nonc� pour les HÊi

�t( X'n,Ê�KÊ, Ýù) entra�ne lÕ�nonc� pour
les HÊi

�t( X �KÊ, Ýù).

6.3.3. Consid�rons maintenant le cas o� ù = p. On suppose ici que K est un corps
de caract�ristique 0, complet pour une valuation discr�te, dont le corps r�siduel k
est parfait de caract�ristique p > 0. Si X est un K-sch�ma de type Þni, les espaces
HÊi

�t( X�KÊ, Ýp) fournissent encore des Ýp-repr�sentations de Gal(Ê�KÊ/ÊK). Pour les
classiÞer, Fontaine a construit certains anneaux, munis dÕune action du groupe
G = Gal(Ê�KÊ/ÊK) (et de structures suppl�mentaires), au moyen desquels il a d�Þni
diverses sous-cat�gories de la cat�gorie des repr�sentations p-adiques de G : on en
trouvera une d�Þnition pr�cise dans ses expos�s au S�minaire de Bures ([19], [20])
Ñ voir aussi lÕexpos� dÕIllusie au S�minaire Bourbaki [29].

A partir des anneaux Bst et BdRÊ, Fontaine a introduit les notions de
repr�sentation semi-stable et de de Rham. De plus, une repr�sentation V est dite
potentiellement semi-stable sÕil existe une extension Þnie K' de K telle que V soit
semi-stable en tant que repr�sentation de Gal(Ê�KÊ/ÊK').

Soit X un sch�ma propre et lisse sur K. Les conjectures de Fontaine CcrisÊ,
CstÊ, CpstÊ, CdRÊ, relient les repr�sentations galoisiennes p-adiques HÊi

�t( X�KÊ, Ýp) aux
espaces de cohomologie de de Rham HÊi

dR( XÊ/ÊK ), en passant dans le cas de bonne
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r�duction (resp. de r�duction semi-stable) par la cohomologie cristalline (resp.
log-cristalline) de la Þbre sp�ciale dÕun mod�le entier lisse (resp. semi-stable) Y de
X sur A (cf. [29]). Nous en retiendrons seulement ici les cons�quences suivantes :

(Cst) Si X est la Þbre g�n�rique dÕun sch�ma Y propre et semi-stable sur
lÕanneau A des entiers de K (au sens de 1.3), la cohomologie �tale p-adique
HÊ*

�t( X �KÊ, Ýp) est une repr�sentation semi-stable de Gal(Ê�KÊ/ÊK).
(Cpst) Si X est une vari�t� propre et lisse sur K, HÊ*

�t( X�KÊ, Ýp) est une repr�sen-
tation potentiellement semi-stable.

(CdR) Si X est une vari�t� propre et lisse sur K, HÊ*
�t( X�KÊ, Ýp) est une repr�sen-

tation de de Rham.
La conjecture Cpst constitue dans le pr�sent contexte lÕanalogue du th�or�me

de monodromie de Grothendieck [20, 6.2.1]. Elle implique la conjecture CdR

[20, 5.6.7].
Lorsque dimÊXK < ( pÊ-Ê1)Ê/Ê2, la conjecture Cst a �t� prouv�e par Kato [34] par

une m�thode reprenant les techniques de cohomologie syntomique introduites par
Fontaine et Messing [21], et d�j� utilis�es par Kato et Messing pour prouver Ccris

sous les m�mes hypoth�ses [35]. Dans le cas des courbes, Faltings [17] a
�galement donn� une d�monstration de CstÊ, par une extension des m�thodes de
[16]. EnÞn, les m�thodes de Faltings et de Kato ont �t� prolong�es par Tsuji, qui a
donn� une d�monstration de Cst en toute g�n�ralit� ([56], [57]).

DÕautre part, dÕapr�s Faltings [16], la conjecture CdR sÕobtient de mani�re
analogue � la conjecture Ccris � partir de ses r�sultats sur la th�orie de Hodge
p-adique (voir aussi les pr�cisions apport�es dans [18]).

Gr�ce au th�or�me 1.4.1, les r�sultats de Tsuji entra�nent maintenant la
conjecture CpstÊ. Pour le voir, on proc�de comme en 6.3.2. On se ram�ne dÕabord
au cas o� X est g�om�triquement connexe, puis on choisit une extension Þnie K'
de K telle quÕil existe un sch�ma strictement semi-stable Y sur lÕanneau des
entiers de K', de Þbre g�n�rique X', et une alt�ration Ä : X' @ X. Utilisant encore le
morphisme trace relatif � X' @ XK'Ê, on voit que HÊ*

�t( X�KÊ, Ýp) sÕidentiÞe � un
facteur direct de HÊ*

�t( X'�KÊ, Ýp) en tant que repr�sentation de Gal(Ê�KÊ/ÊK'). Comme
toute sous-repr�sentation dÕune repr�sentation semi-stable est semi-stable, le
th�or�me de Tsuji appliqu� � HÊ*

�t( X'�KÊ, Ýp) entra�ne que HÊ*
�t( X�KÊ, Ýp) est semi-

stable en tant que repr�sentation de Gal(Ê�KÊ/ÊK'), d'o� CpstÊ. Comme corollaire, on
voit donc que le th�or�me de Tsuji entra�ne CdR pour les sch�mas propres et lisses
sur K, redonnant ainsi une d�monstration du r�sultat de Faltings.

Par contre, une extension de repr�sentations de de Rham (resp. semi-
stables) nÕest pas n�cessairement de de Rham (resp. semi-stable), de sorte que,
bien que lÕon sÕattende � ce que les conjectures Cpst et CdR soient en fait valables
pour tout K-sch�ma de type Þni, on ne peut pas reprendre les m�thodes de 6.3.2
pour passer du cas o� X est propre et lisse au cas g�n�ral. Il para�t n�anmoins
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plausible quÕelles puissent r�sulter, � lÕaide des th�or�mes de de Jong, dÕune
g�n�ralisation convenable des r�sultats de Kato et Tsuji.

Remerciements. Je remercie B.ÊEdixhoven, O.ÊGabber, L.ÊIllusie, A.ÊJ.ÊdeÊJong et
L.ÊMoret-Bailly pour leurs remarques sur divers �tats pr�liminaires de ce texte.
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