Stew

211

La méthode des graphes.
Exemples et applications.

J.-F. Mestre

1. Introduction

Soit Sk(N,€) I’espace des formes paraboliques de poids k, de niveau N
et de caractére €, ol k et N sont des entiers > 1, et € un caractére de
Dirichlet mod V. Il existe plusieurs maniéres d’en construire une base. On
peut par exemple utiliser la formule des traces de Selberg: notons Tr(n) la
trace de T, le ni*™® opérateur de Hecke. La fonction

/= iTr(n)q"

appartient alors a Si(N,e). L’ensemble des f; = T;f engendre cet espace,
et cela permet théoriquement d’en obtenir une base. Par exemple, si N est
premier, si € =1, et si k = 2, ’ensemble des f;, 1 <1 < g, ol g est le genre
de Xo(N), est une base de S;(N,1).

Mais méme dans ce cas, qui est le plus favorable, les calculs deviennent
rapidement insurmontables: sur un ordinateur de taille moyenne, on ne
peut guere espérer traiter des niveaux N plus gros que 5000 (toujours avec
N premier, poids 2 et caractére trivial): en effet, le calcul de Tr(n) nécessite
la connaissance de nombreux nombres de classes de corps quadratiques
imaginaires - dont le discriminant est de 'ordre de grandeur de n - et, pour
avoir la base fi, fa, ..., f;, il faut calculer Tr(n) pour n < g°.

Nous décrivons dans le paragraphe suivant une méthode, la “méthode
des graphes”, reposant sur des résultats de Deuring et Eichler, et développée
par J. Oesterlé et moi-méme, qui permet d’obtenir plus rapidement (au
moins dans le cas /N premier) une base de S;(N,1).
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Dans le second paragraphe, nous indiquons comment cette méthoc: a
permis de montrer que certaines courbes elliptiques définies sur Q sont des
courbes de Weil (ce qui, en l'occurrence, par 'obtention d'une courbe de
Weil adéquate, donne tous les corps quadratiques imaginaires de norabres
de classes 3, a 'aide d’un résultat de Goldfeld et des travaux récents de
Gross et Zagier).

Le troisiéme paragraphe est consacré a la vérification d’une conjecture
de Serre dans certains cas particuliers, vérification qui a été possible grace
a la méthode exposée dans le premier paragraphe. On sait que cette con-
jecture, si elle est vraie, a de nombreuses conséquences (la conjecture de
Shimura-Taniyama-Weil, ainsi que le théoréme de Fermat, en découleraient
en particulier).

2. La méthode des graphes

2:1: Déﬁnitions et notations

Dans ce qui suit, p désigne un nombre premier, N; un entier positif
premier a p. On pose N = pN;.
Soit
My = ®5Z[S]

ol S décrit I’ensemble des points supersinguliers de Xo(NV;) en caractéristi-
que p, c’est-a-dire ’ensemble des couples (E, C) formés d’une courbe ellip-
tique définie sur F, munie d’un groupe cyclique C d’ordre N;. Deux tels
couples sont identifiés s’ils sont, dans un sens évident, Fp-isomorphes.
Posons :
aut(s))
e
ol Aut(S) désigne le groupe des F,-automorphismes de S. On a toujours
as < 12, et méme, si p ne divise pas 6, ag < 3.
On peut alors définir un produit scalaire sur My par < 5,5 >= ag et
< 8,5'>=05i 5 # 5. Soit Eis =T a3'[5], et soit

M} = {3 zs[S]/ 2" zs =0}

as

’orthogonal de E'is.
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Pour tout entier n > 1 premier & p, on définit un o?érateur T gur M
ar:
¥ T.(E,C) = CZ(E/G,,,'(G + Cn)/Ch),
oll C,, parcourt les sous-groupes “d‘ordre n de E tels qué C,NnC = {0}.

Pour tout entier ¢ divisant N; et premier & ¢ = N;/q, on définit de
méme des involutions W, par:

W (E,C) = (E/q'C, (B, + C)/'q'C),

ou E, est le groupe des points d’ordre ¢ de E.

Enfin, on définit une involution W, par W, = —Frob,, ou Frob, est
'endomorphisme de My qui transforme (E,C) en (E?,CP). (Le fait qu’il
s’agit d’une involution refiéte le fait que les points supersinguliers sont
définis sur Fp2.)

Ces divers opérateurs possédent les propriétés suivantes: ’ensemble
des W, et des T,, n premier 2 N, engendre un semi-groupe commutatif
d’opérateurs hermitiens par rapport au produit scalaire < .,. >. Les T,
commutent entre eux pour tout n premier & p. Si ¢ = ¢1¢2, ¢ €t g, premiers
entre eux, et si n = nn,, n; et ny premiers entre eux et premiers a p, on a
W, ='W, W,, et T =S

Par ailleurs, pour tout d divisant Nj, on a un morphisme ¢4 de My
vers My/q qui transforme (E,C) en (E,dC). Ce morphisme commute aux
Ta, n premier & N, et aux W,, pour ¢ divisant N/d. Pour d divisant N; et
premier & Ni/d, on a la formule

Tada = ¢a(Ta + Wa).

2.2. Un isomorphisme avec .5;(N)

On considére ici I'espace S3(/N) des formes paraboliques de poids 2 sur
le groupe I'o(IN), muni de sa structure naturelle de T-module, ol T est
I’algébre de Hecke [1].

THEOREME 1 . Il extste un tsomorphisme, compatible avec ’action des
opérateurs de Hecke, entre ’espace vectoriel M3 ® C et le sous-espace de
S2(N) engendré par les newforms de niveau N et les oldforms provenant
des formes paraboliques de poids 2 et de niveau pd, d divisant Ny.
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Remarque - Supposons N (ou Nj, cela revient au méme) sans facteur
carré. On peut alors déterminer facilement le sous-espace de My, corres-
pondant aux newforms de S3(N): il s’agit du sous-espace formé des z tels
que, pour tout d divisant N;, on ait

¢a(z) = ¢a(Wa(z)) = 0.

En particulier, si N = pq, ¢ premier, c’est le sous-espace de M}, intersection
du noyau de ¢, et de ¢,W,.

2.3. Rapport avec les algébres de quaternions

Les matrices des opérateurs 7,, agissant sur My ne sont rien d’autre
que les matrices de Brandt classiques [15], construites d’ordinaire & partir
d’algébres de quaternions.

En effet, soit B, ., 1’algébre de quaternions sur Q ramifiée en p et I'infini,
soit O un ordre d’Eichler de niveau N; (défini par Eichler [6] dans le cas
ol N; est sans facteur carré, et défini dans le cas géneral par Pizer [14]) ,
et soient [y, ..., I, des représentants des classes d’idéaux & gauche de O.

Soient O; les ordres a droite (i.e. normalisateurs & droite) des idéaux I,
et ¢; le nombre des unités de O;. La matrice de Brandt B(n) a alors comme
terme général

bE:) =¢;' Card{a | a € I;*IL,Nor(a)Nor(I;)/Nor(L) = n},
ol Nor est la norme sur B, o (la norme d’un idéal étant le pgcd des normes
de ses éléments non nuls).

Dans le langage des courbes supersinguliéres en caractéristique p, on
peut donner de ces matrices, oll plus exactement de leurs transposées
Iinterprétation suivante:

Soit S un point supersingulier comme en .1, c’est-a-dire une courbe
elliptique supersinguliére F définie sur F,, munie d’un groupe C cyclique
d’ordre N;. L’anneau des endomorphismes O; de S est un ordre d’Eichler
de niveau N;. A tout autre point supersingulier ' = (E’,C"), associons
’ensemble Ig s des homomorphismes de S vers S', i.e. l’ensemble des
homomorphismes o de E sur E' qui envoient C sur C'. C’est de maniére
évidente un idéal & droite sur 0y, et I’idéal inverse n’est autre que Isis. On
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peut alors montrer que tout idéal & droite de O; est obtenu de cette maniére,
et que tout ordre d’Eichler de niveau N; est anneau d’endomorphismes
d’un point supersingulier S. Il est alors clair que le terme général b,-:-) de la
n*™ matrice de Brandt est le nombre d’isogénies de S; vers S; (les points
supersinguliers étant convenablement indexés), deux telles isogénies étant
identifiées si elles different par un automorphisme de S;. On retrouve donc
la matrice de 'opérateur T, agissant sur le module My.

D’autre part, si & tout couple de points supersinguliers (5, S') on associe

la fonction
93,5'(4) = Z Qde‘{“}

ol « parcourt les morphismes de S vers S’, on retrouve les fonctions 6 clas-
siquement associées aux idéaux d’ordres de quaternions, ou, si ’on préfere,
aux formes quadratiques entiéres définies positives a 4 variables.

Il est alors facile de montrer que, si 1 zs[S] est un élément de My ® C
vecteur propre de_tous les opérateurs de Hecke, et si f(g) est la forme
modulaire correspondante, on a, pour tout S':

z5:f(g) =D zs0s,s
5

ce qui permet en théorie de trouver a partir des zg les coefficients a, de f.
En pratique, malheureusement, le calcul d’un a, demande la connaissance
de toutes les isogénies de degré n arrivant vers S’', et il ne semble pas y
avoir d’algorithme simple pour cela.

Néanmoins, dans certains cas, il existe une autre méthode pour calculer
les coefficients de f qui se préte plus facilement au calcul:

supposons donc ici N premier (donc égal & p) ou N de la forme pg, ou
g est premier et Xy(g) de genre 0 (donc ¢ =2, 3, 5, 7 ou 13).

Dans ’appendice, nous donnons dans chacun de ces cas une équation
de Xo(g) de la forme zy = p*, ainsi que 1’action des opérateurs de Hecke T}
et Ts sur Xo(g), qui est donnée par une équation étonnament simple com-
parée a celle des polyndmes modulaires ®,(7,;') et ®3(7,') (qui donnent
’action de T3 et Ty sur Xo(1), paramétré par 'invariant modulaire j; cf. le
paragraphe 2.4).

Posons u = zsi N = pget u = 5 si N = p. Le développement de
Fourier de u au voisinage de I'infini est alors 1/¢+.... Soit f(q) = T a.q"
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une newform normalisée de niveau N et poids 2 correspondant a un vecteur
> z5(S] de M}, ® K, ou K est I’extension de Q engendrée par les a,. 1l
existe alors un idéal premier p de K au-dessus de p tel qu’on a:

(Czeu(S)f (@)L = o5 —rs modp. 1)

u — u(S)
(Il s’agit d’une congruence entre séries de Laurent en g¢.)

Supposons par exemple que f corresponde a une courbe de Weil de
conducteur N, donc que les a, soient dans Z. Les zg sont alors dans Z, et
on peut montrer que ) zsu(S) # 0. On connait donc les a, mod p pour
tout n. Mais ’inégalité de Hasse | q; |< 2+/1 pour ! premier montre qu’en
fait on les connait exactement pour n < p?/16.

2.4. Construction explicite du réseau My

Dans ce paragraphe, nous supposons pour simplifier que N est impair.

Supposons connu un modele explicite de la courbe Xy(Ny), ainsi que
’action de ’opérateur de Hecke T3 sur ce modeéle (cf. Appendice).

Il nous faut d’abord trouver un point supersingulier. Notons qu’ils sont
tous définis sur F 2. Par exemple, suppovons pour simplifier N = p. On
cherche d’abord si p est inerte dans I’un des 9 corps quadratiques imagi-
naires de nombre de classes 1. Si oui, on peut prendre pour valeur de j
initiale 'invariant modulaire de la courbe & multiplications complexes par
I’anneau des entiers du corps correspondant. Si non, on peut connaitre
une liste des polyndmes minimaux des invariants modulaires de courbes
elliptiques & multiplications complexes par des corps quadratiques imagi-
naires de petit nombre de classes, et appliquer la méme méthode. Il faut
ici résoudre dans I, une équation polynomiale, ce qui se fait en logp
opérations - tout au moins probabilistiquement. Supposons enfin que toutes
ces tentatives aient échouées; il reste la possibilité d’énumérer toutes les
valeurs de F, jusqu’a en trouver une supersinguliére. On sait qu’il en ex-
iste toujours dans F,, mais malheureusement en assez petit nombre - de
'ordre de grandeur du nombre de classes de Q(+/—p), soit environ ,/p.

Supposons donc connu un point supersingulier S;. La connaissance de
P’action de T; sur le modeéle donné de X;(N;) nous permet d’obtenir les trois
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points supersinguliers S;, Ss et S; (non forcément distincts) liés & S; par
une 2-isogénie. Il s’agit de résoudre un polynéme de degré 3 sur F2, ce qui
requiert ’extraction de racines cubiques et de racines carrées, opérations
ne nécessitant que O(log p) opérations. Parfois, on peut d’ailleurs éviter
cette résolution: supposons ici encore N = p, et que l'on ait, par exemple,
p = 2 mod3. Alors p est inerte dans Q(1/—3), donc j = 0 est une valeur su-
persinguliére, et on sait que les trois isogénies de degré 2 envoient la courbe
d’invariant nul sur la courbe & multiplications complexes par Z[+/—3], dont
Pinvariant est 7 = 54000.

De toutes maniéres, on a au plus une seule fois & résoudre une équation
du troisieme degré: en effet, une fois connu S3, on cherche & partir de S;,
i > 2, les trois points supersinguliers qui lui sont reliés, mais on en connait
déja un, et donc il ne reste a résoudre qu’une équation du second degré,
donc & extraire une racine carrée sur F,a, ce qui est rapide (les méthodes
probabilistes demandant O (log p) opérations, par un algorithme trés simple
a mettre en oeuvre).

Pour montrer que I’on obtient ainsi, de proche en proche, tous les points
supersinguliers de My, il suffit de montrer que le graphe de T, (et plus
généralement de T},) est connexe. Mais, comme me !’a fait remarquer J.-P.
Serre, la valeur propre a; = 3 de T, est sur My de multiplicité égale au
nombre de composantes connexes du graphe de T;. Or, dans My, I’espace
M}, correspondant aux formes paraboliques est de codimension 1, donc 3
est valeur propre simple de T; dans My, (car, pour une forme parabolique,
on a | a; |< 24/2) et le graphe de T; est donc connexe.

En conclusion, en un algorithme en O(N log N) opérations, on a donc
trouvé tous les points supersinguliers et la matrice de Brandt B; associée.
L’un des intéréts de cette matrice est d’étre trés creuse: dans chaque ligne
(et chaque colonne) il y a au plus trois termes non nuls, qui sont des entiers
dont la somme est 3. Cela permet, étant donné une valeur propre, de
trouver assez rapidement, si N n’est pas trop grand, les vecteurs propres
correspondants.

2.5. Exemples

e Prenons par exemple N = p = 37. Comme 37 est inerte dans le corps
quadratique imaginaire Q(4/—2), on peut prendre comme premier
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sommet de notre graphe la courbe E; & multiplications complexes
par Z[y/=2], dont ’invariant modulaire est 7; = 8000 = 8 mod 37; il
nous faut & présent trouver les invariants des courbes 2—isogénes a
celle-ci, c’est-a-dire résoudre 1’équation ®,(z,8000) = 0 mod37. Or
v/—2 est un endomorphisme de degré 2 de E;, donc j; est racine (sur
Q) du polyndéme &,(z,8000). En divisant ce polynéme par z — 8000,
on trouve donc un polynéme du second degré dont les racines sont 7,
et j3, les invariants des deux autres courbes E; et Ej reliées a E; par
une isogénie de degré 2. Soit w € F,a tel que w? = —2. On trouve
alors 73 = 3+ 14w et 35 = 3 — 14w.

Une autre méthode pour trouver j; et j3 consiste a remarquer que 37
est également inerte dans le corps K = Q(+/—15), dont le nombre
de classes est 2. Le polyndme du second degré donnant les valeurs
des invariants modulaires des 2 courbes & multiplications complexes
par l'anneau des entiers de K est z? + 191025z — 121287375, dont
les racines engendrent Q[\/g), donc modulo 37 sont conjuguées dans
F373. On retrouve ainsi j; et Js.

Pour N premier congru a 1 mod 12, le nombre de courbes supersin-
gulieres mod N est égal & (N—1)/12. Pour N = 37, on a donc trouvé
les 3 courbes supersinguliéres voulues. Il reste & trouver l'action de
T; sur E; (on en déduira par conjugaison l’action sur E3). Il n’est
pas possible qu’il y ait 2 isogénies de F; sur Ej, car alors il y aurait
5 isogénies de degré 2 partant de F;. Il n’est pas non plus possible
qu’il y ait une 2-isogénie de E; sur E;.

En effet, s’il existe une 2-isogénie d’une courbe elliptique d’invariant
J sur elle-méme, cet invariant est racine de 1’équation ®3(z,z) = 0,
équation de degré 4 qui s’écrit

(z — 1728)(z — 8000) (z + 3375)%.

(Pour le voir, on peut faire le calcul & partir de I’équation de ®;(7, )
ci-dessus. On peut aussi chercher quelles sont les courbes & multi-
plications complexes qui admettent un endomorphisme de degré 2,
c’est-a-dire quels sont les corps quadratiques imaginaires qui conti-
ennent un élément de norme 2. On trouve, 2 multiplication par une
unité du corps pres, les éléments 1+1, /=2, ”‘{'—'7 et 1“3/:7, qui sont
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les endomorphismes de degré 2 des courbes d’invariant § = 1728,
J = 8000, et, pour les deux derniers, j = —3375.)

Par suite, modulo p, le graphe de T; ne peut contenir de boucle d’une
courbe supersinguliére sur elle-méme que si cette courbe est définie sur
F, (et, plus précisément, est I’'une des 3 courbes décrites ci-dessus).
Par conséquent, il y a 2 isogénies reliant E; & E3, et le graphe de T3
agissant sur Mj; est complétement déterminé.

Pour calculer les vecteurs propres correspondants, on peut évidemment
diagonaliser la matrice (3,3) de T3, mais il y a encore plus simple:

I'involution Wgs; = —Frobs; découpe Ms; de maniére évidente en deux
sous-espaces propres orthogonaux, I’un, engendré par u; = [E,|—|[Es),
associé a la valeur propre 1, 'autre, associé a la valeur propre —1,
engendré par Eis = [E;] + [E;] + [Es| et par le produit vectoriel de
u; et Eis, soit u; = 2[E;| — [E;] — [EF3]. On en déduit donc, sans
recours a I3, ’existence de 2 newforms dont le g-développement est
a coefficients dans Q, et donc le fait que Jo(37), la jacobienne de
Xo(37), est isogéne au produit de 2 courbes elliptiques (ce qui est
bien connu, voir par exemple [9]). La formule (1) ci-dessus permet
alors d’obtenir les 83 premiers termes de leur fonction L.

p=237, N =2.3T7.

Pour étudier X,(74), on utilise le morphisme ¢, de My, vers My,
défini plus haut. Les fibres de chacun des trois points supersinguliers
[E1], |E2] et [Es] de Xo(1) mod 37 sont formées de trois points super-
singuliers distincts de X(2) mod 37. D’une maniére générale, notons
que si Sy,..., S sont les points supersinguliers de Xy(gM) mod p au-
dessus d’un point supersingulier S de X,(M) mod p, (p et ¢ premiers
et premiers & l’entier M), on a la formule

L’équation de X;(2) utilisée ici est celle décrite dans I’appendice:

uv = 2%,
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Pinvolution W3 échangeant u et v. Rappelons d’autre part que
—Frobgy, et que 7 = (u + 16)*/u (ol 7 est I'invariant de la courbe
image du point (E, C) de X(2) par le morphisme “oubli” de X,(2) sur
Xo(1)). De I’équation j = j; = 8, on tire les valeurs des trois points
supersinguliers au-dessus de E;, de coordonnées u; = (-1 + w)/2,
u; = (-1 —w)/2 = Wy(u;) et ug = 27 = Wy (u3). (Ici encore, il était
possible de deviner la valeur de us, car il est clair d’aprés ’action de
T(2) sur Xo(1) mod 37 faite précédemment que l'un des points au-
dessus de E,; doit étre invariant par W; or les 2 solutions de u? = 212
sont u = u; et u = —u;. En les remplagant dans I’équation donnant
7, on voit qu’il s’agit de u;. Pour trouver u; et ug, il suffit de résoudre
une équation du second degré.)

On calcule ensuite uy = Wj(u;) = 2 /u; = —5 — 5w, et on trouve que
Pinvariant j(u4) correspondant est j, = 3+14w. On résoud I’équation
du second degré donnant les 2 autres points au-dessus de j;, d’ol
us = 15+ 17w et ug = 16 — 12w. Notons alors u7 = Wa(u;) = %,
ug = Wy(us) = Us et ug = Wy(ug) = U les abscisses des trois points
supersinguliers au-dessus de E3 (z — T étant ’automorphisme non
trivial de F,2). Nous avons ainsi la liste de tous les points supersin-
guliers de X((2) mod 37.

Comme il a été dit plus haut, I’espace M7¢" correspondant aux new-
forms est Pintersection du noyau de ¢, et de ¢;W,. Si on note [u],
1 =1,...,9 les générateurs de My correspondant aux points super-
singuliers d’abscisse u;, un examen facile de ’action de Ws; et W,
montre que M7 est somme directe de deux sous-espaces de dimen-
sion 2, I'un, G, engendré par €; = [u;] — [uz] — [u4] + [u7] — [ug] et
e2 = [ug] — [ug] — [us) + [ug), sur lequel Wy = —W, = 1, autre, G,
engendré par es = [u;]+ [uz] — 2[us]+ [u4g] — [ue] + [u7] — [ug], sur lequel
Wg = —W37 = 1.

En utilisant I’équation de Ty agissant sur X,(2) (cf. ’appendice) on
montre alors que la matrice de Ty agissant sur G; (resp. G;) dans

la base (e, €2) (resp. (es, €4)) est ( y , de polyndme carac-

1
¥
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Gl : 3 RE kaga .
téristique X? + X — 1 (resp. ( 1 (1] ), de polyndéme caractéristique
X*—-3X-1).

On en déduit que JJ“(74) est isogéne & un produit de 2 variétés
abéliennes simples, A;, (resp. 4;) & multiplications réelles par ’anneau
des entiers de Q(v/5), (resp. (Q(v/13)).

8i A = :—1-2."9@ et u = 1“—325—5, les vecteurs vy = €; + (A + 1)e;, v; =
€1 — Aeg, g = pes + €4 et vy = (3 — p)es + e4 correspondent aux 4
newforms fi, f3, f3 et f; de poids 2 et de niveau 74. En utilisant la
congruence (1), on peut alors, comme ci-dessus, obtenir la valeur des
83 premiers coefficients de ces newforms. Par exemple, pour f;, la
liste des premiéres valeurs de q; est

[ 2 R 5 7 11 13
a; 1 —'1';!5 1—2!5 __1+v/§ —5;!5 1+:!5

alors que pour f3 on trouve

l 2 3 5 7 11 13
3 -— -— - —
Gi i ) Blamgi \/ﬁ 1 ;/ﬁ 1 2\/1'5 1125513:

3. Application a la recherche de courbes de Weil

Soit f = Y a,¢" une newform de poids 2 et de niveau N, dont les
coefficients a,, sont dans Z. Elle correspond donc & une courbe de Weil forte
¢ de conducteur N. Malheureusement, les coefficients a, ne donnent que
peu de renseignements sur £, et ne permettent pas d’obtenir simplement
une équation de £. (Dans [10], on décrit une méthode due a Serre qui
permet parfois d’en trouver une, mais cela n’a rien de systématique.) Nous
donnons ci-aprés une méthode qui, au moins dans le cas ot N = p est
premier, résoud ce probléme.

On suppose donc désormais N premier. D’aprés les paragraphes précé-
dents, & la newform f est associé un vecteur v; = 3 z5(S], z5 € Z, vecteur
propre des opérateurs de Hecke définis dans le paragraphe 2.1. Le théoréme
1 ne décrit pas I'isomorphisme (d’ailleurs non canonique) entre S;(NV) et
M3 ® C. Mais supposons connus les premiers termes a, de f (a, suffit en
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général). La construction du paragraphe 2.4 nous donne simultanément les
valeurs supersinguliéres mod NV et le graphe de T; agissant sur My. Nous
pouvons donc déterminer ’espace propre V; associé a la valeur propre a,.
S’il est de dimension 1, nous avons vy, ou tout au moins I’espace qu’il
engendre. Sinon, on applique Ts sur V; (qui est expérimentalement de
petite dimension - pour les conducteurs < 80000, dimV; ne dépasse pas
6 ), jusqu’a trouver un espace de dimension 1, correspondant aux mémes
valeurs propres des opérateurs 7} que f. Choisissons dans cet espace un
vecteur ry = Y zg|E|, les zg étant dans Z et premiers entre eux; w; est
donc déterminé au signe prés.

Pour aller plus loin, il nous faut a présent une interprétation géométrique
de ces zg.

Soient donc A = £N? le discriminant d’un modele minimal de Weier-
strass de £, ¢ : Xo(N) — &€ un revétement minimal de £, et n = deg .

D’aprés Deligne-Rapoport [5], il existe un modéle Xo(N),z de Xo(N)
défini sur Z dont la réduction modulo N est la réunion de deux droites
projectives, l'une, C,, classifiant les courbes elliptiques en caractéristique
N munies du schéma en groupes noyau du Frobenius (donc correspondant
a des isogénies inséparables), 'autre, Cy, classifiant les courbes munies du
“Verschiebung”. Ces deux droites se coupent aux points supersinguliers.
Quant a la courbe £, la réduction modulo N de son modéle de Néron a une
composante neutre Eﬁ-ﬂ isomorphe sur Fyz au groupe multiplicatif G,.
On peut montrer que le revétement ¢ se prolonge & Xo(N)jz — §, ot §
est ’ensemble des points supersinguliers en caractéristique N, et définit
par spécialisation et restriction une application réguliére de Co, — S sur
6{%«’ d’ou une fonction rationnelle ¢ sur Cy, dont les pdles et les zéros
appartiennent & £. Le diviseur 3 Ag[E] de ¢, E parcourant les courbes
supersinguliéres mod N, est donc un élément de MY, défini au signe prés
(dépendant du choix de I'isomorphisme de £, sur Gn).

PROPOSITION 1 Avec les notations ci-dessus, le diviseur (®) = ¥ Ag|E]
est €gal @ *ry.

Il n’est pas tres difficile de voir que (®) est proportionnel a r;. Par
contre, le fait que les Ag sont premiers entre eux se déduit du beau résultat
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que Ribet vient d’obtenir !, & savoir que, si / est un nombre premier distinct
de 2 et 3, toute forme parabolique mod! de poids 2 et de niveau Np, ou Np
est sans facteur carré, dont la représentation mod/ associée est irréductible
et non ramifiée en p, provient d’une forme parabolique mod! de poids 2
et de niveau N (ce résultat avait été conjecturé par Serre, dans une lettre
qu’il m’avait adressée en aolit 1985. On en déduit en particulier que la
conjecture de Taniyama-Weil implique le grand théoréme de Fermat).

Pour prouver la proposition précédente, on montre d’abord que & est
relié aux Ag par la formule

(S = pgcd(kgwg e AF‘U}F),

ou wg est le nombre d’automorphismes de E. Supposons qu’un nombre
premier | divise le pged des Ag. Il divise alors &, et on en déduit que p n’est
pas ramifié dans le corps des points d’ordre ! de £. Sil est premier a 6,
le théoréme de Ribet implique que la forme modulaire f associée a € est
congrue mod/ a une forme modulaire de poids 2 et de niveau 1, qui ne peut
étre que la série d’Eiseinstein. La courbe £ étant semi-stable, cela implique
d’aprés [16], p. 306, que £ ou une courbe qui lui est Q-isogéne posseéde
un point fini d’ordre . 8il = 2 ou 3, on a le méme résultat grice & [4],
Appendice. Cr on connait explicitement les courbes de conducteur premier
possédant de la torsion [11], & savoir les courbes 114 et 11B de [19], qui ont
un point d’ordre 5, les courbes 174, 17B et 17C (un point d’ordre 4), 17D
(d’ordre 2), 194 et 19B (d’ordre 3), 37B et 37C (d’ordre 3), et les courbes
de Setzer-Neumann [18], qui ont un point d’ordre 2. Dans chacun de ces
cas, on connait &, qui est égal au nombre de points d’ordre fini rationnels
sur Q des courbes considérées, et on vérifie que les Ag sont premiers entre
eux. En dehors de ces cas, les courbes £ n’ont pas de torsion sur Q, et sont
seules dans leur classe d’isogénie sur Q; on a donc § = 1, et les Ag sont
premiers entre eux. Ceci démontre la proposition. Notons qu’en cours de
démonstration on a montré que le théoréme de Ribet implique également
le résultat suivant:

THEOREME 2 . Soit E une courbe de Weil forte de conducteur premier
N. La valuation de son discriminant en N est alors égale au nombre de
points de torsion de E(Q).

1K. Ribet, Lectures on Serre’s conjectures, MSRI, Fall 1986.
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Nous énongons a présent sans démonstration le théoréme qui permet
d’obtenir explicitement une équation de £ une fois connus les Ag.
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THEOREME 3 . Soit & une courbe de Weil forte de conducteur premier
N, et T Ag|E] I’élément de MY, associé & £ par la construction ci-dessus.
Il existe une équation de £

2 s C4 Cg

= — — —_——
. 48"~ 864
avec ¢4 et cg dans Z, tels que, st H = sup(| ¢4 |V/?,] e |*®), on a, avec les
notations ci-dessus:

i) H < 7}3"?_2(1%(36/1?28) +b),
ot b= (T'(1/3)/T(2/3))® = 7.74316962....

ii) Soit A' = (c§ — c2)/1728. Alors A' = A si € est supersinguliére en 2, et
A' = A ou 22A sinon.

iii) ¢4 = (T Agjg)* mod N.
iv) ¢ = —(X Agjg)® mod N. 1
v) né =T Ajwg.

Si les Ag sont connus, v) permet d’obtenir n, et i) d’obtenir une borne
de H, donc de ¢4 et cg. Par ii), on connait ¢ — ¢ = 1728A’, ce qui permet
de trouver ¢4 et cg. Les congruences iii) et iv) permettent de diminuer
notablement le nombre de calculs. On a donc ainsi trouvé une équation de
la courbe de Weil forte correspondant & la newform f initiale.

En fait, cette méthode permet aussi de prouver qu’une courbe elliptique
de conducteur IV premier assez petit est de Weil. Supposons en effet donnée
une telle courbe, par exemple par son équation. Nous pouvons alors calculer
le nombre de ses points N; mod ! pour ! = 2, 3, .... On cherche ensuite, par
la méthode des graphes, si a; = 3 — N; est valeur propre de T3 agissant sur
My . Sinon, la conjecture de Taniyama-Weil est fausse. Si oui, on continue
avec T3 agissant sur ’espace propre trouvé, s’il n’est pas de dimension 1,
jusqu’a trouver un espace propre de dimension 1 pour les opérateurs de
Hecke, a valeurs propres entiéres. S’il n’existe pas, on a un contre-exemple
a la conjecture de Taniyama-Weil. S’il existe, on calcule une équation de
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la courbe de Weil correspondante. Si cette courbe se révéle étre isogéne a
la courbe initiale, on a fini. Sinon, la courbe initiale n’est pas de Weil.

En particulier, cela a permis de montrer que la courbe elliptique d’équa-
tion
V+y=z—Tz+6,

de conducteur 5077, est une courbe de Weil.

Cette courbe semble &tre la plus petite courbe (lorsqu’on ordonne les
courbes par conducteurs croissants) ayant un groupe de Mordell-Weil de
rang > 3 [3]. Son intérét est le suivant:

Soit f(2) = T anq", ¢ = €***, une newform de poids 2 et de conducteur
N, et L(s) = Y a,n"* la fonction L associée. Si ’ordre en 1 de L est > 3,
Goldfeld a montré qu’il existe une constante Cy calculable telle que

logp < Csh(-p),

ol p est un nombre premier = 3 mod 4 et premier a N et h(—p) le nombre
de classes du corps quadratique imaginaire de discriminant —p. On a des
formules analogues, mais plus compliquées, dans le cas des corps quadra-
tiques imaginaires de discriminant non premier (voir [13] par exemple).

Si la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie, toute courbe de
Weil dont le groupe de Mordell-Weil sur Q est de rang > 3 devrait fournir
de telles formes modulaires, mais jusqu’aux travaux de Gross et Zagier (8],
on n’avait aucun moyen de vérifier que la dérivée en 1 de la fonction L
d’une courbe de Weil est effectivement nulle. Les résultats de Gross et
Zagier permettent par contre d’écrire L'(1) comme un produit d’un facteur
non nul aisément calculable et de la hauteur de Néron-Tate d’un point de
Heegner (cf. [8] pour les détails). Il est alors possible, en minorant la
hauteur des points rationnels de la courbe et en majorant L'(1) par un
calcul approché, de montrer que L est d’ordre > 3 en s = 1. (Dans tout ce
qui précéde, on a considéré des courbes de Weil impaires, c’est-a-dire dont
la fonction L a un ordre impair en 1 - ou, si ’on préfére, dont le signe de
’équation fonctionnelle est —1.)

On a plusieurs moyens de construire des courbes de Weil dont le groupe
de Mordell-Weil est de rang > 3 (et qui sont donc de bons candidats pour
la question précédente: par la méthode de Gross-Zagier, on peut calculer
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L'(1). Si L'(1) est nul, on a une fonction L qui permet d’obtenir une
majoration de la valeur absolue du discriminant des corps quadratiques
imaginaires de nombre de classes donné; s’il est non nul, la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer est fausse! Il va sans dire que jusqu’a présent, on
s’est toujours trouvé dans le premier cas...) On peut par exemple chercher
des courbes & multiplications complexes de rang 3 (on sait a priori qu’elles
sont de Weil), mais la constante C; est alors trés grande. On peut aussi
tordre une courbe de Weil (par exemple la courbe 37C de [19] jusqu’a
obtenir une courbe de rang 3 (en l’occurrence, pour la courbe 37C, on
peut tordre par Q(1/—139), comme le montrent Gross et Zagier [8]). Ceci
conduit & une constante C; de l’ordre de grandeur de 7000.

On peut enfin choisir une courbe elliptique quelconque définie sur Q, de
rang 3, et tenter de montrer que c’est une courbe de Weil. C’est ce qui a été
fait dans [10] pour la courbe ci-dessus de conducteur 5077, en employant la
formule des traces. Mais le calcul a été trés long (5 heures sur ’ordinateur
employé, un IBM 4341). La méthode des graphes a permis de le faire en
environ 5 secondes sur le méme ordinateur.

Pour cette courbe, on a C; < 50: tout corps quadratique imaginaire
de discriminant d, avec | d |> €'® a donc un nombre de classes > 4.
D’autre part, il n’existe pas de corps quadratique imaginaire de discrimi-
nant d et de nombre de classes 3 pour 907 <| d |< 10?®® [12]. Par suite
(aprés examen d’une table donnant les nombres de classes des premiers
corps quadratiques):

THEOREME 4 . Les corps quadratiques smaginaires de nombre de classes
3 sont les seize corps de discriminant —23, —31, —59, —83, —107, —139,
—211, —283, —307, —331, —379, —499, —547, —643, —883, —907.

4. Application & une conjecture de Serre

Soit p une représentation continue de Gal(Q/Q) dans GL3(V), ot V est
un espace vectoriel de dimension 2 sur un corps fini F, de caractéristique
p. On suppose cette représentation impaire, c’est-a-dire que I'image p(c)
de la conjugaison complexe ¢, vue comme élément de Gal(Q/Q), a2 comme
valeurs propres —1 et 1. Dans ce qui suit, on pose G = Im p.
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Dans [17], Serre définit le niveau, le caractére et le poids d’une telle
représentation:
e Le niveau.

Soit ! un nombre premier premier & p. On note G;, + = 0,... les
groupes de ramification de p en /. Soit

n(l) = 5. = codimV %,
=0 gﬂ
ou g; est 'ordre de G;.
Le conducteur de la représentation p est alors défini comme étant
N =J] .
e
e Le caractere.

Le déterminant de p fournit un caractére de Gal(Q/Q) dans Fy, dont
le conducteur divise p/N. Par suite, on peut écrire

det p = ex* 1,

ou x est le caractére cyclotomique de conducteur p, et ou € est un
caractére (Z/NZ)* — F;. L'entier k est défini mod(p — 1), et le fait
que la représentation est impaire implique que e(—1) = (—1)*.

Par définition, € est le caractére de la représentation p.

e Le poids.

L’entier k ci-dessus est défini mod(p — 1). Je renvoie a l'article de
Serre pour la définition du poids k € Z de la représentation p. Alors
que le conducteur N ne dépend que du comportement de p aux places
premiéres A p, la définition du poids ne fait intervenir que les pro-
priétés locales en p de la représentation p.

La conjecture de Serre peut alors s’énoncer ainsi:



234

CONJECTURE 1 . Soit p une représentation comme ci-dessus, de poids k,
de niveau N et de caractére €. Supposons cette représentation srréductible.
Elle provient alors d’une forme paraboligue modp de poids k, niveau N,
caractére €.

Cette conjecture, si elle était vraie, aurait de nombreuses conséquences:
elle implique notamment la conjecture de Taniyama-Weil, et le grand théore-
me de Fermat.

Beaucoup de telles représentations p sont modulaires, soit par construc-
tion, soit parce qu’elles entrent dans le cadre de conjectures classiques
(Langlands, Artin, ...) qui entrainent la conjecture (parfois seulement sous
une forme faible, c’est-a-dire avec un poids ou un conducteur plus grands
que ceux définis dans [17]).

Pour vérifier (ou infirmer) la conjecture de Serre, il faut trouver des ex-
tensions K /Q, de groupe de Galois un sous-groupe de GL,(F,), & déterminant
impair si p # 2. Il n’est en général pas difficile de calculer, pour ! premier et
pas trop grand, la trace ¢; de Frob; dans GL,(F,): si P(z) est un polynome
dont les racines engendrent K, la décomposition de P mod! suffit souvent.

Il est par contre beaucoup plus ardu de trouver la forme modulaire
mod p, si elle existe, qui correspond a la représentation p donnée par le
corps K: le discriminant de K est souvent gros, donc aussi le conducteur
de p, qui lui est intimement lié, et il n’est alors pas possible de mener les
calculs a bien.

4.1. Le cas SL,(F,)

Un cas troublant est celui oli p = 2, car, du fait que —1 = 1 mod 2,
toute représentation est alors impaire.

Les représentations de Gal(Q/Q) dans GL;(F;) = S (méme totalement
réelles, cf. [17]) proviennent de formes modulaires de poids 1, le groupe Ss
pouvant étre réalisé comme un sous-groupe de GL3(C). On peut alors
espérer que par multiplication par des séries d’Eiseinstein convenables, on
obtienne une forme modulaire de poids et de niveau prédits par la conjecture
de Serre (cf. [17] pour des exemples).

Pour obtenir des cas plus intéressants en caractéristique 2, on consideére
des représentations & valeurs dans GL;(F,). L’isomorphisme Ag ~ SL,(F,)
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permet d’en obtenir plusieurs exemples. Soit donc une extension K de Q de
groupe de Galois A;. Comme Aj se plonge dans PGL;(C), si le corps n’est
pas totalement réel, la représentation p associée provient encore d’une forme
modulaire de poids 1 (modulo la conjecture d’Artin; cf. [2]). Supposons
par contre que K soit totalement réel; aucune des conjectures classiques
ne nous permet alors de soupgonner p de provenir d’une forme modulaire,
méme de poids ou de niveau élevé. C’est ce cas que nous étudions en détail
dans ce qui suit. La méthode des graphes a ici été indispensable, les formes
modulaires recherchées ayant de trop gros conducteurs pour étre étudiées
a 'aide de la formule des traces de Eichler-Selberg.

Soit donc P(z) = z° + a1z* + a3z + a3z? + a4z + a5 un polyndme a
coefficients dans Q de degré 5, de discriminant D). Pour que le corps des
racines de P soit Ag, il faut et il suffit que P soit irréductible, que D soit un
carré, et qu’il existe un nombre premier ! ne divisant pas D tel que P mod!
ait exactement 2 racines dans F; (cette derniére condition assurant que le
groupe est bien A tout entier).

Il est clair que € = 1. Si p divise D, p premier a 30, n(p) = 1 si et
seulement si ’inertie en p est d’ordre 2, et donc si le polyndme P a des
racines au plus doubles modp. Quant au poids k, il est 2 ou 4 suivant
la ramification de K en 2. Pour simplifier les calculs, nous avons limité la
recherche d’exemples aux représentations de niveau premier et de poids 2.

D’autre part, bien qu’il s’agisse de représentations dans SL;(Fy), le
coefficient a; de la forme modulaire cherchée, si elle existe, peut ne pas étre
dans F,, mais dans F;s. Cela provient du fait que le coefficient a; d’une
forme modulaire mod! est égal & une valeur propre de Frob;, et non a sa
trace. Or, si une matrice de SL2(F,) est d’ordre 5, ses valeurs propres sont
dans F,¢, et non dans Fy.

Les exemples traités ci-dessous ont éte obtenus en faisant tout d’abord
une recherche systématique sur ordinateur (I'IBM 4341 de ’ENS, rue d’Ulm)
de polyndmes convenables (totalement réels, de type As, dont le conducteur
de la représentation associée est un nombre premier N, et dont le poids est
2).

Ensuite, pour chacun de ces polynémes P, on a calculé la valeur propre
a; correspondante (dans Fi¢), et on a cherché s’il existe une forme mo-
dulaire mod 2 de niveau N et de poids 2 telle que T, ait a; comme valeur
propre. Dans tous les cas considérés, on a alors trouvé un espace propre de
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dimension 1 ou 2. En employant les opérateurs T et Ty, on a alors calculé
les coefficients aj et aj, et vérifié qu’ils ont la valeur prédite par le type de
décomposition de P en 3 et 5.

Evidemment, cela ne prouve pas vraiment que la représentation p as-
sociée a P est modulaire: nous avons seulement exhibé une forme modulaire
mod 2 du bon niveau et du bon poids dont les termes a;, as et az convi-
ennent. Mais c’est une bonne présomption de la véracité de la conjecture
de Serre dans les cas considérés: une recherche extensive sur de nombreux
nombres premiers N des coefficients a; de formes modulaires de poids 2 et
de niveau N montre en effet qu’il est rare qu’ils soient dans des corps de pe-
tit degré. (En fait, il semble que 2, et plus généralement les petits nombres
premiers, soient les plus “inertes” possibles dans les corps intervenant dans
’algebre de Hecke des formes modulaires, corps qui eux-mémes paraissent
en général étre du plus gros degré possible, compte tenu des contraintes
du type involutions d’Atkin-Lehner, premiers d’Eiseinstein, etc. Il arrive
évidemment qu’il y ait des petits facteurs, - correspondant par exemple aux
courbes elliptiques de conducteur premier - mais c’est apparemment rare.)

4.2. Quelques exemples.
e P(z) = 2z°—10z% + 22? + 19z — 6.

Le discriminant de P est (2°887)%2. Ce polyndme est irréductible
mod 5, donc irréductible sur Q. Ses racines sont toutes réelles (on
peut par exemple appliquer I'algorithme de Sturm). On a

P(z) =z(z - 1)(z* + z* — 1) mod 3,

ce qui fournit un cycle d’ordre 3; le groupe de Galois de K, le corps
des racines de P, est donc Ag.

Du fait que P(z) = (z — 446)(z — 126)*(z — 538)* mod 887, on déduit
que le conducteur IV de la représentation associée & P est N = 887.
On peut également montrer que 2 est “peu ramifié” au sens de [17],
donc le poids de p est 2. Un examen facile de la réduction de P mod 2
montre que les coefficients a;, a3 et a5 de la forme modulaire mod 2
de niveau 887 qui doit correspondre via la conjecture de Serre & p
sont 1,1 et ;7 (ol j € Fy vérifie 7+ 7+ 1=0).
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On applique alors la méthode des graphes: ’espace des formes modu-
laires mod 2 de poids 2 et niveau 887 est de dimension 73, et le calcul
montre que l’espace propre G; de T3 correspondant a la valeur propre
1 est de dimension 2; T3 agit comme 'identité sur Gy, et 5 et ;2 sont
les valeurs propres de Tj agissant sur G, d’oll une base de G; formée
de fi=g+@+@+¢*+5°+...et L=q+F+F+*+5%¢ +..,,
vecteurs propres des opérateurs de Hecke. Ceci corrobore parfaite-
ment la conjecture.

o P(z) =z® —23z° + 55z° — 33z — 1.

D = 13613?, P(z) = (z — 8245)(z — 6673)%(z — 9624)? mod 13613,
N = 13613; P étant irréductible mod 2, Frob, est un cycle d’ordre
5, et a; = ¢5, une racine cinquiéme de I'unité, vue comme élément de
F16. La calcul montre alors que, dans 'espace des formes modulaires
mod 2 de niveau 13613 et de poids 2, qui est de dimension 1134, ¢
est valeur propre simple de T;. Les coefficients a3 et ag sont respec-
tivement égaux & 1+ ¢Z + ¢ = j et & ¢? + ¢ = 5%, qui sont bien les
traces de Frob; et Frobg dans SLy(Fy).

@ Enongons rapidement les autres polyndmes trouvés; dans chaque cas,
il existe une forme modulaire de poids 2 et du bon niveau, dont les
premiers termes a, correspondent a ceux prédits par la conjecture de
Serre.

— P(z) = 2% + z* — 162® — 7z* + 57z — 35, N = 8311, VD = N.

— P(z) = z° + 2z* — 432% + 292% + 2z — 3, N = 8447, /D = 2°N.
— P(z) = 2%+ z* — 132% — 142? + 18z + 14, N = 15233, /D = 2N.
— P(z) = 2%+ 24 — 372° + 6722 + 21z +1, N = 24077, /D = 22N.

Appendice: Les courbes X,(p) de genre 0.
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Dans (5], il est montré que, si p est un nombre premier, la courbe X;(p)
sur Z, est formellement isomorphe & la courbe d’équation zy = p* au
voisinage de tout point se réduisant mod p en un point supersingulier S, k
étant la moitié du nombre d’automorphismes de S.

Si Xo(p) est de genre O, (i.e. sip=2, 3, 5, 7, et 13) on a en fait un tel
modele sur Z, donné par la fonction

A (nn(grj) ) ” >

n(z) =% [[(1 - ¢"), g=e"".
i=1
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Ceci découle de Fricke [7], qui donne également, pour chacune des
valeurs de p ci-dessus, ’expression du morphisme oubli 7 : Xo(p) — Xo(1)
qui a tout point (E,C) de X;(p) associe le point (E) de X(1), paramétré
par l'invariant modulaire j.

Dans ce qui suit, nous rappelons ces équations, et donnons également
I’expression des correspondances T3 et T3 sur ces courbes. La variable z
est celle donnée par I’équation (2), I'involution W, échange z et y, et le
diviseur de z est (0) — (00), o1 0 et oo sont les deux pointes de Xy(p).

® p=2,

Les équations données par Fricke (légérement modifiées pour donner
un modele de X;(2) sur Z) sont:

zy = 212,
(z + 16)°
= : )

T, est donné par:
y? — y(z® + 2%3z) — 22z = 0.

(A tout point z est associée par T3 la somme formelle des points de
coordonnées y racines de ce polynéme.)
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e p=13.
ry = 13,
s (z? + 5z + 13)(z* + 7z* + 2022 + 19z + 1)°
T ’
x

T;: z2°+y° —2*y? — 2%zy(z +y) — 132y = 0,
Ts: z*+y* —2%° — 2.32%%(z + y) — 3.5zy(2* + 3?)
—-3.11z%y* — 2.3.13zy(z + y) — 13’zy = 0.

Les polyndmes ci-dessus donnant T3 et T3 sont donc d’écriture plus
simple que les équations modulaires classiques ®,(7,7') et ®s3(7,5') (qui
correspondent a ’action de T et Ts sur Xp(1)). A titre de comparaison,
nous rappelons leur expression:

Sy, ABCIL | ®,(5,5") = 73 + 3% — 725" + 243.3155' (5 + 5)

.6 [
= l _243453(‘?‘2 _‘_J'lz) 4 3(534027‘?.1! o8 283756(,?. +Jf) a2y 2123959,

®3(7,5") = 7* + 5" — 7°5"° — 223%9907;55" (52 + 5°) + 2°3%315%5"% (5 + 5)
—2%5°3%17.26355' (5 + 5') + 2"°3%5% (5 + ;) + 2.3*13.193.63675%;"
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Review by J. Buhler:

[.a methode des graphes. Exemples et applications. (French) [The method
of graphs. Examples and applications] Proceedings of the international con-
ference on class numbers and fundamental units of algebraic number fields
(Katata, 1986), 217-242, Nagoya Univ., Nagoya, 1986.

A new algorithm is described for computing a basis of the space Sy(N)
of modular forms of weight 2, level N, and trivial character. This "graph
method” constructs the matrix of a Hecke operator by building a sparse graph
whose vertices correspond to supersingular elliptic curves (in characteristic p
for a prime p dividing N) and whose edges correspond to isogenies between
them. The procedure is especially efficient when the level NV is prime. Some
important applications are given. An algorithm is sketched to verify that a
given elliptic curve over the rational numbers is a Weil curve; this is used
to effectively show that the curve of conductor 5077 (the smallest curve of
rank 3) is a Weil curve. The graph method is also used to provide support
for recent conjectures of Serre that predict a relationship between modular
representations of Gal(Q/Q) and modular forms mod p. Several totally real
fields with Galois group As are given; Serre’s conjectures are verified in these
instances by exhibiting suitable modular forms.



aiLue, 50 THhe a00ve COHLPUEE.'EJ—UU. aoces IIoT Suggest a4 oug 1Il MasMA
E atacteristic 2.

we thought more and have decided that Mestre has made a slip and that
yma is probably CK here. What is going on at 2 in this 887 example?
éstre says it’s peu ramifiee and I haven’t checked this but let’s believe
At. He also says a_2=1. I bought this initially but I don’t buy it now, I
rnmde a slip when checking this. The disc at 2 is 276 and the factorization
is 174.1 so we are in Buhler’s Case 17. The image of Decomp at 2 is then
A_4; fortunately A 4 in SL_2(F_4) is easy to understand, it seems to me

that it’s Jjust the upper triangular matrices. So mod 2 the repn is reducible

and so we must be ordinary. So a_2 is non-zero and is going to be the
eigenvalue of the unramified character in the bottom RH corner of the
local repn (see thms 2.5 and 2.6 or whatever, of Edixhoven’s Inventiones
weights paper). Indeed the image of inertia is C_2xC_2 i.e. 1 *;0 1. What
is left has order 3 and so in fact a_2 is an elt of GF(4) with order 3.
This checks ocut fine with everything and seems to indicate that whenever
Mestre says a_2=1 he means a_2=(non-triv cube root of 1 in GF(4)). Well
done for sorting this out!



